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pokrok védy. Staudtiv spis vSak se éte velmi téZko a zad4-
teénfku je témér nepiistupny.*)

V této knfice se omezime vétdinou jen na pouhou geo-
metrickou interpretaci imagindrnich vysledkd, ke kterym
vedou predev&im kvadratické ulohy a jez je postaditelnd
k tomu, aby zaédteénik nabyl piesvédéeni, Ze imagindrn{
elementy maji v dvahdch geometrickych stejné oprdvnéni
jako redlné. Sledujeme myslenky Staudtovy jen v nejjedno-
dussich piipadech, uZivajice prostiedku pokud mozZno ele-
mentérnich,

Na konec pfiddvéme kapitolu o Gaussové roving, kde
jde o jinou interpretaci imagindrniho bodu, o zobrazeni
imagindrnich bodd pfimky na redlné body roviny. To jest jen
nepatrnd ukdzka z moderni teorie imagindrnich velicin.
Podobné tvahy pro body v roviné neb prostoru nebo jiné
utvary vedou k dtvarim znaéné sloZitym a neni moZno se
v tomto spisku jimi zabyvati.

1. Zakladni véty geometrie polohy v rovind.

Zékladni elementy v roviné jsou bod a prfmka, Misto
piimka tikavd se paprsek

Piim4 fada bodovi je souhrn bodi na pfimce. Je-li vy-
louéeno nedorozumeéni, fikdme kritce jen fada bodova.
Svazek primkovy nebo paprskovy je souhrn pifmek v ro-
viné, které jdou pevnym bodem, jejz zoveme vrchol nebo
stfed svazku. Rikdme také jenom svazek,

Na ka?dé pfimce v roviné si myslime jeden bod nevlast-
ni &ili nekoneéné vzddleny. Nevlastnf body vSech pfimek
roviny vypliuj{ opét pifmku — nevlastni pfimku ro-
viny (nekoneéné vzddlenou). Tento pfedpoklad se obyéejné
nazyvd perspektivni ndzor ¢ Desarguetiv, aé dvahy,

*) PFstupné&jsi ze starSich praci jsou: Stolz, Zur geometr.
Bedeutung der complexen Elemente, Math. Annallen, sv. 4;
Liiroth, Das imaginire in der Geometrie und das Rechnen mit
Wiirfen, Math. Annallen, sv. 8. ,



které k nému vedou jsou &isté logické a maji za tidel zobec-

nénf geometrickych vét.

Piimky, které promitaji body fady m z bodu O le%iciho
mimo pfimku m, tvoif svazek pifmkovy (obr. 2). Rikédme, Ze

0

svazek O a fada m jsou
perspektivni a pfifadime
pti tom vidy bodu A, B,
C,... na m piHmku a, b,
¢, ..., kterd jim prochazi
(je snfm incidentni). Ele-
menty A4,a; B, b; C,c;...,
které si v perspektivnosti
odpovidaji, jsou incidentni.
Dvé tady m,n jsou per-
spektivni, jsou.li priseky
téhoZz svazku O (obr. 2);
pak sobé odpovidaji body

C
o VBN M DN y B m O\

®

na témZ paprsku 4, 4'; B, B'; C, (’;...; Osluje stfedem

perspektivnosti obou fad.

Dva svazky 0,0’ jsou perspektivni, promftaji-li tutéz
fadu bodovou — osu perspektivnosti (obr.3.) Paprsky

a,a;bb;e ;.
odpovidaji.

.., které prochézeji tymz bodem osy m, si

Budte 4, B dva pevné body na primce m (obr. 4), C bod
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pohyblivy; pak pomér ;:g zoveme délici pomér bodu C

k zdkladnim bodim A, B. Pfi tom vzddlenosti v jednom
sméru béfeme za kladné, v protivném za zdporné. Podle toho
je délici pomér bodu C kladny, lezi.li C mimo tsecku 4B,
zéporny, leZi-li uvnitf. Specielné stied useCky 4B m4d délici
pomér — 1, bod nevlastni | 1.

Podobné ve svazku se sttedem O (obr. 4) budte zdkladni
pfimky a, b, pohyblivé ¢ a jeden smysl otdcéen{ povazujme za
kladny, opaény za zdporny. Délicf pomér paprsku ¢ k zdklad-

AN

. . . sinac
nim a, b jest —

a ziejmé se rovnd poméru vzddlenosti

sin be
¥g, ¥p libovolného bodu P na ¢ od a,b (v = OP . sin a/;:,
= OP .sin l;t\)).
J— . N
Délicf poméry A_—C a (/z\c, jsou-li fada ABC... a svazek
sin bc

O(a, b, ¢, ...) perspektivni, jsou v jednoduchém vztahu.
Podle obr. 4 jest

4C _pdoC  40.0C. smac 40 sinac
BC ABOC™ 35 6C.sinke  BO sinbe
Pri stdlém A, B a hybném C se lidf oba délici poméry jen
konstantnim éinitelem A—_O_
BO

Dvojpomér étyt bodd na piimce neb étyr paprski ve
svazku jest pomér jejich délicich poméra k tymZz dvéma
zdkladnim elementim. Znaéime jej symbolem

7\ . AN
(ABCD) = A ff, (abed) — B0.2¢ . sinad
BC BD sin bc sin bd

Jdsou-li fada A4, B, C, D a svazek a, b, ¢, d perspektivni,
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plyne ihned z pfedeslého, Ze dvojpomeéry (ABCD) a (abed)
jsou si rovny. Odtud plyne dile, Ze jsou-li dvé rady perspek-
tivn{ (obr. 2), jest

(ABCD) = (A'B'C'D’) = (abcd),
a podobné, jsou-li dva svazky perspektivni (obr. 3)
' (abed) = (a'b’¢'d’) = (ABCD).

Ve dvou perspektivnich utvarech (faddch a paprs-
cich) se rovnéd dvojpomér étyf elementd jednoho
utvaru dvojpoméru odpovidajicich elementda dru-
hého dtvaru.

V nafich konstruktivnich dvahdch hraje dileZitou wdlohu
dvojpomér harmonicky. Ctyfi body na pt. 4, B,C, D
tvoli harmonickou étvefinu, jestliZe se délici poméry
AC 4D

35 li$i jen znamenkem. Pak dvojpomeér (4BCD) =

i

BC’
= —1 sluje ha.rmomcky dVOJpomer Podobné ve svazku;
lifi-li se poméry sin ac ¢/z\c, M jen znaménkem, rl'.ké,me, Ze
sin be sin bd

paprsky a, b, ¢, d tvoff harmonickou étvefinu, a piSeme
(abcd) = — 1. Podle posledni véty promitdnim centrdlnim
a protindnim harmonickd &tvefina pfechdzi opét v harmo-
nickou étvefinu.

Prikladem harmonické étvefiny jsou body A4, B, pulici
bod 8 usecky AB a bod nevlastni, anebo ramena thlu a, b
a obé pfimky pulici thel ab a whel vedlejsi. V obr. 3 jsou
voleny body 4, B, C, D tak, Ze tvoii harmonickou étvefinu.

(Metrické vlastnosti harmonické étvefiny.) Z re-

AC AD
lace — = — —— ¢ili
BC BD
AC.BD+ AD.BC =0 (1)

vyplyvé ihned CA . DB+ CB. DA =0, t. j. dvojiny bo-
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dové AB, CD hraji zde tuték roli. Spravné tedy fikéme, Ze
C, D oddélujf harmonicky A4, B a zéroven téz A, B
oddéluji harmonicky C, D. Toté% plati o harmonické étve-
Finé paprskové.

Zvolme v fadé bodové poddtek soufadnic O; body 4, B,
C, D méjte soufadnice z,, x,, T;, T,. Pak hofejsi relace (1) znf

(g — ;) (T — xp) + (x4, — 1) (B — 2) = O,

neboli po tpravé

(2% + Ty 2) — (7 + 2) (25 + 14) =0; @)
tato relace je opét symetrickd podle z,z,, 2,2, Volme po-
¢dtek O ve stfedu tsecky AB. Pak jest z,= —x;, = u
a rovnice (2) m4 velmi jednoduchy tvar

. Zgxy —ut =10 (3)
nebo, je-li S stfed tsetky AB,
8C . SD = A8 = BS. (4)

Bodovy par na pifmce byv4 ddn rovnicf kvadra-
tickou s redlnymi koeficienty *
ax? + 2bx + ¢ = 0; (5)

koteny této rovnice jsou soufadnice bodi dvojiny; je zndmo
ze stfedni 8koly,*) Ze tento pir je redlny pii 62— ac > 0.
Jsou-li kofeny rovnice (5) ,, x,, jest, jak zndmo,
. 2b c
31+32=—;a TEy =
Bud dén druby pér rovnief
a'z?+ 2b'x+ ¢ = 0; (6"
pro kofeny z,, z, jest
2b' KA

-"53+34=—7’ TaTy = 7+

*) Viz na p¥. uebnice BydZovaky-Teply-Vy¢&ichlo, Arit-
metika pro VI.—VII. tk. st¥. 8kol, 6. vyd. JCMF, Praha, 1935.
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Dosadime-li do rovnice (2), dostaneme podmifnku, aby
péry dané rovnicemi (5), (5’) tvofily harmonickou étvefinu,
ve tvaru

ac’ 4+ a’'c —2bb"' = 0. (6)

TytéZz vztahy plati také pro har-
monickou étvefinu paprskovou. Vol-
me stfed svazku za poédtek pravo-
1hlé soustavy soufadnic. Pak rov-
nice paprsku jest y = mz, kde m=
=tge (obr. 5); m je parametr,
ktery uréuje polohu paprsku ve
svazku, Paprskum a, b, ¢, d at pa-
tif parametry m,, m,, my, m,y. Pak

my—m, tgp;—tg P 8in (p; — @) . co8 @3 . COB @, —
mg —my  tg P — tg @, CO8 @, . COB (p, . 8in (Py — @,)
__cosg, sin ac
= m .

~7
sin bc
a podobné
. ~\
mg—m; cos @, sinad

- N\
my — My cos @, sin bd

Jest tedy " (mymymqym,) = (abed).
Pro harmonickou étvefinu plati opét vztah (2)
(mgmy + mymy) — & (my + my) (Mg + my) = 0.

Volime-li za osu z piimku pulicf dhel ab, jest my = — my =
— u a relace na.bude tva.ru

mymy — ut = O neboli tg a:c tg a:d = tg? a:a tg? ;:\b

Jsou-li dvé dvojiny paprskové ddny rovnicemi

Am2 4+ 2Bm +C =0, A'm?®+4 2B'm-+| C' =0,
je podminka harmoniénosti
AC' 4+ A'C—2BB' = 0. 7)
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Poznimky a eviéenf. 1. Dény jsou body A, B na pfimece p;
k bodu C sestrojte &tvrty harmonicky D. (Névod: Body 4, B
sestrojte dv® rovnobsZiky a bodem C pFitku, kterd je sele v bo-

dech 1, 2. Pak pfeneste od B na druhou stranu B2’ = 2B;
spojnice 12’ prochézi bodem D.)

2. Ve svazku s vrcho-
lem O jeou dény paprsky
a, b, c; sestrojte étvrty
harmonicky d. (Ndvod:
Vedte pFitku p || ¢, kterd
sete a, b v bodech A, B;
plilicim bodem D tsedky
AB jde paprsek d.)

3. V rovnobé&iniku
ABCD se stfednimi pkié-
kami PQ RS, (obr. 6) jsou
harmonické étvefiny, na

@ pf. (ABQZ=), (BCRY®)

Y= atd. nebo svazky X (AB

QZw»), Yo (ABQZ») atd.

Centralnim promitédnim

ptejde rovnobé¥nfk v riz-

@ nob&Znik, pfimka nevlast-

nf pfejde v pfimku v ko-

neénu YZ a vSechny har-

monické dvojpoméry zii-

stanou zachovény. (Obré-

cend ka¥dy riznob&inik

P 1ze poklddati za st¥edovy

primét rovnob&nika, ne-

bot v deskript. geometrii

;e ukazuje, Ze jeé).lani) ge-

0% podstava jertiznobéz-

A a B 4 nik, lze protnouti vrov-

nob&Zniku.) -Méame tedy

harmonické vilastnosti uplného éty¥rohu ABCD (obr. 7).

Tak se nazyvé konfigurace uréend étyfmi body v rovin&. Celkem

je Sest stran: AB a prot&j8i CD, AC s protéjsi BD, AD s pro-

t8j8i BC. Prisediky jejich X, Y,Z tvofi diagondlni troj-

vhelnik a jeho strany sluji diagonély (dhlopFitky). Na

kaZdé stran® a na ka¥dé diagonéle je harmonicks &tvefina bo-

dovi, na p¥.(ABQZ), (CDSZ), (@SXY) atd. V diagondlnim rohu

se sbihaji vidy &tyFi pfimky, dvé strany a dv& diagonély, které
tvofi také harmonickou &tvefinu, na pf. X (4, B, @, Z) atd.
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4. Cty¥i p¥imky a, b, ¢, d v rovind, z nich? ¥4dné t¥i nejdou
tym2 bodem, tvo¥i uplny &tyfstran. M4 Sest vrehol; protéjsi
vrcholy slujf dvojice (ab), (cd); (ac), (bd); (ad), (be). Jejich spoj-
nice tvoli .diagonialni trojstran. Vytknéte opét vSechny
harmonické &tvefiny, které zde povstévaji. (Plyne opét z cen-
trélniho promiténi.)

5. Pfedchozich uvah lze uZiti, abychom provedli tlohy 1, 2
pouze pravitkem (bez rovnobdZek a pFendfeni délek). Mame-li
k bodim A4, B, @ na pfimce sestrojiti &tvrty harmonicky Z,
vedme bodem A dva piimky (obr 7) a protnéme je pFimkou
bodem @ jdouct v bodech X, ¥ ¥Spojme tyto body s bodem B
a dostaneme D, C; jejich spojnice jde bodem Z. Sestrojte po-
dobnd ke tfem paprskﬁm étvrty harmonicky jen pravitkem!'

6. DokeZte: Jsou-li na dvou ruznobézkach harmonické &tve-
finy ABQZ, CDSZ o spoleéném bod8 Z (obr. 7), pak -jsou
perspektivni dvojim zpdsobem podle stfedd X, ¥

Jsou-li dva svazky harmonické o spoleéném paprsku, ns PF.
Y (ABQZ), Z (ADPY), jsou perspektivni rovn&Zz dvojim.zpi-
sobem (jedna osa perspektivnosti jest AC, druhé BD)!

2. Imagindrni body na reilné pfimece.

Vytknéme na piimce bod o jako poddtek soutadnicové
soustavy a uréujme bod P vzdslenosti od poéétkn O. Redlné

vzd4lenosti OP = z pati{ redlny bod, je-li vzddlenost déna
¢islem komplexnfm x; + ix,, (z,=0), pfisuzujeme ji -bod
imagindrnf, Vzdilenosti xz, —iz, patif bod imagindrni
sdrufeny k prvnfmu. Soufadnice obou bodi jsou koFeny
kvadratické rovnice

[z — (2, + izy)] . [ — (2, — i2)] = O,

22— 22,2 + (2 + 5?) = 0, (1)
jeZ mé redlné koeficienty.
Obrécené kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty
az® + 2z + ¢ =0 @)
definuje bodovy pér o souradnicfch
—b4) P —ac

a

neboli

T =
16
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