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5. N&které zvla&tnf typy rovnic.

Rovnice pro d&leni kruhu. Zajimavym a dilefitym
typem rovnic jest rovnice tvaru

art-- 1 =), (1)

"
Refenim této rovnice jest x V]. Vime z Moivreovy po-
ucky (str. 9), Ze n-td odmocnina z kazdého komplexniho
¢isle ma » hodnot a plati vzorec

n

[ 4 2k .. g+ 2kn
l/(‘os ¢ 4 1 sin g - cos f'(-—l o —+ ¢ sin u—n’
] n

(k==1,2,..., n).

Jeito 1 = cos 0 - isin 0, dosadime sem ¢ = 0 a mame
ilmed :

2kn 2kn
xz=cos— -k isin —, (b=:1,2,...,n).
n n
2n 2n
Ozna¢me prvni kofen cos — -} i sin — = &.
n n

Dle Moivreovy poucky jest

2ak . . 2#k 2. . 2m\F '
COs-——- | 18in-— == |cos — 4+ i 8in — | == ¢¥;
n n \ n n

tedy: Rada ¢isel

2 . . 2n
& omeos— b isin —, ¢ 6 L e et =1 (2)
n "

predstavuje viecky kofeny dané rovnice (1).
Nalezenim koient dané rovnice v goniometrickém
tvaru jsme tlohu v jistém smérn dplné roziesili.
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0 v . ] » ’ * y v 2
Viimnéme si nyni geometrického vyznamu fedent (2).

: 2
Abychom v komplexni roviné nalezli bod ¢ = cos%E —+

.. 2n . .. .
+4- i sin ==, sestrojime kruznici o poloméru r =1 a roz-
n

délime jeji obvod na n-stejnych dila. Bod A prislusejici

2 2 2
tihlu =2 predstavuje ¢islo cos Tn + ¢sin 77: = ¢ Bod B
n

\A)

PRI n . - I 4 . . 4nm
piisludejicf thln — piedstavuje éislo cos — 4 isin— = ¢
n n n

atd.
y

Vidime tedy, Ze FeSiti tov- —
nici (1) neznamend geome-
tricky nic jiného, ne% rozdé-
liti plny dhel na n stejnych
dila [anebo — coZ je totér —

sestrojiti pravidelny =- . on
tithelnik vepsany do krui- Sy
X

nice].

Odtud pochdzi ndzev uve-
deny v nadpisu, Obr. 5.

Goniometrické FeSeni nds viak uplnd neuspokojuje. Zajimi
nas Feseni algobraické,*) t. j. takové, kde kofeny méme
vyjédteny jon pomoci odmocnin, bez goniometrickych funkei.

Na pf. pro rovnici 2° —~ 1 = 0 jsme nalezli #;, = 1, x5, =
=1(—1+ iv3). Resme jests rovnici =8 — 1 = 0. Po dé&leni
kofenovym ¢&initelem z — 1 lze psati

2+ 2422 +c+1=0,

x? + ],, TP
x? x

, . 1
Dosadime-li 2 + — = y, mame
z

*) Presny vyklad pojmu algebraické FeSitelnosti jest podan
na str. 74,

59



) !/2—2+y+1=07
y1:=%(—1il/§)r

1 .
odkud po dosazeni do z 4 z = Ve Feseni kvadratické rovnice:

Ty = (—1% Vg‘i- V~— 10 F 2|/5),
Ty =} (—1 % VE_MV — 10 + 21/5—)

Vhodnym obratem lze fFeSiti nékolik prvnich rovnic,
na pi, také 27— 1 =0 atd. Gaussovi**) se podatilo
divtipnym zpusobem nalézti obecnou metodu k teSeni
takovych rovnic. Dokdzal tim, Ze obecnd rovnice typu (1)
jest vidy algebraicky felitelnd. Jeho vysledky na
tomto poli byly rozhodujici duleZitosti pro dalsi vyvoj
nauky o rovnicich.

Gauss zdroven dokdzal, Zze kofeny této rovnice lze vy-
jadiiti pomoci druhych odmocnin jenom tenkrite,
je-li n ¢islo slozené z libovolné mocniny 2* a prvocéisel
tvar 28 + 1, pii éemZ kazdé z nich smi vystupovati jen
v prvni mocniné.

(3)

Jezto kruZitkem a pravitkem lze sestrojiti jen takové

**) Karel Bedfich ({auss byl vidéim duchem matematic-
kym poéatkem 19. stoleti (nar. 30. dubna 1777 v Brundviku,
zemFel 23. tinora 1855 v Gotinkach). Jeho vdestranny duch
zasahl hluboko do v8ech odvétvi matematiky a astronomie,
fysiky i geodesie. Gauss vynikl svou obsahlosti a koncepci
daleko nad své soudasniky. At v Ciselné teorii a algeb¥e, nebo
v teorii magnetismu, nebo v otdzkdch nebeské mechaniky,
viude jsou Gaussovy price zékladem dal§iho vyvoje. Roku 1801
vydal syoje proslavené dilo ,,Disquisitiones arithmeticace'"
—- vrchol tehdejsi &isté matematiky. Gaussovi patii také za-
‘shuha, Ze zavedl &isla imagindrni, dokéazal prvni fundamentalni
vétu, Fadu vét z teorie ploch atd. Jeho objevy v teorii rovnic
pro dé&leni kruhu mély nesmirny vyznam pro celé dalsi stoloti.
Gauss byl si také védom jejich ceny. Riké so, Ze jako si kdysi
ptal Archimedes, aby na jeho nahrobnim kameni byl vilec
s kouli, tak i Gauss si pfal, aby na jeho nahrobnim kameni byl
zv&&nén sedmnactitthelnik — kterého se tyka jedno z jeho
vrcholnych dé&l.
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obecné algebraické vyrazy, v kterych se vyskytuji jen druhé
odmocniny, znameni to, Ze kruiitkem a pravitkem
lze sestrojiti jen takové pravidelné mnohothelniky, jejichz
pocet stran mé shora vytéenou vlastnost.

Specidlné pro mnohoihelniky o prvodiselném podtu
stran p, mus{

p=2F1 1.
Toto ¢islo muZe byti prvoéislem — jak sc Ichee zjisti —
jenom tenkrite, kdyz k = 2%, tedy

p=22" 41 ;

Pro 4=0,1,2,3,4 midme prvoéisla p =3, 5, 17, 257,
65537. Pro 1 =5 viak cislo 4294 967 297 jest — jak
Euler ukdzal — délitelné é&fslem 641 a tedy neni prvo-
¢islem.*) Nevime, zda existuji je§té vibec dalsi prvoéisla
tohoto tvaru,

Z napsanych ¢isel vyplyvd, Ze pravidelny 5-uhelnik
a 17-thelnik lze pravitkem a kruZitkem sestrojiti, ne vsak
na pf. pravidelny 7-uhelnik. Dalsi pravitkem a kruzitkem
konstruovatelny mnohouhelnik mé 257 stran.

Konstrukce pravidelného p8titihelnika byla zndama jiZ v sta-

rovdku. Je zajimavé, Ze sedmnéctitihelnik sestrojil prvni teprve
Gauss a to a¥ tehdy, kdyZ jiZ znal FeSeni rovnice 17 — 1 = 0.

Cvigeni. 1. DokaZte:
l+e+et4...+e" =0

2. Dokaite, je-li w tfetim koFenem z jedné jest
(x + vy + w2) (x + 0¥y + w2) = x® + y? 4+ 22— 2y — T2—Y2!

8. Redeni rovnice 27 — 1 = 0 lze prevésti na Fedeni téchto
dvou rovnic po sob&

¥+ yr—2y--1=0,
2 —yx 4 1 = 0.

DokaZte!

*) Euler tak také vyvrétil hypotetické tvrzeni Fermatovo
(1601—1665), %e viechna é&isla tvaru 924 + 1 jsou prvotisla.
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Usudte odtud, Ze pravidelny sodmithelnik nolze sestrojiti
pravitkem a kruZitkem.

4. Dokaite, Ze plati:

x) pro n sudé: (- 1) = (x - 1) |«? 7~2cu.~;—2§ z |1

. (z”—2cus é—lz - l) (x2 - 2 cos wx -} l)v
n n

) pro n liché: (2" -~ 1) = (¢ — 1) [u? — 2 cos gg- x - I) .

. (a:’ —- 2 ¢os ftl.z -} 1) . (:::2 —- 2 cos gwr |- l).
n n

{Ne’wod: RozloZime v koFenové &initele a vyndsobime éleny

s koeficienty komplexnimi sdruZenymi:

[ ( okn . . 2lm)][ ( Un . . 2/.:::)]
@& - |eos —= |- ¢sin - x—|{cos —— -isin —) | =
" " " n
Jer ]
n

2 ”.r—l I.I

=t 2 cos

5. DokaZte pomocei rovnice

T ] o= (2 ;l).(wz-- 2w cos l)(:::2—2;z coszi b J). .
n n

. (.lt" 2. cos &—l{' |- l)

n

tento zajimnavy vztah:

in 2 sin 2z sin Rl sit (e bz I‘{’T

S — .8 = -8 = .. 8 —— =

'2n 'Zn 2n ' 2n gn—1

[Ndvod: Délte levou stranu = —- 1. Dosadte puk x = 1. Obecny
. . . kn . Gk

vyraz na pravé strandé bude 2 --. 2 cos - 4 rin? o

Nalevo mime pak 2n.]
Reeciproké rovnice. Rovnici tvaru

dga® + a1+ apa"2 + .+ ay_9x® + dp_yt + 4, =0

4)
nazveme reciprokou — a to prvniho nebo drubého
druhu — plati-li pro koeficienty vztahy
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bud (I): aqg=ap, 0, =08y, 8, = ap_s, ..., (5)
nebo (IT): @y = —az, 8= —ap—1, 0= —az_9,... (6)
Takto definované rovnice vyznaduji se touto vlastnosti:
Ma4-li reciprokd rovnice kofen «, ma i kofen ;l
Duikaz: Die predpokladu jest x koFenem (4), t. j. plati
agn® 4- @™ 4L+ a, % k@, =0,
Abychom dokazali, ie% vyhovuje téZ rovnici (4), dosadme

tam. Maie

1\n 1\n—1 1
[ (7) +- (7) Aot L (7) '-l a,

= (_;T)n a4 TN L e+ ay).

(M

V ptipadé (1) mame viak vzhledem k (5) misto (7) vyraz
1 —
- (Uga®™ + a4 L - W, % ),
ktery je vskutku roven nule.
V peipads (II) mame misto (7)
1
— (aa™ + @a™ ' 1 L a,),

coZ opét vymizi.

i _takovychto rovnic lze lehee prevésti-na FeSeni

rovnic ni?%ho_stupné. To nyni ukiZeme.

(ﬁ‘mﬁlce (4) bud sudého stupné, tvaru
g + g 221 - 4 ayx + ag == 0.

Spojme prvni élen s poslednim atd. a délme «*

1
ay (.z: + )+ a (x‘—' + k_l) + ...+
(8)
+ ar— (96 + —z) + ap=0.
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Nyni dosadime novou nezndmou

1
z+ — =y )
o
Postupné
xz + Jp— 1/2 4
ad 4 — ey — 3y

....................

m (m— 3) ym—t —

aM g = Y — ™2
X

_om (m—4) (m —bH)

gm—=86 _j_
1.2.3 s
Dosazenim do (8) mame rovnici k-tého stupné
boy* + by =t + ...+ b= 0. (10)

Tato rovnice ma k kotenu, které nutno pak dosaditi do (9).
Problém se redukoval na feSeni jediné rovnice
k-tého stupné (10) a k rovnic kvadratickych (9).
(Ib) Rovnice (4) jest lichého stupné:
agr®+1l g a4 4 x| ay= 0
Tato rovnice ma vidy koien x= —1 (jak se lehce
presvédéime dosazenim). Délenim faktorem x + 1 dosta-
neme reciprokou rovnici sudého stupné, kterou jsme vy-
Setfovali sub a).
(IT) Reciprokd rovnice druhého druhu
agr® + aa"—14 ... —ax—a;=0
mé vidy kofen x =1, coz plyne dosazenim. Po déleni
faktorem z — 1 zastavd pak rovnice (n— 1) stupné, ale
I. druhu, které jsme privé vysetiili.

Poznamka historickd. ReSenim reciprokych rovnic zabyval
se prvni Francouz Abraham de Moivre (1667-—1754).

Substituce y = = + % pochazi od Lagrangca (kolem r. 1770).
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Poznimka 1. Rovnice pro déleni kruhu jest. zvldstnim
ptipadem rovnic reciprokych a zvlidtnim piipadem obecné
tiidy rovnic zvanych rovnicemi Abelovymi. Tak na-
zyvame totiZ nerozloZitelné algebraické rovnice, u kterych
jeden kofen jest raciondlni funkei jiného kofene. Tak u rov-
nice pro déleni kruhu jsou vSechny kofeny mocninami
jediného. Abelovy rovnice se vyznaéujl’ tim, Ze se daji
vidy algebraicky TteSiti.

Poznamka 2. Casto se stavi, Ze Jest piedloZena k fefeni
‘rovnice 8 numerickymi koeficienty vhodnym zpiso-
bem specialisovanid. Zde ovSem zdleZf v8ecko na vhodné
ipravé vyrazi, Ziskati zruénosti v feSeni takovych piikladu
jest véci pocetni a matematické bystrosti a hlavné praxe.
Zde nelze udati obecné metody, nutno kaidy pripad vy-
Setfiti zvldsté. Ve cvifeni poddvame nékolik prikladi pro
ctendfe.

Cvi¢eni. 1. UvazZte podrobné: Jezto dovedeme Fesiti obecnou
rovnici tfetiho a ¢tvrtého stupné, dovedeme Fesiti reciproké

rovnice I. druhu aZ do devatého stupné a rovnice II. druhu
dokonce aZ do desdtého stupné.

2, Refiti (z + 1) 4 (x — 1)* = a («® + 1)!
8. Refiti (x + 1)® + (¢ — 1)® = a (z8 + 1)!
4. Rediti (z + 1)12 + (z-—— 1)12 =2 (24 + 622 + 1) (Substi-

tucey = x -k ?; Yo = U, Ygg = £ 1 Tpogany = + 20, Tpigugeg =

=+ (1?2

6. Ctverce kofenii jisté reciproké rovnice &tvrtého stupnd
jsou kofeny reciproké rovnice &tvrtého stupné identické s pa-
vodni. Nalezn&te viechny rovnice Zadané vlastnosti! [Jsou étyFi:
(z— 1 =0, 4+ 22+ 22+ x4+ 1=0,(x2+x+ 12 =0,
(z— 132 (2 + z + 1) = 0.]

Jest FeSiti rovnice:

8. 22— 30— 3z 4 9= 0 [2pq— - 1,732..; 7, = 3].

:.a“+:c3+6:c’+8.t}2—0[:cl——l T, = V2—V4
gy = 4; Ja—im + 3. d7+ 2.

8, 20 — 228 + 2 = 0.



9. x(x -} 2)(x -} 4) (x - 6) = 105 [z = £ + 3 nava nezn.;
1;,—7;—3 + %]

10, 2 + 622 -+ 120 = 117 [3; 1 (- -9 + 5)3)).

11. 3ux® 4 2622 522 - 24 =0 ( - 2; — §; — 6).

12. 4 — 4x® + 60 — 422 = 15.

18. Metodou, kterou jsme rozFeSili rovnici tfetiho stupné
pFi Cardanovs vzorci, lzo FeSiti i obecndjsi rovnice tvaru -

L e ( -

2 1 n?
Reste tak a% —-pud + Lpla |- 4= = 0! |Vyjde #;, = 4 {- B =
o e sy ) (v N T I
=6A+E‘B, Ty = 24 + &8, x, = 34 + 2B, 5—5‘14—

+ ¢B.) [# jest paty koken z 1.|
ReSte rovnice:
14 22— 3ux - + 1 = 0. -
16. a® — 5ax® - 5az - («® | 1) -: 0.
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