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4. ReSenf rovnic 2., 3. a 4. stupné.

Piistoupime nyni k metoddm, jak nalézti kofeny dané.
obecné rovnice.
Kvadratickd rovnice. Rovnici druhého stupné aex?4-

+ bz + ¢ = 0 feSime — jak zndmo -— tak, %e doplnime
levow stranu na uplny é&tverec. Jest
b c
Pt —rx=——
a a
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Otdzka, kterd nds vidy bude zajimati, jest: Kdy md takovi
rovnice vicendsobny kofen. Z vyrazu pro =z, jest
jasné, Ze to nastane tenkrat, kdyz vyraz D = b2 — 4ac,
zvany diskriminant rovnice, jest Toven nule.
ato otdzka d4 se viak vidy FeSiti bez znalosti kofenu;
to nyni provedeme ihned dvéma zpusoby.
o) Dle obecné teorie o vicendsobnych kofenech v 2. kapi-
tole bude miti naSe rovnice dvojndsobny kofen, m4.li
ax?® 4 bx 4+ ¢ = 0 a derivace 2ax + b = 0 spoleéné FeSeni.

JeZto druhd rovnice md jen jediné Feleni 2 = — P musi
a

b\? b
S Y e

37



t. j. D=05b—4ac=0,
jak jiz vime.

B) Imtruktlvne]m — vzhledem k da,lqlmu —%est ieseni
téZe otdzky pomocf symetrickych funkei. Hledejme takovou
symetrickou funkei, kterd se rovna nule, kdyz oba kofeny
splynou.

(Kdy# ji nalezneme, méme problém ¥cien, nehot dle véty
o symetrickych funkeich lze tuto vyjadriti pomoci &isel @, b, ¢.)

Takovou funkei jest ,skoro” 2, — z,. Tato ale neni
symetrickou, nebot ziameénou indexii zméni znaménko.
Naproti tomu (z, — 2,)? jest symetrickou funkei a rovnd se
nule, kdy? z; == x,. Poéitejme — pamatujice na vlastnosti
koirentt x; -F Xy = — —, 7,2, = L

«a a
(@) — 2p)® = (7) - %) — a2, =
b \? c b? —4ac D
—4 " .
( ) «a a? a®
odtud vidime tedy: Jeli D=0, je z, = 2, a naopak.

Vaimnéte si tizkého vztahu mezi (2, — x,)? a D!

Podrobny rozbor rovnice (*) prenechdvim laskavému
ctendfi.

Cvigeni. 1. ReSte rovnici x2 — (5 + 44) z - (6 4 8) = 0!
[3 + 4¢; 2]

2, Jsou-li koeficienty dané rovnice velikd &isla, volime
misto (*) toto t. zv. goniometrické FeSeni kvadratické

)
rovnice. PiSeme z = -—-i + 2 —e¢. Jei e> 0 a
2a 2a
< —92 wloZme c-—lb : sin? Pak = b
c 3a) polo > o= |5 .sin? g, ak Ty — — 5 -+

b — —sin? lg
4 5,008 7 = 5o (I T cos @) = ;’ , kde ¢ je

a
” cos® L

: . . 4a% : , i
definoviino  vztahem sin?p = —=. Tento vyraz se hodi

b’
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k logaritmovani. Jsou moZnd i jind goniometrickd ¥edeni.
Naleméte né&jaké daldi! Reste rovnici

— 93,7062z 4 1984,74 = 0! [61,3607; 32,3454.]
8. Ukalte, %e rovnice
x? 4+ 2 (b + b)) x + (¢, + dcy) = 0
m4é redlny kofen, kdyZ c,2 — 4b,byc, + 4c¢,b2 = 01
4. Uka¥te: Nutné a postadujici podminka proto, aby oba
kofeny rovnice z% 4 ax 4+ b = 0 mély absolutni hodnotu

rovnou 1 jest: |a| <2, |b| =1, 2 ampla = ampl b.
». Jestlize do rovnice az? + bz + ¢ = 0 dosadime novou
neznamou y vztahem z = my ¥ n (t. zv. linedrni lomenéd
Py + 4

substituce) dostanemc opét kvadratickou rovnici v pro-
m&nné y. Diskriminant této nové rovnice liff so od diskrimi-
nantu pavodni rovnice jen tim, Ze jest ndsobkem tohoto.
Faktorem timérnosti jest vyraz (mq — np)?. JestliZe substituce
jest takové, Ze mg — np = + 1 (t. zv. unimoduldrnfsubsti-
tuce), jsou oba dlskrlmma,nty dokonce stejné. Rikéme pioto,
%o vyraz b? — dac jest invariantem vzhledem k t&mto li-
nedrnim substitucim. Provedte podrobnd!

6. Reste rovnici az® + bz + a = 0! Jakou vlastnost maji
koteny ? [Reciproké rovnice.]

7. DokaZte, Ze mnohoélen 2. stupns, ktery pro = = a, b, ¢
nabyvé po ¥adé hodnot «, f, y, ma tvar

(x—b)(z —¢) r—c¢) (x—a)

+ 8!

Sl gy o S s g gy S
(r—a)(xz—0),
T e Tae—b
(t. zv. kvadraticka interpolace).
8. Rovnice s realnymi koeficienty a kofeny az? 4- bz + =0
da se pohodIng Fefiti také takto. Necht jest s, = z¥ 4 zf
14 (;r!)l i 1
. 8. k41 k+1
alz, | >z, Jest -‘d—l-:“‘—‘—k——}%——— .
8k x4 z, ' 1 ( )

Protoie jo

(%) velmi
oy

) R TR . AL
mald, Presnd lim----- = z). {JeZto lim (=) - 0]
t=w Sk k= xl
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Vypo&teme-li tedy postupnd s,, s, 8, &, . . ., Jze lehece uréiti
hodnotu vé&tdiho z kofentt. Na pf. pro rovnici z?-- 2z — 1
(uZivime Newtonovych vztahd) s, =2, 8, =2, 8, =2.2 +
+2=6, 8,=2.64+2=14, 5 =2.14 4 6 = 34, §; =
=2.341+14=82, 8,=2.82+ 34=198, s, =2.198 +
+ 82 = 478,58, = 2. 478 + 198 = 1154, 9, = 2. 1154 - 478=

= 2786, 8, = 2.2786 + 1154 = 6726. Jost —-2 41421393..
Piesnd hodnota jest 2,41421356... Prod neplatn véta pro rov-

nice s komplexnimi kofeny ? [Neni I%’ < 1, nybri vidy

? = 1. Uvaite na p¥. pfi rovnici 2?2 — 2z 4 2 = 0!

119. Sestrojte rovnici, kterd mé za kofeny k-té6 mocniny kofent
rovnice 22 —2ax 4+ b = 0! [z! — gz + b = 0; 8, md znémy
vyznam.]

Kubicka rovnice. K rovnicim t¥etiho stupné (kubickym)
dospéli matematikové z Setnych geometrickych problému
jako trisekce dhlu, zdvojeni krychle a pod. Geometrické
tlohy vedouci ke kubickym rovnicim jsou pravitkem a kru-
Zitkem obecné nefesitelné. JestliZe se o né pres to pokouseli
matematikové starovéku a stiedovéku, mé to pro dneini
dobu ten vyznam, Ze se rozmohlo péstovani rovnic tfettho
a vy&ifho stupné a poloZen tak zdklad k vystavbé algebry.

a) Diiv ne% piistoupime k FeSeni obecné rovnice tiettho
stupné, bude nutno roziediti tuto specidlni rovnici

2 —1=0. (1)
Rovnici (1) lze psati (z—1). (2> 4 2 + 1)<=0, odkud
— /3 —1—il/g
‘Tl:l’ 2:22—1_;_—11/326, Iaz—.)£=€'2.

Cisla 1, ¢, ¢® predstavuji ndm tietf odmocniny 7z jedné.
Tteti odmocnina z 1 a viibec z kaZzdého éfsla mé tedy tii
hodnoty. Reseni rovnice

2 —a=0 (2)

E
nalezneme tak, Ze si nejdifve pod znakem Va myslime jednu
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docela uréitou hodnotu odmocniny; daldi koteny jsou pak

a8
eVa, 62Va. (Srovnej také s odst. Moivreova poucka v 1. kapi-
tole.)
Rovnicemi tvaru (1) budeme se zabyvati ob§irn& v 5. kapitole.
b) K ieSeni kubické rovnice
Btartart+a=0 3)
existuje velikd fada metod. Uvedeme si dvé typické.
Prvni z nich pochazi od Huddeho.*)
Piedeviim misto x zavedeme novou neznamou y vztahem
!s, r=Y— ia, |
(y— 40 + ay (y — §a)* + a; Ty — §a,) + ag == 0.
Z rovnice vypadne ¢len s ? a zustane rovnice tvaru
¥+ry+q9=0, (3)
kde
p=ay—3a® ¢=ay—jaa,+ y5a,> (4)
Podstatou metody jest nyni, Ze misto jedné nezndmé y
zavedeme nezndmé dvé: u a v vztahem

y=u-+v. (5)
Tedy (ut+vP+put+ov)+g=0,
po tdprave
W+ v+ (Buv + p) (4 + v) + g = 0. 6)

*) Prvni, kdo objevil FfeSeni kubické rovnice byl Scipione
del Ferro (od 1496—1526 prof. v Bologni). Poté se rozpoutal
nep&kny boj o prioritu mezi Geronimem Cardanem (Hiero-
nymus Cardano 1501—1576, Pavia a Rim) a Nicola Tar-
tagliou (1600—1557, Brescia). Cardano uvefejnil prvni svoje
feBeni ve své knize ,,Ars magrne‘‘ (Norimberk, 1545), proto se
mluvi dnes o Cardanov® vzorei.

RozFeeni kubické rovnice bylo na tehdejsi dobu — kdy jesté
neexistovala matematickd symbolika a dnesdnf ,,mluva vzoreh*
— vykon skoro zdzradny. Cardano poméhé si geometrickymi
obrazei, a jefto neznal pfirozend ani imagindrnich &isel, musel
initi razné pFedpoklady o znaménkéch koeficientt a pod.
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JeZto jsme misto jedné nezndmé y zavedli dvé neznamé u, v,
miZeme je$té mezi u a v voliti jeden vztah. Volme u, v
tak, aby bylo
3uv = — p. (7)
Pak ale z (6) plyne
w4 = —q. (8)

7 téchto dvou rovnic vyjde (jako Fedeni kvadratické rovnice)
v = —4g+ VEP + GpP, @ = — ja— VG + G

(anebo obricené s vyménou u3 a »3),
Dile

3

v ==t + Vi@ + (" o
w== /= ta—Vis0* + Gor.

Kazdd z veli¢in (9) jest trojznaénd. Méli bychom tedy
pro y zdanlivé 9 hodnot odpovidajicich viem kombinacim
u, v. Nesmime vSak zapominat, Ze ¢isla (9) maji vyhovovat
(7) a (8) [a %e jsme rovnici (7) béhém poéitdni umocnili].
Musime zjistiti, zda tomu tak jest. Rovnice (8) jest ziejmé
splnéna, at pod odmocninou rozumime kteroukoliv hodnotu
odmocniny.

Dle (7) ma viak byti

l/~ iq -+ V (39 + (qT’)3 V_ ¥4 — V( ‘I)2 + (RP)" =
— P (10)
Na lcvo Htmne vyjde po vyndsobeni nejdiiv jen troj-

znalény vyraz V (3P = V(— Lp)3. Md-li byti tento vyraz
roven pravé strané, musime to zafiditi tak, %e hodnotu od-
mocniny jednoho faktoru v (10) volime libovolné, ale
hodnotu druhého jiz ne libovolné, nybri privé tak,
aby (10) bylo splnéno.

Dle (5) jest pak jedno feSeni rovnice (3')

=T T + 1= —Var T
\ (11
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Jestlize — jak Feceno — jedné odmocniné piisoudime
viechny tfi hodnoty a druhé z odmocnin pak takovou
hodnotu, aby byl splnén vztah (10), jsou dal3f kofeny
— md-li ¢, £ vyznam difve citovany —

eme V= dat Vo T+

| et V—éq—Vm ar
y:,:s?.l/—éq%-vm"r

+ s'.‘f’V— $g—V30* + Gp)

Vzorec (Tl):(l'l') nazyva se C;rda,nova. formule.

Cheeme-li nyni nalézti Fedeni ptivodni rovnice (3), stadi
se vrititi k puvodni proménné ze (4).

Méme
(392 + (q}')n = (7“3 laldz + 44,32 4+ (Yo, — 4a %P =
== 1057 — $8,0,0; — )50yt + a0y + 4400 = — g D,

kde D budeme nazyvati diskriminantem rovnice (1).
Je pak

¥ =—3mn+ V $a, + $a,3, — gay? + 1|/ — 3D +
+ V— 7 + bana, — 5ha® — ’IIUV_ 3D

a analogicky dalsf.

¢) Metoda FeSeni rovnice (3’) byla jednoduch4, ale do znaéné
miry ndhodné. [N&mei maji pro podobné obraty vystiZné
slovo ,,Kunstgriff.]

Systematiéts)di jest metoda pomoci. symetrickych funkei
pochézejici od Lagrange.*) Hledejme totiZ ndjaké jednoduché

*) Joseph Louis Lagrange (1716—1813; pochovin jest
v pafiZském Pantheonu). Jeho Zivot spadé do obdobi fran-
couzské revoluce, znamenajici v d&jinach matematiky horecnou
¢innost pFefetnych znamenitych udencti. Hlavni Lagrangeovy
price tykaji se uZiti infinitesimalniho po&tu v mechanice.
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symetrické funkce kofent rovnice

z® + pr4 qg=0.
Takovou jest na pf. x, + z3 + 7. Pro tu — jeZto chybi &lon
s z? — plati

T+ 2y, + 13 =0.
Podobny vyraz =z, + ex; + £2x;, resp. x; + &'z, + exry neni
symetrickou funkei; zato viak vyrazy !, = (z; + exy + &2z,)°
a ty = (3 + 2y + £2,)®* maji tu vlastnost, Ze se cyklickon*)
zéménou indext vibec neméni.

Pokusime se uréiti jejich hodnotu. Abychom vypoéetli
hodnoty ¢, a ¢, jako funkce koeficientl p, g, nalezndme kvadra-
tickou rovnici tvaru

4 bt 4+ by =0,
které t1 a t, vyhovuji. Pro koeficient b, méamo

—b1 (z, + £, + ¢ :1:3)” + (2y + e2xy + exp)® = x,3 + :t, +
+ :c, + 3e (x,2xq + x4 z, + Zy 2x,) + 3e? (wlxy + xmix, -
+ zgix,) + bxﬁ"z’s + =’ + o + 3 + 3e (a0, + wiwy +
+ zlx)) + 3¢ (rlxy + wlxy + xa”zs) + 6x,myxy.
(UZivdme vztahlie® = 1, ¢* = ¢, ¢® = £2.) Je#toze? + ¢ + 1=0
plyne g2 4 ¢ = — 1, mé,me .

—b =2 (x® + 3’ + x0) — 3 (wizy + By 4 iy

+ z23y + xi2;, + xPix,) + 12z 252,

Pfidéme a uberemo &len ,® + z,® + z,® a 6z,2,2, & mame:

— b, = 3(x3 + 2 + 2®) — (2, + @ + 73)° + 18z 7,475,
Dle Newtonovych vzorct na str. 35 jest 83 = 23 4+ z,° + = =
= — 3g, tedy

—b, = — 99— 0— 18§ = — 27q.
Dale
by =t .ty = (x;, + exy3 + 33)2 (2, 1 €225 + £x,)?

= [ + % + 2’ — 5% — 717 — 2] = (2,

+ 7y + 3) — 3 (7% + Ty + 733) P = [— Ip]?

= — 27pd.

(12)

b+

Jeho préace v algebfe, smé&Fujici k FeSeni rovnic, pochédzeji z let
1770—71. Lagrange sestrojuje jisté vyrazy kofent a vysSetfuje
jejich vlastnosti vzhledem k permutacim indexi. Zavadi pojem
resolventy atd. Tyto prédce jsou prvnim stupndm k dosaZenf
vysledki pochdzejicich teprve od Abela a E. Galoise.

*) T. j. piSeme-li na pf. misto z; koFen z, a pak misto z,
kofen x; a misto ¢, kofen z,.
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Tedy -

] 2+ 27_/__/_21;0a =+ 0.
Tuto rovnici nmyvame kvadratickou resolventou ku-
bické rovnice. Dovedeme-li toti# rozfeSiti tuto rovnici,

mame —— jak ihned uvidime -— FeSonu i pavodni rovnici.
Jest

= 27[-4q- - V(GO* + (2],

ty = 27[— .:q + V3a)® F (3pP1*)
Méme tedy tFi rovnice

T - &y - 1:,-—0

@ -+ oexy + &lay = th (13)

z, + 22y + &7y = Vt,.

Jefto — jak jsme v (12) vypoletli — je *(z, -+ exy, + elxy) .
. (zy + €?zy + ex3) = — 3p, musime rozumét odmocninam
v (13) opét tak, Ze si zvolime jen takové jejich hodnoty, aby
souéin byl (— 3p).

Vzhledem ke vztahu e’ - & - I = 0 dostanemo scntamm
rovnic (13)

3 a9
=1} (th + Vt:)-
Nésobime-li (13) po fadd 1, ¢, €%, nebo 1, &2, ¢ a stitdmo, mame
3 8
Ty =} (& ytn : Evtn):
Ty =} ( thl - e’Vt.),
co% jsou Cardanovy formule.
d) Chceme nyni provésti diskusi ziskanych vysledki.

e s T

UvaZujme vyraz
D= —108[(}q)* + (4p) = — (27" + 4p°),
ktery jsme nazvali diskriminantem rovnice (3’).
UkédZeme, Ze jest
D = [(yy — ¥2) (4r— ¥s) (Y2 — ?/3}]2- (14)
Abychom to dokézali, stadi dosaditi:

*) PFimym vypoftem se piesvéddime, Ze jsme volili zna-
ménka spravné,
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Yy =1uF v, Yy = ue + ved, Yy = ue? + ve,
e=4(—1+idl3); =3¢ 1—d3); 1 -e=3—4i3;
Tt =3 |- 16)/3: 6 — o2 = i'3,

— s =3 (A o)== ifF 4 (- 0),

Yy g = 3 (0 |- 7) |- il/ﬁ'. L (e —-v),

(51— Yl - Ya) = B (& - 0 b wp), yy- - Yo = i}/ (w—w),
Uy — v2) (Y=~ 1a) (Y2 = ya)P* = — 27 (u® - - &%) = -~ (27¢* +

+ 4p3), c. b. d.

Dosavadni vysledky platily pro kubickou rovnici s libo-
volnymi koeficienty. Nyni pitcdpokliadejme, Ze p a ¢ jsou
éisla redlna.

Plati: Jestlize pro diskriminant kubické rovnice
s redlnymi koeficienty je D >0, md rovnice tFi
kofeny redlné; je-li D=0, ma rovnice tfi kofeny
realné, které vSak nejsou vesmcés ruzné. Je-li D<C0,
mé rovnice jeden kofen redlny a jeden pdr kofent
komplexnich sdruzenych.

Diakaz: Ze (14) plyne:

o) Jdsou-li y,, ¥, y; realné a navzijem razné, jest D
jako ¢tverec realnc¢ho éisla kladny.

B) Jsou-li kofeny ¥,, y,, ¥y, navzijem razné a existuje-li
par komplexnich sdruzenych kofenti, necht’ jest to y, a y,.
Vyraz (3, — y,)® jest pak zdporny, ale (y; — 11)* (4 — %2)*
jakoZto sou¢in dvou komplexnich sdruZenych ¢éisel jest
kladny. Tedy D << 0

y) de-li D= jak vime — (alespon) dvoj-
nansobny koten; ten ]eﬂt ovéem realny, a jezto komplexni
kofeny vystupuji jen v péarech, musi byti i tieti koren
redlny.

0) CardanGv vzorec poddva feseni kubické rovnice v ne-

vhodném tvaru, a to ze dvon diavodu. '

a) Rovnice ¢/* — iy + 4 == 0 ma — jak patrno na prvni
pohled — koten y == 1. Car(lmuv vzorec vsak divi

| [
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L)

Jest oviem I/T'2 + H/— Y=14 %V— 7 — jak se
piesvédéime umocnénim na tfeti — takZe tipravou dosta-
vime y = 1; v takovémto pifpadé jest viak lépe hledati
raciondlni kofeny zkusmo.

p) Jestlize D = — 4p% — 27¢% > 0 (to je moiné jen pro
-p << 0), ma rovnice 3 redlné kofeny. Cardantiv vzorec po-
dava je vBak ve tvaru komplexnim. To zdd se byti
oklikou, kterou by bylo lépe obejiti. Kdybychom chtéli tyto
komplexni veli¢éiny odstraniti, t. j. tfeti odmocniny kom-
plexnich ¢isel, které jsou v Cardanové formuli, uvésti na
tvar komplexniho ¢fsla A 4+ Bi, zjistili bychom, Ze velidiny
4, B musi vyhovovati uplné stejné rovnici, jako byla
rovnice dand. Kofeny rovnice pro 4 byly by redlné, take
ve vyraze pro 4 by vystupovaly opét komplexni veli¢iny.
Proto byl tento piipad nazvin ,,casus irreducibilis.

Da se dokézati, Ze neexistuje Zddny tvar algebraického
FeSeni*) rovnic 3. stupnd s tfemi redlnymi kofeny, "ktery
by operoval jen realnymi éisly a Ze tedy objeveni se komplexnich
velidin neni disledkem nevhodné veleného postupu FeSeni.

f} V piipadé D > 0 pomahdme si proto jednodude t. zv.
FeSenim goniometrickym.

Je-li D= —4p® —27¢* >0, musi p < 0. PoloZme ve
vzorci
3 9.
y= V— s+ VGo® + GrP + V— s — VP + Gpp®
—lg=ocosp,

V=G —GpP =¢sing,
(to lze, nebot D > 0). Odtud

o=Ji—kpF>0

oS (p == — ;)q- mm — —,,.g_::.
e 2)/(— pp
*) T. j. (zhruba Fedeno) pomoci odmocnin. Prosny vyklad

viz str. 74.
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B 3
Je  y= ]/g (cosp 4+ ising) + VE‘ (cos ¢ — i sin g).
(Pfi tom musi sou¢in obou odmocnin byti, jako vidy, — 4p.)
Dle Moivreovy pouc¢ky v 1. kapitole je

V§E~E¥W=i/g [cos § (@4 2kn) + isin § (¢ - 2kn)] =
== V— sp[cos § (¢ + 2km) + isin } (¢ -+ 2km)).

Stejne

Vg(c—o.ﬁ»—;iisiinqj)' V; 5}; [cos §{p+ 2km)—isin §(p+ 2kn)].

Aby souéin byl (— §p), stadi

vziti v obou vyrazech totéz éislo
4 k. Jest tedy pro k= 0,1, 2:

Yy == 2V— Lp . cos i,
Yy = 2]/— ;;}!‘l’ .cos § (p + 2n),

Yy o= 2]/;_.,", p.cos } (¢ 4 4n).
(15)

X
Také pro D< 0 lze odvo-
diti FeSeni goniometrické; nenf
Obr. 4. viek jiz tak jednoduché.

Poznamka. Goniometrické teSeni ukazuje, Ze FoSeni kubické
rovnice Gzce souvisi s ulohou rozdséliti thel na t¥i dily. Poznamo
to pfimo takto: Z goniomotrie je zndmy vztah

4 cos? 1& -~ 3 cos & = cos B,
PoloZme
x = 2cos }¥, pak ¥ -3z — 2cos ¥ = 0.

Rozdéliti Ghel na t¥i dily znamené nalézti velidinu z, je-li déno
cos #. (Viz obr. 4.) JeZto pro z jsme dostali rovnici 3. stupns,
dé se dokézati, Ze ji lze FeSiti pomoci druhych odmocnin jen
pro n&které specidalni hodnoty #. Jest proto trisekce
tthlu pravitkem a kruZitkem obecné nefesitelnd.*)

*) Bliz8i vyklad viz v knize: VI. Knichal: Konstrukce pra-
vitkem a kruZitkem, (vyjde nékl. JOMF).
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Cviéeni. 1. Redte rovnice:

&) 22 — 3z — 3 = (0. [1,568,...]

f) =* + 7z + 3 =0. [—0,4181286; 0,200064 {+ 2,67042i.]

y) 2 + 38z + 2 = 0. [— 0,5961;.. ]_

8) @ — 9 — 28 = 0. [4; — 2 + i3]

2. UkaZte dle odstavee e) neupotfebitelnost Cardanova
vzorce v pFikladech:

«) 22 4+ x4 10 = 0.

B+ 22—3=0.

y) 2® —dx— 3 = 0.

d) 28— x—6=0.

8. Redte 29— 3z — 2 = 0! [x, — 2, x,, = — 1.]

4. Redte rovnici z® — 6x3 + 1lz — 6 = 0, vite-li, e mezi
T; & x4 plati vztah x, = 7,2 + z, + 1.

[Névod: Dosazenim za z, do pavodni rovnice jest z,* + 3z,5°—
— b5z — x,? + 2z, = 0. époleény délitel. tohoto vyrazu a pi-
vodni rovnice jest , — 1. Jest pak z; = 1, 23 = 8, x, = 2

8. Jest dén mnohoflen f(z) = z® + z? — 2 majici koFeny
1, &, f. Naleznéte mnohoélen ¢(z) druhého stupns, ktery pkFi
x = 1 jeroven 1, pfi £ = & nabyvd hodnoty § a pFi £ = f na-
byva hodnoty o! [@p(z) = } (42* + 3z — 2).]

6. DokaZte: Maji-li koFeny rovmice

az® + 0,7 + ayx + a; = 0 ™
tvofiti aritmetickou *adu, musi
2a,® — 9aya,a, + 27a,042 = 0.

[Navod. Dosadte za z do (*) z, — d, z,, x, + d. Ze vzniklych
t¥i rovnic eliminujte dv& nezndamé z,, d!] [Lze také dokézat1 Ze
vyraz na levé stran€ jest roven soudinu (x, — 2z, + T,).
Ty — 224 4 ;) . (3 — 2@, + x,), z &ehoZ plyne okamZitd
jiny dikaz.)

7. DokaZte, %e a,®.a;s— a,.a,® = 0 je postadujici podmin-
kou, aby rovnice (*) méla kofeny, tvolici geometrickou Fadu.

8. Budiz 2a,® — 9a0,a,a, + 27a,a,2 = 0. Pak jeden kofFen.
rovniee (*) jest harmonickym primérem obou dalsich. DokaZte!

9, Aby rovnice (*) méla dva koFeny stejné absolutni hodnoty,
ale opaéného znaménka, musi platiti

a,as — a,a, = 0. DokaZte!
[Navod. Rovnici musi hovéti — z; ob& rovnice seéteme a ode-
¢teme a eliminujeme proménnou z2.]
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10. DokazZte, %c tyto geometrické tlohy vedou na kubické
rovnice nerozloZitelné ve dvé &dsti s raciondlnimi koe-
ficienty (e jsou tedy pravitkemm a kruZitkem obeend nefe-
Sitelny):

o) Sestrojiti rovnoramenny trojihelnik, je-li dano: obvod 2s
polomé&r kruZnice vepsané o.

B) Bestrojiti obecny trojthelnik, ddno-li wu,, u, u,.

y) Sestrojiti rovnoramenny trojhholnik, déno-li r, P.

11, ReSeni kubické rovnice lze provésti také tak, Ze do
rovnice

agx® — 3, 2? + Bapx - az =0

ny—-2

dosadime ¥y substituci x = r® volime n o A tak, aby

rovnice piesla na tvar y3 — A = 0. UkaZte, Zo k tomu nutno
a stadi zvoliti za 1 a g kofeny kvadratické rovnico
2
Uylty — (1, a,ttg — 4,
22 %% 1“4y 1% )

2 ; = 0!
gty — R

Rovnice &vrtého stupnd. Refeni a diskusi rovnic
étvrtého stupné nebudeme provadéti jiz tak detailné jako
u rovnice 3. stupné, jeito metody vySetfovani jsou skoro
stejné. Na nékterych mistech uvedeme jen vysledky.

a) Prvni metoda k feSeni rovnice
2t 4+ a1 4 a2 + agx 4+ 0y =0 (19
jest Eulerova*) modifikace metody Huddeovy.**)

*) Leonhard Euler (nar. v Basileji r. 1707). Jeho otec,
reform. faral byl Zékem slavnéhe J. Bernoulliho. Byl proto
prvnim uéitelem svého syna. Euler jiZ v 23 letech byl élenem
petrohradské Akademie, pozdéji Feditelem berlinské Akademie.
Od r. 1735 byl slepy na jedno oko; v r. 1766 dokonce oslepl
iplné. Prece vsak nepfestival pracovati a své prace aZ do r. 1783,
kdy zemfel, diktoval. Euler byl posledni matematik viestranné
éinny. Jeho prace v integralnim poétu, v teorii &isel, v trigono-
metrii, v teorii kfivek, hlavné vSak v nauce o Fadéch jsou
zdkladem, na némZ spoéivé velikd &¢ast dneSni matematiky.
Nemaléd jest také zasluha Eulerova, Ze zavedl definitivni
symboliku, nézvoslovi a oznadovani matematickych veliéin
(Jako e, =, 7, kombinaéni ¢&isla atd.). Vydal veliky poéet praci,
psanych velmi jasn® a srozumitelns.
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T a ; .
Substituci x = y—zl odstranime ¢len s 23 Bude

11 2 .
Y+rytqytr=0, (1)
k¢ p == ay— a2,
q == 0a3— éa’la’2 + 'araqu:
= — 1 a.2q. — . 3_.q.4
J—_\(ff‘.,__,,_}_qla"_'_ 1602 — g3t
Dosadme misto jedné neznimé y tii nezndmé wu, v, w,
vztahem

2y=u+ov+w

Pamatujme pii tom, Ze miame pak jesté k dispgsici dva
vztahy mezi u, v, w, které si muiZeme voliti vhodnym
zpasobem. Poéitejme

4y? = u? + v + w? + 2 (wv + uw + vw),
16y == (u® + v® + w?)? 4 4 (u? + v2 4 w?) (uv + vw -+ wu) -
+ 4 (u*v? 4 v2w? + wu?) + Buvw (u + v + w).
Dosadme do (1) ndsobené 16; je
(0% - v* + w?)? 4 4 (wv 4 vw + wu) (u® + 02+ w* 4 2p) +
+ 4p (0t v  + w?) 4 B (uvw + ¢) (w + v+ w) +

+ 4 (uP? + v*u? + wPw?) 4 16r = 0. (2)

Za dva volitelné vztahy vezmeme
w4 vt wt=—2p, 7 (3)
uow = —gq. - @)

Z rovnice (2) zustava po dosazeni
uv? 4 vw? + v = pt—4r, (5)

[J. Bernoulli, o kterém se vpfedu zmifiujeme, byl jednim
v Clent proslavené matematické rodiny Bernoullia (1654 aZ
18¢3), z které pochézi neménd nez 11 znamenitych matematiki.
Rodina ta pochdzela pavodnd z Antverp; pronédsledovéna z na-
hoZenskych davodi uchylila se viak do Basileje. Clenové této
rodiny byli profesory na universitdch v Basileji, Groningéch,
Padové atd.]

**) Prvni nalezl FeSeni rovnico étvrtého stupné Luigi Ferrari
(1522—1565, Bologna, Mildn), Zdk Cardantv. ’
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Umocnime-li (4) na druhou
wviw? = ¢ (6)
Vztahy (3), (5), (6) ukazuji, Ze veliGiny «2, v2, w? jsou kofeny
rovnice ttetiho stupné
B4 2p82 -+ (p2P—4r)t— g2 = 0. (7)

Tuto rovnici nazyvdme kubickou resolventou bikvadra-
tické rovnice (1). Necht jcji koFeny jsou ¢ ¢, ¢, pak

u:VZ, v:l/g, wzvg.

Znaménka odmocnin nejsou oviem zcela libovolnd, nebot

dle (4) musi*)
Vi Ve . Vs = —q, (8)
t. j. u dvou lze voliti znaménka libovolné, znaménko tieti

jest pak vztahem (8) jednoznaéné uréeno. Dostivame pak
4 kofeny, které lze psiti ve tvaru

2y, = Vl—l =+ Vt_2 + Vg

2y, —= V‘x - Vtz - Vta

2y = — V‘1 + Vtz - Vt:; {9)

2y, =— th —Vtz + Vta-
Ve vsech étyfech vyrazech maji pfislusné odmocniny tyz
pevny vyznam, stanoveny ve shodé s (8). Kdybychom
volili jinou trojici hodnot odmocnin, ale tak, aby (8) zistalo
zachovéno, dostali bychom tytéz koreny, ale v prehdzeném
poiadi. ‘

b) Diskusi bikvadratické rovnice s redlnymi koefi-
cienty jen naznacime (v pripadé, Ze ¢, I,, t3 jsou navzajem
rizné). Jeito ze (7) plyne t, . t,.t; = ¢® (coZ je nezaporné),
jsou mozny jen tyto t¥i pripady.

&) b, by, ty jsou redlnd, nezdpornd cisla; pak mé (1) 4
realné koteny.

*) Nesmime opét zapomenout, %e jsme (4) umoenili,
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B) t, redlné, nezdporné, i,, t; redlné, zdporné. Z (9) plyne,
ze viechny kofeny jsou pak komplexni, a to y, sdruzené
$ Yy, Yy 8druzené s y,.

y) Resolventa m4 dva kofeny komplexni sdruZené na pi.
!y a ly, a redlny nezdporny kofen #,. Hodnoty odmocnin
volme tak, aby Vg a Va byly komplexni sdruZené. Pak
kofeny z, a x, jsou reidlné, xz; a x, komplexni sdruzené.

Ktery z uvedenych pripadi nastane, zdvisi pouze na
diskriminantu rovnice (1). Diskriminantem rovnice (1)
nazyvame vyraz

D= [(11—%) (h—) (h—y) (a—s) (%a—¥4) (15— ¥
Je to symetrickd funkce kofeni rovnice (1) a lze ji tedy
vyjadiiti pomoci veliéin p, g, . Po dlouhém vypodtu vyjde:

D = 16p% — 4p3%¢® — 128p%% + M44prg® 4+ 2567 — 27¢%

VjIpoétem se presvédtime, Ze diskriminanty rovnice (1)
a jeji resolventy (7) jsou stejné.

Odtud nalezneme thned (uZivajice znamych vysledki o ku-
bické rovnici);

Je-li D < 0, mé rovnice (1) 2 kofeny realné a 2 komplexni
sdruZené.

Je-li D> 0 a plati p < 0, p2— 4r > 0, ma (1) 4 kofeny
realné, jinak 2 pary kofentt komplexnich sdruZenych.

Je-li D = 0, mé (1) vicendsobny kofFen.

¢) Rovnici

2t 4+ a® + a2’ + ayx +a, =0

lze FeSiti mnoha daliimi zpisoby. Matematicky jest opét
nejcennéjdi metoda analogickd metodé Lagrangeove,
o které jsme mluvili u kubické rovnice. Hleddme takovou
funkei kofeni, kterd nenf sice symetrickd, ale viemi permu-
tacemi ¢tyf indexti pfechdzi v méné ne% 4 jiné funkce.
Na pi. ma Zddanou vlastnost trojice

b = 2,7y + 237y,
lo = 2,25 + Xy, (10)
ly == 2,x4 + Xpog.
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Kazdy z téchto vyrazit ma tu vlastnost, Ze kteroukoliv
ze 4! = 24 permutaci 4 indexua 1, 2, 3, 4 bud se viabec ne-
zméni, anebo prejde v nékterou z druhvech dvou. To tedy
znamend, Ze vyrazy

bt by A g byly - by - toly, Gl (Ih)

jsou symetrickymi funkcemi koteni 2, 2,, 25, 2,. Dovedeme
je tedy (po jisté poétarské ndmaze oviem) vvjiadiiti pomoci
veli¢in a,, a,, a,, a,. Pak ale dovedeme také napsati ihned
kubickou rovnici (resolventu), ktera ma cisla 4, 4, 1y 7a
kofeny. Podrobnym vy¥poétem vyjde

3 2 _ — (a.2a., — a2y —

P —a,? - (aay —da) | — (ala, — daa, - a,2) — 0.
Tuto rovnici Festme, ¢im7 nalezneme hodnoty 4, ¢, £,. Dal3i
postup je pak jednoduchy¥, nebot’ na pi. z rovnie

Xy | orgrg =
FONE P A P

lze urciti a,x, a 2,2, Stejné @z, Xa¥y 22y, 2,25 Konee
vypoltu jest pak zcela elementirni. Nutno oviem dditi
pozor na vhodné kombinace znamének u odmoenin a
pod.
Funkei vinstnosti (10) existuje ovEem vice. UZivajice na

pi. systém

I T R MR ) LA

by = (&, @y A @y 2y

ly = (@)~ &y - - @y |- )
dostali bychom v podstaté FoSeni odstavee ).

d) Uvedeme jedtd jednu velmi pFirozenou metodn. Poku-

sime se totiZ levou stranu bikvadratické rovnice - kterou
piseme s koeficienty pon&kud upravenymi v tvaru

gzt 4 4a,2% - Ba,x? + 4a,x |- a, (12)
— rozloZiti nn souéin dvou kvadreatickyeh trojélent

(2% + 2pz +- q) . (#* - 2pyx + qy). (13)

Podafi-li se nam nalézti p. q. p;, q;, lze rovnici povaZzovali za
Fefenou. Srovnénim koceficienttt u stejnyeh mocenin a0 v (12)
a (12) dostavame
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a ay
D4 p=2 _!, + = 2 ,
P+ @, Pq T+ Py ay

a a,
g+ @+ 4ppy = 62, g¢q, ==
dy a,
7 t¥eti rovnice
ay 1 ] L 2a2
a PP = (‘] Fa o
Zavedeme novou neznamou ¢
a. «,
t=52"_7’?’1:_('l 1 ¢—-2 n)
o

Ze Gyt pavodnich rovnie cheeme vylouditi p, p,. ¢, ¢, & zavésti
tam .

To se nam jednodude podafi timto umé&lym obratem:
Vypoétdme si velidiny: ’

2 _
Pt Pt = (p - py)t— 2ppy = 2 4 2, DU G

2a,\ 2
@+t~ (g4 9 —20q = (4¢ + —o') —2%,
(Pg -~ p)® = (Pqy - P19 — 4PP1a = 4__ +4 (

(g + ) =@ +p) e+ q) — (P, + P9 = (8 14

20,05 — @@,
a dosadme do identity
(P + 2?) (¢ + @*) = (Pn — P10)® + (Pg + P}
dostévdme po Gprave
4a3t® — ay (agay -+ 3a® — 4a,a4) t -

+ (aptgay + 20,0405 — ag? — ay%a, — ay®) = 0.
Oznadme

I = agay + 3u,® — daa,,

J = ayasty + 20,0405 — gy — ay2a, — agd.
Kubickd resolventa jest potom

4a2 — agdt + J = 0. (14)°



Nalezneme-li n&jaky koFen ¢, této rovnice, jost

a 2a.
P+p=2_1 g+ q =4+
@ ’ * v « ‘
_ 2 _ = 4,
PPy = o L 99 P

Odtud uréime tedy p, py, ¢, ¢,, ¢imZ tloha jo FeSena.
Jest jasné, Ze pro ¢ musela vyjiti kubickd rovnice. Myslime-li
si toti%z rozklad (12) v koFenové &initele
Ay (x— ) (T — 3} . (T —-aq) . (2 )
jsou myslitelny t¥i kombinace, a to
(0 -—x)) (2— x,) 0 (& — 25) (¢ — x).
(€ —2y) (£ — &) (2 ——xp) (¥ -~ 2,),
(€ — ;) (£ —— xg) 0 (2 — Ty) (T -— xy). ‘

Cviteni. 1. ReSte rovnici x*— 32 + 6x2 — 3z |- 5 = 0,
vite-li, Ze jeden koFen jest (—4)! [4; 4 (3 -k il/ll).’l
- 2. Vite-li, Ze koFeny rovnice

ot — 2112% + 89422 — 85z 4 16 =0
tvoFi geometrickou fadu, naleznéte je! [4; 1; 4; 16.]

8. Reste rovnici =% — 72® 4- 1722 — 172 + 6 = 0, vite-li,
Ze soudet dvou kofent jest 4.

[Navod: JeZto z, = 4 — z;, dosadime-li z, do pavodnl(
rovnice, mame rovnici 4 — 93 + 29z,2— 39z, + 18 = 0.
Tato a pavodni rovnice maji spoletného délitele x; — 1; tedy
z, =1 a x; = 3. Dalsi kofeny FelSenim kvadratické rovnice.]

4. Naleznéte podminku, aby rovnice

agxrt + a,x® + a2 -+ ayx + a, = 0
méla dva koFeny stejné absolutni hodnoty, ale opacného zna-
ménka. [Navod: viz pi. 9, str. 49. Vysledek agr,2 — aya.a, +
+ a,%a, = 0.]
a. Je-li .

16a4 —— 24a41,2a, |- Baaay - agdag = 0,
ma rovhice

aogxt + 4a,x® + 6ayx? + 4azx - @ = 0 (**)
jeden koFen, ktery jest roven soudtu viech zbyvajicich. DokaZte!

8. Je-li 3a,* — 6aya,’a; + 4day’a,ay — ay?a, = 0, ma rovnice
(**) jeden kofen, ktery jest roven aritmetickému priméru
zbyvajicich t¥i. DokaZtc!
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7. Cty¥i koFeny rovnice (**) tvofi harmonickou &tvefinu,
kdyZz . :
Gy35* + 1%, + @ — ag,8, — 20,0405 = 0.

DokaZte!
[Navod: Cty¥i &isla z,, 24, x5, @, tvoFi harmonickou &tvefinu
(v tomto po¥adi), je-li D% BT B ) Tato podminka
Ty — Xy Ey-— T,
kombinovéna s podminkami (1) na str. 30 3. kapitoly, po
vyloudeni z;, z,, x5, x,, dd4 hledany vztah. Jinak lze ziskati ty%
vysledek, vyjadfime-li soudin Hyg.,, . Hy,e - Hyg.5, kde na pi.
Haga = (2 — @) (g — @) -+ (- &5} (xg 7y),
pomoci koeficientti dané rovnice. ]

8. DokaZte: Mé-li rovnice z¢ + axd 4+ bx? 4 cx 4-d =0

koteny tvofFici aritmetickou Fadu, jest nutnd
ad-—4ab 4 8¢ = 0,
114 — 8a2b — 14402 + 1600d = 0.

9. Vyrazy I a J zavedené v textu jsou invarianty (viz
pE. 5 u kvadratické rovnice) polynomu (11). DokaZte to, alespori
pro I!

10. UtZivajice vztahu mezi diskriminantem rovnice a jeji
resolventy, dokaZte z (14), Ze diskriminant polynomu (12),.
D a invarianty I, J jsou vazény relaci

D = 16,8 (2772 — I%).
11. Ma-li bikvadratickd rovnice (12) t¥i kofeny stejné, jest
I =0 a J = 0. DokaZte!

12. Rovnici z! + 6¢y,z? + 4cgr + ¢, = 0 lze FeSiti také tak,
Ze zavedeme novou neznamou z = uy + 4, pfi ¢emZ volime
o a 4 tak, aby rovnice piedla v reciprokou.

Pro 1 a 1 dostaviame pak rovnice
1
2= T (2% 4 3ey 4 - ),

—- 20,47 4 (9cg® — 6g) A2 |- Beyegd + 02 = 0,

tak¥e jest FeSeni prevedeno na Fefeni rovnic niZifho stupné.
DokatZte!
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