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3. Vlastnosti koienu algebraické rovnice.

Fundamentalni v&ta algebry. V dosavadnich tivahéch,
kdykoli jsme mluvili o kofenech algebraické rovnice,
piedem jsme predpoklidali, Ze dand rovnice kofen
skuteéné md. Neni zatim vibec jasné, #e by libovolné
napsand rovnice musela opravdu kofeny miti.

Vime, %e u lincarni a kvadratické rovnice tomu tak jest.

Dovedeme také napsat libovolny polet rovnic majicich kofeny:
na pf. (€ — 3) (x ——¢) (x-— 2 + 31) = O atd,, ale to je zatim vie.

Jest otdazkou, zda rovnice

f@) = a2 + a2 1+ ...+ a, =0,
kde a; jsou libovolni komplexni ¢isla, md vidy kofen.
Odpovéd zni kladné. Plati tato t. zv. fundamentdlni
véta algebry:

Kazd4 algebraickd rovnice n-tého stupné (n2>1)
m# alespon jeden kofen.

Tato véta jest nejdtleZitdj8i vétou, kterou v této kniZce
naleznete. Prvni ji dokdzal Gauss. Za svého Zivota (v udobi
50 let) nnlezl celkem 4 ditkazy. Od té doby podali 8etni mate-
matikové veliké mnoZstvi nejriznéjsich dikazi.

Dikaz jest dost sloZity a piesahuje svou povahou rimec
této knihy. UkdZeme viak alespon, jak lze problém
znaéné omeziti.

PredevEim lze se omeziti pii dukaze na rovnicesredlnymi
koeficienty.

Abychom to uznali, dokaZme si nejdfive tuto jednoduchou
veétu:

Ma-li rovnice f(z) == 0 s realnymi koeficienty ko.
Fen A -+ fii, md té% koten x — fii.
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Dukaz. Jeito « -+ Bi jest kofenem, plati f(a + fi) = 0,
t.j. A(x, B) + ¢ B(x, 8) = 0, tedy A(x, ) = 0, B{x, ) = 0.
Pak je ale téZz A(x,B) — i B(x, f) = 0. Z tvaru polynomu
plyne vSak, Ze to neni nic jiného nez f(o« — f¢) = 0. Dosadi-
me-li totiz do levé strany rovnice x« — f7, nezméni se nic
na sudych mocnindch ¢, je¥to (— )% = (4 7)2¢. Nezméni
se tedy A. Liché mocniny zméni viak znaménko, jeito
(— )%+l = — (4 )2+, Zméni tedy jen B znaménko,

Tvrdime nyni:

Dokdzeme-li, Ze kaidd rovnice s redlnymi koe-
ficienty m4 alespon jeden kofen, plyne z toho,
%e i kaZzda rovnice s komplexnimi koeficienty m4
alespon jeden koften.

Dukaz. Jsou-li fi(z), fo(z) dva polynomy s koeficienty
komplexnimi sdruZenymi, m4 jejich soudin f(z) = f,() . fa()
redlné koeficienty. Tato rovnice mé dle predpokladu alespoii
jeden koten «, t. j. je f(x) = 0; tedy téZ fi(x). folx) =0
a tedy bud fi(«) =0, nebo fy(x) = 0. Necht f,(x)= 0;
pak rovnice s komplexnimi koeficienty f,(x) = 0 m4 kofen «.
Pak ale zdroven — je-li & ¢fslo komplexni sdruZené k o —
je fa(x) = 0. Obé rovnice s komplexnimi koeficienty maji
tedy kofeny. Obdobné, je-li f,(x)=0.

- Sta¢i tedy dokdzati: KaZdd rovnice s redlnymi
koeficienty m4 alespon jeden (redlny nebo komplexni)
kofen.

‘Pro rovnice lichého stupné plyne véta okamZité
z geometrického ndzoru, resp. grafického zndzornéni
funkece y = f(x).

Méme-li totiZz polynom [(z) = a2 +- q,a"—14 ...+ a,
a dosazujeme za z velmi veliké hodnoty (t. j. veliké vzhle-
dem k a;), jest jasné, Ze prvni élen pievySuje viechny dalif
tleny, a 7e tedy znaménko vyrazu bude takové, jaké mai
prvni ¢len. Necht jest nyni » liché; dosadime-li za = velmi
veliké ¢islo kladné, bude hodnota polynomu takového zna-
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ménka, jaké mi a,; dosadime-li za z velmi veliké éfslo
zéporné, bude hodnota polynomu znaménka opacného, nez
je znaménko u gy.*) Na-
byva tedy polynom pro
y jisté = A hodnoty
zdporné (kladné), pro ji-
yafx)  néx=DB hodnoty kladné
(zdporné). Pak jest ale
z grafického zndzornén{
jasné, ze kiivka y=f(x)

x=A x=C

i=—X  musi alespon v jednom
0/ x5 bodé = C protnouti

osu z, t. j. je f(C) =0

a tedy dana rovnice ma
Obr. 3. koten [dokonce — jak

vidime — redlny].

UZivame pFi tom mlcky dileZité vlastnosti polynomu —
totiZ, Ze polynom jest spojitou funkei promé&nné z. Tento
pojem, ktery pii vySetFovani funkei v matematické analyse
jest velmi duleZity, shoduje se zhruba s pojmem ,spojity"
uZivanym v b&Zné fedi. UZivame dale v&ty: Nabyva-li spojitd
funkce dvou rtiznych hodnot, nabyva téz vSech hodnot mezi
nimi leZicich.

Abychom nyni dokongdili dikaz fundamentélni véty, stadi
omeziti se na rovnice s redlnymi koeficienty, a to sudého
stupné, To je pravé ten nejtézsi krok. Gauss a po ném
Jordan postupovali tak, Ze postupnou transformaci uvedli
vyfetfovani rovnic sudého stupné v souvislost s rovnicemi
lichého stupné, u kterych, jak jiz vime, véta plati.

Jiné dikazy fundamentdlni vty neéinf rozdilu mezi rovni-
cemi lichého a sudého stupné. Jsou vedeny pomitickarni dife-
rencidlniho a integralnfho po&tu nebo metodami t. zv. funké&ni

*) Jedté lépe je to vidsti, piSeme-li

o) =g (1 P ey ),

AT agx? i (’oﬁ
kdyZ z je v absolutni hodnoté velmi veliké, bliZf se &leny v za-
vorce (kromé& prvniho) k nule a lze je zanedbati.
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teorie atd. Pomérné jednoduchy jest prvni dikaz Gausstv,
zaloZeny v podstatd na geometrickém znazornéni komplexnich
Gisel . *) .

V dalsim budeme fundamentédlni vétu predpokladati
v plném rozsahu za dokdzanou. Nymi lehce dokdieme:

Kazda algebraicka rovnice n-tého stupné ma
pravé n-kofeni. [Pfi tom pocitdme mnohondsobny ko-
fen s piisludnou ndsobnosti.]

Dikaz. Dle fundamentdlni véty mé f(z) alespon jeden
kofen z,, t. j. f(z,) = 0. Pidme: '

f(x) = f(x) — f(x)) =
=gy (a*—x, ")+ ay (" —x ")+ ...+ ap— (x—x)=0
[()= (& — ) [ay (x® 2 + a2z, + ...+ 1) +
+a (@24 232, 4 ...+ "2+ ... +a,4]=0.

Vyraz v lomené zavorce jest stupné n — 1. Dle fundamen-
tdlni véty md alespon jeden kofen x, Lze tedy z lomené
zdvorky vytknouti x — x, atd. Nalezneme koneéné rozklad

() = ay (2 — 2)) (x — ) . . . (2 — Tp)-. (1)
Odtud pak ihned plyne vyse uvedené tvrzeni.

Vyrazim £ — z,, £ — &,, . . . fikdme kofenovi ¢initelé.
(1) predstavuje pak rozklad polynomu f(x) v kofenové
cinitele.**)

*) V &eské, resp. slovenské literatufe naleznete dikaz
fundamentélni véty v knihédch: K. Petr: Podet diferencidlni,
Praha 1923, str. 405 (ndkl. JOMF). — K. Petr: Podet integrélni,
Praha 1931, str. 418 (nakl. JOMF). — J. Hronec: Algebraické
rovnice a ich pouZitie na analytickd geometriu, Brno 1932,
str. 47,

**) Cisla z,, x5, .. . nemusi byti vesm&s razné. Je-li jich
nékolik stejnych, musime — aby \hrnny poéet vSech kofeni
byl n — poéitati je s pFislusnou nédsobnosti. To je ten divod,
o némZ jsme mluvili ve zvlaStnim odstavei pF¥edeslé kapitoly
(str. 18 a dalsi).
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Dodatek: Méme-li rovniei s redlnymi koeficienty, jsou &isla
z,, Ty, . . . Gastend reilnd, &astetnd po dvou komplexnf sdru-
Zena. Souéin dvou faktortd komplexnich sdruZenych jest reilny,
proto:

KaZdy realny polynom lze rozloZiti v souéin real-
nych &initelt prvniho neho druhého stupné.

- Poznamka (pro hloubavého &tendfe). Poznamencjme vy-
slovnd, v Gem zaleZi dileZitost fundamentélni véty. KdyZ
jeme chtéli, aby ka¥dad kvadratickd rovnice s realnymi koefi-
cienty méla FeSeni, musili jsme zavésti &isla obecn8jsi ncz
redlnd — totiZ komplexni. Analogicky dalo by se &ekati, Zo
checeme-li roz¥esiti na p¥. kteroukoli rovniei 3. stupné&, budeme
musit zavésti ndjaky novy symbol obdobny &islu ¢ a uvaZovati
disla jelt& obecnéjsi nez komplexni. Fundamentalni véta Fikd,
Ze tomu tak neni; Ze tedy s Gisly komplexnimi vystatime ji%
pro vSechny rovnice (s komplexnimi koeficienty), vsech stupiia.
To je hlavni jadro véty. To, Ze koFent jest pravé n — to jost jen
vysledek vedlejsi.

tendfi nebude jist& proti mysli, Zo existuji i éisla oboenéjsi
ne# é&isla komplexni — na pf. t. zv. kvaterniony. Oviem
i zde jde pouze o vyplod lidského mysleni -— bez realné inter-
pretace ve vdednim Zivoté.

Symetrické funkee. a) V dalsich dvahdich budeme bez
ijmy obecnosti psati a, = 1. Ma-li pak f(x) kofeny
Ty, Ty, . . . Xy, jeSt

f(2) = a™ + a2 | aa*—2 - ..y e
=(rx—ux)(xr—ux)...(x—uxy).
Vyndsobime-li pravou stranu a prirovnime koeficienty u stej-

nych mocnin z, mame
—a,=x,+ 2+ ... 4 a,
Ay = T, Xy + %5 — ... + Oy, (1)
— @y = Xy XT3 - XXy -+ .. Al Ty
(—1)ta, =x2,. .. 2.
Budeme psiti kratce

—ay =2z, ay =X, —ty= 2 x1,m,,... (2)
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Pri tom znaménko X' znamend, Ze séitdme pies vSechny
kombinace veliéin z;, %y, . . ., Z,, & to vidy kombinace toho
typu, jaky stoji za souttovym znaménkem.

b) Vyrazy (2) maji zvldétni stavbu. Kdybychom zaménili
v nich néjaké z; za x; a z; za x;, jejich hodnotm 8e ne-
zméni.

Rikdme jim proto symetrické funkce.

Obecné nazyvime symetrickou funkcf promén-
nych z, z,,..., z, takovou celistvou, raciondlni
funkeci (polynom) proménnych =z, x,, ..., z,, kterd
se neméni Zddnou permutaci indexu.

Jiné pFiklady: Necht na pf. n = 3. Pak z,?zy + 2,2z, -+
+ z2z; + 222y + ZPx, + x4 x, nebo x,® + 1,2 + x4? jsou také
symetrickymi funkeemi. Naproti tomu =z,® + 2,2 — x,2 neni
symetrickou funkei, nebot zaménime-li z; za z,; dostdvame
x,? + 2,2 — x,%, cof jest jiny vyraz.

Funkce (2) jsou zvla$té jednoduché symetrické funkee,
nazyvéme je elementdrnimi symetrickymi funkcemi.
Plati nyni tato zdkladni véta o symetrickych funkcich:

Ka%dd symetrickd funkce tvaru Xz ®...x;%
se dd vyjddriti jako raciondlni celistvd funkce
elementdrnich symetrickych funkci s celocisel-
nymi koeficienty.

To tedy znamend pro rovnice: Bez FeSeni rovnice dovedeme

udati hodnoty jistych vyraza, které zdvisi na kofenech — a to
z pouhé znalosti koeficientit dané rovnice.

Ovéiime si nejdfive tuto vétu na dvou pi‘ikl&dech.
@ Zvolme funkci X = x>+ x2+ ...+ xz,2 Aby-
chom ji vyjadiili v zddaném ‘tvaru, uvazujme soudin
T, 2=+ 2o+ ...+ ) (2t 2+ ...+ xy) =
= (224 22+ ... 2% 2»(:::1:1:2 + g+ ..+ X1 ),
t.j. (—a) . (—a)=(x2+ 22+ ...+ x)+ 2.4,
Tzl=z2+4+ 22+ ...+ 2.2 = a,2— 20,
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2. Abychom vypocetli X' z,2z,, pifme:
Ty Xy = (g + yzgs -+ ) (4 234 .. )=
= (222 + 2225+ .. .) + 3 (g2 + .. .)
= X %5, + 3 X x,x,7,,
tedy ay. (—a)) = X x%,— 3a,
2 x%zr, = 3a, — a,q,.

Mame-li komplikovanéjsi pfiklad, postupujeme vidy tek, Ze
uvaZujeme soudin jednodussich funkei takovych, abychom po
vynésobeni dostali — mimo jiné -— i hledanou funkei.

Zéroveri jsme tak vedeni k jednoduchému obecnému

dakazu vyslovené véty.
Definujme si pojem ,vygky*. KaZdé symetrické funkei

Lz Mwg™ .3k, (4 2 xp 2 &y 2 .. ) plifadime systém &isel
(oeg; &g5 - o- ,ak), dle kterého budeme posuzovati . ]ejl vysku.
Budeme Fikati, Ze ze dvou symetrickych funkei Zz,*1x,™ . . . 2,

(q Zag2...), Zzfralfro . 2fe, B =h2..)) jest ta
vyééi, u které v obou systémech (o; og; o695 . . ), (By; Bas Bas -+ )
prvni liSici se élen jest vét&i.

Nahofe uvedenou vétu dokéZeme nyni lehce t. zv. aplnou
indukei.

Jak jsme vidéli, jest Xz, = — a,, Z'r;ic, = @y, . . . Jest tedy
véta spravna pro symetrické funkce nejmensich vysek, totiZ
(1;0;0;...;0), (1;1;0;...;0), (1;1;1;0;...;0) atd. Pred-
poklddejme nyni, Ze plati pro vSechny symetrické funkece
nidi net Xz,Mxz,” ... x"F; doké¥ome, Ze plati i pro Zz,™ .
.xg™ ... x,"%. Tim bude v&ta dokézéna. Nebot, jeito plati
pro vysky (1;0;0;...;0), (1;1;0;0;...),..., plati pak i pro
symetrické funkce nejbliZéich dalich vysek, t.j. (2; 0; 0; .. .; 0),
(2;1;0;...;0), (2;1;1;0;...;0) atd., postupné& plati pak pro
vBechny symetrické funkee.

UvaZujme za tim Gdelem soudin

le“'_] N S R Zwlm, ez

Po vynésobeni dostancme pfedevaim &leny tvaru z,™z,™ ... %

a to s koeficientem 1, pak je$td fadu dalSich élent (na pf.

— —1 v . .
M1z .. zkk 11"’1, Zk+1) opatfenych celodiselnymi koefi-

cienty, ale vidy tedy é&leny niZsich vysek. Tedy:
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Z.nl"‘—l. .. zk“k'_l . z:clm, ceexp=1. Zzl". <.k o (Cle-
N——— et ST CY . A
I g ny ,nizsi‘‘);  (3)

odtud )
ZJI“'. coiyh = (— 1 ay, . Zwl""—l cer :ck“k—l — (8leny ,,niZ8i‘).
JeZto nu pravé strand jsou viecky funkce vysky mensi ne
Xz, ... 2" & pro nd vétu pfedpoklédéme za platnou, lze

psati i levou stranu jako raciondlni celistvou funkei elementér-
nich symetrickych funkci s celodiselnymi koeficienty; tim jo
véta dokézana. [V8imn&te si dileZitosti éisla 1 v (3)!]

e) Potenéni souéty. Obzvldsité zajimavé a duleZité
jsou specidlni symetrické funkee typu
s =22 =22+ 22+ ...+ x,?
s =2zd=a’+ 23+ ...+ z,

sp=2af=aF + b4 ...+ x,k
Odvodime si t. zv. rekurentn{ vztah, ktery ndim umozni
uréiti je jako funkce elementdrnich symetrickych funkei.
Budeme postupovati zrovna tak, jako nahofe. Poéitejme
na pt. + X 2% = s,.

Tt Y =(xrt 24 .. ) (.. .+ 2=
= (28 + a2’ + ...+ 208+ (24 v+ .. ) =
=2+ X2,

Tedy Xz = Xz, (— a;) — 2z,
Stejné . 2 zdx, = 2 2 . (+ ay) — 2 x 3z,
2 xlzxy= Xt (—ay) — 2 x,2x,1,3, 4)
X xlagrany = X x . (+a,) — 5 X x,xamyx2,
P¥i tom: na pt. druhy ¥adek plyno takto:
Tedlmzy, = (28 + 2> + .. ) (pyzy + 97y + .. ) =
= (w4 .. .) + (23w + . L) = Zxdzy + ZopBa,a,.

Snadno také nahlédneme, %e v posledni ¥éddce jest soudinitel 5,
nebot kdyZ uvaZujome souéin 2z, . Frrywer, = (2, + T4+ ...) .
@y xyZyTy + . . .), vzniknou kroms$ é&lent tvaru z,2z,zz, t6%
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Sleny tvaru z,x,x,x,z;, a to kaZdy pétkrate. Na pF. len @, x,aryr, xy
sém vznikne, kdyZ

z prvni zavorky vezmémo &y, z druh¢ wycgr,xg

’ ”» ” Tq, ” L) TqTy Ty
»» »”» »” T35 1 Ty T )
" ’» ’” w‘v ’” wlxgzszs
” ”» ” Tgy ” &y LyTyTy.

Néasobme nyni v (4) ifadky postupné 1, —1 1, — 1
a seétéme; vyjde

adb=—a Tt —ay 2 P —uy 2w — a2, — duy,
t. j.
85 + a;84 4 ay8y + ay8, + 45, 4- Sa; = 0.
Obecné — pokud jest k < n — dostdvame
8+ asp—1 + toSp—2 + . . . + ap—18, + kay = 0. (5)

Stejny vztah lze odvoditi i pro & = n, k> n.

Vztah (5) se nazyvd Newtonovou*) rekurentni
relaci.

Lze z néj vypocitati s, ss, 8y, . .. Dosadime-li totiz do (5)
po tadé k=:1;2;3;4;... dostancme

8+ a, =0

8y + @8, 4 2a, =0

83 + a,8y + a8, 4 3a3==0

Sy + 0,85 + a98y + 38 + da, = 0

*) Isuac Newton (nar. 5. ledna 1643, zemi. 20. bitezna 1727,
pochovin v opatstvi westminsterském) jest zakladatelem mate-
matické fysiky. Jeho préace tykaeji se gravituéniho zakona,
teorie Sifeni se svétla, teorie mésice atd. Jako spoluzakladatel
diferencialniho poétu zabyval se i mnohymi &ist8 matematic-
kymi otdzkami. TéZko zhodnotiti jeho ohromné zésluhy o rozvoj
pEirodnich vé&d na nékolika ¥adecich. Jeho hlavni préce ,,Philo-
sophiae naturalis principia mathematica‘‘ byla prvni knihou
toho sméru, ktery jest dnes idedlem kaZdé védy — totiZ moZ-
nosti, umé&ti matematicky formulovat pFirodni zakony.
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_ — “1
83 = a," — 2a,
= —4a1" + 3a,a, + 3a, '
84 = )t — 4aa, 4 4a,a; 4 2a,2 —dag
Cviéeni. 1. Ma-li rovnico s celodiselnymi koeficienty
a® + a4 a, =0

. A . “lit 3 - -
celodiselné koFeny, musi tyto d8liti a,. JeZto @, md jen koneény

potet délitelt, lze nalézti celoéiselné koFeny po konedném podétu
zkousek.

Utiiite tak pro rovnice

«) 23— 3x?--- 10x - 24 = 0 (x = 2;--- 3;4),

) ot | 2823 4 4227 — 34522 - 19019 = 0

(x =—T7;11;—13; — 19),

y) ® + 322 —8x + 10 =0 (jen x = — 5).

2. Rovnice s celistvymi koeficienty uvaZovand v prikl. 1
newntiZe miti kofenil lomenych; ma-li kofeny raciondlni, mohou
byti jon celé. DokaZte! (Ndvod: Dosadte do rovnice P g
a uéinte zavéry!) UZijte tohoto vysledku k Fedeni rovnice

a8 4 3u® 4 42t - 323 — 1522 — 16z + 20 = 0.
(i, = -— 2 dvojuasobny, z, =1 d.vojné,sobny.)
3. Naleznéte raciondini koFeny rovnice
Gt — 11a? - &2 — 4 = 0!
(Uv:nilv, Ze musi oy gLy dy = »——'i = -2; &y = ~2

(] 3
&y = 2‘)

4, Sestrojte rovnici, kterd ma za kofeny trojnasobky kofent
rovnice 2% + 3x 4 2 = 0! [Nédvod: Jsou-li koFeny dané rovnice
&y, Ty, Ty & hlodané yy, ya, Yy, jost y, = 3z, ¥, = 3x,, Yy, = 3,
tedy: 4+ ya+ ya=3 (&) + 23 + 1) = 0, 41 + ¥ +
+ Ya¥s = 9 (2,75 + B)Ty + T3T3) = 27, 1YYy = 270,735 =-— 4.
Hledané rovnice jest y3 4+ 27y + 54 = 0.]

5. Napidte rovnici, kterd ma kofeny o b mensi neZz kofeny
rovnice z? + o,z + a = 0! [Névod: Kofeny hledané rovnice
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jsouy = a,—b, Yy, =z, — b tody ¥, -+ Yy = &, + x4 2b =
=—ud-—2b, Yy = (4, ~— b) . (By-— b) = ;%3 — (z + z,}b+
+ b2 = ay, + a,b + b2 Hledané rovnice jost tedy y? 4 (e, +
}—2b)J+a2+alb+b’—0]

6. Napidte rovnici, kterd mé kofeny o 1 mensi ne¥ koi'eny
rovnice z4 — 2x?® 4+ 4z — 8 = 0. [Navod: Ulohu lzo Fesiti bud
pomoci symetrickych funkei jako v pfededlém pfiklad® anebo
pomoci Taylorova rozvoje. Rozvineme danou rovnici v Taylo-
rav rozvoj dle (x — 1) a pak dosadimo nezndmou z-—1 = y.
Masla-li pavodni rovnice kofen x;, ma nova kofen y, = z; - 1
atd. Vysledek: y* 4 4® - 4y® + 4y — 5 = 0.]

7. Jak nutno voliti veliéinu @, aby transformaci « = y - «
pFesla rovnice

n n—1 ph—2 .
agx” +- apr -4 ayx B S a, = 0
— ]
vV rovnici nwbmhu]lcn élon s y"!2 [.z =y »-H; .
o

8. Jak nutno voliti ¢, aby transformaci £ = y + a v rovnici
6x% - 4o - -7 = 0 vypadl &len s y?

9. Sestrojte rovnici, kterd ma za kofeny étverce kofent dané
rovnice;

«) pro rovnici 2° — 22 4 22— 1 = 0,

B) pro rovnici f(z) = 0.
[~) KoFony nové rovnice jsou x,2%, 2,2, wy?; vypoctéto T4 2, |- ag,
2t + mPxy? |- 2imy?, mPryiay? e uiijte vlastnosti vztahi (1);
vyjde %° 4 3%* + 2y — 1 = 0. f) Bostrojte polynom f(z).
M— x) a dosadte z2 = y!)

10. Sestrojte rovnici, kterd mia za kofeny vsochny moZné
soucty dvou koFenat rovnice

xd

x® -+ oy x? 4 oage |- ay = 0

[KoFeny hledané rovnico jsou y, = &, - &y, Yy = 2, +'a:l,
Yp = Ty -+ &g vypoltdte vyrazy -t ¥p b Yg Yr¥s -+ Yi¥s +
+ Ya¥s. 1YYy jako funkei koeficientt a; a uZijto vztahi (1)!
Vvjde: y? - 20 4% -} (a2 | ay) y |- (cqay - ag) — 0]
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