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V1. Pytagorovy trojuahelniky,
velka véta.Fermatova pro n=¢,
raciondlni trojahelniky.

§ 50. Nazveme problémem Fermatovvm ftlohu, fesiti
rovnici
" L oyt = (1)

¢isly raciondlnimi z, y, z;_n je dané ¢islo celé kladné.
Jsou reseni samozrejma, pfi nichZ jedna z nezndmych ma
hodnotu 0, totiz

x=0,,y=+4z2a y=0, r= - z pro n sudé,
xr=0,y=2,y=0, x=2;2=0, x = — y pro n liché.

To jsou tak zvand feSeni trividlni. Jest v3ak otdzka, zda
vedle feSeni trividlnich existuji jind. Fermat vyslovil domnénku, Ze
pro » > 2 jinych feSeni neni. Toto tvrzeni se nazyvd velkou
vétou Fermatovou¥*).

Je-li n = nyn,, kdez n, a n, jsou c¢isla celd > 1, lze psati (1)
ve tvaru (z™)™ 4 (y":)m = (%)™,

Plati-li tedy véta Fermatova pro mocnitele n,, plati i pro
mocnitele n, ktery je ndsobkem n,. Aby véta Fermatova byla
dokdzadna v plném rozsahu, staéi ji dokazati pro pripad, kdy
n je bud 4 neb n rovno libovolnému lichému prvoéislu.

Omezime se na uvaZovani piipadin =2 a n = 4.

Nazveme feSenim primitivnim pripad, kdy ¢isla z, y, z
jsou ¢isla nesoudélnd (a tudiz celd, viz§ 4 str. 14). Maji-li z, g,
z nejvétsfho spoletného délitele 3 4 1, nazveme feSeni takové
neprimitivnim. Je patrno, Ze sta¢i uvaZovati reseni primitivni.
jezto, maji-li x, ¥, 2 n.s. d. d, je z/d, y/d, z/d feSeni primitivni.

*) Fermat vyslovil tuto vétu v rukopisné pozndmce na okraji
exemplafe spisd Diofantovych vydanych Bachetem.
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Ma-li feSeni byti primitivni, stac¢i, aby dvé z disel z, y, =
byla spolu nesoudélnd. Kdyby na pr. x, ¥y méla spoletného dé-
litele d, plynulo by z (1), Ze téZ z je d délitelno.*)

§ 51. Pripad n =

Jedna se o reSeni rovnice

2+ ¥ = 22 (l)

éisly racionadlnimi z, y, z. Bez Gjmy vSeobecnosti lze pi'edpol\lz'm-
dati, Zze z, y, z jsou ¢éisla kladna. Pak =, y jsou odveésny a z pie-
pona pravothlého trojihelniku. Uloze miZeme déti tvar geome-
tricky: Nalézti pravotuhlé trojihelniky, jejichz strany jsou d&isla
racionalni.

Takové trojuhelniky pravouhlé nazyvaji se trojihelniky
Pytagorovy.

Koneéné staci se omeziti na reseni primitivni. Prislusny trej-
ahelnik pravodhly nazveme také primitivni.

Uvazujeme-li pa,k rovnici (1) jako kongruenci (mod 2), vidime,
ze 7 Cisel z, y, z jsou dvé licha, jedno sudé. Cisla z, y v3ak ne-
mohou byti lichd, tedy z sudé. Kdybychom toti% rovnici (1)
uvazovali jako kongruenci (mod 4), dostali bychom 2 = 0 (mod 4),
coZ je nemozné. Je tedy jedna z hodnot z, y suda, druh4 licha.
Jelikoz muZeme spolu = a y v (1) zaméniti, budeme pfedpokld-
dati, Zze x je sudé, y liché; z pak bude liché.

Rovnici (1) lze psati ve tvaru y? = 22 — 22 neb

¥=0E—2)(z+ 2) (2)

Cisla z— 2 a z + z jsou spolu nesoudélnd. Jejich spolecny
délitel musil by byti délitelem jejich souctu 2z a jejich rozdilu 2z.
Jeato podle ptedpokladu x a = jsou nesoudélnd, je 2 n. s. d. ¢isel

*) Z literatury, zabyvajici se vétou Fermatovou hlavn& na za-
kladé elementarni &iselné teorie, uvadim:

Lind: Uber das letzte Fermatsche Theorem, Leipzig 1910.

Dickson, 11, Chapter 21, 22, 26.

Teorii ¢isel algebralckych predpokladayji:

Hilbert: Theorie d. alg. Zahlkéorper, Berlin 1897 (Jahrvesbericht d. .
Math.-Verein. 4).

Bachmann: Das Fermatproblem in seiner bisherigen Entwicklung,
Leipzig-Berlin, 1919.

Landau, II1I.

Hasse: Bericht iiber neuere Untersuchungen aus der Theorie der
algebraischer Zahlkoérpen, T. II., Leipzig-Berlin 1930 (Jahres-
bericht d. d. Math.-Verein., Erg. ‘bd. 6).

Z posledné uvedeného spisu uvadim, Ze véta Fermatova je
dokazana pro prvoéisla n < 307 a pro prvocisla n < 14.000 v piipadé,

Ze Zadné z lisel z, y, z neni délitelné n.
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2z a 2x. Avsak z — x a z + x jsou éisla lich4, jsou tedy skuteéné
nesoudélnd. :
Jezto soucin éisel nesoudélnych je ¢tverec éisla celého, plati

2+ x = eu?, z — = erv?,

kdez e = 4+ 1 a u, v jsou ¢éisla celd. Jsou to Cisla lichd spolu ne-
soudélnd. Jeito vSak, jak jsme jiZz rekli, sta¢i uvaZovati ptipad,
kdy =z, v,z jsou Ccisla kladnd, bude £¢=1, tedy z+ x = u?,
z — = v2

Odtud plyne x=1%(u? — v?), z=1}(u® + %), z (2) pak y = wv.

Aby bylo skute¢né x > 0, dluzno voliti » > ».

Naopak; zvolime-li u, v tak, aby spliiovala uvedené podminky,
ale jinak libovolné, dostaneme dosazenim za =z, y,z do (1), Ze
piisludnd éisla x, y, z jsou primitivhim feSenim rovnice (1).

Dostavame tedy primitivni Fefeni rovnice (1) pomoci vzorcit

= j(u?—?), y=w, z= z(u? 4 ¥?),

kdeZ u,v jsou &isla celd kladna licha, spolu nesoudélna, uw > v,
ginak libovolna.

Vzorcim tém lze dati trochu jiny tvar. PoloZme J(u+v)=u’,
3(u — v) = v'. Lze snadno nahlédnouti, Ze «, v budou tehdy a jen
tehdy vyhovovati podminkdm na né kladenym, budou-li %', v’
¢éisla celd spolu nesoudélna, kladnd, jedno sudé, druhé liché a u'>v".
Lze tedy ftici, Ze primitivni kladnd Fedeni rovnice (1) jsou ddana
vzorci (pideme-li u, v misto u', v')

= 2uv, y = u® — 2, 2= u? 4 12,

kdeZ u, v jsou {isla cela kladna, jedno sudé, druhé liché, spolu ne-
soudélnd, w > v, jinak libovolnd.
Obecné ieseni rovnice (1) éisly racionalnimr (kladnymi i zdpor-

nymi) dostaneme pak bud ve tvaru

2= 1 d(u*—?), y=duv, z =} d(u® + %),
kdeZ w, v sphiuji pravé uvedené podminky a jinak jsou libovolné,
neb ve tvaru

x=2duww, y=d (u*—v?), z=d (u* + v?),

kde u, v jsou &sla celd kladnd lichd, spolu nesoudélndg, u > v,
jinak libovolna, d je libovolné éislo racionalni.
Oznaéime-li v trojihelniku Pytagorové o stranich =z, y, z
a tihel lezici proti z, B dhel proti y, je
] x Quv 2}
sine=cosff = — = =

= w4+t 14227




u2 — 1 — A2

W 14 22

cos @ = sin B = -

NIQQ

klademe-li 2 = v/u.
/. ma jednoduchy geometricky vyznam:

A= tg za.

Uhel ¢, jehoz sin a cos jsou raciondlni, nazveme ihlem raciondl-

nim. Je-li tg la raciondlni, je thel ¢ raciondlni. Je totiz
2t 1 — tg?
g 3@ oS @ — g’ 3¢

1+ tg?ia ’ 1+ tg?la ’

[ ]
A naopak u raciondlnich ihla je tg }« raciondlni neb >c. Je totiz

sin @ =

sin «

tg 1o = 14 cosa’

§ 52. Véta Fermatova pro n = 4.
Dokazeme, Ze rovnice obecnéjsi
ot + yt=2" (1)
nemd jinych FeSeni &isly racionalnimi vyyma ta, kde bud z neb y
je rovno 0.

Muzeme predpokladati, Ze z, y, z jsou éisla celd nesoudélna.
Dejme tomu, Ze by n.s. d. éfsel z, y,z byl d, d| 3 1. PoloZme
x=dx', y=dy', z=dz'. Pak ', y’,2" jsou ¢isla celd nesou-
délna. I dostali bychom z rovnice (1)

a2 (z't 4 y'4) = 22

Pak (z'/d)? by bylo ¢islo celé, tedy i z’/d. Poloime 2’ = dz". z', /', 2’
by splnovala rovnici z'4 4 y'4 = 2"2, téhoz tvaru jako (1). JeZto
&', 9, 2" jsou éisla spolu nesoudélnd, jsou spolu také nesoudélni
¢isla o', ¢, 2" = 2'/d. '

Z predpokladu, Ze z, y, z jsou éisla spolu nesoudélnd, plyne,
Ze pejsou vSechna sudd; neni také moZno, aby byla dvé sudd
a jedno liché, ani aby byla viechna tfi lichd. Je tedy jedno sudé,
«dvé lichd. UvaZujeme-li pak (1) jako kongruenci (mod 4), shle-
ddvame, Ze neni moZno, aby x, y byla lichd, z sudé. Je tedy z liché
a jedno z ¢isel z, y sudé, druhé liché.

Predpoklddejme, Ze je z sudé, y liché, x = 272’, kdez je n ¢islo
celé > 1, 2’ éfslo liché. Z dané rovnice dostaneme

Qung't — ;2 48

idez 2f, y, = jsou ¢isla lichd spolu nesoudélni.
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Provedeme dukaz, Ze rovnice obecnéjsi
g.2mmgt = 22 — y4 (2)
kdeZz ¢ = + 1 a n je ¢islo celé kladné, neni FeSitelna éisly lichymi
nesoudélnymi z, y, z. Dikaz provedeme tiplnou indukei.
Pro n = 1 dostaneme rovnici
4dext = 22 — yi. (3)
UvaZujme ji jako kongruenci( mod 8). Pro licha cisla z, y, z plati
z=+1, y=-+1,z=-+1 (mod 4),
tedy
2t=1 y*=1, 22=1 (mod 8).

Tak bychom dostali z (3) nemoZnou kongruenci 4¢ = (0 (mod 8).
Neni tedy rovnice (3) reditelnd éisly lichymi.
Budiz nynf v (2) » > 1. PiSme (2) ve tvaru

£.2Mz8 = (z — 12) (z + P°). (4)

Snadno lze nahlédnouti, Ze z — % a z 4+ %® maji n.s. d. 2.
Bude tedy

1Y

z _'y2 — ¢ ) 2’!.64, z _I_ y2 — 8” . 22n—1yh (5)
neb z— 2 =2¢". 222yt z 4 y2 =" . 204 (6)

(e,e" =+ 1, '¢’" =¢, u, v c¢isla lichd nesoudélni).

Ale soustavu (6) dostaneme ze soustavy (5), zaménime-li
zv —z, & v—¢e, " v—¢,uvew, v vu Stadi tedy uvazo-
vati (3). Odtud plyne

Y= g, 2m—2yd __ gyt (7)

Je-li » > 1, bude, uvazujeme-li tuto rovnici jako kongruenci
(mod 4), ¥ = — ¢'u* (mod 4), tedy ¢’ = — 1. I dostaneme z rov-
nice (7) rovnici

£, 2Dyt — 42 4o

téhoz tvaru jako (2), jenZze misto » je » — 1. Tim dukaz proveden.
Ziroven je téZ patrno, ze véta Fermatova plati pro kaZdy
exponent délitelny ctyimi.
* Rovnice (2) se vyskytuje pii dukaze véty:
Plocha pravothlého trojthelniku s celymi stranami neni
nikdy étvercem, ani dvojnidsobnym' étvercem ¢fsla raciondlniho.
Jinak Feéeno: Neni moZno najiti éisla raciondlni z, y, z, 8
tak, aby platilo
a? + Y= 2

zy = 252, k= 0 neb 1.
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Staéi se omeziti na primitivni feSeni prvni rovnice. Cisla z, y
jsou pak nesowdélnd, jedno z nich; na pr. z, sudé, druhé, y, liché.
Z rovnice zy — 2%8 k — 0 neb 1 plyne, Ze 2 je ¢islo celé, takZe
i ¢t je celé. PiSme rovnici tu ve tvaru ry = 2"s%, kdez s je &islo
celé liché, n cislo celé > 0. I dostaneme, protoie x a y jsou
nesoudélni,

x = 2™u2, y = 1%
Prvni pak prejde v rovnici
a ta je skuteéné nereSitelnd Sisly celymi u, v, z 3= 0.

§ 53. Trojihelnik, jehoZ strany a, b, ¢ a plocha A jsou éisla
raciondlni, nazveme trojtihelnikem raciondlnim (Herono-
vym). Trojihelnik Pytagoriv je raciondlni.

V raciondlnim  trojtihelniku jsou vysky w,,v,, v, polomér

kruZnice opsané R, polomér kruZnice vepsané g, poloméry kruZnic

vné vepsanych 'g;, g5, 05 ¢fsla racionslni. Uhly takevého troj-
thelniku e, 8, ¥ jsou raciondlni.
Je totiz

24 =-av, = bv, = cv;,
4AR = abe,
A=3s8p=(8—a)p,= (8 —b) gy = (8—¢) g3, kdez 2s =a+ b+ ¢,
0= (s—a)tgla=(s—b)tg If = (s —c)tg }y.

Klademe-li
tgie =4, tg }f=u,
bude
1 1—Au
tg Ly — —
e = WRiat B Atp’
.22 . a 2u 2R+ ) (X — Au)
sin @ = 12 smﬂ_mz—, smy_-(l_'_p)(l_l_—”—,-).
Jeito
a b c
S = = — =2R,
sina sinf  siny
bude
g 4AR b— 4uR c_4(/1—r-y)(l—i.,u)1i’
Sl T 14 T A4+ A )

4 163 A4 p) (1 —dw) B
' T+ PEQ+p2F
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4A+mR o Hu(d—A4R

I S N e R Ve DN TR
g — 4u (1 —Au) R b 42 (1 —Au) R
T+ B+ A+ B+ w0
o — 4iu (A + p) R

T+ 21+

Zvolime-li za A, u, R raciondlni ¢&isla >0, Au <1 (aby
tg 3y>0), budou a, b, ¢, 4, jeito jsou raciondlni funkce 4, u, R,
téz c¢isla raciondlni a trojuhelnik bude pak raciondlni.
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