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IV. Kvadratické zbytky,
kvadraticky zakon reciprocity.

§ 41. Budeme uvaZovati kongruenci
. 2 =a (mod p), (1)
kdez a je Cislo celé a p liché prvocéislo.

Je-li a délitelno p, je kongruence (1) splnéna pro kazdé
2 = 0 (mod p). Neni-li a délitelno p a existuje-li ¢islo celé, hovici
kongruenci (1), nazveme a kvadratickym zbytkem (mod p),
neexistuje-li pak takové éislo celé, nazveme a kvadratickym
nezbytkem (mod p).

Predpokladejme tedy, Ze a neni délitelno 7.

Lze snadno nahlédnouti, Ze, je-li kongruence (1) feSitelna,
ma pravé dvé spolu (mod p) nekongruentni fefeni. Je-li @ kofen
kongruence (1), tedy a? = a (mod p), vyhovuje (1) téZ z=—a
(mod p), jeito je (—a)® =a*=a (mod p). ¢« a —a nejsou
spolu kongruentni (mod p). Z a=—e« (mod p) by plynulo 2¢=0
(mod p), « =0 (mod p), tedy i @« = 0 (mod p) proti predpo-
kladu o a.

Kaidy zbytek kvadraticky je (mod p) kongruentni s jednim
z cisel

. p— 1\
12,92 3 ... [— ).
bl !3’ ,( 2)

Z4dnd dvé z téchto &isel nejsou spolu kongruentni (mod p). Ozna-
¢ime-li totiz dvé z téch &isel z, y, x > y, bylo by pak 2> — y* =
= (z -+ y) (x — y) délitelno p, coZ neni mozno, jeito i =+ y
i x— y jsou disla celd kladnd < p.

Plati tedy véta:

Mezi éisly 1,2,3,...,p—1 redukované soustavy zbytki
(mod p) je pravé L(p — 1) zbytkw a stejny podet mezbytku spolu
nekongruentnich (mod p).

Je-li g primitivni kofen (mod p), tvofi éisla 1, g, ¢%, ... gP—
redukovanou soustavu zbytkd (mod p) (§ 33, str. 53). Cisla
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1,9% g% ...,9°3 jsou kvadratické zbytky (mod p) spolu ne-
kongruentni (mod p). Jezto je téchto Cisel na pocet }(p — 1),
jsou jimi vSechny kvadratické zbytky (mod p) spolu (mod p)
nekongruentni vyéerpsny. Cisla g, g% ¢°, .., g?—% jsou pak spolu
(mod p) nekongruentni kvadratické nezbytky (mod p).

Je-li éislo a, nedélitelné p, kvadratickym zbytkem (mod p),
existuje ¢islo celé ¢ té vlastnosti, Ze pro né plati o> = a (mod p).
a je opét nedélitelné p. I bude

a?~1 = a®=D (mod p),

tedy podle véty Fermatovy a:®—1 =1 (mod p).

Kongruence z:®—1D=1 (mod p) m4 za kofeny (p — 1) spolu
(mod p) nekongruentnich kvadratickych zbytkd (mod p), a jeZto
je stupné 1(p — 1), nemd podle véty z § 33 str. 49 jinych kofe-
na (mod p).

Podle véty Fermatovy mé kongruence P! — 1 = 0 (mod p)
za kofeny vSechna ¢éisla celd nedélitelnd p. Je vSak 2?1 —1 =
= (23— — 1) (x:®—D 4 1). Pro kaZdé é&islo celé nedélitelné
p je tedy bud z#»—D)= 1 (mod p) anebo z:?—1) = — 1 (mod p).
Obé tyto kongruence nemohou byti splnény pro totéz &islo z,
sice by jejich rozdil 2 musil byti = 0 (mod p), coZ pii p > 2 je
nemozno. Kongruence z#?—1)=—1 (mod p) méd tedy za kofeny
kvadratické nezbytky.

Plati tedy véta (Eulerovo kriterium):

Cislo celé a nedélitelné p je kvadraticky zbytek, je-li ai?—D=1
(mod p), kvadraticky nezbytek, je-li a:?—1) = —1 (mod p).

§ 42. Legendre zavedl jednoduchy symbol na oznadeni
kvadratického charakteru &isla celého a nedélitelného prvo-
¢islem p > 2, t. j. na oznacleni, zda a je kvadraticky zbytek nebo
nezbytek (mod p). Klade

( “) — 1, je-li @ kvadraticky zbytek,
p

(;_) = — 1, je-li a kvadraticky nezbytek.

I bude podle Eulerova kriteria ¢:?—1) = (%) (mod p).

a 3 w . v, v s [}
() Je absolutné nejmensi zbyvtek (mod p) éisla a1
)
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Je patrno, Ze

a a
—-| = [—). je-lia’=a (mod p).
(P) (7)) g

Je-li totiz a’ = a (mod p), je téz a’ =1 =g ®—1) (mod Py

a tedy, jezto

a {p—1) = ( a'_)’ aq:p—1) = (i) (mod p),
P p,

tez (t‘: ) = (—;—) (mod 7).

Z této kongruence plyne ihned rovnost (%) = (%), jezto obé
ta ¢isla jsou absolutné nejmensi zbytky (mod p).

Jsou-li- a, @’ celd &isla nedélitelnd p, je

(3)=6)(%)
p p p
Je totiz podle Eulerova kriteria

a1 = (%) (mod p), a’:P—H) = (%) (mod p),

(aa’):(P—1) = (2;7') (mod p).

Nésobenim prvych dvou kongruenci dostaneme

(aa’)p—D = (E.) . (,f“_) (mod p)

P/ \p
a tedy
aa!
‘(5)

()(5) ot

Rovnost odtud plyne jako v predeSiém pripade.

1
Z definice Legendreova znaménka plyne ihned, Ze (p) =1

2
a obecné (a_) = 1 pro kazdé celé a nesoudélné s p.
P

—1
Eulerovo kriterium poskytuje moZnost uréiti (—p—-). Je
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totiz (:—-l-) = (— 1):=D (mod p).
p
a jezto (— 1){»—D = 4 1, plyne z této kongruence rovnost
(:l) = (— 1):—D),
p
Je tedy

(:pl—) =1 pro p = 1 (mod 4),

(_i)l)= — 1 pro p = — 1 (mod 4).

§ 43. Budiz p libovolné celé éislo liché kladné a a celé éfslo
nesoudélné s p. Uréeme absolutné nejmensi zbytky (mod p) Cisel

l.a,2.a,3.a,...,ma, x=1L(p—1).

Ty necht jsou

gl &2, ..., e,
kdez 1, 2', 3,...,a" jsou absolutni hodnoty téchto zbytku a
€ €y -+ . Ex= 4 1. Mezi ¢, &, . . . , e, necht se vyskytuje u-krat
— 1. Je tedy
ta = &t (modp). i =1,2,3...., 7. (1)

1,2,3,..., 7 jsou, jak lze snadno dokazati, aZ snad na potrddek,
rovna ¢islam 1, 2, 3,..., 7. Nejsou totiz Zadnd dvé z téchto cisel
sobé rovna. Z ¢’ =4, 1. Fj(G=1,2,...,7) by totiz plynulo na
zakladé (1)

&t = &j (mod p),

coZ neni moZno, jezto ¢éisla — J(p—1),...,—2,—1,0,1,2,...

-+, 3(p — 1) tvori dplnou soustavu zbytku (mod p), takie neni
mozno, aby ¢ = 4 j (mod p). Predpoklddejme nejprve, Ze p
je prvoéislo. Z (1) pak plyne znasobenim

1.2.3...m0" =¢g8y...6,.1".2"...2" (mod p)
a tedy podle toho, co pravé dokdzdno, a*=¢,. ¢, . . . &, (mod p).

Jeito pak a* = (%) (mod p), je (-»z-)zslsg...s,,(mod p). Odtud

plyne (%) = &y ... Ex = (— 1)

Plati tedy véta, kterd nazyvd se Gaussovo lema:
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BudiZ a &islo celé nedélitelné lichym prvoéislem p. Pak (%—) =

= (— 1)#, kdeZ uznaéi, kolik mezi absolutné nejmensims 2bytky cisel
1.0,2.0,3.a,..,7m.a, a=%(p—1)
je zaporniych.

§ 44. Predpoklddejme nyni, Ze p je cislo liché kladné, a ¢islo
celé s nim nesoudélné. Podle Scheringa a Kroneckera budeme
definovati symbol (%) pomoci (— 1)# = g¢,...&,. Uddva tedy u,
kolik absolutné nejmensich zbytka (mod p) cisel

1.a,2.a,3.0a,...,na (1)
je zapornych, neboli kolik.nejmensich kladnych zbytku téchto
¢isel (mod p) je > L p. V pripadé, Ze je p prvocislo, shoduje se

(%) na zdkladé Gaussova lematu se symbolem Legendreovym.

Nejprve je patrno, Ze plati

’

3)=(%)
je-li &’ = a (mod p).

Z o' = a (mod p) plyne, Ze a’ je nesoudélné s p, takze, ma-li

vyznam (a) ma vyznam i (a') Rovnost (a) = (a’) plyne
p/ p/ P 2

pak ihned z té okolnosti, Ze ¢éisla 1.4',2.4a',3.a',...7.4d

poskytuji tytéZz absolutné nejmensi zbytky (mod p) jako 1.a,
2.a,3.a,...,7.a.

Dile dokdZeme, Ze, jsou-li a, a’ éisla nesoudélnd s p, tedy
i aa’ nesoudélné s p, je

aay _ (@ ) (z)
( P ) N (P P
Abychom uréili (a;, -), nutno uréiti pocet zapornych, abso-
lutné nejmensich zbytku (mod p) éisel
l1.aa’,2.aad’,3 .aa, ... naa’. (2)

Jeito 1.a,2.a,...,ma jsou (mod p) kongruentni resp. s ¢isly

? ’ [4
811,822,...,83”)
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budou c¢isla (2) poskytovati tytéZ absolutné nejmensi zbytky
(mod p) jako ¢isla

gl'a',g2'a’, .. ., e.n'a.
Cisla 1, 2',..., 7 jsou a% na porddek rovna éislim 1,2, 3,..., .
Jsou-li tedy &';17,&,2",...,¢'n" absolutné nejmendi zbytky
(mod p) é&isel 1'a’, 2'd’,...,n'a’, pii Gemz &' = 4 1, pak éisla
1”,2",..., 7" jsou aZ na porddek rovna ¢islim 1, 2,..., 7, a bude

a' 4 4 4
( p) =¢1&g... n
Vidime tudiz, Zze absolutné nejmensi zbytky ¢isel (2) jsou

V4 14 4 14 ’ ”
€117, 682", . . ., ExE'n T,

aa’ = &,&'1 &€ EqE —(i (a’)
(p) 1€162€2:-.€r€p p)P

1 2
Je ihned patrno, Ze (?) =1 a obecné (%—)=lprokaidé

takze

celé a nesoudélné s p.

: —1 2
Obratme se nyni k uréeni ( —Z—’—) a (;) (véty doplnkové
k zdkonu reciprocity).

—1
Proa=—1 jeg=—1(2=1,2,...,7); i1 bude (—p_) =
= (— 1) = (— 1)@= jako pro pripad, Ze p je prvocislo.
Pro a = 2 zni rada (1)
2,4,6,8,...,p—1. (3)

2 .

Jsou to nejmensi kladné zbytky (mod p). Je tedy (—p-) = (—1)~,
kdez u udéva, kolik z &isel (3) je > | p.

BudiZz nejprve p = 4k + 1. Pak je fada (3):

2,4,6,...,2k| 2k + 2,2 + 4, ..., 4k.
Cleny této fady za &drkou j jsou >} p, jejich podet je k, tedy
p=kr.
(%) =1, je-li k sudé = 2h, tedy p = 8h + 1,

(%) — —1, je-li k liché 2k — 1, tedy p — 8h — 3.
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UvaZujme nyni pripad p = 4k 4+ 3. Pak je rada (3)
2.4,6,... 2k |24+ 2,2k+4,... 4k+ 2
a pocet zbytkit > }p je u =k + 1. Z toho plyne
"2
(_) — 1, je-li k liché 2h—1, tedy p— 8h—1,
P
"2 - .
(?) = —1, je-li k sudé 2h, tedy p = 8h 4 3.

2
Je tedy ( )_1 pro p=8h:[—_‘ls

s

(E) — 1 pro p = 8k £ 3.
Je vSak

pro p = 8h 4 1, }(p* — 1) = 8h® - 2h sudé,
pro p = 8h 4 3, L(p? —1)——8h2—|— 6k + 1 liché,

takze ( 2 ) —(— 1).“1,2_1)'
P

§ 45. Kvadraticky zdkon reciprocity.
Budte? p, q dvé éisla cela lichd kladna spolu nesoudéind. Pak je

(ﬂ) (i — (— 1)i@e—D - i@,
qJ/\P

(-
q p
vyjma v pripadé, kdy p=g¢=—1 (mod 4); v tomto piipadé je

(2)--(z)

Z celé rady dikazi snad je nejjednodussi dikaz Zelleruv
v modifikaci Frobeniové*); ten zde poddvame.
V rovnicich

i:_ly _Ez_lv
(p) ( ),(q) (—1)

1, v maji tento vyznam:

*) Frobenius: Uber das quadratische Reziprozitiatsgesetz I, 1.
Sitzungsber. d. k. preuss. Akad. d. Wiss. 10, 18; 1914. K historii
zakona reciprocity srov. Bachmann 3. 1.
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u zna¢i pocet ndsobku déisla q:

p—1
1.9,2.9.3.¢.... ¢, (P)
jichZ absolutné nejmensi zbytky (mod p) jsou zaporné.
v pak znaéi pocet nasobku éisla p:

—1
l.p,2.p,3.p,...,q.-§—p, (@)

jichZz absolutné nejmensi zbytky (mod ¢) jsou zdporné. Dluzno
dokédzati, 2e u + v = Xp —1).3(¢g — 1) (mod 2).
BudiZ z proménnd, kterd muze nabyvati hodnot

1,2,3,...,3p—1). (x)
a y proménnd nabyvajici hodnot
1,23,...,4¢g—1). (%)

Cisla z Fady (P) lze psiti ve tvaru gz a éisla z fady (@) ve tvaru py.
Absolutné nejmensi zbytek c¢isla gx (mod p) je gz — pm, zvolime-
li m tak, Ze tento rozdil je mezi — ip a {p. Ke kaZidému z
lze zvoliti m podle § 2 str. 9 jedinym zpisobem. Udéava tedy
u, kolikrat bude pfi tom — 1 p < gxr— pm < 0. Zde neodpo-
vidd kaZdé z } (p — 1) hodnot x hodnota m, nybrz jen x hod-
notdam z odpovida jisté .m a to kaZdé z onéch hodnot x jediné
m. Pro takové m je 0 < gx < pm < gqx + 4p < ipg + ip, t. j.
0<m<L(g+ 1); m je tedy omezeno na Ffadu (y). Lze tedy
misto m psati y a rici: u udava, pro kolik dvojic (x, y), pfi
nichZ z je z fady (z), y z fady (y), plati —{p < gz — py < O,
t. . 0<py—gzx<<ip. Podobné bude » udavati, pro kolik
dvojic (x, y), pri nichZ z je z tady (z), y z fady (y), plati
— 4q < py — gz < 0. Viech moZnych dvojic (z, y) je na pocet
e=13(p—1).%g—1), jelli x omezeno na hodnoty z (x) a y
na hodnoty z (y). Pro kaidou z téchto g dvojic je bud

I p<py—qz.

neb II 0< py—gqx<lip,
neb III —{g<py—qx <0,
nebo koneéné IV py—qxr < — 9.

Pro Z4dnou dirojici nenf
py —qx = 0.
Podmince I necht vyhovuje 4, podmince IV ¢’ dvojic. Pak je
o=p+rv+0+20.
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Je viak
0 = 0.
nebot substitucemi
r=3(p+ ) —2, y=3@+1)—y ()
prejde I ve IV, a probiha-li x hodnoty (), probihd z’ tytéz hod-

noty (x). Stejné, probiha-li ¥ hodnoty (y), probihd i ¥’ hodnoty ().
Je tedy skutec¢né 6’ = 4, t. j.

0 = u—+ v (mod 2)

) (_Z) — (— 1)p—D - be—D),

.
. /
’, ]
4
L4
-
-
4
-’
-
_
-
-
4
-
.
”

a koneénd

\ -
2 oV

2
/ .7
p rd
.
L4
4
”
M .

0 N P

Geometricky vyznam téchto usudki je jasny. (Obrazec
je proveden pro p =11, ¢="7.) R md soufadnice } (p 4 1),
s(@+1). M, M N,N' jsou stiedy stran piisluSnych étvercu.
Spolu rovnobéiné primky OO’, MM', NN’ maji rovnice

Py = qz, py = 9= + P, py = 9= — 4.
Substituci (8) jsou si pritazeny body leZici soumérné vzhledem
ke sttedu § obdélniku OPR@Q. S m4 soutadnice § (p + 1), } (¢ + 1).
Uvniti obdélniku OPRQ lezi ¢ bodd mf¥iZzevych (t.]. bodu, jejichz
souradnice z, y jsou cisla celd), u jich lezi mezi 00" a MM’,
r mezi 00" a NN’. Pripadne-li 6 bodu na trojuihelnik MM'Q,
pripadne jich na trojuhelnik NN'P symetricky vzhledem ke
stredu S stejnyv pocet. Je tedy
0o=u—+r—+ 20.



Lze vsak souditi téz takto:

Podle II a III je u + v pocet hodnot z, y hovicich pod-
minkdm )

— 3 < py —qx < §p. (*)
Tyto pfejdou substituci (8) samy v sebe. Patfi-li (x, ¥) k oném
f¢ + v pardm spliujicim (*), patii k nim i (2, y'). Je tedy u + »
sudé vyjma v piipadé, Ze
z=a =0+ 1), y=¢y=%@+ 1

Jsou ¢éisla celd, t. j. kdy p = ¢ == — 1 (mod 4). Jen v tomto pri-
padé je u -+ v liché.

Lezi-li bod (x, y) v prouzku obdélniku OPRQ mezi MM’
a NN’ (v Sestithelniku ONN'RM’ M), lezi bod (z', y'), symetricky
vzhledem k 8, tamtéi. Tento prouzek (i body miiZové v ném
obsaZené) je totiz sdm k sobé symetricky vzhledem k 8. Je tedy
poéet u + v miizovych bodd uvniti prouzku toho sudy, vyjma
v pripadé, kdy stfed soumeérnosti + (p + 1), 4 (¢ + 1) je bod
miiZovy.

DokdZzeme nyni platnost vztahu

()= Gar) g

kdeZ p, p’ znadi ¢isla lichd kladna, a Cislo celé nesoudélné s p
i s, tedy i s pp'.

Predpoklddejme nejprve, %e a je liché kladné. Pak je podle
z8kona reciprocity

(a) _ (_1)3_,())—”-]2(«—1)(1') (2)
P a

a IR R Y1 PR 1) _B’ .
(7)== () ”
( @ )= (— 1)%<pp'~1>--5<"—'>(”;1").

PP’ “

Ndsobenim (2) a (3) dostanemec

p\p al\a

= (— 1 teh Bemhrien ] (?aﬁ) podle § 44.

Bude tedy platiti (1), bude-li

=]

St



ja—He—D+ 30 — 1)] =il@a—1). %(M&-l)
9
Je vsak (mod 2). (4)
pp=M+ -1+ E-—-1]=1+@E—1)+
+(p'—1) (mod4).
Souéin (p — 1) (p' — 1) je totiz délitelny 4 jako souéin dvou
cisel sudych. I je
o —D=3@—D+$(@ —1) (mod?2).
Odtud pak ihned plyne (4).
Predpoklédejme ddle, Ze a je sudé, kladné. Pak a=a+ pp

je liché kladné, takze plati pro @ vzorec (i) (i,) — ( ?’_) .
P/Ap pp
Je v8ak @ = a (mod p) i (mod p’) i (mod pp’), takZe

)= G)=() 6=

Plati tedy (1) i pro a.
Tak dokdazali jsme (1) pro a kladné.

BudiZ nyni a zaporne I Ize uréitia = a (mod pp’) tak, aby a

bylo kladné. Pak bude a =a té% (mod p) a (mod p’). Pro a plati (1),
tedy i pro a.

Tim dokazano (1) dplné.

Je-li p liché kladné &islo p = p\ps ... py, kdeZ p,, Do, ... Ps
jsou prvocisla lichd, bude pro a nesoudélné s p

()= (GG (2)

Takto definoval (—7)—) pro pripad éisla sloZzeného p Jacobi.

Budtez p, ¢ éisla lichd, kladnd, spolu nesoudélni. Ze zakona
reciprocity plyne

(p)= l)rlp(p_l)';(q—l)(_q_)-
Dile je P

(- G- () -

= (— 1)% (¢—1) (— 1)%_~(p—1).5(q—1)(_g_)= (_l);(q—l)[1+ 1p—D) (_q_)=
P P

N O ]
P
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jeito pak — p—1 =p+ 1 (mod 4), tedy

(j_l_’) — (— 1)¥P D (_9)
q P

Jsou-li tedy p, ¢ ¢isla licha spolu nesoudélnd, ¢ kladné, p kladné
neb zaporné, je
(_f_) — (—1)} (p~l>..'_,(q—l)(i‘).
q Py
§ 46. Obratime se nyni k iloze, urciti vSechna disla cela

Kladn4 lichi n takové, Ze pii daném &slu m symbol (%) mé

B)- = ()=

Dopliovaci véty feSi nam tlohu pro m = —1 a m = 2.

vyznam a plati

—1
(7) = 1 pro vSechna ¢isla celd kladna tvaru n = 4k+1 (k celé),
= — 1 pro v8echna &isla celd kladné tvaru n = 4k 4 3.

(%) = 1 pro vSechna ¢isla celd kladna tvaru » = 8k + 1,8+ 17,

(—i—) = — 1 pro vSechna ¢isla celd kladna tvaru n=8k-+3, 8k+ 5.

Z toho plyne dale

(:n_Z) = 1 pro vSechna éisla celd kladna tvaru n = 8k | 1,8k + 3,

—2
(7) = — ] pro vSechna ¢isla celd kladnd tvaru n=8k-+-5, 8k 4-7.

Vidime, Ze éisla celd n, pro néz — 1 m4d uréity kvadraticky cha-
rakter, tvorf jednu posloupnost aritmetickou, éislo », pro néz + 2
ma uréity kvadraticky charakter, tvoii dvé posloupnosti aritme-
tické.
m

DokaZzeme, Ze obecné vSechna ¢isla celd n, pro néz (;)
m4 jednu z hodnot 4+ 1 neb — 1, tvori nékolik aritmetickych
postoupnosti.
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Celé ¢islo m, které muze byti kladné neb zdporné, sudé neb
liché, lze psati ve tvaru
m = 2°rs?,
kdez ¢c=0 neb 1, 7 je cislo celé liché nedélitelné ¢tvercem Zadného
prvocisla, tedy souéin lichych mezi sebou ruznych prvocisel
s kladnym neb zapornym znaménkem neb + 1, s je ¢islo cel¢

kladné.
m\ 2fr_82 . 2‘-‘1')
()= ()= ()

Pak je
Lze se tedy omeziti na pripad
m = 2%
a o r lze predpoklddati, Ze neni = 1 ani — 1, jezto pak bychom
piisli k nékterému z pripada jiz projednanych m = 4+ 1, 4 2;
r je tedy souéin lichych mezi sebou riznych prvoéisel s kladnym

neb zapornym znaménkem.
Pak dostaneme

(ﬁ) - (%) N (E)(i) = (— i =(— 1) =y do—D) ( ; )
n n n/\n lr

Polozme
(— DD =5, (—1F =
Pak bude
0= 1 pror=1 (mod4), &= 1 pro ¢c= 0,
0=—1pror=3 (mod4), e=—1 pro c=1.

I dostaneme

m — A1) gi(n*—1 n)
(o) =oremen(if) ®

I v 22 * m v
Na zakladé tohoto vzorce bude miti (—-) tutéz hodnotu pro
n ,

¢isla n patiici do téZe tiidy (mod 87), pii ¢ = 1 jiZ pro ¢isla »
patrici do téze ttidy (mod 4r). a je-li téZ =1, dokonce pro ¢isla n
patrici do téZe tridy (mod 2r). Staéi tedy uvaZovati = jen z redu-
kované soustavy zbytkt podle uvedenych moduld.
Oznacéime v redukované soustavé zbytku (mod 2r) éisla =,
n

. v w . n » v’ v v
pro néz (—l ‘) =1, pismenem a, ¢isla, pro néz (iAul)-—— —1,
'r T
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pismenem b. Pocet éisel a je roven poctu cisel b. DokdZeme nej-
prve, Ze existuje aspon jedno c¢islo b.

Budiz p prvocislo obsazené v r, tedy |r|= pr’, »’ &islo
celé kladné nedélitelné p, B nezbytek (mod p). Uréeme b, kon.
gruencemi

by = f (mod p), b, = 1 (mod 7’).

(5)-()- ()

takze b, je skuteéné éislo druhu b.
O b, lze nad to predpokladati, Ze je liché. Kdyby totiZz bylo

Pak je

sudé, byla by b, + i 7| liché a 0 by + | r | by platilo (b—('_lt ll 4 l) =
= (ﬁ—ﬂ) = — 1. Pak je b, nesoudéiné s 2r. Nasobme b, kaZdé

¢islo z mnoZstvi éisel @ ib, t. j. z redukované soustavy zbytku
(mod 27). Dostaneme zase redukovanou soustavu zbytka (mod 2r).
I dostavame

| () =2 =) 20 =210
tj. 2(%) _o

kdeZz X se vztahuje na redukovanou soustavu zbytka (mod 2r).

O SE- )3

[

takZe pocet Cisel druhu a je roven poctu éisel druhu b.
Je-li nejprve 0 =1, ¢=1, tedy m =1 (mod 4), bude
podle (*)
m
(7@ ) = 1 prorn = a (mod 2r)

(%) = — 1 proz = b (mod 2r).

Lich4 &isla n. pro néz ( %) = 1 neb —1, tvoii 3¢(2r) = {¢(r) =

= l@(m) aritmetickych posloupnosti o diferenci 2r = 2m.
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Je-li za druhé 0 = — 1, e =1, tedy m = 3 (mod 4), bude

(—71) =1, je-li bud » =1 (mod4), n = a (modr),

n neb » =3 (mod4), n =06 (mod 7),
(—’Tl—) = —1, jeli bud » =3 (mod4), » =a (modr),
n neb » =1 (mod4), n = b (modr).

Licha =, pro néz (—7:) m4é hodnotu -1 neb — 1, jsou ¢isla » jistych
aritmetickych posloupnosti, jichZ je na poéet ig(4r) = dp(4m).

Je-li za treti d =1, ¢ = — 1, tedy m = 2 (mod 8), bude
(ﬂ) =1, jei bud n =1, 7 (mod 8), = = a (mod 7),
n. nebn =3, 5 (mod8), » =154 (modr),
(—”3-) = —1,jeli bud »n = 3, 5 (mod 8), n = a (modr),
n nebn =1, 7 (mod8), n =5 (modr).
Je-li koneéné za Gtvrté d = —1, e=—1, tedy m =
(mod 8), bude
(ln—) =1, jelibudn=1, 3 (mod8), n =a (modr),
n neb n =5, 7 (mod8), n =56 (modr),
(ﬁ) =—1, jelibud 2z =5, 7 (mod8), n =a (modr),
n nebn =1, 3 (mod8), » =5 (modr).

< vy [T .
Ve tretim a ¢tvrtém pripadé lichda n, pro néz (7) ma

uréitou hodnotu, tvoi{ aritmetické posloupnostl o diferenci 8r =
= 4m, na pocet 1p(8r) = lp(4m).

Je-li (—
P
(mod p) reditelnd celym éislem ¢ nedélitelnym p. Lze snadno na-

hlédnouti, %e kongruence 2 — m = 0 (mod p) je Feditelnd celym
¢islem ¢ nedélitelnym p tehdy a jen tehdy, existuji-li celd éisla
x, y nedélitelnd p takovd, Ze plati

22— my? = 0 (mod p).

Z reditelnosti 2 — m = 0 (mod p) celym éislem ¢ nedélitelnym p
plyne 2! —my®> =0 (modp), klademe-li z=1¢, y=1.Je-li
22— my> =0 (mod p), z, y Cisla celd nedélitelnd p, pak pro

) = 1 pro prvoéislo p, je kongruence *—m = 0
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t = z/y (mod p) (viz § 23 str. 34), coZ je Cislo celé nedélitelné
p, bude

t2 —m = 0 (mod p).

Existuji-li celd ¢isla z, y nedélitelnd prvoéislem p takova, ze
plati 22 — my® = 0 (mod p), tikd se (podle Eulera a Legendrea),
ze p je délitelem formy kvadratické z* — my® Jsou tedy prvo-
¢isla p, pro néz (1;—) = 1, délitelé formy 2% — my?2.

BudiZz N celé ¢islo. Existuji-li cela ¢isla z, y takova, ze N =
= 22 — my?, k4 se, Ze N se dd zndzorniti formou z*— my?.
Znazornéni je vlastni, jsou-li z, y ¢isla nesoudéln4, nejsou-li nespu-
délnd, je zndzornéni nevlastni.

Je-li p prvocislo obsaZené v N, je podminka nutna pro vlastni
znazornéni N formou x*2 — my?, aby p bylo délitelem formy
% — my?P.

5

Hledejme &isla celd n, pro néz (—f;) = 1.

Zde m=15, ¢c=0, r=5, =1, e=1, m =1 (mod4),
(pripad prvni). Redukovand soustava zbytkd mod 2m = 2r =10
je

1, 3, 7, 9.
Kvadratické zbytky jsou 1, 9, nezbytky 3, 7.
Je tedy

5
(;):1 pro n=1, 9 (mod10), t. j. pro n = 4+ 1 (mod 10),

D
(“{) = —1 pro n=3, 7 (mod 10), t. j. pro n =43 (mod 10).

Délitelé formy x> — 5y% jsou prvoéisla tvaru p = 10k 4 1, k ¢&islo
celé kladné.
UvaZujme nyni pfipad m = — 6.

Zde m=—6=2.—3, c=1,r=—3, =1, e=—1,
m =2 (mod 8) (pripad tieti).

Redukovand soustava zbytki mod 2r, t. j. mod 6, je 1, 5;

1 je zbytek (modr7), t. j. (mod 3),
5 je nezbytek (mod7), t. j. (mod 3).

Rychlfk: Uvod do elementdrni teorie &fselné. 6 81



Bude tedy

(_—?) =1 pro n

n
n=5=2 (mod3), =3, 5 (mod 8)

t. j. pron =1, 5, 7, 11 (mod 24), a pron > 0.%)

§ 47. Zndzornéni &isla celého formou kvadratickou lze uZiti
k rozhodnuti, zda éislo ono je prvocislo neb éislo sloZzené, a v tomto
pripadé provésti rozklad v prvoéinitele.

Uvazujme déislo

P,=2.3.5.7.11.13 + 1= 30031 (§10).

Neni délitelno Ziédnym kladnym prvodislem < 13. Jeito pak
[V30031] = 173, sta¢i uvaZovati prvocisla > 17 a < 173.

Lze zjistiti, Ze 30 031 = 1742 — 5 . 72. Prvodéinitelé ¢isla 30 031
budou tedy délitelé formy z* — 542, tedy prvocisla tvaru 10k 4 1.

V uvedenych mezich leii tato prvocéfsla takového tvaru:
19, 29, 31, 41, 59, 61, 71, 79, 89, 101, 109, 131, 139, 149, 151.

Koneéné mozno uvaziti, Zze 30 031 je tvaru 4n —1 a md
tedy aspon jednoho prvodinitele tohoto tvaru. Zbyva tedy z uve-
denych prvodisel uvaZovati jen prvoéisla tvaru 4n — 1:

19, 31, 59, 71, 79, 131, 139, 151.

30 031 prvocisly 19, 31 neni délitelno, 59 je vSak délitelno. Do-
staneme

1 (mod 3), =1, 7 (mod 8)

I'

30 031 = 59 . 509.
509 je také prvodéislo.

§ 48. Budeme se zabyvati zndzornénim prvoéfsel formami
.22 4+ my? pro kladné m v nékterych jednoduchych pripadech. Tu
plati véta**):

Je-li nejmendt liché prvolislo, pro které — m je kvadra-
ticky zbytek (které tedy je délitelem formy a* + my?), znazornitelno
formou x* + my?, je kaZdé prvolislo, pro néZ je — m kvadratickij
zbytek, jedinym zpusobem touto formow zndzornmitelno.

*) Kraitchik 1. I.str. 164—186 (errata 2.II str. 180), 2. I. str.
205—215 udévé tabulku aritmetickych posloupnosti, v nichZz leZi 1

¥i daném m a plati i 1 resp. — 1 pro m mezi — 250 a + 250.
P )} oy P P

Mensi tabulky viz Cahen 1., Wertheim 2.

**) S. Eichenberg, Uber das quadr. Reciprocititsgesetz und
einige quadr. Zerfillungen d. Primzahlen, Diss. Géttingen 1886. Viz
té%: Weber-Wellstein, str. 266—272.
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Uvedme nejprve identitu

(a® + mb?) (a® + mfp?) = 4° + mB?, *)
kdez bud
A = aa + mbp, B = aff — ba,
anebo A =ac—mbf, B=afl+ ba.
Tato identita d4 se snadno dokdzati pfimym vypoétem obou
jejich stran; jeSté snadnéji v8ak, kdyZ cinitele na levé strané
rozloZime v komplexni é&initele

(@ +i)/mb) (@ — i}/mb) (a + i}/ mB) (@ — i}/ mp).

Nésobme prvniho Ginitele se &tvrtym, druhého se tietim. I do-
staneme

(0 + mbf — i}/m (@ — ba)] [ae + mbB + iY/m (af — ba)] =
= (aa + mbB): + m (aff — be)?.

Nésobime-li viak prvnfho &initele se tfetim, druhého se étvrtym,
nebo klademe-li — b misto b, dostaneme jako souéin hodnotu

(ac — mbp): + m (af + ba).
DokédZeme si nejprve vétu pomocnou:
Lze-li éislo znézornitelné formou

a* 4 my® (1)
A? + mB? = pP, (2)

kdeZ p je prvodislo rovnéz formou (1) zndzornitelné, je téZ celé
¢islo P formou (1) zndzornitelné.

Budiz p = a? + mb®. PoloZime
aA 4+ mbB ﬂ_aB—bA
at 4+ mb® ' U a4 mb?’

rozloZiti v souéin

3)

o =
I je
(aB 4 bA) (aB — bA) = a?B? — b242 = B? (a® + mb?) — b? (4% 4
+ mB?%) = p (B* — Pb?).
Je tudiZ jedno z ¢isel aB + bA délitelno p = a? + mb?. MiZeme

vSak znameni u b voliti tak, aby bylo aB — b4 é&islo prvocislem
p délitelné, takZe S je ¢islo celé.

Podle (*) je
(a4 + mbB): + m (aB —bA): = (a® + mb?) (4 + mB?); (4)
jest tedy téZ ad { mbB délitelno p a je tudfZ i a celé Eislo.
Podle (3) a (4) je vsak
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2 2 A? fl_ﬂliz ~
a® + mf* = a2+mb2—P’
¢imZz véta dokdzina.

Budiz — m kvadraticky zbytek lichého prvoéisla, které neni
nejmensim prvocislem této vlastnosti. Predpokla,de] me, Ze viechna
prvotisla < p, jejichZ zbytkem kvadratickym je — m, lze zndzor-
niti pomoci formy 2 + my?, a dokdZeme, %e p di se zndzorniti
touto formou.

Ka%dé prvocislo formou z? -+ my® zndzornitelné je => m,
takze pro p plati p>m. Jeito —m je kvadratlcky zbytek prvocisla
p, existuje éfslo celé z té vlastnosti, Ze 22 =— m (mod p).

Tato kongruence ma dvé reSeni, o nichz lze predpoklddati,
Ze jsou kladnd a << p. Jedno je liché, druhé sudé. Lze tedy vidy
dosici, Ze

22+ m=gp (9)
je liché. Pak je i g liché.

Jeitoz < p—lam<pjed+m<p? —2p+1+ p<p?
tedy v (5) 9 <p.

Lze tedy najiti celd éisla ¢, d takovd, Ze c* + md? = gp, pri
éemz g je liché éislo kladné < p. UvaZujme mnozstvi & vSech
celych ¢isel lichych kladnych g takovych, Ze pro né existuji Cisla
celd x, Y té vlastnosti, Ze z2 4 'my2 = gp. Podle toho, co praveé
bylo feéeno, mnozstvi & ]1ste nenf prazdné. Mezi.¢isly z @ je jisté
jisté nejmen3i g,. Doké,zeme, ze jerovno 1. Prog, pla.tl ay® + mbi=
= g,p & podle toho, co dokdzdno, je jisté g, << p. Kdyby nebylo
go = 1, bylo by g, délitelno aspon jednim prvocislem g << p. Toto
prvoéislo q je délitelem formy x*+my®, —m je pro né kvadratickym
zbytkem. JeZto pak je ¢ < p, lze ¢ zndzorniti formou a? + my?,
t. j. existuji éisla cela a, b takové, Ze

a? + mb® = q.

Necht' je gyp = q¢P. Jeito qP = a? + mb: a g = a? + mb?, je
podle véty pomocné P = g;—p = g;p = a® 4+ mp% Je pak g, < g,
proti predpokladu o g,.

Z toho plyne uplnou indukei, Ze, je-li nejmensi liché prvo-
éislo, jehoz kvadratickym zbytkem je — m, zndzornitelno formou
% 4+ my?, je kazdé prvodislo, jehoZz kvadratickym zbytkem je —m,
znizornitelno onou formou.

UkédZeme jesté, Ze prvocislo p lze znazorniti formou 22 4 my?



jen jednim zpusobem. Pri tom nebudeme étyri zndzornéni (4 z,
+ ¥), kterd se od (x, y) li8i jen znaménky, povaZovati za ruznd.

Kdyby bylo
p=at+ myt= £+ mp, (6)
kde E+ 4 n¥ Lty
bvlo by podle (*)
p*> = (x& + myn)? + m (xn — y&). (7)
Jest viak

(zp — &) (w0 + y&) = 2*p — ¥*8 = * (2® + my?) — o (€4
+ mp?) = p (* — 9),
musilo by tedy jedno z obou &isel zy 4 y& byti p délitelno a 3 0.
Zvolme znameni u y tak, aby bylo zn — y& délitelno p. Pak by
bylo (zy — y§)®> = p?, coz podle (7) pro m > 1 neni moZno.
Zbyva vSimnouti si pripadu m = 1. Pak by musilo byti

xn—yb=+p a £+ yp=0, t.j.

x Y

Yy & (®)
z, y jakoz i & n jsou dvojice ¢isel spolu nesoudélnych; bylo
by tedy podle (8) x= + %, y= F §, takZe by se tato znd-
zornéni neliSila. (Pfi tom zndzornéni (- x, 4 ¥), (4 ¥, + «) ne-
povaZujeme za ruzna.) Tim tvrzeni dokazano.

UZijeme véty nejprve na pripad m = 1, t. j. na formu 22 4 2.
— 1 je kvadraticky zbytek vSech prvoéisel tvaru 4k + 1. Nej-
men&i z nich 5 1ze zndzorniti pomoci formy 2 + 42, 5 = 12 + 22.
Plati tedy véta:

KaZdé prvoéislo tvaru 4k + 1 lze zndzornits jedingm zpisobem
jako soulel dvou CEtvercu.

Zidné prvoéislo tvaru 4k 4+ 3 nelze zndzorniti jako soudet
dvou étvercu, nebot jeden z nich jako étverec éisla sudého by
byl = 0 (mod 4), druhy jako étverec &isla lichého by byl =1
(mod 4), takZe by soucet byl tvaru 4k + 1.

Samoziejmé plati véta:

KaZdé liché prvolislo obsaZené v soultu dvou nesoudélngjch
étvercis je tvaru 4k + 1, tedy zase soulet dvou ctverci.

p je totiz délitelem formy =x% 4 2.
Snadno lze nahlédnouti, Ze plati identita (podle (*), str. 83)

(a2 + B?) (o + f%) = (aa + bB)* + (af — ba?



aproa=f=1
2(@®+ %)= (a+ b+ (a—0b)

Soucet dvou nesoudélnych étvercu je bud lichy (je-li jedno z obou
¢isel sudé, druhé liché) neb dvojnasobek lichého ¢isla (jsou-li
oba c¢tverce liché). Plyne tedy z véty predeslé: |

KaZdy cely délitel soultu dvou mesoudélnych ctverci je zase
soucet dvou Ctverci.

m = 4 véta také plati:

KaZdé prvocislo tvaru 4m + 1 lze zndzorniti jedingm zpiisobem,
formou z® + 412

Ostatné plyne véta tato z predeélé Pri zndzornéni prvocisel
tvaru 4n + 1 formou x% 4 3 je jedno z ¢isel z, y liché, druhé
sudé. Je-li tedy na pt. y = 2/, ]ex2+ y? —:1:2-|—4y’2

UZijme véty na pfipad m = 2, t. j. uvazujme formu a2 242
— 2 je kvadraticky zbytek prvoéisel tvaru 8% + 1, 8% 4- 3. Nej-
mens{ z nich je 3 =124 2.12 je tedy zndzornitelné pomoci
formy z? 1 242 I plati véta:

Kazdé prvoéislo tvaru 8k + 1 aneb 8k + 3 lze zndzorniti jedi-
nym zpisobem jako soulet jednoduchého a dvojndsobného Stverce.

Pro prvocislo tvaru 8% + 1 je x liché, y sudé, pro tvar 8k 4 3
je z i y liché.

Prvoéisla tvaru 8k + 1 lze zngzorniti jak formou z®+ 42, tak
formou z* 4 242

UvaZujme pripad m = 3, t. ). zndzornéni formou z2 4 342.
— 3 je kvadraticky zbytek prvoéisel tvaru 6k + 1. Nejmensi
z nich 7 = 22 4 3. 1% je zndzornitelné pomoci formy a2+ 33>
Kazdé prvoéislo tvaru 6k + 1 lze jedingm zpisobem zndzorniti jako
soudet tverce a trojnasobného Ctverce.

Prvolisla tvaru 24k + 1 lze znazorniti kaZdou ze tFi forem
2+ y*, 2+ 297, 2+ 3

Kladme koneéné m = 7. — 7 je kvadraticky zbytek prvo-
cisel tvaru 14k 4 1, 14k + 9, 14k + 11. Nejmensi z nich je 11
a pro to plati 11 = 224 7 .12 I mdme vétu:

Ka#dé prvodislo tvaru 14k+-1, 14k + 9, 14k + 11 lze jedinym
zpusobem zndazorniti jako soudet Etverce jednoduchého a sedmindsob-
ného. ‘

Pri zndzornéni prvoéisla p = 4k 4+ 1 ve tvaru

p= 2+ 3y

nesmi byti z délitelno tfemi, zato vlak y muZe byti tfemi déli-
telno. Pak lze psiti
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4p = (22 + 3 (2y)® = (2a)* + 27 (‘3"’)

Neni-li y délitelno tiemi a je sudé, je bud = 2 neb = 4 (mod 6);
« musi byti liché, tedy bud = 1 neb =5 (mod 6). V kaZdém
pripadé je pak bud z 4+ y neb x — y délitelno tfemi. Neni-li y
délitelno tremi a je liché, je bud = 1 neb = 5 (mod 6); x je pak
bud sudé, tedy = 2 neb = 4 (mod 6), takZe je zase bud =z + ¥
neb zr — y délitelno tremi.

Jest viak
4p = (12 4 3. I?) (2® + 3¢8),
a je-li z+ y = 0 (mod 3), piSme
(T + y\2
4p=(z—3yR+ 3 (z+ Y= (v —3yP+ 27 ( ! ) .
Je-li v8ak z — y = 0 (mod 3), pak

4?7_"(x+3./)2+3(x—y)2—(x+3j)2+27( ;y)

Plati tedy véta:
CtyFndsobek prvodisla tvaru 4k 4 1 lze zndzorniti ve tvaru

4p = X2 4 2772
T'oto znazornéni je moiné jedinym zpisobem.
Kdyby bylo
4p= X2 27Y% = X,24 277,
& L F£X Y47,
hvlo by podle (*) str. 83
16p* = (X + 27Y?) (X,® + 27Y,?) (9)
= (XX, 4+ 27YY,)? + 27 (XY, — Y X))~
Jest vsak
(XY, —YX)) (XY, + YX,) = X?Y,2 — V2X,2 =
— Y2 (X2 2772 — V2 (X, + 27Y,%) —
= 4p (Y¥,>— Y?).
Bylo by tedy jedno z ¢isel XY, 4 Y X, délitelno p a 3 0.

Vhodnym stanovenim znameni Y bylo by moino'doswl ‘aby bylo
XY, — YX, délitelno p, tedy

| XY, —YX,| = p.
Pak by v (9) pravd strana byla > 27p?%, levd strana je 16p2, coZ
by vedlo k rozporu.
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V. Znazornéni cisel celych kladnych formou
X124+ X2 + X3 4 X3

§ 49. Fermat vyslovil a Lagrange dokazal vétu: KaZdé cel'
kladné Eislo lze rozloZity na soulet StyF neb méné &tverca celych déisel.
Jinymi slovy: Je-li n celé Cislo kladné, je moZno urliti &tyFi celd
isla x,, x,, 3, x4 (0 nichZ lze beze vieho pFedpoklidati, Ze jsou > 0),
spliiugict rovnici n = z,* + x,> + 3% + x,2.*) (VSechna ¢isla z,, 2-.-
,, £, nemusi byti 3 0. Je-li na pf. n rovno prvoéislu p =1 (mod 4),
je p = x,2 + x,%, takZe lze klasti x; = x, = 0.)

DokéaZeme si nejprve nékolik vét pomocnych. V prvé radé ta'
zvanou Eulerovu identitu.

1. Jsou-li z;, y; libovolna é&isla realni, je

(12 + 2+ 2 4+ 2 (1> + ¥2 + vP 4 yd) =
= (1Y) + Zols + T3¥3 + T3¥s)° + (Y2 — Toyy + TaYy — T4Ys)® T
+ (@Y — T3yy + TaYp—ToY)? 4 (X1Yy — TyY) + TaYs — Tayp)? (1)

Provedeme-li nasobeni na levé strané, dostaneme soucet 16 ¢lenu
22 (1, k =1, 2, 3, 4). Na pravé strané vyskytuje se téZ téchto
16 ¢lent a mimo to jeté daldich 24 élenu tvaru + 2zxjyry:
(¢,7,k, 1 =1, 2,3, 4), kdeZ moZno beze vieho predpoklidati : < j,
k<1 Ale téchto 24 ¢lend se dohromady rusi, nebot koeficient u:

22,2y j& YYo — Y1¥2 — YsYs + YsYs = 0,
2z,2y j& Y3 + YoYs — N1¥s — Y2¥Ys = 0,
2,2y Je NYa— Yol¥s + Ya¥s — %1Y1s =0,
27,23 j& YolYs — h¥Ys + N1Ys— %Y =0,
2xy%y 1€ YoYs+ N1Ys — YoYs — N1Ys = 0,
24y j€ YaYs— YsYs — NiY2 + NY = 0.
Tim dokazana identita (1).
2. Je-li p liché prvoéislo, je mozno uréits celé &islo z, y spliujici
kongruenci
22+ y* + 1 = 0 (mod p),

*) Dikaz nasledujici podéan v podstaté podle Landaua, I. str. 107.
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takZe
0<z<$p, 0y < 4p¥)

Uvazujme soustavu A4 c¢isel 22 pro 2=0,1,2,.. ., p%l’

t. j. pro 0 < x < }p a soustavu B éisel —y2—1 pro y =0, 1
- l . ’ ’ v vpe

2,..., 5 t.j. pro 0 < y < 1p. Zadna dvé é&isla ze soustavy A
nejsou spolu kongruentni (mod p). Z x'® = 2’2 (mod p) by plynulo
' = 4 2’ (mod p), coz neni mozné, jezto éisla 0, + 1, - 2, .. .,
L P!
JES EN 2
stejného divodu zddna dvé cisla ze soustavy B nejsou spolu

tvofi dplnou soustavu zbytka (mod p) (§ 21). Ze

1
kongruentni (mod p). V kaidé ze soustav 4 i B je P+ ¢isel.

Musi tedy byti aspon jedno éislo ze soustavy A kongruentni
(mod p) s jednim ¢&islem ze soustavy B, jezto by jinak bylo p + 1
c¢isel, z nichz Z4dnd dvé by nebyla kongruentni (mod p). Tim
tvrzeni dokazdno.
3. Ke kaZdému prvofislu p > 2 lze uréiti éislo celé m spliiujici

vztah - ‘

| 0o<m<yp (2)
1 vlastnosti, e rovnice

mp = 1,? + x* + x5* + ,° 3)
je reditelna celymi Eisly x,, x,, x5, x,.

(Kdybychom nekladli pro m podminku (2), byla by véta
samozrejmd, nebot je p.p = p® + 0% + 02 4 0% pro dalsi byla
by pak véta zcela bezcennd.)

Podle predeslé véty je mozZno uréiti celd éisla x, y spliujici
longruenci '

22+ 2+ 1 = 0 (mod p)

atakova, Ze 0 <z < 4p, 0 < y < ip. Pakje 2* + »* 4 1 = mp,
kdez m je celé ¢islo kladné. I plati

*) Zcela podobnd by se dokdzala obecnudjsi vdta:

Jsou-li a, b cela é&isla, a neddliteiné p, lze urditi celd &isla z, ¥
splfinjici kongruenci

z? + ay? + b =0 (mod p),

takZe 0 < z < ip, 0 < ¥y < ¥p. Uvedeny ditkaz pochédzi v podstaté
od Bolzana a upozornil na n&) Daublebsky v. Sterneck, Monatshefte f.
Math. u. Phys. 15, 1904, p. 235—238. Je obsaZen v rukopisné &iselné
teorii Bolzanové, uloZené v Nérodni knihovn& ve Vidni. Tato vyjde
Jako dal8i svazek spisti Bolzanovych s poznamkami od autora.
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2+ yr+1<ipP+ip’+1=}p+1<p%
tedy mp << p%, t. j. m < p. Je tedy rovnice (3) i vztah (2) splnén,
klademe-li x;, =z, 2, = y, 3= 1, , = 0.
4. Pro kazZdé prvoéislo p je rovnice
P=2"+ 3% + 2 + 2
Feditelna celymi é’wly Xy, Ty, T3, Ty
Pro p =2 je
2=1%2+ 1% 4 02 4 07
takzZe véta plati. Zbyva tedy zabyvati se dale pripadem prvomsla
lichého, p > 2. Oznacme M mnoZstvi é&isel celych m, pro néZ
rovnice (3) je Fesitelnd celymi é&isly z,, x,, 3, ;. Mg necht je nej-
mensf ¢islo z mnozstvi IN. Pak podle predeslé véty je jisté 0 < my <
< p. Dokazeme, Ze je my = 1.
PredevSim je moZno o m, dokdzati, Ze je liché. Kdyby totiz
bylo m, sudé, plynulo by z rovnice

mep = Z,;® 4 x,% 4 x2 4 x? (3"

2+ 22+ 22 + %2 = 0 (mod 2).
Tato kongruence muze byti splnéna, jen kdyZ bud vsechna ¢étyii
¢isla x,, 25, x;, x, jsou sudd, neb viechna ¢tyfti licha neb dvé z nich
sudd a druha dvé licha. Precislujeme-li pak po pripadé tato ¢isla,
lze dosahnouti, aby platilo

X+ 2, =0, 3 + 2, = 0 (mod 2).
Pak by bylo moZno psati rovnici (3’) ve tvaru

Ty + X\ (1 — X\ [Ty + )\ [ — x,)?
%m°p=(l_2_2)+‘(12_2)+(32 4)4'(3—2—4)'

ze

Pak by nemohlo byti m, nejmensi ¢islo z mnozstvi I, jeito
by tam pattilo téz ¢islo ym,, které je << m,. Je tedy m, jisté liché.
Dokdzeme, Ze nemiZe byti m, > 1. Dikaz provedeme neptimo.
Dokézeme nemoznost predpokladu, Ze m, jest &islo liché > 1.

Budiz tedy m, ¢islo liché > 1.

Ustanovme ¢tyfi celd éisla y; (¢ = 1, 2, 3, 4), tak aby platilo

¥i = x; (mod my), | yi | < dm,. (4)
To je mozno, nebot cisla
—1
o,j'zl,:'[2,...,j:m°2 (5)
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tvori iplnou soustavu zbytka (mod m,;) (§ 21, absolutné nejmensi
zbytky), takZe kaZdé celé é&islo je (mod m,) kongruentni s jednim
a jen s jednim z éisel (5).
Podle (3') je
22+ 2 + x2 + z,2 = 0 (mod m), (6)
tedy téz
Y2 + ¥+ ¥+ yf = 0 (mod my),

Y2+ Yot 4 ¥+ it = mgn, (7)

kdeZ n je celé ¢islo > 0.
Predeviim je moZno snadno dokézati, Ze jest n == 0. Prii
» = 0 by nutné musilo byti

Y= Y= Ya=—= Y, =0,

t. j.

X, = Ty = 23 = x, (Mod m,),
tedy
2.2+ 22 + 22 + 22 = 0 (mod my?).
Ze (3') pak by plynulo
mep = 0 (mod my?),
t. .
p = 0 (mod m,),

coZ neni mozné, jezto p je prvodislo a 1 << my << p. Bylo by tedy
skutecné n > 0.

Déle by bylo n << my, nebot podle (4) by bylo | y;| << 4m,
a tedy podle (7)

mon < 4 . tmg? = my?,
z ¢ehoZz by ihned plynulo
n < m,.

Z kongruenci (4) plyne vsak dile

T + Tolfs + T3Ys + XYy = 2,2 + 27 4 252 + % (mod my),
z ¢ehoZ na zakladé (6) téz

LY + oYy + TaYs + 2,y4 = 0 (mod my),
t. J.
Ty + ToYe + T3Ys + TaYs = M2,
kdez z je celé &islo.
Z tychz kongruenci (4) plyne déle

Xiyr — TrYi = X% — 2px; = 0 (mod my),
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(G, k=1,23,4,i+ k),

t. j. TiYr — TrYi = Mmyzik, kdeZ z;; jsou cela Cisla.
Z Eulerovy identity pak plyne dile

(22 + 2* + 2 + 22) (0® + ¥ + ¥%* + ¥d) =

222 + mo¥(215 + 230)° + MHz1s + 249)® + Mp(214 T+ 225)%
Dosadme do této rovnice z rovnic (3’) a (7) a kratme my2. Dosta-
neme

np = 2% + (215 + 234)* + (213 + 202)* + (214 + 2)*

Jeito n << m,, nebylo by m, ne]menéf ¢islo z mnozstvi M. Vede
tedy predpoklad m, > 1 ke sporu a je my; = 1. Tim pak tvrzeni
dokazdno.

Tak dokdzali jsme tvrzeni Fermatovo pro pripad, Ze n=1p
je prvoéislo. KaZdé ¢islo kladné je vSak mozZzno vyjadriti jako
soucin prvodéisel p,, Py, . . ., Ps:T = PyPy . . . Ps. Pro kaZdé z prvo-
cisel p,, p,, ..., Ps véta Fermatova plati, tedy na zdkladé Eulerovy
identity i pro jich souéin n.

Waring vyslovil vétu:

Pro kazdého mocnitele celého £ > 0 Je mozno najiti ¢islo Ny
té vlastnosti, Ze rovnice

k
n=x1k+x2"+...+a:Nk

je Teditelnd celymi disly x; > 0, at je n jakékoliv &fslo. Vétu tuto
dokézal Hilbert.

JetedyN2_4a.bylobyna,pr N, <9, N, <38

O této otdzce viz na pr-. Ba.chma.nn 3, I1., Landau L., str. 235;
literaturu viz Dickson II.
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