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III. £-adické zlomky. 

§ 36. Budiž g číslo celé > 1. Zlomkem 0-adickým (zlomkem 
systematickým o základu g) nazývá se řada 

ftl ťZo (Z«L 
g g£ gn 

kdež 
OfQ, ÍIjj • • • j dfiy . . . JSOU čísla celá, a0 libovolné, 0 < an < {7 

pro n ^ 1; an je pro w ̂  1 ,,^-adická číslice". 
Zlomek (1) bude konečný, budou-li všechna an = 0 jistým n 

počínajíc,ne ko ne č n ý, bude-li pro nekonečně mnoho v platiti av~|= 0. 
Zlomek ^-adický budeme též psáti a0 + 0, axa^iZi . . . , neb, je-li 

> ao> • • • a <7-adický zlomek konečný 
a,Q —|— 0, â â â  . . . â  resp. â â î  . . . 

Zlomek gr-adický 
a0 + 0, axa2. . . a^+i . . . 1 . . . aa+/... a^i . . . . . • , 
v němž tedy od jistého místa počínajíc se stále opakuje skupina 
v r i • 

cislic 
+1 + 2 • • • ah+f, 

nazývá se periodický. Platí tedy pro číslice zlomku periodického 
aj = aj; pro l = k (mod /); k, l, / jsou čísla celá kladná, pro něž 
platí Je, l > h. Skupina číslic, které se opakují, . . . 
. . . , nazývá se perioda. Při h = 0 zlomek 

a0 0, g>xCL2 . . . d^dyd^ • • • A/. . . * • • • • • 
nazývá se ryze periodický, při A > 0 neryze periodický. 
Zlomek konečný můžeme považovati za nekonečný zlomek 
o periodě 0. 

Zlomek 0-adický periodický a0 0, axa2. . . 1 . . . 
. . . dh+fCih+i . . - â -u/ • • • se také kratčeji psává ve tvaru 
a0 + 0, axa2 . . . an á/i+i . . . áh+f. 

Řada (1) konverguje a její součet a nazývá se hodnotou 
zlomku g-adického (1). Konvergence ta je jednoduchým důsledkem 
té okolnosti, že lze určiti dvě posloupnosti, jednu neklesající, 
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druhou nestoupající, které mají a za společnou limitu. Položme 
totiž 

AN = a0 + - 1 + -I + . . . + ^ , Ah=AH+ - 1 - , n = 0, 1, 2, . . g gz gn gn 

i bude _ an+1 - _ aH+1 + 1 _ 
1 — ¿±n -f- + 1 , ¿tn+1 — -i -—- — gn-n g, 

= An— 
- g — (an+1 + 1) 

gn + l 
a z toho plyne 

(2) 

^¡»-^4«= \ . (3) 
Í7 

Čísla AV A2, . . . tvoří podle (2) posloupnost neklesající 
ohraničenou; tato má tedy limitu, a ta je právě a. AV A2, A3,. . . 
tvoří posloupnost nestoupající ohraničenou, která na základě (3) 
má opět limitu a. Bude pak platiti 

A FI ^ CL A N. 

AN jsou přibližné hodnoty dolní, AN přibližné hodnoty horní pro a. 
Pro n = 0 bude 

a0 ^ a <i a0 + 1- (4) 
§ 37. Budiž a libovolné číslo reální; položme a = aQ + a0l 

kdež a0 = [a], takže 0 ^ a0 < 1. Klaďme dále ga0 = ax + av kdež 
a i = [9ao\> takže bude 0 < ax < 1, gax = a2 + Oj, kdež a2 = 
takže 0 < a2 < 1. Takovým způsobem můžeme dále pokračovati 
a dostaneme obecně, klademe-li 

ga>n—\ = a>n + (1) 
kdež an — [pan—i], že o an platí 

0 < a „ < l . (2) 
Tento postup nazveme g-adickým algoritmem prvního dru-
hu. Postup ten přiřaďuje číslu reálnímu a posloupnost čísel celých 
a0, al9 a2t.... Při tom alt a2y... jsou ^-adické číslice. Z 0 < an< 1 
plyne totiž 0 < gan < g, tedy 0 < [|gan] < g, t. j. 0 < an+1 < g 
pro n ^ 0. O a0 to ovšem platiti nemusí; je to libovolné Číslo celé. 

<7-adický algoritmus prvního druhu přiřaďuje číslu reálnímu a 
zlomek g-adický a0+ai/í7+a2/{72+ • - • Lze snadno dokázati, že 
jeho hodnota je a. Je totiž a = a 0 + ajg -+- ajg2 + ... + a>nl9n + 
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-\-OLnlgn\ necháme-li pak n růsti do nekonečna, bude lim an/g" = 0 
na základě (2), z čehož tvrzení ihned plyne. n~^zo 

Lze snadno nahlédnouti, že pomocí g-adického algoritmu 
prvního druhu nelze z žádného čísla reálního obdržeti zlomek 
o periodě g—1, t. j. zlomek, u něhož od jistého n počí-
najíc je stále an = g— 1. Dejme tomu, že by pro n > h bylo 
stále o« = g — 1. Z (1) bý plynulo gan = g — 1 + a„+1, t. j. 

1 fln + i 1 — f - 2 1 &n+v 1 — an = 

g f " ' gv 

pro n > h, v > 0. 
Bylo by tedy 1 —an < l/g1', a necháme-li v růsti do nekonečna, 
1 —cLn 0, t. j. an > 1 pro n > h, což odporuje podmínce (2). 

Dalšího omezení není třeba. Platí totiž věta: 
Každé číslo reální a lze jediným způsobem znázornili g-adickým 

zlomkem 
a* ao 

flo + - + " ! + . . . , (3) 
P ÍT 

pro který platí 
av<g — 1 (4) 

pro nekonečna mnoho v, takže zlomek ten nemá periodu g — 1; an lze 
nalézti z a pomocí g-adického algoritmu prvního druhu. 

Že jedno takové znázornění existuje, právě jsme dokázali: 
je to zlomek g-adický vzniklý z a pomocí g-adického algoritmu 
prvního druhu. Bude tedy věta zcela dokázána, ukážeme-li, že 
každý zlomek g-adický (3), o němž platí (4), má za hodnotu Číslo 
reální a, z něhož užitím g-adického algoritmu prvního druhu 
dostaneme právě čísla a0, alt a2, . . . . 

Položme 
®»+1 , an +2 , On = I r~ + • • • V5) 9 92 

I bude podle (4) § 36 0 <an< 1 prow^O. Dokážeme, že 
není možno, aby On = 1. Ať je n jakkoliv veliké, bude aspoň 
pro jedno v > n platiti av<g — 2. Číslo an-\~l/gp bude vyjádřeno 
zlomkem g-adickým, který vznikne z an> dáme-li místo av číslici 
av+1. I bude zase an + l/gv <l,t.).an<l — l/g1' < 1 pro 
každé n. Platí tedy 0 < an < 1 pro n ¡>0. Je však podle (5) 
gan—x = «» + an, takže an

%~ [gan—^ 
§ 38. Můžeme však k rozvoji čísla reálního a ve zlomek 

g-adický dojiti též. užíváme-li operace [ ]'. (Viz § 2 str. 8.) 
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Položme a = a0 + «o> kdež a0 = [a]', t. j. 0 < a0 < 1. 
ga0 = a± + kdež = [ga0]', t. j. 0 < ax < 1, 

= a2 + a2, kdež a2 = [gĉ ] , t. j. O < a2 < 1, 

Tento postup nazveme ^-adickým algoritmem druhého 
druhu. Z 0 < an < 1 plyne 0 < gan <g& tedy zase 0 < a» + 1 < g 
pro n > 0. Čísla alf a2, a3, . . . jsou ^-adické Číslice, g-adický algo-
ritmus druhého druhu přiřaďuje zase číslu reálnímu a zlomek 
g-adický a0 + ajg -f a2jg2 + . . ., jehož hodnota je opět a. 

Lze snadno nahlédnou ti, že existují zlomky 0-adické, které 
nemohou vzniknouti z čísla reálného ^-adickým algoritmem dru-
hého druhu. Jsou to g-adické zlomky konečné. Je-li totiž an = 0 
pro n > h, pak gan=an+1 pro n > h, tedy ccn= On+i/g = On+2/g2 = 
. . . = ccn+r/gr pro n > h, r ^ 1. Nechrne r růsti do nekonečna. 
I bude a'n = 0 pro n > h , takže nemůže býti > 0. 

Nyní platí véta: 
Každé Číslo reální a lze jediným způsobem znázorniti neko-

nečným zlomkem g-adickým 

při čemž an lze ustanoviti z a pomocí g-adického algoritmu druhého 
druhu. 

Právě jsme dokázali, že existuje aspoň jedno takové zná-
zornění. Věta pak bude úplně dokázána, dokážeme-li, že každý 
zlomek p-adický nekonečný (3) má za hodnotu číslo reální a, 
z něhož pomocí ^-adického algoritmu druhého druhu dostaneme 
právě čísla a0, aly a2, . . . 

Položme an = an+1/g + On+Jg2 + . . . I bude podle (4) z § 36, 
ježto (3) je zlomek nekonečný, 0 < an < 1 pro n > 0. Ježto 
gan-x = an+ an, bude an = [gan— J'. 

Není-li x číslo celé, je [x] = [x]'. Nebude-li tedy žádné 
z čísel a, ga0, gav . . . celé, budou se oba algoritmy g-adické zto-
tožňovati a bude stále 0 < an < 1. 

Nechť je gah—x první celé číslo v řadě ga^, gal, . . . I bude 
podle algoritmu prvního druhu at& = gah—1> <*h = 0, a dále an = 0 
pro t i> h, an = 0 pro n Algoritm prvního druhu poskytne 
konečný zlomek ^-adický 

gan—x = an + an, kdež an = 
t. j. 0 < an < 1. 

(i) 
(2) 

«o+ff l i /9+aJg 2+ .. (3) 

a = a0 -)- 0, axa2 . . . a^. 
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Podle algoritmu druhého druhu bude a\ = gau—i — 1 = a>h — 1» 
a h = 1, a dále a!n = g — 1 pro n > h, an = 1 pro n ¡> A. 

Algoritm druhého druhu dává zlomek g-adický o periodě 
9-1 

a = a0 + 0, axa2. . . an — 1 g — 1 g — 1... 
(Pro případ, že by a bylo číslo celé, dostaneme tak 

a = a — 1, 
§ 39. Je-li a číslo racionální vyjádřitelné redukovaným 

zlomkem a = rjm, m > 0, klaďme an = rn/m, n = 0, 1, 2, . . . 
Budeme uvažovati pouze algoritm prvního druhu, ježto v pří-

padě, kde oba algoritmy poskytují různé výsledky, lze k algo-
ritmu druhého druhu snadno přejiti. 

I dostaneme: 

r = a0m + r0, a0 = 0 ^ r0 < m 

gr0 = axm + rv ax = ^ j , 0 <r1<m 

grx = a2m + r2, a2 = j ^ J , Cf < r2 < m 

grn-i= anm + rn, an = 0 < rn < m. 

Čísla r0, rv r2, . . . jsou vesměs celá, r0 nesoudělné s a I bude 
r/m = a0 0, axa2 . . . a tento zlomek g-adický nebude míti pe-
riodu g — 1. 

Pro rn/m platí r»/w = 0, an+1an+2 . . . Zlomky ty jsou vesměs 
ryzí. Takových zlomků je však na počet my musí se tedy opako-
vati. Nechť jsou r /̂m a r/i+//m první z řady těchto ryzích zlomků, 
které se sobě rovnají, 

rhjm = rh+flm. (1) 
Pak jest 

0, fl^+l Uh + 2 . . . = 0; «A+/+1 «A+/ + 2 • • • 

Z jednoznačnosti znázornění g-adickými zlomky uvedeného tvaru 
bude nutně plynouti a,k+i = ah+f+i> 2 = ah+f+2 • • j. 
pro 11 > h bude 

an = an+f. (2) 

. / jsou nej menší celá čísla h ^ 0, / ^ 1 té vlastnosti, že pro 
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každé číslo celé n> h platí (2). Kdyby analogické relace platily 
již pro h<h, / < / , bylo by již rjjm = rs+7/m, takže by zlomky (1) 
nebyly první, které v řadě rn/ra {n ^ 0) jsou si rovny. 

I platí věta: 
Každé racionální Číslo lze rozvinouíi v g-adický zlomek perio-

dický. 
Počet číslic před periodou h a délku periody lze snadno 

u zlomku rjm ustanoviti. Zjistíme, že závisí jen na m a gf nikoliv 
však na r. Je-li rjm = a0 -f- 0, axa2 . . . ahdh+x. . áh+f, budou 

r r r zlomky gh — a gh+f — první z řady <7* —, jejichž rozdíl m m m 
r 

bude číslo celé, t. j. kdy gh (gf — 1) — bude číslo celé. Ježto je r 
m 

nesoudělné s m, bude odtud plynouti, že h, / jsou nejmenší čísla 
celá, h ^ 0, / ^ 1, pro něž platí 

gh(gf— 1) = 0 (mod w). (3) 

Těmito podmínkami jsou h a / jednoznačně určeny. 
Obsahuje-li nejprve m tytéž prvočinitele jako g, je gl — 1 

pro / ^ 1 nesoudělné s ra. Je tedy / = 1 a h je nejmenší 
celý mocnitel ^ 0, pro který je 

gh = 0 (mod m). (4) 

Nechť je rozklad čísel g a m v prvočinitele 
g = px

a*p2
ai. . . p^n, m = p^lp2

Pi • . .p/v, 

kdež ai i jsou čísla celá, a, > 0, fa ^ 0. gp bude nejnižší moc-
nina g dělitelná m, je-li h nejmenší číslo celé kladné, pro něž 
hai ^ t. j. h ^ pijai pro všechna i = 1, 2, . . . ¡x. 

Zde rjm = 0, axa2 . . . . . ghr0/m = axa2 . . . a ,̂ 
fi«A+2 • • •» kdež ajag . . . â  je číslo celé ^ 0 psané v soustavě 

g-adické (§ 2 str. 9). Toto číslo má býti vzhledem ke kongruenci (4) 
číslo celé. Musí tedy býti = a/í+2 = . = 0. V tomto pří-
padě je zlomek g-adický pro rjm konečný. Počet jeho číslic za 
čárkou, A, je nejmenší číslo celé ^ 0 hovící kongruenci (4). Tento 
konečný zlomek gr-adický dostaneme pomocí algoritmu prvního 
druhu. Algoritm druhého druhu poskytl by zlomek g-adický o h 
číslicích před jednočlennou periodou g — 1. 

Je-li na druhé straně m nesoudělné s gy platí kongruence (3) 
tehdy a jen tehdy, je-li 

gf ŽE 1 (mod m). (5) 
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I je h = 0 a / je nejmenší mocnitel, pro který platí (5), t. j. 
mocnitel, ke kterému patří g (mod m). (Viz § 35). 

Zlomky r/m, jejichž čitatel je nesoudělný s g, dávají zlomky 
g-adické ryze periodické a počet číslic v periodě je roven mocni-
teli /, ke kterému patří g (mod ra). 

Jsou-li konečně m a g libovolná, lze rozložití m na dva či-
nitele m = ra^Wg, takže mx obsahuje všechny prvočinitele z m, 
které se vyskytují také v gy a m2 je nesoudělné s g. Zkongruence (3) 
plyne podle věty na konci § 19., že h, / jsou nejmenší čísla celá 
^ ¡> 0, /¡> 1, pro něž platí kongruence 

gh = 0 (mod mx) (6) 
gf = 1 (modw^). (7) 

V tomto případě je zlomek neryze periodický, počet číslic před 
periodou h dán je kongruencí (6) a počet číslic v periodě / kongruen-
cí (7). 

Ukážeme nyní, že periodický zlomek g-adický je roven číslu 
racionálnímu. Důkaz stačí provésti pro zlomek 

a0 = 0, dxd2 . . . <iháh+\ • . . d/l+f. 
I bude 

gha0 = axa2 . . . ajly d/i+1 . . . áh+j, 
gh+fao = aia2 • • - ah <*>h+1 • • . áh+i . . • áh+f, 

tedy rozdíl 

9h (9f 1) «0 = ala2 • • • ahO>k + l • • • Uh+f * • • ah> 
t. j. 

dxd2 . . . dh cth+1 . . . an+f — dxa2 . . . dh 
9h(g'-D 

Nechť je nyní m nesoudělné s g a nechť g patří k exponentu / 
(mod w). Zlomek g-adický pro r/m je ryze periodický. Označme 
jeho periodu P(r/m). I bude 

^ m ) = a - a 3 ' ' ' a , a i 

P(gf~l ^ j= af axa2 . . . a,_i. 
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vznikne z P| 
\ mf 

(i číslo celé ^ 0) cyklickou záměnou. Uvedené periody tvoří tak 
zvaný cykl period. Ježto gf = 1 (mod m), je / dělitelem <p(m). 
Je-li tedy <p(m) = ef, e > 1, dlužno utvořiti tyto periody pro e 
různých hodnot r, abychom dostali periody všech zlomků o jme-
novateli m. Je e cyklů period. Je-li e = 1, f = <p(m), tedy g pri-
mitivní kořen (mod m), existuje jen jeden cykl: stačí vzíti za r číslo 
celé nesoudělné s m (třeba r — 1) a dostaneme periody všech 
zlomků o jmenovateli m z této cyklickou záměnou. 

§ 40. Užijeme těchto výsledků k rozvinutí čísla racionál-
ního ve zlomek desetinný, uvažujme tedy případ g = 10 = 2 . 5. 
Redukovaný zlomek, jehož jmenovatel je tvaru m = 2̂ 5̂ « (/Jls /?2 
čísla celá ¡> 0), dává konečný zlomek desetinný; počet číslic h 
napravo od desetinné čárky je roven většímu z čísel ftv /?2. 

Redukovaný zlomek lze tehdy a jen tehdy proměniti na 
cbsetinný zlomek ryze periodický, není-li jeho jmenovatel dě-
litelný ani 2 ani 5. Délka periody je rovna exponentu, k němuž 
patří 10 vzhledem ke jmenovateli jako modulu. 

Zlomek je roven neryze periodickému zlomku de-
setinnému, který má tolik číslic před periodou, kolik udává větší 
z mocnitelů /Sx> /J2 a jenž má délku periody rovnou exponentu, 
k němuž patří 10 (mod wi2). 

Osvětleme věty dříve vyslovené příklady pro zlomky de-
setinné. Rozveďme \ v zlomek desetinný. Dělme obyčejným způ-
sobem : 

Perioda je zde 142857, čísla 1, 3, 2, 6, 4, 5 jsou zbytky mocnin 10 
(mod7). Číslo 10 je (mod 7) primitivní kořen, periody zlomků o jme-
novateli 7 tvoří jediný cykl. Je pak 

lo : 7 = 0-142857 
3o 

4u 
5o 

1. 

1 = 0-142857 7" « = 0'.857142 
\ = 0-571428 
4 = 0*714285. 

Ý = 0-428571 T 
ř> 0*285714 
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Rozveďme nyní T
l3 ve zlomek desetinný: 

lo : 13 = 0076923 
lOo 

9o 
12o 
3o 

4o 
1. 

I dostaneme cykl 

TV = 0076923 
f j = 0 76923Ó 
^ = 0692307 

i 2 
T a 

I 3 
4 1T 

0*923076 
0230769 
0*307692, 

Abychom dostali periody všech zlomků o jmenovateli 13, je třeba 
rozvésti ve zlomek desetinný ryzí zlomek o jmenovateli 13, který 
mezi uvedenými není, třeba -j .̂ I dostaneme 

20 : 13 = 0 Í53846 
7o 

5o 
llo 

6o 
8o 

9 

Tak dostaneme druhý cykl 

^ 0153846 
jj. = 0538461 

t \ = 0-384615 

= 0-846153 
T«y = 0461538 
^=0-615384. 

Tím vyčerpány jsou rozvoje všech ryzích zlomků o jmenovateli 13 
v zlomky desetinné. 

V obou případech, i pro zlomky o jmenovateli 7 i pro zlomky 
o jmenovateli 13 skládá se perioda ze dvou polovic a číslice jedné 
poloviny doplňují se s číslicemi druhé poloviny na 9. Říká se, že 
jedna polovina je desítkovým doplňkem druhé. To nastane, když 
periody zlomků rjm a 1 — rl!m=(m — r)/m patří k témuž cyklu. 
Pak musí býti 

m — r £ r 10a (mod m), 
t. j. — 1 ^ 10a (mod m). 
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Perioda zlomku desetinného pro zloipek o jmenovateli m skládá 
se ze dvou polovin, které se desítkově doplňují, je-li mezi zbytky 
mocnin čísla 10 mod m zbytek — 1. 

Je-li / délka periody pro jmenovatele m, je ÍO' — 1 dělitelnom. 
Jsou tedy jmenovatelé m poskytující délku periody / děliteli 
čísla 10̂  — 1. Naopak je délka periody zlomku, jehož jmenovatel 
je dělitel 10' — 1, buď / neb dělitel /. Zlomků, jejichž rozvoj v de-
setinný zlomek má danou délku periody /, je konečný počet. 
Jednočlenné periodv dávají zlomkv o jmenovatelích 3, 9, dělite-
lích 9: 

£ = 0-333 . . | = 0111 . . . 
Dále je 102— 1 = 99 = 9 . 11. 

Dvojčlenné periody dají zlomky o jmenovatelích 11, 33, 99. 

Bychlfk: Úvod do elementární teorie číselné. r> 6 5 


		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T10:01:02+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




