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III. g-adické zlomky.

§ 36. Budiz g ¢islo celé > 1. Zlomkem g-adickym (zlomkem
systematickym o zikladu g) nazyva se rada

%+ + R b ()

kdez ay, a), ay, . . . , @y, . . . jsou Cisla celd, a, libovolné, 0 < a, < ¢
pro n 2> 1; a, je pro n > 1 ,,g-adickéd &islice*.

Zlomek (1) bude konecny, budou-li véechna a, = 0 jistym =
potinajic,nekoneény, bude-li pro nekoneéné mnoho » platitia, 0.
Zlomek g-adicky budeme té%Z psiti a, -+ 0, a,a.a,, . .., neb, je-li
a, >0, ay, a,a.a, . .. a g-adicky zlomek koneény

ag+ 0, a,a.a3 . . . ay Tesp. ag, a,asg . . . Ap.
Zlomek g-adicky

ag+ 0,010, . . .QRAR4L1 -« - BRfBhs1 oo Bhgf o o e Bhgl s Bpgf o o o s
v némz tedy od jistého mista poéinajic se stile opakuje skupina
éislic
@h+1 Chto - - - Thif,

nazyvé se periodicky. Plati tedy pro ¢éislice zZlomku periodického
a; = a; pro | =k (mod f); k, I, f jsou &isla celd kladni, pro néz
plati k, ! > h. Skupina éislic, které se opakuji, ariq, Gntg, - - -

, @p+f, Nazyva se perioda. Pri A = 0 zlomek

ag+ 0, aya, .. .aqmaya,...05...04a5...0;. ..

nazyvd se ryze periodicky, pfi A > 0 neryze periodicky.
Zlomek koneény miZeme povaZovati- za nekoneény zlomek
o periodé 0.

Zlomek g-a.dicky periodicky aq+ 0, a,a,...a80041 ...

Y TONTY: TR - @hsj ... 86 také kratéeji psdvd ve tvaru
ao + 0, aya,. .. a ah+1 ah+!

Rada (1) konvergu]e a jeji soucet @ nazyva se hodnotou
zlomku g-adického (1). Konvergence ta je jednoduchym dusledkem
té okolnosti, Ze Ize urciti dvé posloupnosti, jednu neklesajici,
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druhou nestoupajici, které maji a za spole¢nou limitu. Polozme
totiz

n 't l
Ay =y + 2 + 2t +g—n;An=An+—g;,,n=0,1,2,...;

i bude a - niq + 1
n-rl“‘ An + ;ii’ An+1= A4, + _n-;:;—ﬂ =
4 99— @+ 1)
= A"— g‘n'{'l
a z toho plyne B i
An L Aniy < dpiy X An (2)
1
An_Au= g—n . (3)
Cisla A,, A,, A;,... tvoii podle (2) posloupnost neklesajici

ohrani¢enou; tato mé tedy limitu, a ta je pravé a. 4,, 4,, 4,,. ..
tvoii posloupnost nestoupajici ohranicenou, ktera na zakladé (3)
mé opét limitu a. Bude pak platiti

4, S a < A,

A, jsou priblizné hodnoty dolni, A,, priblizné hodnoty horni pro a.
Pro n = 0 bude
g <ala,+ 1. (4)
§ 37. BudiZ a libovolné éislo redlni; polozme a = a, + «,
Ldez a, = [a], takZze 0 < a5 < 1. Kladme déle ge, = ay + a, kdeZ
= [ge,], takie bude 0 < a, < 1, ga, = ay + ay, kde? a, = [gqa,],
ta.kie 0<ag<l. Ta,kovym zpusobem miZeme ddle pokracovati
a dostaneme obecné, klademe-li

gan— = Q, + an, (l)
kdeZ a, = (gay, -,], Ze o a, plati
0<a. <Ll (2)

Tento postup nazveme g-adickym algoritmem prvniho dru-
hu. Postup ten pfifaduje éfslu redlnfimu a posloupnost ¢isel celych
@y, @y, Ay, . . .. PFi tom a,, a,,... jsou g-adické ¢islice. Z 0 < e,<<1
plyne totiZ O <ga,<g, tedy 0 < [ga,] <g, t. j. 0 < Ui < g
pro n > 0. O a, to oviem platiti nemusf; je to libovolné &slo celé.

g-adicky algoritmus prvnfho druhu ptifaduje &fslu redlnimu
zlomek g-adicky a,+a,/g+a,/g*+ ... Lze snadno dokézati, Ze
jeho hodnota je a. Je totiZ ¢ = ay+ a,/g9 + a,/g® + ...+ an/g" +
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~+a,/g"; nechame-li pak n risti do nekoneéna, bude lim a,/g" =0
na zakladé (2), z éehoZ tvrzeni ihned plyne n—>

Lze snadno nahlédnouti, Ze pomoci g-adického algoritmu
prviniho druhu nelze z Zadného ¢isla redlniho obdrzeti zlomek
o periodé g —1, t. j. zlomek, u néhoZz od jistého = podi-
najic je stéle a, = g — 1. Dejme tomu, Ze by pro n >4 bylo

stdle a, =g —1. Z (1) by plynulo gap =9 — 1 + a4y, t. j.
S L I L T, £
g g g

pron >h, v > 0.

Bylo by tedy 1 —a, < 1/g”, a nechime-li » rusti do nekone¢na,
] —a, <0, t. j. an >1 pro n >k, coz odporuje podmince (2).
Daldiho omezeni neni tfeba. Plati totiz véta:
Kazdé éislo realni a lze jedingm zpisobem zndzorniti g-adickym
zlomkem

ay + 2 -I— =+ - (3)
pro klery plali
<g—1 (4)

pro nekoneéné mnoho v, takze zlomek ten nemd periodu g — 1: a, lze
nalézti z a pomoci g-adického a,lgontmu prontho druhu.

Ze jedno takové zndzornéni existuje, privé jsme dokdzali:
je to zlomek g-adicky vznikly z a pomoci g-adického algoritmu
prvniho druhu. Bude tedy véta zcela dokdzana, ukdZeme-li, Ze
kaZdy zlomek g-adicky (3), o némZ plat{ (4), m4 za hodnotu &islo
redlni a, z néhoZ uZitim g-adického algoritmu prvniho druhu
dostaneme pravé cisla ay, a,, a,, .. ..

Polozme

an:._f,_l_ = . (5)

I bude podle (4) § 36 0 <a,< 1 pron_=>0. DokdZeme, Ze
neni moZno, aby a, = 1. At je n jakkoliv veliké, bude aspoii
pro jedno » >« platiti a, <g— 2. Cislo a, 4 1/¢” bude vyjidieno
zlomkem g-adickym, ktery vznikne z a,, ddme-li misto a, éislici
a,+1. I bude zase ¢, + 1/ <1, t. j. & <1 —1/g» <1 pro
kazdé n. Plati tedy 0 < a, < 1 pro n >0. Je v3ak podle (5)
gan_, = @y + @, takie a, = [gen —1].

§ 38. MuZeme v8ak k rozvoji ¢&isla redlniho ¢ ve zlomek
g-adicky dojiti téZ, uzivdme-li operace [ ]’. (Viz §2 str. 8.)
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Polozme a = a,+ a, kdez ay,= [a], t. o 0<a =1,
gao = a, + @, kdeZ a, = [gap]’, . j. 0 <y < <1,
ga, = ay + a, kdeZ a, =[ge))’, t. j. 0< @y <1,

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

gon—, = an + an, kdez a, = [ga,_,]’, (1)
£.§.0 < ap < 1. 2)

Tento postup nazveme g-adickym algoritmem druhého
druhu. Z0 < e, < 1plyne 0 < ga, < g a tedy zase 0 < an4; < ¢
pro n > 0. Cisla a,, a,, a,, . . . jsou g-adické é&islice. g-adicky algo-
ritmus druhého druhu prlrad’u]e zagse éfslu redlnimu ¢ zlomek
g-adicky a, + a,/g + a,/g® + ..., jehoZ hodnota je opét «a.

Lze snadno nahlédnouti, Ze existuji zlomky g-adické, které
nemohou vzniknouti z ¢isla redlného g-adickym algoritmem dru-
hého druhu. Jsou to g-adické zlomky kone¢né. Je-li totiz a, = 0
pro n > h, pak gap=an4, pro n > h, tedy an= ani,/9 = tn+4/92=

= @p4r/9” Pro n >h, r > . Nechme » risti do nekoneéna.
I bude @, = 0 pro n > h, takZe nemize byti a, > 0.

Nyni plati véta:

KaZdé &islo redlni a lze jedingm zpisobem zndzorniti meko-
neénym zlomkem g-adickym

G+, /94 a/F + . . ., (3)

ﬁfi-éemi an lze ustanoviti z a pomoci g-adického algoritmu druhého
druhu.

Préivé jsme dokdzali, Ze existuje aspon jedno takové zna-
zornéni. Véta pak bude tplné dokdzina, dokdZeme-li, Ze kazdy
zlomek g-adicky nekoneény (3) md za hodnotu é&islo redlni «,
z néhoZz pomoci g-adického algoritmu druhého druhu dostaneme
praveé éisla a,, a;, a,, . ..

PoloZme a, = ayn+,1/9 + @n+2/9%2 + ... 1 bude podle (4) z § 36,
jezto (3) je zlomek nekoneény, O < an <1 pro n > 0. Jeito
gotn—y = ap 4 @, bude a, = [ga, ]

Neni-li x ¢islo celé, je [z] = [z]. Nebude-li tedy Zidné
z &isel a, ga,, ga,, . . . celé, budou se oba algoritmy g-adické zto-
toznovati a bude stile 0 < a, < 1.

Necht je ga,—, prvni celé éfslo v fadé ga,, gey, ... 1 bude
podle algoritmu prvniho druhu a, = gep—,, ar = 0, a déle a, = 0
pro n>h, a, = 0 pro n > h. Algoritm_ prvniho druhu poskytne
koneény zlomek g-adicky

a—_-a'o—'-O, alaa...ah.
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Podle algoritmu druhého druhu bude a'y =ga)—;, — 1 =ap — 1,
ar=1, a déle a’y=9g—1 pron>h, a’n=1 pro n > h.
Algoritm druhého druhu ddavad zlomek g-adicky o periodé

g—1

a=ay,+ 0, a,ay... ap—1g—1g—1...

(Pro ptipad, Ze by a bylo éislo celé, dostaneme tak

e=a—1,g—1g—1g—1...).

§ 39. Je-li a ¢éislo raciondlni vyjadritelné redukovanym
zlomkem ¢ = r/m, m > 0, kladme a, = r,/m, n =0, 1, 2,...

Budeme uvaZovati pouze algoritm prvniho druhu, jezto v pri-
padé, kde oba algoritmy poskytuji rizné vysledky, lze k algo-
ritmu druhého druhu snadno prejiti.

I dostaneme:

[ r 7
(97|
groza,l'm—|-7‘1, a, = Eo ’ Oérl<m
r-grj
gr1=a2m+7‘2, 02= ‘EI, (jérz<m
‘ I n—1
Grn—1= ApyM — Ty, an=[ m ], Oérn <m.

Cisla 7y, 75, 75, . . . jsou vesmeés celd, 7, nesoudélné s m. I bude
r/m = a, + 0,a,a,. .. a tento zlomek g-adicky nebude miti pe-
riodu g — 1.

Pro r,/m plati r,/m = 0, @, 110n45 . . . Zlomky ty jsou vesmés
ryzi. Takovych zlomku je viak na poéet m, musi se tedy opako-
vati. Necht jsou r;/m a ry,.;/m prvni z rady téchto ryzich zlomka,
které se sobé rovnaji,

rhim = 1) y/m. (1)
Pak jest
0, ary1 @hse. .. =0, @pyyi Qhyys2. ..

Z jednoznaénosti zndzornéni g-adickymi zlomky uvedeného tvaru
bude nutné plynouti a@pi; = @rij+1, @42 = Ahyy+2..., . j.
pro n > h bude

Ap = Ay 4f. (2)

.k, f jsou nejmenéi celd éisla b > 0, f > 1 té vlastnosti, Ze pro
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kazdé éislo celé n > h plati (2). Kdyby analogické relace platily
jiz pro h<<h, f<{f, bylo by jiZ rg/m = r54j/m, takie by zlomky (1)
nebyly prvni, které v fadé r,/m (n = 0) jsou si rovny.

I plati véta:

KaZdé racionalnt &islo lze rozvinouti v g-adicky zlomek perio-
dicky.

Pocet cislic pred periodou %A a délku periody lze snadno
u zlomku r/m ustanoviti. Zjistime, Ze zdvis{ jen na m a g, nikoliv
viak na 7. Jeli r/m=a,+ 0, a,a,... apdh4y ..., Grys, budou

zlomky g* _:7:1 a ght/ —:;;— prvni z fady g* %, n2>0, jejichZ rozdil

bude éislo celé, t. j. kdy g*(g/ — 1) % bude é&islo celé. Jeito je r

nesoudélné s m, bude odtud plynouti, Ze A, f jsou nejmensi éisla
celd, h =0, f =1, pro nézi plati

gh(g/ — 1) =0 (mod m). (3)

Témito podminkami jsou » a f jednoznadné uréeny.

Obsahuje-li nejprve m tytéz prvodinitele jako g, je g —1
pro f =1 nesoudélné s m. Je tedy f=1 a h je nejmensi
cely mocnitel > 0, pro ktery je

gh =0 (mod m). (4)
Necht je rozklad éisel g a m v prvocinitele
g=ppe™ ... P, m=pPiplr. . plu,

kdeZ a; i B; jsou ¢isla celd, a; > 0, f; > 0. ¢* bude nejniZ& moc-
nina g délitelnd m, je-li & nejmensi éfslo celé kladné, pro néz
hai 2 Bi, t. j. b = Bifa; pro véechna 1 =1, 2,...u.

Zde ry/m =0, aa,. - AQh11Bhtp - g"ro/m = a,a,. . . ap,
an1@hig - - -, kdeZ a,a,. a,, je éislo cele > 0 psané v sousta.ve
g-adické (§ 2 str. 9). Toto &{slo m4 byti vzhledem ke kongruenci (4)
¢islo celé. Musi tedy byti @y, = ary, = = 0. V tomto pri-
padé je zlomek g-adicky pro r/m konecny Pocet jeho C¢islic za
c¢arkou, A, je nejmensi ¢islo celé >0 hovici kongruencl (4). Tento
koneény zlomek g-adicky dostaneme pomoci algoritmu prvniho
druhu. Algoritm druhého druhu poskytl by zlomek g-adicky o A
¢islicich pred jednoélennou periodou g — 1.

“Je-li na druhé strané m nesoudélné s g, plati kongruence (3)
tehdy a jen tehdy, je-li

g’ =1 (mod m). (3)
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I je h=0 a f je nejmensi mocnitel, pro ktery plati (5), t. j.
mocnitel, ke kterému patfi g (mod m). (Viz § 35).

Zlomky r/m, jejichZ ¢itatel je nesoudélny s g, ddvaji zlomky
g-adické ryze periodické a pocet ¢islic v periodé je roven mocni-
teli f, ke kterému patii g (mod m).

Jsou-li koneéné m a g libovolna, lze rozloziti m na dva ¢i-
nitele m = m,;m,, takZe m, obsahuje vSechny prvodinitele z m,
které se vyskytujf také v g, a m, je nesoudélné s g. Z kongruence (3)
plyne podle véty na konci § 19., Ze &, f jsou nejmensi éisla celd
h >0, f=1, pro néz plati kongruence

h =0 (modm,) (6)

g =1 (mod m,). (7)
V tomto pripadé je zlomek neryze periodicky, pocet &islic pred
periodou % dén je kongruenci (6) a podet ¢islic v periodé f kongruen-
ci (7).

UkdZeme nyni, Ze periodicky zlomek g-adicky je roven ¢islu
raciondlnimu. Dukaz staéi provésti pro zlomek

g =0, a1ay ... A48 41 - . . Cpyge
I bude

g"ao = a,as ...0ap dk+1 .o n (ih+f,
. gtloy =aa,...anap 1 - - . Ahtfy Ghiq - - - Ghtfs
tedy rozdil

g — e, =a,a,...0804) ... Chif — Q8y . . . Qp,
t. )
g = By . . . AR A} - - - Apyf — 30y . . .a;,_‘
gt (g’ —1)

Necht je nyni m nesoudélné s g a necht g patri k exponentu f
(mod m). Zlomek g-adicky pro r/m je ryze periodicky. Oznacéme
jeho periodu P(r/m). I bude

ooooooooooooooooooooooo
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r LT T
of o — Im). i4+1 " : g
I (g m) by bylo zase = P (r/m) P(g m) vznikne z P(g m)

(¢ ¢islo celé > 0) cyklickou zdménou. Uvedené periody tvofi tak
zvany cykl period. Jeito ¢/ =1 (mod m), je f délitelem @(m).
Je-li tedy @(m) = ef, e > 1, dluZno utvoriti tyto periody pro e
riznych hodnot r, abychom dostali periody vSech zlomkd o jme-
novateli m. Je e cykla period. Je-li e = 1, f = ¢(m), tedy g pri-
mitivni kofen (mod m), existuje jen jeden cykl: staéi vziti za r ¢islo
celé nesoudélné s m (tieba r = 1) a dostaneme periody vSech
zlomku o jmenovateli m z této cyklickou zdménou.

§ 40. Uzijeme téchto vysledki k rozwvinuti ¢isla raciondl-
niho ve zlomek desetinny, uvazujme tedy piipad ¢ = 10 = 2. 5.
Redukovany zlomek, jehoz jmenovatel je tvaru m = 25:56 (8,, 6,
¢isla celd > 0), ddvéd konecény zlomek desetinny; pocet &fslic A
napravo od desetinné éarky je roven vétsimu z éisel g, f,.

Redukovany zlomek lze tehdy a jen tehdy proméniti na
desetinny zlomek ryze periodicky, neni-li jeho jmenovatel dé-
litelny ani 2 ani 5. Délka periody je rovna exponentu, k némuz
patfi 10 vzhledem ke jmenovateli jako modulu.

Zlomek r/28:5f:m, je roven neryze periodickému zlomku de-
setinnému, ktery mé tolik éislic pred periodou, kolik udavd vétsi
z mocniteld f;, B, a jenZ ma délku periody rovnou exponentu,
k némuz patfi 10 (mod m,).

Osvétleme véty drive vyslovené piiklady pro zlomky de-
setinné. Rozvedme 4 v zlomek desetinny. Délme obyé¢ejnym zpi-
sobem;

lo : 7= 0142857
30
20
6,
40
S0

1.

Perioda je zde 142837, ¢isla 1, 3, 2, 6, 4, 5 jsou zbytky mocnin 10
(mod 7). Cislo 10 je(mod 7) primitivni kofen, periody zlomki o jme-
novateli 7 tvori jediny cykl. Je pak

1 = 0142857 $ = 0857142
3 = 0428571 4 = 0571428
2 = 0-285714 5 = 0-714285.

‘.
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Rozvedme nyni {; ve zlomek desetinny:

1o : 13 = 0:076923

100
90
120
30
40
1.
I dostaneme cykl
&5=0 076923 12=0 923076
}g = 0769230 £5=0 230769
15 =0 692307 7 = 0°307692.

Abychom dostali periody v3ech zlomku o jmenovateli 13, je tieba
rozvésti ve zlomek desetinny ryzi zlomek o jmenovateli 13, ktery
mezi uvedenymi neni, tfeba 4. I dostaneme

20 : 13 = 0-153846

70
50
110
60
80
2.
Tak dostaneme druhy cykl
ng =.0'153846 H = 0-846153
rr = 0-538461 g — 0461538
f5 = 0-384615 5 = 0-615384.

Tim vycerpany jsou rozvoje vech ryzich zlomki o jmenovateli 13
v zlomky desetinné.

V obou ptipadech, i pro zlomky o jmenovateli 7 i pro zlomky
o jmenovateli 13 skldd4 se perioda ze dvou polovic a ¢islice ]edné
poloviny doplnu]1 se 8 ¢islicemi druhé poloviny na 9. Rik4 se, Ze
jedna polovina je desitkovym dopliikem druhé. To nastane, kdyz
periody zlomku r/m a 1—r/m=(m — r)/m patii k témuz cyklu.
Pak musi byti
m—r =710 (mod m),
t. ). — 1 =100 (mod m).
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Perioda zlomku desetinného pro zlomek o jmenovateli m sklada
se ze dvou polovin, které se desitkové doplnuji, je-li mezi zbytky
mocnin éisla 10 mod m zbytek — 1.

Je-li f délka periody pro jmenovatele m, je 10/ — 1 délitelnom.
Jsou tedy jmenovatelé m poskytujici délku periody [ déliteli
¢isla 10/ — 1. Naopak je délka periody zlomku, jehoz jmenovatel
je délitel 10/ — 1, bud f neb délitel f. Zlomku, jejichz rozvoj v de-
setinny zlomek ma danou délku periody f, je koneény pocet.
Jednoélenné periody dévaji zlomky o jmenovatelich 3, 9, délite-
lich '9:

+4=0333..., £=0111...
Déle je 102 —1=99=9.11. .

Dvojélenné periody daji zlomky o jmenovatelich 11, 33, 99.
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