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II. Kongruence.

§ 19. Budiz m dislo raciondlni celé. Je-li é&islo racionalni
celé a délitelno m, rekneme také,Ze a je kongruentni s 0 (mod m)
(modulo m, podle modulu m), a = 0 (mod m). Je-li téz b éislo
raciondlni celé, zna¢i a = b (mod m), Ze a—b =0 (mod m).

Pro m=0 piejde kongruence v rovnost. -

Je patrno, Ze kongruence a = b (mod m) je splnéna tehdy
a jen tehdy, plati-lia=5b (mod — m). Lze tedy téz tvrditi, Ze kon-
gruence @ = b (mod m) plati tehdy a jen tehdy, plati-li a = b
(mod . m ). Bylo by tedy beze vSeho moZno predpokladati, Ze
m > 0, a pro kongruence, které se neredukuji na rovnosti, do-
konce, Ze m je celé ¢islo kladné.

Z definice ihned plyne, Ze, je-li @ = b (mod m) a d délitel
éisla m, je téZ a = b (mod d).

Cisla celd a, b necht jsou spolu kongruentni podle moduli

My, Mo, . . o M (Mg, Mg, . . ., My ¢isla celd = 0). Pak je téZ a = b
(mod n), kdez n je nejmenm spoleény na,sobek my, Mg, . . ., M.
Nebot a — b, jeito je niasobkem kazdého z éisel m,, m,, . . ., my,
jest téZ ndsobkem n. Jsou-li ve specidlnim pfipadé m,, m, . . ., my

¢isla celd po dvou nesoudélnd, pak je a = b (mod mm, . ..m;),
jeito n = mym,...mp. A také opak plati, takie lze vysloviti
vétu:

Jsou-li my, my, ... .my &isla cela po dvou nesoudélna, plati
a=b (mod n), n=mm, ... my, tehdy a jen tehdy, je-li soulasné
a=b (mod m,), (mod m,), ... a koneéné téZz (mod m;).

§ 20. 1. Jsou-li a, b, ¢ Cisla celd, plati:

I a=a(modm).
II Z a = b (mod m) plyne b = a (mod m).
IIT Z a = b (mod m), b = ¢ (mod m) plyne a = ¢ (mod m).

I a II jsou samozrejmé. Dukaz III je zcela jednoduchy.
Prvni dvé kongruence znaéi, Ze a — b a b — ¢ jsou délitelny m.
Je tedy i a — ¢ = (@ — b) + (b — ¢) délitelno m.
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2. Jsou-li a, b, ¢, d cisla celd a je-li
a = b (mod m)
¢ = d (mod m),
je téz a—+ c=b+ d(mod m)
a—c¢ = b—d (mod m).
3. 1. Je-li ¢ ¢islo celé, plyne z kongruence a = b (mod m)
té% ac = bc (mod m).
II. Je-li pak d ¢islo celé, a c = d (mod m), je ac = bd (mod m).
Je pak totiz ac = bc (mod m)
bc = bd (mod m),
tedy i ac = bd (mod m).
Necht a, b a m jsou ¢isla racionalnt celd. Z kongruence a = b
(mod m) plyne a* = b* (mod m), kdez k je libovolné ¢islo celé > 0.

Je-li f(x) = ag + a,x + . ..+ a,z* mnohoélen s celymi koefi-
cienty, pak plyne z a = b (mod m), Ze f(a) = f(b) (mod m).

Z a = b (mod m) plyne totiz a* == b* (mod m), a;a* = azb*
(mod m) (k=0,1,2,...,n)atedy i f(a) = f(b) (mod m).

Podobné, je-li f(x,, z,, ..., x,) mnohoélen v z,x,,..., 2z,
s celymi koeficienty, plyne z a, = b,, a, = b,, . . ., a, =2 b, (mod m)
(cty, Oy, a9, by, . . ., @y, by, m Cisla celd), Ze je téz

fa,, as, ..., an) = f(by, by, . . ., by) (mod m).

+. Z kongruence ac = bc (mod m) (a,b,c, m C¢Cisla celd),
neplyne obecné a = b (mod m). Kongruence ac = bc (mod m)
totiz znaci, Ze c(a — b) je délitelno m. Je-li ¢ nesoudélné s m,
plyne odtud, ze a — b je délitelno m, t.j.a = b (mod m). Obecné

oznaéme 0 nejvétsiho spoleéného délitele éisel ¢, m.
4

Pak (c) (@ — 0) je délitelno m/d, a jezto c/d a m/d jsou disla ne-
soudélna, je a —-b délitelno m/9, t. j. & = b (mod m/d). Mdme
tedy vétu:

Z kongruence ac = bc (mod m) ply yne a = = b (mod m), je-li ¢
nesoudélné s m, a obecné a = b (mod m/d), je-li & n. s. d. éisel c a m.

Je-lic =d (mod m), t. j. d = c + gm, kdez ¢ je Cislo celé, je
podle véty na konci § 5 (d, m) = (¢ + gm, m) = (¢, m).

Plati-li kongruence ac = bd (mod m), ¢ — d (mod m), je
Ol =: bc (mod m), takZe ac = bc (mod m). I plati véta:

Z kongruenct ac = bd (mod m), ¢ = d (mod m) plyne a = b
(mod m/d), kdef & = (¢, m) = (d, m).
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5. Soucin dvou d&isel celych muaze byti kongruentni (mod m)
s nulou, a¢ Zaddny =z Cciniteld nema tuto vlastnost. Na pi.
6 =2.3 =0 (mod 6), a¢ ani 2 ani 3 nenf == 0 (mod 6).

Je-li vSak modul m prvocislem p, m = p, plati podle § 11
veta:

Je-li soucin dvou Cisel celych kongruentni (mod p) s nulou, je
aspori jeden z Cinitelii (mod p) s nulou kongruentni.

§ 21. Mnozstvi Cisel raciondlnich celych, ktera jsou spolu
kongruentni (mod m), nazveme tfidou (mod m). O dvou &isleck
téze tridy budeme téz rikati, ze jedno je zbytkem druhého (mod m).
Dvé tiidy (mod m) maji bud vSechny prvky spoleéné neb Zadny.
Trida (mod m) bude uréena, zndme-li jeden jeji prvek. Prvek ten
nazveme také representantem tridy. VSechny prvky tridy
(mod m) lze znazorniti ve tvaru a + mn, kdez a je libovolny
prvek z ni (representant) a n éislo celé. Misto representant tridy
(mod m) se téz rikd zbytek (mod m).

Je-li m celé £ 0, lze representanty vdech Eisel celjch (mod m)
snadno udati. Jsou jimi &isla 0,1,2,..., m| — 1.

Pri m = 0, kdy kongruence ptrejde v rovnost, je kazda trida
tvorena jedinym prvkem.

Libovolné ¢islo celé a lze totiz podle § 2 str. 9 zndzorniti ve
tvaru a =q m .+ r, kdez ¢, r jsou ¢isla cela, 0 <r << |m . Je
tedy @ = r (mod m). Kazdé éislo celé je tudiz (mod m) kongru-
entni s jednim z ¢&isel 0,1,2,...,{m|{—1 a jen s jednim,
jeito Zadnd dvé z téchto ¢éisel ne]sou spolu kongruentni (mod m).
Je tedy na podet m: raznych tfid (mod m) a za representanty
jejich lze zvoliti ¢isla 0,1,2,...,|m —1

Jestlize kazdé c¢islo celé je (mod m) kongruentni s jednim
z cisel r,, 75, ..., 7, mezi sebou (mod m) nekongruentnich, na-
zveme 7,7, ...,7n, uplnou soustavou zbytkd celych
¢isel (mod m). Takovou soustavu tvori éisla 0,1,2,...,im | — 1.
(Uplna. soustava nejmensich kladnych zbytkta celych clsel (mod m).)
Je-li m ¢éislo liché kladné, tvoii dplnou soustatu zbytka (mod m)
¢isla

m—1 m+1 m—+ 3
R

- - -

0,1,2,...

—m,...(m—1)—m,

t. j. disla

- m—1
0,:1,i2,..._—: 5>

(zbytky o nejmensi absolutni hodnoté).
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Tvoit-ly 1y, 1y, ..., Ty Uplnou soustavu zbytkd celych éisel (modm),
tvory 62 ,
ar, + b, ary+ b, ..., ar, + b (1)
uplnou soustavu zbytki celych isel (mod m), znaéi-li a, m éisla celd
nesoudélnd.

Uvedend véta plyne z té okolnosti, ze zadnd dvé z ¢isel (1),
jichZ je na pocet m, nejsou spolu kongruentni (mod m). Kdyby
totiz bylo

ar; + b = ar, + b (mod m), 7 % 7,
{,j jinak libovolnd dvé &isla z posloupnosti 1, 2, ..., m, bylo by
téZ ar; = ar, (mod m), t. j. r;=7; (mod m), coZ by bylo proti pred-
pokladu.

§ 22. Jestlize v raciondlni celé funkei s celymi koeficienty f(x)

klademe za x hodnoty 0, 1, 2, 3, . . . a vypoéteme nejmensi kladné

zbytky £(0), f(1), /(2), /(3), . .. (mod m) (m &islo celé = 0), po-
sloupnost, kterou takto dostaneme, bude periodicka. jeZto podle .
§ 20 odst. 3

f(k + m) = f(k) (mod m), (k ¢islo celé).

Je-li na pt. f(z) = 2® — 8x + 6, m = 3, bude pro
n=20,1,2,3,4,56,7.8,...f(x) =1,4,3,4,3,1,4,3, 4, ...
(mod 3).

V uvaZovaném pripadé je perioda 1,4, 3, 4, 3. Mezi témito

hodnotami se nevyskytuje ani 0 ani 2, takZe kongruence
2 —8xr4+6 =0 a x2*—8r+ 6 = 2 (mod 35)

nejsou fesitelné.

Tim spife pak rovnice 23 —8xr 4+ 6 =0a 2 —8x 4 6 =2
nemaji za kofeny ¢isla celd racionalni.

Mnohotlen s raciondlnimi celymi koeficienty f(x) stupné n > 0

nemute pro vechny celé hodnoty x piedstavovati prvodisla; pro ne-
koneéné” mnoho celych hodnot x je f(x) &slo sloZené.

Necht pro &islo celé z = 2, je f(x,) prvodislo, f(z,) = p.
Pro z = z, + kp, kdez k je celé éislo, t. j. x = x4 (mod p), je
f(x) = f(zy) = 0 (mod p), tedy f(x) je délitelno p. AvSsak jen pro
koneény poéet hodnot k muze byti

f(xg + kp) =0 neb = + p.

Vvhneme-li se témto hodnotdm, bude f(z, + kp) cislo sloZené.
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Existuji mnohoéleny, které poskytuji velky pocet prvocisel
22— z + 41 je prvocislo pro z=0,1,2,3, ..., 40,

ale téz pro r=—1,—2,—3,...,—39.
a? 4 x 4 17 je prvocislo pro z=10,1,2,...,15.

Fermat se domnival, Ze F, == 22" 11 je prvocislo pro n
celé > 0.

Také skuteéné
F,=3, F,=5, F, =17, Fy= 257, F, = 65537

jsou prvocisla.
Naproti tomu

F, = 641 . 6700417 (Euler. Viz § 29 konec).

§ 23. a, b, m budteZ cela ¢isla m 3= 0. Budeme hledati koieny
kongruence ax + b = 0 (mod m), t. j. celd &isla x spliujici kon-
gruenci onu. Je-li @ nesoudélné s m a probiha-li x dplnou sou-
stavu zbytku (mod m), padne podle véty z § 21 str. 33 ax + b
pravé jednou do tFidy, v niZz je ¢islo 0. Plati tedy veéta:

Je-li a nesoudélné s m, jsou vdechny koreny kongruence ax -+
+ b =0 (mod m) spolu kongruenini (mod m), t.j. viechny koFeny
oné kongruence tvofi proky jediné tFidy (mod m); rikime, Ze TeSeni
kongruence té jsou uré¢ena jednoznac¢né (mod m).

Maji-li @ a m za n.s.d. ¢islo d, tu, md-li byti kongruence
ax + b = 0 (mod m) reSitelnd, musi platiti téZ (mod d), a jeZto «
je délitelno d, musi byti 6 =0(mod d). Kongruence ax+ b =0(mod m)

je splnéna tehdy a jen tehdy, je-li splnéna kongruence (—‘;— x +

b .

+2 =0 (mod ’;‘) -g- : ’;‘ jsou &isla nesoudélnd. Mé tedy tato
kongruence podle véty predeslé reseni z, jednoznacéné (mod m/d).
Viechna feSeni oné kongruence lze psati ve tvaru xz, -+ ;n Y,
kdeZ y je libovolné ¢islo celé, a mezi témito fefenimi je jich prave ¢
nekongruentnich spolu (mod m). ObdrZime je, probfhd-li  @plnou
soustavu zbytki (mod d). Budou to na pi. éisla x4, z, + m/d,
o+ 2m/d, g+ 3m/d, ..., 2o+ (d— 1) m/d.

Je-li (a, m) = d > 1, je kongruence ax + b = 0 (mod m) #ebi-
telna, jen kdyZ b je délitelno d. Pak ma d ¥edeni, z nich? Zadna dvé
nejsou spolu kongruentni (mod m).

Symbolem b/a (mod m), kdeZ a, b, m jsou éisla celd,.a, m spolu
nesoudélnd, budeme znaéiti libovolné éislo celé hoviei kongruenci
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ax = b (mod m).
b/a (mod m) znadi tedy ¢islo celé, které dostaneme, zvolime-li ve
Ayraze (b4 km)/a celé ¢islo k tak, aby b + km se stalo nasobkem a.
ReBeni kongruence ax = 1 (mod m), které existuje, jsou-li
a a m ¢isla nesoudélnd, bude pak oznaceno 1/a (mod m). 1/a(mod m)
nazyvs se té% ¢islem k a asociovanym (mod m); naopak je a
asociovano k 1/a (mod m).
§ 24. Prevedme feSeni kongruence
ax + b = 0 (mod m), (1)

kdez m = m'm", m, m’, m” éisla cela, |m’| >1, |m”] > 1, na refeni
dvou kongruenci (mod m’) a (mod m").

Necht kongruence

ax + b = 0 (mod m’) (2)

ma4 koten 2, takZe ax’ + b = 0 (mod m’). Je tedy (az’+b)/m'=0b
¢islo celé.

x splhujici (1) spliiuje i (2), takZie je x = z’' (mod m'), t. j.
z=2x + my.
I bude az’ + b+ am’'y = 0 (mod m),
jezto pak ax’ + b= m'b’, m = m'm”, bude ay + b’ = 0 (mod m").

Tento postup by ndm umoznil v piipadé, Ze m je éislo slo-
zené, prevésti feSeni (1) na feSeni kongruenci o modulu prve-
¢iselném.

Méli bychom na pr. resiti kongruenci
41 x + 9 = 0 (mod 30), t. j. 11z + 9 = 0 (mod 30).
Zde 30 = 5. 6.
Kongruence
1l 4+ 9 =0(mod 5), t. j. z— 1 = 0 (mod 5)

poskytne 2 = 1.
PoloZzme x=1+4 5y.
Pak bude

55y + 20 = 0 (mod 30),
tedy 1ly + 4 = 0(mod 6), — y + 4 = 0 (mod 6),
t. j. ¥ = 4 (mod 6).
[ bude 2 = 21 = — 9 (mod 30).

3e 35



Urciti celé ¢&islo x, které hovi kongruencim

ar + b = 0 (mod m,)
ax + b = 0 (mod m,)

axr + b = O(modm;)

(a, b cisla celd, m,, m,, ..., m; cisla celd 3= 0), je patrné podle §19
str. 30 tikol ekvwalentnl s feSenim kongruence

ax + b= 0 (mod m),

kdez m je nejmens{ spole¢ny nasobek ¢isel m,, m,,.. ., mz. Jsou-li
my, Mo, . . ., my Cisla po dvou spolu nesoudélnd, je m = m,;m, . . . my.

Je-li m = pypr .. ppt, kde py, po, . - ., pr jsou od sebe
ruznd prvocisla a u;, s, ..., u; Cisla celd kladnd, je reSeni
kongruence ax 4 b = 0 (mod m) patrné podle véty na konci § 19
ekvivalentni s reSenim soustavy kongruenci /

ax + b = 0 (mod p,")
ar + b = 0 (mod p,*:)

ax + b = 0 (mod py#k).

Dejme tomu, Ze by se jednalo o urceni celého ¢isla x. hovi-
ctho soucasné kongruencim

a,x+ b, =
axr + by, =

oooooooooooooooooooo

(mod m,)
(mod m,) (1)

OO

kdez a;, b,, m; jsou éisla cela, m; >1 a a; je nesoudélné
sm;(e=1,2,...,%).

Kongruenci (mod m,), kdez m; neni mocninou prvocisla, lze
nahraditi kongruencemi o modulech m';, m”;,..., jejichz moduly jsou
mocniny prvocisel. Tak dostaneme soustavu

a,x + b, = 0 (mod m'y), a,z+ b, = 0 (modm")), ...
a,x + by _O(modm2) a.x + b, —O(modmz), . (2)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Resme kaZdou z téchto kongruenci. I dostaneme

x =7y (mod m’)), x =", (mod m"l), ..
x = r'y (mod m’,), a ="y (mod m”,), ... (3)

..................................
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Je-li néktery modul rovny jinému, m¥) = m,®, je nutno,
aby
r;(). = ry® (mod m'.(.') — mx(t))-

Neni-li tomu tak, je systém nereSitelny.

Vyskytnou-li se v systému (2) moduly, které jsou mocniny
téhoz prvodisla, pak prislusné kongruence z (3) bud si odporuji
(systém je pak nefeSitelny), nebo jsou disledkem jedné z nich.
V tomto pripadé ponechame kongruenci s modulem, ktery jest
nejvyssi mocninou prvocisla, ostatni vynechame.

I vidime, Ze soustava kongruenci (1) da se vidy prevésti
na soustavu

x == 7, (mod m,)
x = r, (mod m,) (4)

r — r; (mod my),

kdez m,, m,, . . ., my jsou ¢isla celd po dvou spolu nesoudélna.
Dokazeme, Ze soustava ta je vidy reSitelna a to jednoznaéné
(mod m), kdez m = mym, ... m,.

Uréeme ¢isla e,, e,, . . . , e hovici kongruencim
e =1 (mod m;), e;=0(mod m;), {7, 1,j=12,3,...,k.
¢; ur¢ime, klademe-li ¢; = e; m/m; a najdeme e 7 kongruence
e % 1 (mod m;).
Pak je feSeni soustavy (4)
XEre+ re+ ...+ nep(modm) i =1,2,3,.. .,k (5)
Nebot pak je téz
x=re + re;+ ...+ Trer (mod m),
t. ). xr = r; (mod m;).
Jestlize téZ 2’ spliiuje kongruence (4), je

’

' = x (mod m;),

t. ). x' = x (mod m),

jezto cisla m,, m,, ..., m; jsou po dvou spolu nesoudélna.
Probihaji-li ¢éisla ry, r,, ..., r; Uplné soustavy zbytka podle

moduli resp. my, m,, ..., m;, poskytne ndm vyraz

r€ T Tels + ...+ Tr€L

37



mym, . . . mp = m hodnot, které tvori téz tiplnou soustavu zbytku
(mod m). Skuteéné jsou tvto hodnoty (mod m) nekongruentni.
Kdyby bylo

76, + Tols + . ..+ Trer = i€y + gy + . . . + 71e; (mod m),
platila by tato kongruence téz (mod m;), takze by bylo
-r; =r;(modm), i1=12,...,k
Ma4-li byti soucéasné .
z = 9 (mod 1400), z = 37 (mod 252), x = 64 (mod 135).
lze tyto kongruence, jeito

1400 =23 .5%2.7, 252=22 3.7, 135=3%.5,

nahraditi systémem

x = 9 (mod 23), z = 9 (mod 5?%), xr = 9 (mod?7),
xz = 37 (mod 2?), x = 37 (mod 3?), z = 37 (mod 7),
= 64 (mod 33), x = 64 (mod 3).

Srovnanim dostapeme, Ze podminka nutnd a postacujici pro
teditelnost je spinéni téchto kongruenci

37 = 9 (mod 22)

= 37 (mod 3?)
64 = 9 (mod 5)
37 = 9 (mod 7).

Tyto jsou skute¢né splnény a systém se redukuje na jednodussi
z = 9 (mod 2%), x =64 (mod 3%), x =9 (mod5?), =9 (mod?7)
neboli
r = 9 (mod 1400), x = 64 (mod 27),
t. j.
= 9 (mod 1400), z = 10 (mod 27).
Uréeme ¢isla e,, e, splnujici kongruence.

= 1 (mod 1400), e, = 0 (mod 27)
e, = 0 (mod 1400), e, = 1 (mod 27).

Ta jsou
e; = 9801 (mod 37800), e, = 28000 (mod 37800).

I dostaneme
x = 28009 (mod 37800), 37800 — 23.3%,.52.7

38



Také bychom mohli postupovati takto:

Kongruenci
x = 9 (mod 1400)

hovi ¢islo = 9 4+ 1400y, kdeZ y je éislo celé. y dluzno voliti
tak, aby byla splnéna kongruence x = 10 (mod 27), t. j.

1400y = 1 (mod 27),

tedy 23y = 1 (mod 27).
Odtud dostaneme y = 20 (mod 27)
a tedy x = 28009 (mod 37800).

Reseni soustavy (4) muZeme uziti ke zjednoduSeni FeSeni
lkongruence
axr + b = 0 (mod m), (1)

kdez a, m jsou cisla cela nesoudélnd, m = m;m, . .. m; rozklad
v Ginitele po dvou spolu nesoudélné.
Kongruence (1') je patrné splnéna tehdy a jen tehdy, je-li
kplnén souhrn kongruenci
ax + b = 0 (mod m,), ax + b = 0 (mod m,), ...,
axr + b = 0 (mod m;.). (29
Budtez r,7,, ..., jejich feSend.
Pak 2z hovici kongruencim
z = r, (mod m,;), x =7, (modmy),...,x = 7 (mod my) (3')
splnuje i kongruenci (1°).
§ 25. Kongruence
ax + b = 0 (mod m) (1)

vyzaduje, aby ax + b bylo ndsobkem m a naopak, je splnéna,
je-li tomu tak. Je tedy reSeni kongruence (1) ekvivalentni s re-
Senim rovnice

ax + b = my, (2)

v niz a, b, m jsou éisla celd, ¢isly celymi z, y.

Aby tedy rovnice (2) byla reSitelnad ¢isly celymi, je nutno
a postacdi, aby n. s. d. ¢éisel a, m byl obsaZen v b.

Pidme rovnici (2) ve tvaru vice symetrickém

axr + by = c. (3)
Aby rovnice ta byla felitelnd éisly celymi 2, y, je nutno
a postaci, aby ¢ bylo délitelno d, kdez d = (a, b).
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Reseni rovnice (3) &isly celymi x, y je pak ekvivalentni
s TeSenim kongruence
ar = c (mod b).
Je-li jedno jeji feSeni z,, jsou vSechna jeji FeSeni dina vyrazem

x=xo+_z,

d
kde? z je ¢islo celé.
ax,— ¢ je délitelno 6. Kladme tedy
axy,—c = — by, t. j.
ary + by, = c,
takze (x,, y,) je FeSeni rovnice (3) ¢isly celymi.
I bude podle (3)
ab a
by=c—ar=c—axy,— 7-z=‘b~yo— b PR

t. ). _, a
Yy = Jll d =
Obecné reSeni rovnice (3) celymi Cisly je tedy
b a
T = xo+“¢“i“5s y = yo__d‘z

a ve specialnim pi'ipadé, kdy a, b jsou cisla spolu nesoudélna,
tedy d = 1,
xr= x5+ bz, y= y,— az.

§ 26. Eulerovo (Bachetovo) reseni rovnice
a,xr —ax, = b (1)
¢isly celymi.
Predpoklddejme, Ze a, a, jsou ¢isla celd nesoudéind, a, > 0.
Kdyby a, < 0, pak bychom uvaZovali misto (1) rovnici — a,x —

+ ax, = — b, kterd jest splnéna stejnymi pary disel (z, y).
Z rovnice (1) plyne
ax, + b a,x O
x=1—=A1x1+Bl"+ = l,
@y @,

kdez 4,, B,, a,, b, jsou éisla celd. Jest pak

a=Ada,+a,, . a= ]
b= Bya, — b, t-J. b=—b (mod a,);
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za a, zvolme nejmensi kladny zbytek ¢isla a (mod a;), tedy
0<a, <a,.

Ma-li byti z celé é&islo, musi byti (a,z; — b;)/a, ¢islo celé.
rovnajici se x, Cisla z, a x, splfiuji pak rovnici

g% — 4% = b, (2)

stejného tvaru jako (1), v niz a;, a, jsou ¢isla celd nesoudélnd
0<a,<a,.
Z (2) bychom dostali

b —
x1=‘fﬁ?_+ 1=A22;2+Be--l— 3Ty _6_2
a, 2
4G = A2a2-+ a, . Q= aa
bl = Bgdg —_ b2 t. . bl = b2 (mOd az).

Za a, bychom opét volili nejmens{ kladny zbytek ¢éisla a
(mod a,), takZe by bylo 0 < a4 < ay; a3 by bylo opét nesoudélné
s a,. Kladli bychom (a;z,— b,)/a, = 23 a z, by bylo éislo celé.
(isla z,, z, by tedy spliiovala rovnici ayx, — a,xy = b,. Takovymto
postupem bychom po koneéném poétu kroku dosli k rovnici

QpZp —) — Qg1 Xp = bi_1,
v it ax = 1. Z ni by plynulo z;_, = a;_,21+bi—,. Cislo zx_,
by bylo éislo celé, at' je x; jakékoliv éislo celé. -

Postupné bychom dostali x;_,, 21 —,. . ... z;, x jako linedrni
funkce s celymi koeficienty v z;.

Jako priklad uvedme feSeni{ rovnice

39x — 56y = 11
celymi éisly z, y. Jest

_ 56y + 11 y+11
T=—Qgg 7 =¥+ —gg  =YT
klademe-li 17y + 11 .
39

Déile mame:

_ 39r—11 5r + 6

—r 14+ LT e 14
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=t
53
at 1 t + 1
8 = -; = 2t + 3 = 2t +
t+1
t = 2u—1.

Nyni vypoctem postupné dostaneme

s=58u—2,r=1Tu—8, y= 3% — 19, r = 56u — 27.

Celé kladné hodnoty z, y dostaneme pro u > 1.
Postup bychom mohli zkratiti takto:

39z — 11 o(r—|—8)
y= g ST

17
Jezto 5 a 17 jsou ¢isla nesoudélna, musi byti, aby y bylo celé,
% (r 4+ 8) ¢islo celé, rovnajici se s'. Tak dostaneme r = 17s" — 8,
y—=28 —3+ 5r=39 —19, v = 568’ — 27.
§ 27. ReSeni rovnice
az + by = ¢, (1)

kdez a, b, ¢ jsou ¢isla celd kladna, a, b spolu nesoudélnd, celymi
kladnymi ¢éisly =, ¥

x bude probihati vSechna ¢isla celd > 0, polozime-li
x = bf + u,

kdeZz & probiha ¢isla celd > 0 a u probiha mnozstvi U, sklddajici
se z Cisel

0,1,2,...,0—1.
Podobné bude y probihati v3echna éisla celd > 0, klademe-li
y=an+ v,
kdez 5 probiha éisla celd > 0 a v probihd mnoZstvi V, sklddajici
se z cCisel
0,1,2,...,a—1.
"BudiZz r nejmensi zbytek > 0 ¢isla ¢ (mod ab),
c=qab+r,

tedy

kdez



Z (1) tak dostaneme

gab + r = ab (§ + 7)) + au 4 bv. (2)
Probihd-li # tdplnou soustavu nejmenSich kladnych zbytku
(mod b), t.j. mnozstvi U, a v iplnou soustavu nejmensich kladnych
zbytkd (mod a), t. j. mnoZstvi V, probfhd au 4 bv podle § 24 str.
35 tplnou soustavu zbytkd (mod ab) a je
0 < au + bv < 2ab.
Bude tedy bud au 4 bv neb au + bv —ab ¢&islo z tplné
soustavy nejmensich kladnych zbytkd (mod ab).
V prvém pripadé bude existovatiu z U a vz V té vlastnosti,
zZe
au + bu=r, tedy £+ n=gq;
lze pak kldsti
§=O’ ]-) 2)---3qa
nzq’q_l’ 9_2,---,0,
takZe (1) md v tomto pifpadé ¢ + 1 feSeni celych kladnych.
V druhém pripadé bude existovati vz U a vz V té vlastnosti.
Ze '
au + bv —ab = r, tedy £+ n=gqg—1;
lze pak klasti
E=0,1,2,...,9—1.
n=q—1,¢g—2,¢—3,...,0,
takze (1) ma v tomto pfipadé q fedeni celych kladnych.
V prvém piipadé rovnice au + bv = r je feSitelnd, v druhém
neni feSitelnd éisly celymi > 0.
Méame tedy vétu:

Rovnice (1) ma c
)+

rafeni éisly celymi kladnymi, je-li rovnice au + by = r Feditelnd
gisly celymi > 0, .
B

reSeni ¢éisly celymi kladnymi, neni-li rovnice au + bv = r fefitelna
¢isly celymi > 0.*)

*) Je-lt N pocet FeSeni rovnice (1) &isly celymi kladnymi, %je

Iirn ﬁ = 1.
¢t>>o C
ah
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§ 28. Kriteria délitelnosti. Budiz &islo celé a = 0 vyjddieno
v seustavé desitkové (viz § 2 str. 9)

a = ay + 10a, + 10%, + ... + 10%g,, (1)
kdez '
g, Ay, .« - - , Ay jsou &isla celd, 0 < a; £ 9,1=0,1,2,..., k.
Je-li 10 = r (mod m), bude
a =ay,+ ra, 4 r’ay + . .. + rkag (mod m), (2)
a obecnéji, je-li 10 = r; (mod m), pak
a = a,+ ra, + 7.8, + .. .V—I— rva; (mod m), (3)

takZe a bude délitelno m, bude-li vyraz na pravé strané kongruen-
ce (2) neb (3) délitelny m. (Uvaha tato: oviem platf, jsou-li a,,
a,, . . ., a libovolna ¢isla celd spliiujici rovnost (1)).
Pro m=2 a5 je
10=0, 102=0,...,
tedy a = a, (mod 2) i (mod 5),
takZe &islo celé je délitelno 2 neb 3, jsou-li jeho jednotky v desit-
kové soustavé délitelny 2 resp. 5.
10=1(mod9), a =ay,+ a,+ ...+ a; (mod9),

tedy i
a=ay,+ a,+ ...+ a;(mod 3).
Je tedy ¢Cislo celé kongruentni mod 9 i mod 3 se soucétem
svych éislic v soustavé desitkové. _
Pro modul 11 plfati 10 = — 1 (mod 11), takZe bude
10f = (— 1) (mod 11) pro ¢ > 1.
Pro modul 7 je '
10=3, 102 =2, 103 = —1, 104 == —3, 105 == — 2, 108 = 1,
107 =3,... (mod3),
tedy
a = (ay + 3a, + 2a,) — (a3 + 3a, + 2a;) 4+ (ag + 3a,; 4 2ag)—
— (ag + 3210 + 2ay) + ... (mod 7).
M¢éjme pro éislo celé a zndzornéni
a= A, + 1004, + 10024, + . .. + 100%A4,,

kdez
A, Ay, ... Ay

jsou ¢isla celd.
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(Piipad, kdy @ >0, 0< 4, <99, i=0, 1, 2,..., k, odpo-
vida rozdéleni &isla psaného v soustavé desitkové na skupiny po
dvou éislicich.)

Jezto 100 — 1 =99 =9.11, bude 100 = 1 (mod 11), tedy
100¢ = 1 (mod 11) pro ¢ celé > 0, z dehoz plyne koneéné

Podobné je-li
a = B, + 1000 B, + 10002 B, + . . . + 1000LB;,

kdez By, By, ..., By jsou dlisla celd (pripad 0 < B; < 999, ¢ =
=0,1,2,...,L, a>0 odpovid4 rozdélenf &isla psaného v sou-
stavé desitkové na skupiny po.trech ¢islicich), pak z 1000 4+ 1 =
= 1001 =7.11.13 plyne 1000 = —1 (mod 7, 11, 13), t. j.
1000¢ = (— 1) (i ¢islo celé kladné), podle tychZ moduld, takze

bude
a=By,—B,+ B,— B, + ...+ (— 1)!Bj, (mod 7, 11, 13).
Budiz ¢islo celé a = a,+ 104, kdez a,, 4 jsou zase éisla celd.
Necht m je ¢&islo celé nedélitelné ani 2 ani 5. Pak lze uréiti ¢islo
celé u tak, Ze 10u = 1 (mod m). u je pak nesoudélné s m.
I bude
au = agu + 10ud = aye + A (mod m).

Kladme a' = agu + A, takie au = a’ (modm). I bude a
délitelno ¢islem m tehdy a jen tehdy, bude-li a’ délitelno ¢islem m.

Pro m = 3,9 je u = 1,pro m = 11 je .y = — 1. Dostaneme
tak pravidla jiz drive odvozena.

Prom=17jeu=—2, a’' = 4 — 2a,;
pro m = 13 je u = 4 neb — 9, a’ = 4 + 4a, neb a’ = 4 — 9a,:
pro m = 17 je u = —35, a = A — 5a,;
pro m =19 je u =2, a’' = A + 2a,;
pro m =37 je u=—11, a’' =4 — lla,.

a= 3192 =2 4 10. 319 bude délitelno sedmi, je-li sedmi dé-
litelno a’ = 319 — 2. 2 = 315, aviak 315 =5 + 10. 31 bude dé-
litelno sedmi, je-li sedmi délitelno 31 — 2.5 = 21. JeZto 21 je
sedmi délitelno. je sedmi délitelno i 315 a 3192.

§ 29. Z vlastnosti kongruenci plyne moZnost uziti jich k veri-
fikaci pocetnich vikoni.

Dejme tomu, Ze f(z;, x,, ..., x,) je racionalni celd funkce
V &, Xy, ..., Xy 8 celymi koeficienty a Ze jsme vypocetli
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A=fA,, Ay ..., A, (1)

kdez 4,, 4,, ..., 4, jsou cisla cela.
Je-li
A=a, A, =a,, A3 =a,, ..., 4, = a, (mod m),
musi byti
a = F(ay,ay,...,a,) (modm). (2)

Platnost kongruence (2) je podminka nutnd (nikoliv vSak
postacéujici) pro platnost rovnice (1).

Za m lze uziti s vyhodou 9 neb 11, jeito podle piedeslého
u disla psaného v soustavé desitkové lze velmi snadno uréiti
zbytky (mod 9) resp. (mod 11). Na tom zalofena je tak zvand
zkouska devitkovd resp. jedenactkova

Abychom na pt. zjistili, zda (15 4+ 54) . 13 — 325 = 572, na-
hradme na levé strané kazdé éislo jeho zbytkem (mod 9). Dosta-
neme

(6+0).4—1=23 = 5 (mod 9).

Avsak 572 = 5 (mod 9), takze ,,zkouSka vySla“ a lze, oviem jen
s jistou pravdépodobnosti, souditi, Ze vypocet je spravny.

Podobné ke zjisténi, zda (152 — 21) . 326 =66504. vypoctéme
zbytky (mod 11).

Obdrzime (42— 10).7=6.7 =42 = 9 (mod 11) a stejneé
66504 = 9 (mod 11).

Mnohdy lze pomoci kongruenci vypocet znac¢né zjednodusiti.
Dokazme, Ze 232 + 1 je délitelno 641. (Viz § 22 konec.)

22 =4, 24 =16, 28 = 256,
218 — 65536 = 154,
232 — 1542 = 23716 = — 1

vesmeés (mod 641).
Neb jednoduseji

641 =14 5.27 = 24 4 54,

takZe 27=—1, (3)!=—1 (mod64l]).
Je tedy
28 = — 3,
232 = (— %) = (3$)* = — 1 (mod 641).
§ 30. Budiz m &islo celé & 0. Oznaéime cp(m) pocet cisel
celych nesoudelnych s m, obsazenych mezi clslyO 2,3, |m —1,
neb téz mezi éisly 1, 2, 3,..., ! m|.

Je-li b =a (mod m), je podle § 20 str. 31 (a, m) = (b, m),
takZe viechna ¢isla téZe tfidy maji s m téhoz n. s. d. I vidime,
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ze muzeme @(m) definovati téz takto: @(m) je pocet éisel celych
nesoudélnych s m, kterd jsou obsaZena v uplné soustavé zbytk
celych éisel (mod m). Cisla celd nesoudélnd s m z tiplné soustavy
zbytki (mod m) tvofi tak zvanou redukovanou soustavu
zbytkd (mod m).

Uréime nejprve @(m) pro pripad, Ze m je mocnina kladného
prvodisla p, m = p°. a éislo celé kladné. Z ¢isel 0,1, 2, 3, ..., p»—1
musime vylouciti éisla, kterd nejsou nesoudélnd s p*, coZ jsou
nasobky p, t. j. Cisla p, 2p, 3p....p* = p*—1.p.

Bude tedy @(p*)=p* —p*~ 1= p*~1(p—1)=p* (1 o %) '

Obratme se nyni k ptipadu, kdy m je délitelno vice riznymi
prvocisly. '

Budiz m = mm, ... my, kdez m,, m,, ..., my jsou Cisla cela
po dvou spolu nesoudélnd. Necht je ¢; =1 (mod m;), ¢, = 0
(mod m,), 1 &4, 4,7=1,2,3,...,k Dokédzali jsme v § 25
str. 37, Ze, probihaji-li r; iplné soustavy zbytki (mod m;), probiha

r=re + 16y + ...+ 7181 (*)
tplnou soustavu zbytkd (mod m).

Lze snadno nahlédnouti, Ze, probihaji-li »; redukované sou-
stavy zbytkd (mod m;), probihaji » redukovanou soustavu zbytku
(mod m), takZe '

@(m) = @(m,) @(my) . . . p(mz).
Probihaji-li 7; redukované soustavy zbytka (mod m;), nabude 7
v (*) @(m,) p(m,) . . . p(m;) hodnot spolu (mod m) nekongruentnich.
* Staci tedy dokazati, Ze kazdé z téchto éisel »r je nesoudélné s m,
a Ze, je-li néktery z n. s.d. (r;, my), (re, my), . ... (rr,myp) > 1, je
i(r,m)>1, t.j.neni ani r nesoudélné s m. Jest totiz

r =r; (mod m;),

z ¢ehoz tvrzeni ihned vyplyva.

Budiz | m = p"p,% ... pi%, kdez py, p,, ..., pi jsou mezi
sebou raznd prvoéisla, a,,a,,...,a; Cisla celd kladpa. Pak z Cisel
Py, P, ... ik kaZzdd dvé jsou spolu nesoudélnd, takze

p(m) = @(py®) @(ps") . ... p(pr®t),

1 1 1
. 1. = I——V{ {1 — o M1 — —1.
td gpbm) = fm| ( Pn) ( Pz) ( m)

'§ 31. Zajimavou vlastnost funkce @(m) poskytne tato tivaha.
Oznac¢me d celého kladného délitele ¢isla m. Hledejme pocet
¢isel z fady
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1, 2,3,.... m,

ktera maji s m nejvétsiho spolecneho délitele d. Nalézaji se ovSem
mezi nasobky d z oné fady, t. j. mezi Cisly

o |
d,2d,3d,....!"""" . d
d
Cislo takové hd més‘}mj:l—%‘ .d tehdy a jen tehdy n. s. d. d,
'
jsou-lik a %' nesoudélnd. Je tedy hledany poéet roven poétu éisel
ztady 1, 2,3, ... ";7'| kterd jsou nesoudélnd s —— y ™| N Y (13)
Jsou-li d, = 1,d,, d,, ...,d,= m/|vSichniceli kladni délitelé
disla m, ma kazdé z &isel 1,2,3, ..., | m| jednoho z téchto déliteli

za n. s. d. s m. Ddme-li do jedné skupiny ¢isla, jez maji téhoz

n. s. d. s m, dostaneme v téchto skupinich resp. (p(TiWi ),
1

4p(%), ,(p(—?ii) ¢isel, kterd dohromady musi poskytnouti

vSechna ¢isla z Tady 1, 2, 3,..., m , takZze musi platiti

m|= g (o )+sv( )+qo(-- )+...+¢(Z)-

§ 32. Je-li 9,00 -..,01 h=¢@(m), redukovani soustava
zbytkl celych éisel (mod m), je téZ ag,, ag,, . . ., apr takovou sou-
stavou, je-li @ nesoudélné s m. Z (a,m) =1, (o;, m)=1 (1 =1, 2,
3, ..., h) plyne totiZ ihned (ag;, m)=1. Déle je ag, = ap; (modm).
jen kdyz ¢ = j. JeZto pak kazdé z ¢isel ag,, g, - - - AQk je (modm)

kongruentni s jednim z disel g, g,, . . . ) Ohs je t6% soudin &isel
agy; agy; - - - » AL kongruentni (mod m) se soué¢inem g;, g5, - . . , 01,
t. J.

ato,00...00 = 0105 ---01 (modm).

Jezto pak kaZzdé p; je nesoudélné s m, takZe i g,0, . . . gr je nesou-
délné s m, bude, délime-li g,0, ... 95 a* =1 (mod m).

1 plati véta, zvand vétou Fermatovou
Je-li a islo celé nesoudtlné s m, je a®™ =1 (mod m). Je-li
m = p prvolislo, pak je ¢(m) = p— 1. I plati pro kazdé &islo
celé nedélitelné p: a?—! =1 (mod p), a ndsobime-li a, dostane-
me a?=a (mod p). Tato kongruence plati pro kazdé ¢islo celé a.
Z véty Fermatovy plyne, Ze pro a nesoudélné s m je l/a =



= a(*™—! (mod m). Je tedy kaZdd kongrhence ax 4 b =0Q
(mod m) pro a nesoudélné s m, splnéna éislem

r = — ba#™—1 (mod m).

§ 33. Dva mnohoéleny s celymi koeficienty

f(x) = ay + oy + ap2® + ... + a,2”,
g(x) = by + byx + bya® + . ...+ bpan

nazyvaji seidenticky kongruentni podle modulum, (mod m)
(m celé &islo), f(x) = g(x) (mod m), plati-li

a; = b; (modm) pro:=0,1,2,...,n

Pro konstanty, t. j. mnohocleny stupné 0, kryje se tento pojem
s pojmem kongruence drive podanym.

Vsimnéme si, Ze z platnosti kongruenci f(x,) = g(%,) (mod m)
pro vdechna z, celd neplyne, Ze mnohoéleny f(x) a g(z) jsou spolu
identicky kongruentni (mod m).

Ukazuji to mnohoéleny P a x (mod p), p prvocislo. Podle
véty Fermatovy je 2? = z (mod p), at je x jakékoliv éislo celé.
Kongruence 2?7 = = (mod p) neplati vSak identicky.

Pro kongruence mnohoélenu plati podobnd pravidla poéetni
jako pro kongruence ciselné. Dikaz byl by zcela jednoduchy.

Je-li a celé ¢islo té vlastnosti, Ze f(a) =0 (mod m), nazyvé se «
korenem kongruence f(z) =0 (mod m).

Je-li ¢ kotfen kongruence f(z) = 0 (mod m) a plati-li 8 = «
(mod m), je patrné téZ B kofenem oné kongruence.

Mnohollen s celymi koeficienty stupné nanejvy$ n, f(x), ma
podle modulu prvoliselného p nanejvyde n spolu nekongruentnich
korenii, nent-li f(z) = 0 (mod p) identicky. Je-li f(x) = 0 (mod p)
tdenticky, t. j. jsou-li viechny koeficienty f(x) délitelny p, md kon-
gruence za koreny vdechna é&isla cela.

Véta plati patrné pro mnohocleny stupné 0, t. j. pro konstanty.
Pro f(x) = a, nema f(z) = 0 (mod p) fedeni, neni-li a, délitelno p.
neb ma za reSeni viechna ¢éisla celd, je-li ¢y = 0 (mod p), t. j.
f(x) = 0 (mod p) identicky.

Piedpokléddejme, %e véta je dokdzdna pro mnohoéleny stupné
< n—1, dokaZme pak, Ze plati i pro mnohoéleny stupné < =.

De]me tomu, Ze by kongruence'f(r) = 0 (mod p) méla aspon
n + 1 spolu nekongruentnich celych korfenu. Oznac¢me je a, ¢, .

a,. PoloZme

glx)=a, (x —aq) (x—a) ... (x—ayp).
Bude to mnohodélen s celymi koeficienty a s koeficientem a, u z* .
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H(z) — g(x) bude? mnohoclen stupné nanejvys n —1. Kon-
gruence f(z) —g(x) =0 (mod p) méla by n spolu nekongruent-
nich kofeni q;, a,, ..., a,, platilo by tedy podle predpokladu
o mnohoélenu f(x) — g(x), Ze je kongruentni s 0 (mod p) iden-
ticky. t. j. Ze vSechny jeho koeficienty jsou =0 (mod p).

Musilo by tedy platiti pro a: f(a) — g(a) = 0 (mod p). Jeizto
viak a jé korenem kongruence f(z) = 0 (mod p), takze f(a) = 0
(mod p), bylo by i g(e) = 0 (mod p), t. j. a, (@ —a,) (e —a,) . ..
...(@—ay) =0 (mod p). Podle predpokladu a =/=qa; (mod p)
(¢=1,2,...,n) bylo by tedy @, =0 (mod p). Pak by v3ak
mnohoélen f(x) byl (mod p) kongruentni s mnoho¢lenem stupnc
nanejvyse n—1, pro ktery véta plati. Plati tedy i pro mnoho-
¢len f(x) stupné nanejvys n.

Véta neplati pro pripad, Ze modul je &{slo sloZené. Staci
uvazovati kongruenci 2 — 1 = 0 (mod 8). Mnoho¢len 2. stupné
x* — 1 mé ¢étyri (mod 8) nekongruentni kofeny 1, 3, 5, 7.

Jeli f(z) = g(z) h(z) (mod p), kdeZ [(z), glz), h(z) jsou
mnoholleny s celymr kosficienty, pak je kaZdy koren f(z) (mod p)
kofenem aspori' jednoho z mnohoflent g(x) a h(x).

Plati-li pro celé ¢islo a: f(e) = O (mod p), je g(a)h(e) :=
= f(a) = 0 (mod p), tedy bud g(a) = 0 (mod p) neb h(a) = 0
(mod p) neb oboji (§ 20, 5., str. 32), jak bylo dokdzati.

Je-li modul éislo sloZené, tu véta opét neplati.

Tak je na pr. 22 = (z — 2) (x — 2) (mod 4). 4 je korenem
mnohoélenu 22 (mod 4), nikoliv v8ak kofenem x — 2 (mod 4).

Plati-ls pro mnoholleny s celiymi koeficienty g(x), h(x) identicky
g(z) h(x) = 0 (mod p), pak je identicky bud g(x) = 0 (mod p) neb
h(x) = 0 (mod p) neb oboji.

Dejme tomu, %e by véta neplatila. Ze by tedy nebylo ani
g(z) ani h(x) =0 (mod p) identicky. Vynechme v g(x) a h(x)
¢leny délitelné p. Dostaneme tak mnohoéleny g,(x), ky(%),

fizx) =byt+ bz + ...+ b 2*, &k >0,
h(z)=cyt+xz+ ...+ axd, 1 >0,

kdez by, ¢ jsou ¢isla nedélitelnd p. I bylo by g(z) = g,(), k(x) =
=h,(x) (mod p) identicky. Jezto pak g(z) k(x) = 0.(mod p), bylo
by i g,(z) h(z) = 0 (mod p), v obojim piipadé identicky. Z této
kongruence by plynulo b;c;=0 (mod p), coz neni mozno. Je tedy
predpoklad, Ze véta neplati, nemozny, a tudiZ véta uvedeni
SpPravna.

Mnohoélen s celymi koeficienty nazyva se primitivni, jsou-li
jeho koeficienty nesoudélné, plati-li tedy f(x)=|=0 (mod p) iden-
ticky, at je p jakékoliv prvodéislo.
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I plati véta:

Souéin dvou mnohoéleni primitivnich je zase mnohoclen prima-
tivni.

§ 34. Véta Wilsonova.

Je-li “p prvodislo je (p —1)! + 1 = 0 (mod p).

Uvazujme mnohoélen f(z)=(x—1)(x—2)...(x— (p—
— 1)) — (?—1 — 1). Ten m4, jak plyne z véty Fermatovy, p—1
kotenu spolu nekongruentnich

1,2,3,...,p— 1.

élen stupné p — 1 se rusi, je to tedy mnohoclen stupné << p — 1.
Plati tedy f(x) = 0 (mod p) identicky, t. j. vSechny jeho koefi-
cienty jsou = 0 (mod p). Prosty ¢len poskytuje

~1.2.3...(p—1)+ 1 = 0 (mod p),
6 §. (p— 1!+ 1 = 0 (mod p),
jak bylo dokézati.

(p— 1)! 4+ 1 = 0 (mod p) je vSak pro celd ¢isla kladnd p také
podminkou nutnou, ma-li byti p prvocislem. Je-li totiz p dék-
telno celym prvocislem ¢ << p, je (p —1)! délitelno, ¢, takze
(p —1)! + 1 neni délitelno ¢, tedy ani p.

Vétu Wilsonovu mozno dokdzati téz takto: Je-li x ¢islo se
soustavy 1, 2, 3, . . . p — 1, Ize najiti k x jediné ¢islo z téze soustavy
té vlastnosti, Ze xy =1 (mod p). (Viz § 23.)

x muZe byti = y jen v pfipadé x =1 neb x = p —1, jezto pak
x nutné hovi kongruenci 22 = 1 (mod p). Viz vétu v § 33 str. 49.
Vidime tedy, Ze pro p > 3 ¢isla 2, 3,... p — 2 rozpadaji se na
P = } (p—3) dvojic

T, ?/1, Loy, Y5 + - Xp, Yp,

pro které plati-

oh =1, x,, =1,..., 2zpyp = 1 (mod p)
%y, Y1 Xay Yoy - - -» Tp, Yp )80u tedy aZ snad na poradek éisla 2,3, . ..
,p—2.
Je pak 2,4, 2,4, - . . zppp=1(mod p), t.j.2,3,...(p—2)=1
(mod p) a ndsobime- 11 p—1=—1 (mod p), dostaneme
(p— 1)} = — 1 (mod p).

Pro p = 2 a p = 3 plati tato kongruence samozfejmé.

§ 35. BudiZ m ¢&islo celé &= 0, @ nesoudélné s m. Pak existujf
¢isla celd kladnd f té vlastnosti, Ze af = 1 (mod m).

Takovym éislem je na pr. f = @(m). Mezi témito ¢isly celymi
kladnymi je jisté nejmensi. Je-li f nejmensi éislo celé kladné té
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vlastnosti, Ze plati a/ = 1 (mod m), tikd se, Ze a prislusi (patfi)
(mod m) k mocniteli f.

Je-li g ¢islo celé >0, je a¥=1 (mod m). Plati viak véta:

Mocnitel cely kladny k, té viastnosti, %e plati a*= 1 (mod m),
je nasobkem mocnitele f, k némut prislui a (mod m).

Jisté je k > f, sice by a nepatiilo k f (mod m). Lze tedy klasti
k= qf + f', kdeZ g, ' jsou &fsla celd, 0 < f' < f. Pak a* = a%a/' = 1
(mod m) a tedy @’ = 1 (mod m). Kdyby bylo f :|: 0, nepa.trllo
by @ k f (mod m). Je tedy nutné { = 0, k£ = ¢/, j. b. d.

Jezto je a?™) = 1 (mod m), je @ (m) ndsobkem mocnitele f,
k némuzZ a pFisludt (mod m).

Predpoklddejme dile, Ze m je liché prvoéislo = p. Pak je
@(p) = p— 1. Mocnitel f, k némuZz prislusi ¢islo celé a nedéli-
telné p, je délitelem p — 1.

DokéaZeme, Ze skutecné ke kaZdému délitels d > 0 éisla p — 1
prisludi jisté &islo celé (mod p), a uréime, Ze polet téchto &isel je p(d).

Kazdé éislo prfslusné (mod p) k mocniteli d vyhovuje kon-
gruenci

¢ —1= 0 (mod p). (1)

Piedpoklddejme, Ze takové éislo a prislusné k 4 (mod p) existuje.
Pak ¢isla
1,a,a%a3,...,a%1 (2)

vyhovuji kongruenci (1) a jsou mezi sebou nekongruentni mod p.

Kdyby totiz bylo a*=a” (mod p), kdeZ &, k znadi é&isla celd
0< h < k < d, platilo by a*—*@a* — 1)=0 (mod p). Aviak a*—»
jest nesoudélné s p a a* =j=1 (mod p), protofe a patii k exponentu d.
Predstavujf tedy (2) vSechna reseni nekongruentni mod p kongru-
ence (1), kterd ma totiZ nanejvys d spolu nekongruentnich reSeni.
Viz § 33 str. 49.

Plati tedy véta:

Kazdé ¢islo, které patii k mocniteli d (mod p), je kongruentni
(mod p) s nékterym z éisel (2).

Déle plati véta:

Je-li d > 0 n. s. d. éfsel m a d (m celé éislo kladné), patiia™
k mocniteli d/d (mod p).

Necht je m = ém’, d = 0d’; m', d’ jsou nesoudélnd; pak je

(@) = a?m'd = gim’ = 1 (mod p), t. j. (a™)%® = 1 (mod p).

Je tedy mocnitel d,, k némuZ patii a™ (mod p), délitelem é&isla
d/6 = d’'. Polozme tedy

d' = kd, (k celé kladné). (3)
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I bude d = kdd,. Na druhé strané plyne z (a™)% = 1 (mod p), t. j.
amde = gM'dde =1 (mod p), Ze m’'dd, je ndsobek d = kdd,, tedy
m’ je nasobek £k,

' m' = kl (I celé kladné). (4)

Z (3) a (4) plyne, jeito d' a m’ jsou ¢Cisla spolu nesoudélnd, zZe
k=1. Je tedy skuteéné mocnitel d,, k némuZ patif a™ (mod p),
dy=d = d/é. Pro 6 =1, dy= d dostdvime vétu:

Je-li a ¢éislo prisludné (mod p) k mocniteli d, obdrZime vSechna
¢isla mezi sebou nekongruentni (mod p), kterd té% prisludi (mod p)
k mocniteli d ve tvaru a™, kdez je m ¢islo celé nesoudélné s o.

Existuji-li tedy k délitelim d > 0 ¢isla p — 1 vubec ¢&isla a,
kterd k nim patfi (mod p), je jich na pocet ¢(d). Mohou tedy na-
stati jen dvé moznosti: Bud nenf Zddné ¢éislo prislu$né k d (mod p)
nebo je jich na podet p(d). Oznacime-li ¢(d) pocet ¢isel prisludnych
k mocniteli d (mod p), je p(d) = @(d), neb = 0.

Budte% d,, d,, . . ., d, vSichni celi kladni délitelé ¢isla p—1.
Kazdé z éisel mezi sebou nesoudélnych 1,2,...,p —1 prislusi
(mod p) k nékterému z déisel d; jako mocniteli, takze

v(d,) + w(dy) + ... 4+ p(d) = p— 1.
Na druhé strané vime z § 31, Ze plati

@ldy) + pldy) + ... + @(d)) = p—1,

tedy (p(dy) — pldy).+ @(ds) — plds) + - . . + @(ds) — p(d)) = 0.

Jesto @(d,) —(d,) >0, musi byti ¢d,)—wd)=0, t. j.
p(d) = @p(d). I mdme vétu:

Ke kazdému celému kladnému délitelr d disla p — 1 existuje
¢(d) &isel, k nimZ tento délitel patii (mod p).

Zvlastni vyznam maji ¢isla ptisludnd (mod p) k mocniteli p—1.
Nazyvaj{ se primitivni kofeny (mod p). Je jich na podet
@(p —1) mezi sebou nekongruentnich.

Znadi-li g libovolny primitivni kofen (mod p), jsou mocniny

=1, 99...,97P2

spolu nekongruentni (mod p) a pi'edstavuji tudiZ redukovanou

soustavu zbytkiu mod p. Z toho plyne ze pro ¢islo celé r nedéli-

telné p pla.tl r = ¢g¢ (mod p), kdez ¢ ]e ¢islo celé 0 <1 < p— 2.
‘ na.zyva se indexem é&isla 7 pti basi g, ¢ = ind, », neb

struénéji + = ind r, budeme-li uvazovati indexy o téZe basi.
Patrné je ind, 1 = 0 pro kaZdy primitivni kofen g.



Z g~ —1=(g:®—D —I) (¢®~1) 4 1) = 0 (mod p) plyne,
jeito neni g:®—U= 1 (mod p), Ze ¢g*®—1 = —1 (mod p), tedy

ind(—1)=ind (p— 1) =$p—1).

Pro indexy plati véty analogické vétdm o logaritmech.
Znaci-li r,r" dvé &isla celd nedélitelnd 'p, je

ind 77’ = ind » + ind 7' (mod p — 1).

Je totiz r = gind7, ¢’ = ¢ivd "’ (mod p), tedy rr’ = gindr+ind s
(mod p). Je v3ak téz rr' =gi"d "' (mod p), takze
L] gind rr’ — glndr+ind r (mod p) (*)

Z kongruence g™ =g" (mod p) plyne, je-li na pt. m >n, gn—" == 1
(mod p), tedy je m—n délitelno p—1, t.j. m=n (mod p—1).

Plyne tedy z (*) vztah, ktery jsme chtéli dokdzati.

Zcela podobné je indr = nindr (mod p — 1), = ¢islo
celé > 0.

Uvedme jeSté vztah mezi indexy pro rizné base.

Necht je r =g¢' (mod p) a téZ r =% (mod p), kdeZ y je opét
primitivni kofen (mod p), 0 <4 <p—1, ¢ = ind, r, ¢ = ind,. 7.
¥, jezto neni délitelno p, m4 index (mod p) vzhledem ke g, ¢ = ind, ¥,
takie y = g° (mod p). I bude r = g% (mod p), tedy ¢ =— g
(mod p), t. j. i=ci’ (mod p — 1), ind; r =ind, y ind,  (mod p — 1).
Zvolime-li r = g, dostaneme ind; y . ind, g = 1 (mod p — 1).

Primitivni koten v pripadé, Ze modul m je éislo sloZené, je
éislo prisludné (mod m) k mocniteli g(m).

Pro kazidé m neexistuje primitivni koren.

Podle véty Fermatovy plati pro ¢islo celé a nesoudélné
8 3 a 7 kongruence a® = 1 (mod 3) i (mod 7), tedy téZ (mod 21).
Pro m=21 je tudiZ 6 nejvétsi mocnitel, k némuz miZe a (mod 21)
prisluSeti; naproti tomu je ¢(21) = 12.

K vuli plnosti podotykdm, Ze primitivni koteny existuji pro
m = p" a m = 2p", kdeZ p je liché prvoéislo, n ¢islo celé kladné
a pro m =2, m=4.

K urceni indexu ¢isla pfi daném p (pro uréité g) a k urceni
éisla k indexu lze uzZiti tabulek.*)

Pomoci takovych tabulek lze snadno resiti kongruenci

ax = b (mod p).

¥*) Tabulku indexi pro prvoéisla < 1000 podal Jacobi, Canon
arithmeticus, Berlin 1839 (errata Cunningham, Mess. of Math. 46,
1916, str. 57—59, 67, 68). Kraitchik 2. I str. 131 —145 udavéa primi-
tivni koFen pro prvodislo < 27467; tamtéZ fada tabulek podobného
obsahu. Mensi tabulky obsahuje Wertheim 2.
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Tak na pr. pro p = 17 je primitivni kofen 3. Volme za basi
g = 3.
I odpovidaji

uum indexﬁm.l'zéif_ 6|7 §‘9 10111_21_31_41_555
indexy 16/14) 1125 [15{11/10/ 23| 713/ 4(9|6|8
sisla |3 |9(10(13/5115/11{16/14(8|7{4(12/2/6]1

Z kongruence
8z = 13 (mod 17)

by plynulo
ind 8 4 ind £ = ind 13 (mod 16)
10 4 ind z = 4 (mod 16)
indz = — 6 = 10 (mod 16)
z = 8 (mod 17).
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