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I. Délitelnost, prvocisla.

§ 1. Cislo raciondlni a je délitelno raciondlnim &islem b,
jestlize a = bc, kdeZ ¢ je éislo celé. Pak se rikd téZ, Ze b je déli-
telem a neb, Ze b je obsaZeno v @ nebo koneéné, Ze a je na-
sobkem b. Pro b & 0 je patrné a délitelno b, jestlize a/b je é&islo
celé.

— 0 ma za délitele vSechna d¢isla raciondlni, za ndsobek jen
samu sebe.

Cislo raciondlni celé je délitelno 4 1. A také opak plati.
Lze dokonce vysloviti vétu: Je-li ¢islo racionalni délitelno éislem
celym, je i samo celé.

Déle plati vety:

KaZdé éislo raciondlni je délitelno samo sebou.

Je-li a délitelno b, a 0, b 3 0, je 1/b délitelno 1/a.

Je-li a délitelno b, b délitelno ¢, je a délitelno c.

Jsou-li racionalnf éisla a, b délitelna racionédlnim éislem d,
je i a + b délitelno d.

Je-li a délitelno d a m ¢islo celé, je am délitelno d.

Z obou poslednich vét plyne ihned véta obecné}si:

Jsou-li raciondlni ¢isla a,, a,, ..., a; délitelna racionalnim
élslem d a my, my, ..., my raciondlni éisla celd, je i aym; + asmy+

.+ army, dehtelno d.

Konecne plati véta:

Jen ¢isla 4 1 maji tu vlastnost, Ze jsou sama i jejich pre-
vratné hodnoty celé. Odtud plyne dile: Je-li raciondlnf éislo a
délitelno raciondlnim ¢islem b a naopak b délitelno a, pak jest
a =+ b.

. § 2. Budiz z libovolné ¢islo redlni. Uvazu;me ¢isla celd < =.
1Vlem nimi je jisté ne]veteu Oznaéme je [z], takZe [x] < x, pii
cemz pripad rovnosti mizZe nastati, ]en kdyz :z;le &islo celé.®) [z]+1
je jiz > z. I plati o [z]:

FIfz < [z] + 1.

*) Oznaédeni toto pochéazi od Gausse. TéZ se uZiva oznaceni
Legendreova E(x).



Témi podminkami je éislo celé [z] jednozna¢né yréeno. Kdyby
existovala dvé:celd &isla n,, n,, n, & n,, spliujiei vztahy

o nlzrzn41
n, < x << ny+ 1,
- ®

mohli bychom predpdklddati, Zze n, << n,, tedy n,+1<n,. Bylo by
pak z < n, + 1 < n,, tedy x < z, coZ neni moZné.

Jsou-li z, y éisla redlni, je
(2] + (B < [z + y).
Je totiz
(12 (W=Zy =z4+y<lz+yl+1],
tedy 1+ Szt y<[z+yl+ 1
a, jezto [z], [y] a [z + y] jsou celd &fsla, (2] 4 [y] =[x+ y).
Odtud plyne ihned tplnou indukef pro ¢isla redini
()4 [z + ... F [l S+ 2+ .+ 2]
a pro L)y =Zyg= .. = XTn =272
n [z] < [nz].

Déle plat{ véta: .

Je-li x ¢islo redlni a k£ kladné celé, je [[—:]J = [%]

Je toti% zr=[z]4+3, 0<I <L .
DluZno tedy dokézati, Ze

7 =1

To nastane, neexistuje-li 24dné éislo celé y hoviei nerovnostem
[x] [] + &
-— < .
E VST
A takové &islo celé skuteéné neexistuje, jeZto by pak bylo

1

t. j. (] < ky < [z] + 1.
coZ je nemozZné.

Nejvétsf &fslo celé < x oznadime [z]. I bude [2]' < z <
< [#])" + 1. Neni-li z celé, je [x]’ = [z], pro z celé je [z]' = [2] — 1.

8



Polozme {z} =[x+ %]. 1 bude platiti [z + ]S x4+ I <
< [z+4+ 3]+ 1,t.). \-’v}—-g<x<‘x}+§ takiebude {x}—x|
X

< . Jediné v ptipadé, Ze x + } je dislo celé, je {z} = =+ .
Jinak bude {z}—§<x<{x}+7,t i [z} — =] < L.
Budte? nyni a, b raciondlnf &fsla celd, b>0. Polozme % =q
a r v . ‘s a
1= I bude r = a — gb éislo celé a bude platiti ¢ §3<

<qg+1, t. j. 0<r<b Lze tedy vidy kldsti a = gb + r,
kdez g, r jsou ¢isla celd, a plati 0 <r<b. Piipad r=0 nastane, jen
kdyZ je a délitelno b. r nazveme nejmensim zbytkem kladnym
pti déleni a éislem b, g je prislusny ,,cdsteény podil*‘.

Podobné poloZime {%} =g, :~ —q = —;— r=a—gqb
bude cel¢ éislo. Jeitog — 4 < a/b<¢’ —|— = bude 0 v’ platiti
— 1< ¥<}b. Lze tedy kla.stl a=q ‘b + ', kdez ¢', 7’ ]sou ¢isla
celé, a plati — 3b < 7' << Lb, pfi éem% rovnost nastane, jen kdyz
r = _%b je &islo celé. 7 se nazvva absolutné nejmensi
zbytek pri déleni éisla @ ¢islem b, ¢’ pak je piislusny ,,cdstecny
podil‘‘.

Budiz niyni g celé &islo > 1, x necht je celé ¢islo > 0. Do-
kdZeme, Ze lze x zndzorniti ve tvaru x = a.g* + algl—1 + ...+ ap,
kde k je Cislo celé > 0, a; jsou Cisla celd hovici nerovnoatem

0<e;<g, :=0012,...,k.
Tomuto znazornéni rikd se zndzornéni ¢isla x v soustave
g-adické, a; jsou g-adické ¢islice, g nazyva se basi soustavy.
Budeme téz, psati
r = aoalaz. « .ak.

Pro ¢ = 10 mame zndzornéni ¢isla v soustavé desitkové
(dekadické).
Lze vidy uréiti celé ¢islo kladné &k tak, Ze

. xr
g—kTi < 1,*) t. J. [F] = 0

*) Je disledkem té okolnosti, Ze lim g—- = 0. Bez uZiti pojmu
n-)uo
Ilmlty Ize to dokézati, uZijeme-li pomocné véty, kterd slouZi k dtikazu,
> lim gr = oo:
n—>wo0

Pro a > 0 totiZ plati, jak lze snadno dokazati \plnou indukei
)neb jak plyne ihned z binomické poulky) (1 + a)? > 1 + na,
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Polozme

r-x‘
? =a'0.
oF
Pak [_a_o]z 9" =[%]=0,
g g a
tedy 0§‘§}?<1, t. §. 0<a,<g.
Kladme r—agt = @
i bude

x, x x x . x, x
—=——0y=——|=|, t]j 0 <1, |z|=0.

[_‘ﬁ_

Oznacéme z a1 gF—1 z,
1 B . 1 —_
[—gT-_i:I = a,, 1 bude [—g—] = ‘__g_ = gk

tedy 0 < a, <g.
Postupujme podobné déle. Kladme

|=o.

$0=1‘.

: x| :
Li—qg — Ai— gk+1—' = i, [gk_i = @i, 1 = ]-y 2, 3, IR
’ v v x.- ) “w
DokédZzeme, Ze bude [gl—-n': = 0. Je totiz
.
:L', _ :L',,_l —a _ xl_l _ xg_l
17— hil—i 1= 321 —1—7 |’

tedy éfslo > 0 a <1, takZe je skutedné [?%'—] =1,
Dale bude

L

gl'l‘l l

n cislo celé kladne, t. ). g > 1 < n(g—1). Zvolime-li tely k tak,

1

aby 14+ (k+1(@g—1)>az t. j k >6___1_" 9 bude

1 —1’

gk+1l > z, neboli < 1.

:B
gl‘+l
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a tedy
Oggf< Lt joZa <g.

I bude
= [xk] = x"v
jeZto zp je celé. Dale
Trpr=ar—ar=0a x;= 0 pro : > k.
Je tedy
x — agg* = x,
T, — a1l =z,

oooooooooooooo

a seCtenim dostaneme

= au* + a,¢* "'+ ...+ a
Tak dostali jsme jedno zndzornéni v soustavé g-adické. Je-li z
kladné, je mozZno beze vieho piedpoklddati, Ze ay, & 0. V tomto
pFipadé je zndzornéni lo moZné jen jedingm zpiisobem, t. j. je-li téZ
r=a'@g" +ayg" 14+ ... +av,
kdeZ k' je &islo celé > 0 a a’; jsou &isla celd, o nich plati 0 < a';< g,

je k=K', a@_a,proz_012 k.
Kdyby to nebylo pravda, dostah bychom odecétenim

O=bogl+blgl 1+"'+bl’
kdez by, by, ..., b jsou &isla celd, by £ 0, —g<b;<<g pro

1=1,2,...,L
Bylo by tedy

F< b= b+ byg+ ... +bFd 1 Z@—1D) 1+ g+
oo gy,
t" j' gl g__ gl - l)
coZz neni mozZné.
§ 3. Nazveme modul / mnozstvi éisel raciondlnich, které m4
tyto vlastnosti:
1. Patri-li do I cisla a, b, patii tam i a 4 b.*)
2. Existuje ¢islo raciondlni celé g (0 némz lze beze vieho

*) Misto 1. lze piredpokladati, Ze piati pouze

1'. Pat¥i- ha,bdoI,patntamla-—b Pak patfi do ] i 0=a—a;
patfi-li pak b do I, patfi tam i —b= 0—-b PatFi-li koneéné do.
I &isla @ i b, pat¥i tam i @ + b = a— (— b).
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piedpokladati, Zze je > 0) té vlastnosti, Ze ag je celé pro kazdé
¢islo a z 1. |

Podminka 2. je jisté splnéna, jsou-li vSechna ¢isla z I cela.

Jako piiklad modulu uvedme souhrn vsech ¢isel celych.

0 je patrné prvkem kaidého modulu a tvoii sama o sobé
modul, ktery oznacime O.

Je-li a libovolny prvek z modulu 7 a ¢ pevné ¢islo raciondlni,
tvori éisla ac zase modul. Oznac¢ime jej cI. Modul g/ mé za prvky
patrné éisla celd. '

Je ihned patrno, Ze, patri-li @ do 7, patri tam i v3echny na-
sobky a.

Je-li totiZz a ¢islo z I a vime-li, Ze do I patii na, kdez n je
¢islo racionalni celé > 0, bude tam patfiti i na + a = (n + 1) a.
Na zakladé Gplné indukce je tedy v I zdroven s a i na pro n celé
kladné. Je-li pak a v I, je tam i —a, O je pak v I samozfejmé,
¢imZ dukaz proveden.

Uvedme dilezity pripad modulu. Budiz L =L (z,, z,,. . ., zt) =
= a,%, + @y%, + ...+ a;z; linedrni homogenni funkce s racional-
nimi koeficienty a,, a,, . ... , a;. Probihaji-li proménné z,, z,, . . . , ;.
v3echna éisla raciondlni celd, tvori hodnoty této funkce mnozstvi
¢iselné, které je modulem.

Je-li totiz

a= L&y @y, @0, b=L(2"y 2"y .., 2"
. n
Je a:tb=L(x1:*:x21x2:i:x2""’xkj:xk)’

takZe je splnéna vlastnost 1. |
Raciondlni éisla a,, a,, . . ., a; lze psiti ve tvaru
‘il, a2=££~2,...,ak=(—l-k,
g g g
kdez a’,, @'y, . . ., a’t, g )sou ¢isla raciondlni celd, g > 0. Racionalni
¢islo a; lze totiz vidy zndzorniti ve tvaru a; = r;/s;, kdez 7,
8; jsou celd ¢isla, s; = 0: Jeito je té% a; = — r,/— s;, je moZno
vzdy dociliti, aby bylo s; > 0. Za g moZino pak tteba zvoliti
souéin 8,88, . .. 8. gL(x,, 7o, . .., xx) je pak ¢éislo raciondlni
celé, at jsou z,, ,, . . ., x1 jakdkoliv éisla .celd, takZe i vlastnost 2.
je splnéna. '

a1=

Modul pravé uvaZzovany nazveme modulem k-¢lennym a ozna-
¢ime jej I (a,, a,, ..., az).

Nasobky libovolného éisla raciondlniho d tvofi modul jedno-
élenny, I(d).

Sklddaji-li se dva moduly z tychz é&isel racionilnich, fekneme
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o nich, Ze jsou sirovny. Dva moduly jednoélenné I(d), 1(d’) budou
si rovny, I(d) = I(d'), budeli d=44d', t. j. |d!|=|d’|. Pak
totiz kaZdy ndsobek d bude i nasobkem d’ a naopak. jak plyne
z konce § 1.

O modulech plati véta:

Ka#dy modul I moino znazorniti jako modul jednoélennyg,t.j.
existuje &islo raciondlni d té vlastnosti, Ze I pozustavd z ndsobkd
jeho, tedy I = I(d). d. je uréeno pomoci I aZ na znaménko; je téz
I = I(—d).

V trividlnim pripadé, kdy I pozistavd pouze z ¢isla 0, je
véta samoziejmd. Predpoklidejme tedy, %e v I jsou disla = 0.

Mezi kladnymi éisly z I je c¢islo nejmensi. Jsou-li vSechna
¢isla z I celd, je existence tohoto cisla patrnid. V obecném pii-
padé staci uvaZovati modul g/ (g dino podminkou 2.), jehoz déisla
jsou celd, takZe mezi nimi je jisté jisté nejmensi d'. d =d'/q je
pak nejmensi z kladnych ¢éisel z 1.

Snadno lze pak dokazati, Ze kazdé ¢islo z I je délitelno d.
Kdyby totiz éislo a z I nebylo délitelno d, takZe by a/d nebylo

celé, platilo by pro [%]

a a a 1
[7]<a<la]+r
a
d
0<b<d (1)

tedy pro ¢islo b =a —d[ ] by platilo podle § 2 str. 9

AvSak b je cislo z I, jeZto a i d jsou Cisla z I a [—;—] je ¢islo

celé. Podle (1) by pak d nebylo nejmensi kladné éislo z I. Je
tedy I = I(d). Z I = I(d’) by plynulo I(d) = I(d'), tedyd = + d'.
§ 4. Budeme se nynf zabyvati dlohou, uréiti spoleéné délitele

éisel raciondlnich a,, G, - - - » .
Je-li m spoleény délitel éisel a,, a,, . . ., ar, je také ¢éislo tvaru
@, x, + Ay, + . . . + arap, kdeZ x,, x,, . . ., 21 jsou raciondlni éisla

celd, délitelno m, t. j. kazdé ¢islo modulu I=1 (a,, a,, . . ., a;) je
m délitelno. AvSak podle predeslého § I = I(d), takZe spoleéni dé-
litelé ¢isel a,, @,,. .., ar jsou déliteli éisel modulu I(d), t. j. dé-
liteli &islad. Nejsou-li viechna ¢isla a,,a,, . .., az=0, je d30, takie
pro spoleéného délitele m Cisel a,,a,, ...,a; plati |m|<|d|. M4
tedy d mezi spoleénymi déliteli disel a,, a,,...,a; nejveétsi abso-
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lutni hodnotu. Z toho divodu nazveme d nejvétsim spoleénym
délitelem (n.s.d., nejvétsi spole¢nou mirou) é¢isel a,, a,, . . ., a;.

Nejvétsi spoleény délitel jest uren pouze svou absolutni
hodnotou, jezito je I(d) = I(—d)=1I(]d|).

Oznaéime |d| = (a,, a,, . . ., ar).

Je patrné (a,, a,, . . .. a;)=0 tehdy a jen tehdy, kdyz a, =
=ay,=...=ap=0.

Méame tedy vétu:

Jsou-li a,, a,, . . . ,a; éisla raciondlnt, existuje &islo racionalni d,
jejich nejvétsi spoleény délitel (n.s. d.), téchto viastnosti:

1. d je spolebny délitel &isel ay, a,, . .., ax;

2. kaZdy spoledny délitel &isel ay, a,, . . . . ay je délitelem d.

Vlastnostmi 1. a 2. je absolutni hodnota n. s. d. uréena jedno-
znaéné. Ma-li totiz té%Z d’ vlastnosti ty, pak d' jako spoleény
délitel ¢&isel a,, a,,. . .,a; musi byti délitelno d a téZ naopak, d musi
byti délitelno d', tedy podle konce § 1 d'= 1 d, |d'|=|d..

JeZto je d éislo z I(ay, a,, . . . , az), lze d zndzorniti ve tvaru
d =am, + a;m, + ...+ aymg, pri ¢emz my,...,m; jsou cisla
cela.

d=0, jen kdyz je a,=a,—=...=a;=0. Nejsou-li vSechna tato
¢isla rovna 0, je 'd| nejmensi kladné éislo z modulu I(a,, a,,...,ar);
| d i je nejvétsi ze spoleénych déhtelt éisel a;, a,, . . . , a;.

Cisla, jejichz n.s.d. je 4 1, nazveme nesoudélna. Jeito
takova éisla musi byti délitelna 4 1, jsou podle § 1 str. 7 cela.

I lze pak uréiti ¢isla celd m,, m,, ..., m;, takZe plati a,m, 4
+ amy, + ...+ agmp = + 1 nebo — 1. Plati-li obriacené tato
rovnice pro celd cisla a,, a,, . . ., a;, jsou tato éisla zfejmé nesou-
délnd.
Z té vlastnosti, Ze I(a,, a,, . . . ,ax) = I(d), plyne ihned véta.
Rovnici a,x, + ayxy + ... + apxr = ¢, kdeZ ay,a,, ..., a,

¢ jsou éisla racionalni, lze Fekitv celymi hodnotami x,, x,, . . . , i
tehdy a jen tehdy, jestliZe c je délitelno n. s. d. éisel ay, a,, . . . ,a;.
Jeou-li &isla a,, a, . . . ,a; nesoudélnd, lze rovnici tu fediti celgmi
Cisly x,, x,, . . ., 1 lehdy a jen tehdy, kdyZ c je &islo celé.

§ 5. Uvedme nékteré vlastnosti n.s. d.

1. (@y, Qg ..., a) = (|ayi, |ag, ..., lar.).

2. (a,a,...,a)=a|.

3. (a, 0)=|a|, (a),as,...,a1, 0)=(a,a,,...,a).

4. (@, m) = |m|. je-li @ ndsobek m, a obeoné&ji

(ay, ay, . . . ar, m) = |mi, jsou-li a,,a,,...,a; nisobky m.
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3. (@, 1)=1, jeli a celé; (ay,a, ...,a;, 1)=1, jsou-li
a,,a,, . ..,ar celd.

6. (ma,, ma,, ..., ma;) = |[m|(a,, a,. . .., a).

Odtud plyne, jeli (a,.a,,...,a;)=i1d|F 0 a zvolime-li
m= 1/d, véta: .

Cisla raciondlni a,, a,, . . .,a; majin.s.d. d & 0 tehdy a jen
tehdy, jsou-li éisla a,/d , ay/d, ..., ar/d nesoudélnd.

Dikaz vlastnosti 1.—6. je zcela jednoduchy, uvazujeme-li
prislusné modvly. Stejné lze dokdzati komutativni zdkon pro
operaci, vyznacenou zavorkou ( ): -

7. (a, b) = (b, a).

Déle plati zdkon asociativni

8. ((a,b),c) = (a, (b.c) )= (a, b. ¢).

Z 6. a 8. plyne obecnéji

9. (al, Ay, . .., ak) (bl, bz, ceey b¢)=
= (a,b,, @by, . . . arb,, @by, ashs, . . . a1y, . . . ayby, ashy, . . . aiby).

Koneéné lze snadno dokazati vétu, kterd nam bude slouZiti
pri vypoctu n.s. d.:

(ay, Qo . . . .a1) = (@'y, Ay, . . . ,ar), kdez a’; = a, 4 ma,

a m je Cislo celé.
Je totiz a, = a’, — ma,, takie I(a,, a,, . . . , a;) =1(a’,, a,, . . .
...,ak), tedy i

(ala a,...., a’") = (a’li g, - oy a’")'

§ 6. Vypocet n.s.d. ¢isel raciondlnich lze prevésti na vy-
pocet n. s. d. éisel celych. Lze totiz vidy vyjadriti a,, a,, . . . ,ar
ve tvaru

a a a';
(ll= _l’ a:2= ""g, DI ,ak=' )
g g g
kdez a';,a’y, ..., a';, g jsou éisla celd a g >0, jak bylo podotce-
no v § 3. Pak je podle 6.
(@'y, a’s, ..., as)

q

(al, a2, a ey ak):

Na zakladé asociativniho zdkona lze pak prevésti poditdni
n.s. d. vice éisel na poéitdni n.s.d. dvou é&isel. Bude se tedy
koneéné jednati o vypodet (a,,a,), kdeZ a,,a, jsou cisla celd
kladna, a a, > a,. K vypoctu (a,, a,) lze uZziti tak zvaného Eukli-
dova algoritmu. (Ziklady, 10. kniha, III, Servituv pieklad
str. 161.) Délme a, ¢islem a,. Budiz pfi tom a, nejmensi kladny
zbytek a ¢, casteény podil, takZe je
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@y = Gsf1 + a3 (1)
kdeZ ¢,, a; jsou &isla celd a 0 < a3 < a,. Z véty uvedené na konci
predeslého paragrafu pak plyne (a,, a;) = (a,, a;). Obecné, je-li
ar+, > 0, délme a, &islem a;.,. Nejmensi kladny zbytek pii tom
necht jest aj,,, ca,stecny podil gz, takie a; = a;.,.lqk + Gryg
0<apy < 1y Ok jsou pro k > 1 ¢isla celda > O stile klesajici.
Takovych ]e jen koneény podet. Necht je na pi. ajy, = 0.

Jeito je (a;, @) = (ag, a3) = . . . = (W43, Gu12) = (W14, 0) =
= a4+, je posledni nemizfci zbytek a;,; hledanym n. s..d. ¢éisel
a,, a,. Je-li tento zbytek 1, jsou ¢&isla a,, a, nesoudélna.

Uréeni n. s. d. vice éisel lze vidy prevésti na pripad urceni
n.s.d. éisel celych kladnych mezi sebou riznych a, < a, <
< ay3<.,.<a; Je-lia, spoleénym délitelem cisel a,, a,, . . . , ar,
je a, hledanym n.s. d. (Viz § 5, vétu 4.) Neni-li tomu tak, délme
s, Ay, - - ., @y Cislem a,. Nejmensi kladné zbytky pfi tom oznacme a’y,
a's,...,a'. Vyskytuje-li se O mezi &isly a,,a’y,...,a’s, vynechme
ji, z ¢isel sobé rovnych vezméme kazdé jen jednou a usporddejme
podle velikosti. Tak dostaneme éisla b, << b, < ... <b;=a,, I< k.
I bude podle véty na konci § 5 (a,, as,. ..,az) = (b, by, .., b;). S by,
by, . ..,b; naloZzme podobné. Je patrno, Ze postup ten po koneéném
poc¢tu kroku skonéi a povede k uréeni n.s. d. &isel a,, a,,...,a;.

Jak v tomto obecnéj$im pripadé, tak pri Euklidové algo-
ritmu bylo by moZno briti misto nejmensich zbytka kladnych
absolutné nejmensi zbytky.

§ 7. Uvedeme nyni nékolik vét o c¢islech spolu nesoudél-
nych.

1. Je-li a &islo raciondlni celé, m, b &isla raciondlni nesoudélng
(tedy téZ cela), pak je

(@m, b) = (a, b).

Polozme d = (a, b), d = (am, b). a, b tedy i am, b maji spo-

leéného délitele d; je tedy d nisobkem d. Z nesoudélnosti m, b
plyne, Ze lze uréiti ¢isla celd k,!tak, Ze je mk4-bl=1. (§ 4 str. 14)
Bude tedy a=amk-+}-bla, t. j. d=(a. b)=(amk-+bla, b)=(amk, b).
am, b tedy i amk, b maji spoleéného délitele d. Je tedy té% d
nasobkem d, takZe skuteéné d = d, j. b. d.

Ve specidalnim pripadé, kdy (a, b) = 1, (m, b) = 1, dostaneme
vétU'

. Jsou-li a, m nesoudélind s b, je také jejich soucin nesoudél-

ny 8 b

A odtud plyne obecnéji (dplnou indukei):
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3. Je-li kazdé z &isel a,, a,. , . .,a; nesoudélné s b, je ¢ jejich
soudin a,a, . . .a; nesoudélny s b.

4. Je-lr kazdé z bisel ay, a,, . . ., aj nesoudélné s kaZdym z &isel
bl, by, . . ., by, jsou téZ souliny a,a,...ar, bby...b; spolu nesou-
délne.

5. Je-li a nesoudtlné s b, je i a* nesoudélné s b (k, | éisla
cela 2> 0).

6. Je-li c ¢islo celé, a, b ¢isla nesoudélna a ac délitelno b. pak
je. ¢ délitelno b.

Jeito a, b jsou nesoudélna, lze uréiti ¢isla celd k, I takova,
se ak + bl = 1; pak je ¢ = ack + bel = b(%c.k—}-' cl); ac/b je viak

celé, z ¢ehoz tvrzeni ihned vyplyva.

Koneéné plati véta:

7. Je-li a' cely délitel éisla a a jsou-li a, b nesoudélndg, jsou
1 a’, b nesoudélna.

Zase lze urciti cela ¢isla k, I takovi, Ze plati ak + bl = 1.
Aviak a = a’c, kdeZ ¢ je celé, takze je té% a'ck + bl = 1, z &ehoz
plyne ihned (podle § 4) tvrzeni.

§ 8. KaZdé cislo raciondlni lze znazorniti ve tvaru .a,/a,,
kdez a,, a, jsou &isla celd, a, 3= 0. Je-li d n. s. d. ¢isel a,, a,, bude
a, = da’, a, = da”, takie a = a’/a" a a’, a” jsou ¢isla celd ne-
soudélnd, a” = 0. Lze tedy kaZdé &islo raciondlni zndzorniti
zlomkem, jehoZ éitatel a jmenovatel jsou ¢isla nesoudélna. Takovy
zlomek nazyva se redukovany. Jeito pak a = a'/a” = —a'/—a"’,
a” £ 0, lze o jmenovateli predpoklidati, Ze je kladny.

Lze snadno nahlédnouti, Ze rovnost dvou redukovanych
zlomku a’/a”, b’ /b” vyZaduje, bud aby a'=b’, a”" = b" neba’ =—10',
a” = — b", takZe zndzornéni raciondlniho d&isla redukovanym
zlomkem o kladném jmenovateli je jednoznacné.

Redukovany zlomek znédzornuje ¢fslo celé, jen kdyZ jmeno-
vatel je 4- 1. Z toho plyne ihned véta:

m-ta odmocnina z &isla celého a kladného (m éislo celé kladné)
nent nikdy Cislo raciondlni necelé; je vidy bud zase &islo celé mebo
¢islo vracionalni.

m,

Necht je |/a = a’/b’, kdez a’/b’ je zlomek redukovany. Pak
a=a'"[b'™ ktery%to zlomek je zase redukovany (podle § 7 véty 5).
Z toho ihned plyne b'» =1, tedy b'=-+1, jak bylo tvrzeno.

Redukovany zlomek a’/a” je délitelny redukovanym zlomkem
b'/b”, jestlize a’ je délitelno b’ a b” délitelno a”.

lychlik: Uvod do clementérni teorie ¢iselné. 2 17



M4-li byti a’/a” délitelno b'/b”, musi byti a’d” délitelno «"b’,
tedy a’b” délitelno a” i ’. JeZto pak &', b” jsou nesoudélnd, musi
byti (podle § 7, vlastnosti 6.) a’ délitelno b’. Podobné z nesoudél-
nosti a’ a a” plyne, zZe b” je délitelno a”.

§ 9. BudteZz a,, a,, . ..,a; raciondini Cisla riznd od nuly.
Uvazujme jejich spole¢né niasobky. DokdZeme, Ze mezi nimi je
takovy, n, Ze kaZdy jiny spoleény ndsobek m je jim délitelny.
| n| je uréeno jednoznaéné, md pak mezi kladnymi nésobky

¢isel a,,a,, . . . , ar nejmensi hodnotu. Proto nazyvdsennejmensi
spoleény nasobek é&isel a,, a,, ... :a;. Zavedeme oznaceni
| n|=[a,,a,...,a] I plati ‘
[ g, - -] 1
a,ds, . ..,0a;) = :
Lo ¥ 1 1 1
1 1 1\. o 11 1, .
(—-, — e, —) jakon.s. d. ¢isel —, — , ..., —- je obsazen
. v, 1 1 1 1 ,
ve vSechéislech — ., —. . ..., —. Je tedy (z =1,
@y QG ag o 1 l_)
oo ' m
2,..., k) cislo celé, t.j. - je délitelno a;, takze

1 1)

1

T 1 TN je spoleény nasobek ¢éisel a,, a,, ..,a;. Pfed-

(;1' ’ E;' g o e oay -a—“
poklidejme déle, Ze m § 0 je spoleény nédsobek cisel a,, a,, ..., a;

11 1 : 1 (1 1 1
Pak je -—, — , ..., — délitelno — , tedy téz (—, — , ~—)
délitelno i, t. j. m délitelno L . Je tedy
m 1 1 1 )
a—l, a2 g o e e o ar
1

skuteéné spoleény ndsobek éisel a,,a,, . . . .a;

(’l 1 1
al: a, ,...,ak
té vlastnosti, Ze kaZzdy spoleény nasobek éisel téch je jim délitelny.
Takové ¢islo je viak uréeno jednoznaéné aZz na znameni. Kdyby
totiZz téZ n’ mélo tu vlastnost, bylo by » délitelno »’ a téZ n’ déli-
telno n, tedy »' = = n, t. j. |2’ |=|n".
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Snadno lze dokézati, Ze plati

1 | ab |
b = = .
a b
Jest totiz podle § 3, 6.
1 1 1
(7’ 7) = [ab @0
Polozime-li M =a,a,...a;, A; = o t=1,2,...,k, bude
' i
1 A4 1 . 1 B
ai M’ (Al 4, ﬂ)__l_ -
'M_’ .LM ’ ’ M (A]_’ Az: ] A]C)
M

Odtud plyne

[ay, aq, <. . ,a5] = A4, A
Jsou-li @, b nesoudélnd, je (a,b) =1, tedy [a,b] = ab].
Jsou-li kazdd dvé z ¢éisel a,,a,, ..., ar nesoudélnd, plati

[ay, as, . . ., ar]= aya,...a;|. Dakaz lze provésti tdplnou indukei

na zakladé véty predeslé.

Pro n. s. n. plati podobné véty jako pro n. s. d. Pfi tom []

se vztahuje na raciondlni éfsla 3 0.

1. [ay, @ ..., &x] = [[0y], layl, ..., ai]].

2. [a,a,...,a)=|a|.

3. [a,m] = |m]|, je-li m délitelno a a obecnéji,
[a;, ag . . .,ap, m}] = m|,

je-li m délitelno éisly a,, a,, . . ., a;.

4. [a,1]=|a’, je-li a celé.

5. [ma,, may, ..., ma;) = "'m|[a,, a, ..., a.

6. [a, b] = [b, a].

7. [[a, b], c] = [a, [b, ¢c]] = {a, b, c].

Koneéné plati vzorec, ktery dostaneme ze vzorce 9 § 5, na-
hradime-li zavorky () zavorkami [ ].

§ 10. Cisla -+ 1 maji jediné celé délitele + 1 a — 1. Cislo
raciondlni celé @ 3 1 a &= — 1 md samoziejmé celé délitele L a,
— 1. Jestlize ¢islo celé p > 1, nem4 jinych délitelu celych nez
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+ p, — 1, nazyva se prvoéislo. Takova disla existuji, na pr.
2’ 3’

Je lhned patrno, ze &islo raciondlni celé a, jehoZz absolutni
hodnota je >1 a které neni prvoéislem, lze zndzorniti ve tvaru
a=bc, kdez b a ¢ jsou ¢isla celd £ 4 1.

Snadno lze dokdzati, Ze pocet prvocisel neni koneény. Dikaz
tvrzeni tohoto je jiZ v Euklidovych Zikladech (9. kniha; XX,
Servituv preklad str. 149).

Dejme tomu, Ze prvoéisel by byl jen koneény pocet 2, 3,
5, ..., p, takie by p bylo nejvétsi existujici prvoéislo. Cislo
P,=2.3.5...p+1 dédva pri déleni prvocisly 2,3,5,..., p
zbytek 1, neni tedy zddnym z nich délitelno. Je tedy P, bud samo
prvocislo nebo je délitelno prvoéislem > p.

P,=3,P,=1, P,=11, P,= 211, P, = 2311 jsou prvo-
¢isla, naproti tomu je Pla =59 .509, P,,=19.97.277.

Tento Euklidiv dikaz mimo to niam poskytuje konec¢né
intervaly, v nichZ musi leZzeti aspoii jedno prvocislo. Plyne z ného:
Je-li p libovolné prvocislo (> 0), leZi v intervalu od p 4 1 do
2.3.5...p+1 (inkl.) aspon jedno prvoéislo, t. j. existuje prvo-
¢islo ¢ takové, Zep+ 1<<¢<2.3.5...p4 L

_ Na druhé strané lze snadno udati intervaly libovolné vellké,
v nichZ neleZi Zédné prvodéislo.
Je-li n celé ¢fslo > 2, neni z » — 1 po sobé jdoucich ¢&isel

nl+2, n+3, n4+4...,04+n

zadné prvoéislem, jezto pro kaidé £ =2,3,...,n je n! 4+ &
délitelno k.

Podobné jako Euklid dokazal, Ze existuje nekonedné mnoho
prvocisel, lze dokdzati:

Existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru 4n — 1 (n celé
> 0).

K tomu stac¢i uvaZovati ¢isla 4 (3.7 .11...p)—1.

Existuje nekone¢né mnoho prvoéisel tvaru 6n — 1 (n celé> 0).

Zde tteba uvaZovati ¢fsla 6 (5.11.17.23...p)— 1.

Dirichlet (Werke, I, 307—312, 313—342) pomoci metod ana-
lytické teorie ciselné dokdzal vétu:

V aritmetické posloupnosti @ + bn, kdez a, b jsou ¢isla celd
nesoudélnd a »n probih4 éisla celd, je nekoneéné mnoho prvocéisel.

O této otazce viz Landau, Handbuch I, 432—435, kdez
podan dikaz véty Dirichletovy v zjednoduSeném tvaru.

§ 11. Drive neZ pristoupim k dukazu véty o zndzornéni é&isel
racionalnich pomoci prvoéisel, uvedeme si nékolik vét pomocnych.
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Je-li a celé éislo nedélitelné prvocmlem p, jsou éisla @ a p
nesoudélnd. Je-li pak q téZ prvoéislo 3 p, jsou p, ¢ nesoudélna.

O prvodisle p plati déle véta: Soudin dvou éisel celych ab
je délitelny prvocislem p jen tehdy, je-li aspon jeden z éinitelt
prvocislem p délitelny.

Diikaz plyne snadno z 2. véty § 7. Neni-li na pt. a délitelno p,
jsou éisla @ a p nesoudélnd. Kdyby ani b nebylo p délitelno, bylo
by i b nesoudélné s p, tedy i ab nesoudélné s p, proti predpokladu.
Odtud tedy plyne,:Ze b je délitelno p.

Plati viak téz véta: Cislo celé kladné p 40 a +1 je prvo-
¢islem, jestliZe z predpokladu, Ze souéin ab dvou éisel raciondlnich
celych a, b je délitelny p, a v8ak neni délitelno p, plyne, Ze b je
délitelno p.

Kdyby p nebylo prvoéislo, bylo by p = ab, kdeZ a a b jsou
celd éisla > 1; @ ani b by nebylo délitelno p, aé jejich soucin
ab = p by byl p délitelny.

Z véty 4. § 7 plyne ihned:

Jsou-li py,Ps,-..,P6 @1:9s - .-, q Pprvolisla vesmés mezi
sebou ruznd, jsou C&isla p,™ p,™s...pPk a g™ g™ . .q™, kdeZ
My, Mg, . . ., My, Ny, Ny, . .., Ny znaci éisla celd > 0, nesoudélnd.

e 2Nl THLERRY S ,

Z toho plyne déle, Ze zlomek ———— — jeredukovany

1" g2 - - q)t ,
(§ 8, str. 17). MuZe pak vyraz ten predstavovati celé ¢fslo, jen

kdyZ jmenovatel =1, coz nastane jen pfi n,=n,=...=m =0.
Vyraz ten muZe byti =1, jen kdy% ¢itatel i jmenovatel bude =1,
t.j-pﬁ m1=m2=...‘=mk=n1=nz=...=nl=0.

I muZeme vysloviti vétu:

Viraz pmpym...ptk, kdeZ ny,ny, ..., ne jsou Cisla celd,
piedstavuje &islo celé, jen kdyZ ny, n,, . .., n jsou &isla celd > 0.
Vyraz ten je roven 1, jen kdyZ ny = n,=...=np = 0.

§ 12. UvaZujme celé ¢éislo a > 1. To je jisté délitelno aspon
jednim kladnym prvocislem, jeZto nejmensi délitel éisla a, cely
a > 1, jakozto éislo majici za celé kladné délitele jen 1 a samo
sebe, je jisté prvocislem. Klademe-li a = p,a,, kdeZ p, je prvo-
¢islo, a je-li a; > 1, zase a, = pya,, kdez p, je zase prvodislo,
atd., musime po koneéném poétu kroku, jeito a,, a,, a,, ... jsou
raciondlnt ¢isla celd kladnd stdle klesajici, prijiti k piipadu a; = 1.
Tak je a zndzornéno jako souéin prvoéisel p;, p, . .. pr. PiSeme-li
souciny sobé rovnych prvodisel ve tvaru mocniny, vidime, Ze
mozno kazd# Cislo celé 1 zndzorniti ve tvaru a = p,% p," . . . p’r
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kdez prvoéisla p,, p,, . . . , pr jsou mezi sebou rizna a mocnitelé
a,,a,, ..., a, ¢isla celd kladna.

Budiz nyni p,, p,, . . - mnozstvi vSech mezi sebou raznych
prvoéisel (v poriddku libovolném).

Jezto éislo raciondlni kladné a lze znazorniti jako podil
dvou éisel celych kladnych, dostaneme pro éislo takové znazornéni

a=php" ...p%, (1)

kdez r je éislo celé kladné a mocnitelé a,,a,,...,a, jsou éisla celd.
Znazornéni toto je jednozna¢né v tom smyslu, Ze, je-li téZ

a=p" p...p0r> (2)
plati a,=b,, a,=b,,...,a,=05,. (Mdme.li souciny g¢;“ ¢, ...q."
nhrd . rfdt, kdeZ ¢, s .- G5y Ty T - - ., Tt JSOU prvocisla
a ¢, Cy ..., Cs Oy, dy, ..., dy Cisla celd, lze tyto soudiny psiti ve

tvaru (1) a (2), pripustime-li mocnitele 0 u téch prvocisel, které
se nevyskytuji v jednom soudinu a vyskytuji ¥ druhém.)
Dukaz je zcela jednoduchy. Z (1) a (2) plyne
PO Pt p it O =1,

kterdaZto rovnice nemuZe byti podle § 11 jinak splnéna, ne:
kdyz je aj—b,=a3—by=...=a,—b, =0, t. j. a;,= 0,
@ =2by, ...,a;, =b,.

Libovolné (islo racionalni a 0 lze pak zndzorniti ve tvaru
a=-+1. Py Qipa ... pir, kdeZ py, s, . . ., pr jSOu prvocisla mezi
sebou ruzna a @, ae, ..., ay jsou ¢isla celd.

Riké se. Ze a obsahuje Pk pra,ve Vv mocnineé ag a je-li
a celé, Ze a je délitelno praveé p* (a je délitelno p*
pro n < a;, neni vSak délitelno p* pro n > ay).

Je-li a; &= 0, nazveme p; prvoéinitelem ¢isla a.

§ 13. Mame-li dina dvé ¢isla racionalni kladna a=p, " p,“...p,r,

b= plpb: ... pPor, pti Cemi a, a,, .. .,a,, by, by, ... b jsou éisla
celd, bude a dehtelno b, bude-li a, > > by, ay => bz, .0y g b,.
Koneény poéet ¢&isel racionilnich kladnych a, b, ..., ¢ lze
znazorniti ve tvaru
a= p" Pt .. P
b=plpl ... o

.................

C =P PP,
pricemzZ a;, b;, . ..,c; (1=1,2,...,7) jsou ¢isla celd a r jest ve viech
vyrgzech totéZ celé Cislo kladné. (Viz pozndmku v § 12) Pak lze
nejvetsi spoleénou miru a nejmensi spoleény nésobek éisel téch
zcela snadno vyjadriti.
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JetotiZ (a,b,...,c)=p% pote... pir, [a, b, ... c]= p," pMs...p,r,

kdez d; = min (a;, b;, . . . ¢;), n; = max (a;, b, . . .,c,).%)
Dokazme to pro (a, b, ..., c).
Kladni spole¢ni délitelé ¢isel a, b, ..., ¢ jsou éisla m tvaru
m = p," p™: ... pMr P,..,.l R M
kdez m,, my, ..., m, jsou cela ¢isla hovici podminkdm
mi<a, m<bi,... m<lci(=12...,7) (1
mri1 L0, ..., m < 0. ' (2)
Podminky (1) lze nahraditi podminkami
m; < d;.

Nejvétstho spolecného kladného délitele dostaneme pro
mi=d;, +=1,2,...,71; ?n,-=0, j=r4+1, r4+2,...,8
Je tedy d skute¢né n. s. d.

§ 14. Koneénym poctem pokusu lze vidy rozhodnouti, zda
dané é&islo celé kladné a je prvoéislem. Cislo a nebude totiz prvo-
¢islem, je-li délifelno nékterym z éisel 2, 3, , a — 1. Staéi vSak

zkouseti délitelnost pro ¢isla celd >1 a é ]/c?. Je-li totiz d cely
délitel ¢isla @, > 1 a <<a, tedy a = dd’, kdez celd éisla kladnd
d,d" jsou > 1, lze beze vieho predpoklidati d < d’, nebot bychom
v opatném piipadé mohli spolu d a d’ zaméniti; z d < d' plyne
viak a = d? > d2, tedy d<Ja. Budeli d < [Ja], bude téz
d < ]/Ia jezito [Va] < ]/’a Nema-li @ Zadného délitele mezi éisly
¢ olyml >2a< []/a] je prvocislem. Pri tom staéi v3ak zkoumati
pouze d€litelnost prvocisly, takZe lze vysloviti vétu: Cislo celé

lladné a je prvotislem, neni-li délitelno Zddnym prvocislem < [Va].
Na tom zaloZen jest postup, jak z prirozené rady Ccisel 1,

2, 3, 4,... vylou¢iti viechna prvocisla. Je to tak zvané sito
liratostenovo.

Metoda pozustavd v tom, Ze postupné vynechame vSechny
nisobky uréitého prvoéisla. Zacneme tak, Ze vynechime v3echna
¢isla suda t. j. S8krtneme kazdé druhé. Pryvni_¢&islo, které niam
zbude, je prvoclslo 3. I tkrtneme kadé &islo délitelné 3. Prvni
¢islo, které nam v radeé ¢iselné zbude, je prvodislo 5. Nyni vyskrtne-

*) Jsou-li «y, ay, ..., ap &isla redlni, je m = min (al, gy -+ + 5 Q)
nejmensi z d&isel a,, a,, e...akr & M = max (a,, @y . ...akL) nejvétsi
2 Cisel dy, ag.. ... .agp. Na pf. min (---3,0, —3) = — ‘*) max (— 3, 0,
—3) =0
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me kaZdé ¢islo délitelné 5, atd. Je-li po nékolika krocich p prvni éisl»
prirozené rady ciselné, které zistalo nepreikrtnuto, je p prvocislo.
VySkrtame-li nyni ndsobky p, tedy kazdé éislo p-té; budou éisla ¢
hoviei vztahu p < ¢ < p® prvocisly. Checeme-li uréiti viechna prvc-
¢isla < x, kdezZ x e libovolné ¢islo redlni kladné, stadi z prirozenc
fady ¢iselné vylouéiti ndsobky vsech prvecisel < []/x]. Ta'’:
kdybychom chtéli uréiti prvocisla kladnd < 30, staéi vySkrtati
nasobky 2, 3, 5, jeito'[]/30] = 5, a zbudou ndm dalsi prvoéisl:
7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.

Existuji tabulky uddvajici, zda dané ¢&islo celé kladné jc
prvocislo. Nejvétsi tisténé tabulky toho druhu jsou od Lehmera
(Factor table for the first ten millions) uddvajici nejmensiho
kladného celého délitele kaZzdého c¢isla nedélitelného 2, 3, 5, 7
mezi 0 a 10017 000. (Washington 1909.)

Nejvétsi rukopisné tabulky jsou vSak Kulikovy (Jakub
Filip Kulik, 1773—1863, prof. matematiky na pra%. université).
chované v knihovné videnské akademie, udavajici nejmensiho
kladného celého délitele kazdého ¢isla nedélitelného 2, 3, 5 v prv-
nich sto milionech. Podle minéni Lehmerova, ktery jich uzil pfi
své praci, by se k publikaci nehodily, jezto obsahuji dosti chyb,
a¢ ovSem by pri publikaci dalsich tabulek mohly tkol znaéné
usnadniti.

Malé tabulky prvoéisel jsou:

Luigi Poletti, Tavole di Numeri Primi, Manuali Hoepli,
Miléan 1920, obsahujici prvoéisla mezi 1 a 200000, rozklad prvnich
50000 ¢isel celych kladnych a jiné podobné tabulky.

§ 15. Budiz a &islo celé :i:O Necht je |a = p; “py's .. DBk,
kdeZ p,, ps, - . ., Pr jsou ruazna prvoéisla a a,, a,. ..., ar ¢isla
celd, > 0. Cislo celé kladné d bude délitelem a, lze-li ]e psati ve
tvaru d = pl"l Pot: pr“l. kdez pro ¢isla celd dl, dy, . . ., d; plati
nerovnosti 0 < d, < < al, <dy<ay...,08d, < a,. Z toho plyne,
e kazdy élen soudinu _ -

(14 Pl + P12 "‘ Sy (1 4 py + P+ ...+ p™).
(1+pL+PL + . +PL“l)

bude celym kladnym dehtelem ¢isla @.a naopak vSechny celé
kladné délitele &isla a lze takto obdrzeti. Podet délitel celych
kla.dnych ¢isla a, gy(a), je tedy.roven poctu ¢lend tohoto soudinu,
t. j.

oola) = (@, + 1) (@ + 1) . .. (ax + ).
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Souéet celych kladnych délitelu ¢isla a, o)(a), je roven onomu
soudinu, t. j.

o+ ] Tl — 1 Pk"’-'+]—l
gla)=B" T kT T
p—1 pe— 1 me—1

Snadno lze také urciti soucet 7-tych mocnin celych kladnych
délitela cisla a, o.(a) (r celé &islo kladné). Tento soucet je roven
souéinu
A+ + 224 . )L+ p 4 ¥+ ™).

M+ P+ A T,
takze
Py (1) r (@ +1)r_
o) = =1 e . !
p—1 p—1 o’ — 1

Snadno lze nahlédnouti, Ze ¢,(PQ)= o:(P)¢,(Q), jsou-li
P, ¢ ¢isla celd nesqudélnd F0,r >0.

§ 16. Proa=2"—! (2% —1) (n éislo celé kladné) bychom za
predpokladu, Ze 2" — 1 je prvoéislo, nagli
2 —1 (2r—1)2—1
2—1 (20 —1)—1

— 20 (2" — 1) = 2a.

gy(a) =

Cislo a pravé uvedené je tak zvané ¢islo dokonalé (perfektni).
Tak nazyvaji se éisla, pro néz plati o,(a) = 2a, g,(a) —a = a,
t. j. jez rovnaji se souétu svych déliteli celych kladnych mensich
nez dané é&islo samo. Cisla dokonald lichd nejsou znima (také
v8ak nebyl proveden diukaz, Ze neexistuji).

Ukazme, Ze neni jinych éisel dokonalych sudych mimo ¢isla
tvaru 27! (2» — 1), kdeZ »n je éislo celé kladné, 2 — 1 prvocislo
(¢isla dokonald Euklidova typu, Zdklady, 9. kniha, XXXVI, Servi-
tiv preklad str. 154).

Necht ¢islo a = 2%g je dokonalé (n éislo celé kladné, ¢ é&islo
liché > 0).

Pak je g,(a) = 0,(2") a,(q) = (2"t' — 1) 8, oznacime-li g,(9) =
= 8. Z dokonalosti ¢isla a plyne o,(a) = 2a, t.j. (2*t1—1)s =
on+1 q

= 2u+1lg tedy 8 = neboli s = q + d,

ontl _] q + o+l __ |’

kdez d = Fﬁq—_l Cislo d je tedy celym kladnym délitelem éisla g;
jeito pak s = g 4+ d .a s znaéi soucet celych kladnych déliteld

céisla ¢, ma ¢ za délitele celé kladné pouze g a d. To neni jinak

25



mozno, nez kdyz d =1 a ¢ = 2"*1 —1 je prvocislo. Pak sku-
te¢ne g = 27 (27+1 — 1).

Ma-li byti 2» — 1 prvoéislo, musi byti » prvocislo. 27« — |
jest totiZ délitelno 27 —1 i 272 —1. Tato podminka je nutnd, nikoliv
viak dostadujici. 2* — 1 je prvoéislo pro tyto hodnoty =:

2, 3, 5,7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127.
Naproti tomu

223 — 1 = 47 . 17848l.

Viz Kraitschik, 7 1. 9, 218; 2 19.
Plati-li pro ¢isla celd kladné a, b

oy(@) = 0y(6) = a + b,

nazyvaji se cisla ta spritelend. Pak je patrné g,(a) —a =,
0,(b) — b=a. Takovymi ¢isly jsou na pt. a = 220, b = 284.

§ 17. KaZzdému celému déliteli d &isla celého kladnéha a
odpovidd délitel cely kladny a/d, tak zvany délitel komple-
mentdarni. UvaZujme vSechny celé kladné délitele éfsla celého
kladného a, sefazené tfeba podle velikosti d, = 1,d,, d,, . ..
corydy=a, kdez v = gy(a). Pak délitelé komplementarni
a/d, = a, a/d,, ald,,...,al/d, = 1 dévaji fadu predeslou, psanon
v obriceném porddku. Oznadme P souéin celych kladnych déliteli
¢isla a. I bude

Pzdldz...dy
a téz
a a a
P=__.°" ...°2
4, d, 4,

Bude tedy P?= a’, a tudiz P = al*, v = g,(a)-

Lze snadno nahlédnouti, Ze v je sudé vyjimaje pripad, kdy a
je uplny étverec, t. j. kdy a je étvercem ¢isla celého. Délitelé.
celi kladni ¢isla a se rozpadaji na dvojice déliteld spolu komple-
mentdrnich, vyjimaje ptipad, kdy existuje délitel rovny svému
déliteli komplementdrnimu, co? nastane patrné, jen kdyZ a je
iplny ¢tverec.

§ 18. Budeme hledati rozklad [z]! (x > 0) v prvoéinitele.

Predpoklddejme nejprve x celé. V z! mohou se vyskytovati
jen kladni prvoéinitelé p < x. Je otdzka, v jaké mocniné se p

vyskytuje. Poéet ndsobka p zitady 1,2,3,..., z je [%], podobné
pocet nasobku p? je [%] , poéet nasobku p? je [—;3] atd. Kdyhy
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sou¢in z! neobsahoval Zadného &initele délitelného p?, obsahovalo

by z! prvocinitele p prave [—p—] -krdt. Vyskytuji-li se viak také

¢leny délitelné p?, priddva kazdy z nich k [ﬁ] jeden novy cCinitel p.
Bude tedy pocet ¢initeli pochazejicich odz:”:lem'l délitelnych p a p?
roven [—:7 + [% . Stejné poskytne kazdy élen soucdinu délitel-
ny p* k uvedenym dalifho ¢initele p, takZe ¢leny fady 1, 2, 3,...,z
délitelné p, p?, p® davaji v z! p na mocninu [%] + [x] + [-:-t—]

pa
Tak muZeme pokradovati. Bude tedy z! délitelno p pravé v moe-

T BRBIEe

1
Rada ta sama se ukonéi, jeito je 1; =1 jen pro m < %BZ.

logp’

lo
pro p_;‘ <1, tedy m > —— B ,Je [f] = 0. Je tudiz

log p’°" |p™
o — mpl i1+ (214 2]+
Pz

kdez soudin se vztahuje na prvocisla < z.

z T
Jest viak pro kazdé reslni >0 [z] !=Hp[;] +lgl
=2
Dukaz bude snadno plynouti z véty pomocné z § 2: Je-li x
kladné éislo redlni a k kladné éfslo celé, je

=] _[=
7= 15]
Podle predeslého je

gt = gL+ (2 [
p=lz]
» v rd v [x] x ? v
Pod'~ 014 véty pomocné viak o = |- |. Diale mnozstvi

prvocisel, hovicich nerovnosti p < [2], je totozne s mnoZstvim
prvodisel hovicich nerovnosti p < . Z tcho pak vyplyvé ihned
tvrzeni.
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Je-li z ¢islo celé > 0, lze je zndzorniti v soustavé p-adické
ve tvaru
x=ay+ ap + ap®*+ ...+ apt,

kdez k je ¢islo celé > 0, a; jsou p-adické ¢islice, t. j. ¢&isla
celd spliujici nerovnosti: 0 <a, <p; 1=1,2,3,.. .,k (Viz §2

str. 9).

Pak je -
" = @+ ap+ ayp* + . .. + apt—!
- - ‘
> =ay+ asp + ...+ appt—2 -
| D"
N
o
Tz x
e

[—‘”—]+[""]+...=a1+a2<_1+p)+a3<1+p+p2)+..-
oot a(l+p+ PP+ .. 4+ P

gt =1 P

_alp_l-}—az p—l'+a3p—l + ...
k__ 1

P

p—1

T (ag + ay+ a; +. . j|‘_al) .

- o —1

Pro p = 2 bude [?] -+ [EE] + ...=x—h. huddva, kolik
je mezi cislicemi a,, a,, a,, . . ., a; jednicek.

Dokazme s1 vétu:

Jsou-li ny,m,, ... m Cisla celd kladnd hoviei podmince
n=n,+ ny+ ...+ ng, pak je nyl/ny!n,! ... n! é&islo celé.

BudiZ p libovolné prvoéislo. n! obsahuje p pravé v mocniteli

Sl - (A
+[”‘+””;;“Jf”"]+...
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Souéin n,!n,! ... ni;! obsahuje pak p pravé v mocniteli

e L IR E SRR 1

Jest' viak podle § 2 str. 8
m+n+ ...+ " n, Ny Nk
' ' > [T 22y 4 |
[ [2[5]+[5]++ [G]

3@_1+n2—|—p-_ + nx ~ 72 Ny fk
[ p* ]=[p2]+[p2]+ + [pz]

z ¢ehoZ tvrzeni ihned plyne. n!/n,!n,! ... 7! je pocet permutaci
n prvkd, z nichZ je resp. n,, ny, ... , nx stejnych. Je to koeficient
u MM . .. 2™ v rozvoji (2, + %, + . . ., + xx)". Ve specidlnim
pripadé je tak dokdzdna celost binomického koeficientu

f
n n n:
— = ' T n=mn -I— 9.
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