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2. LINEARNI ROVNICE O 2 NEZNAMYCH

Obritime se nyni k vlastnimu tkolu, t. j. k feSeni neuréitych
rovnic. Neuréitou &li diofantickou rovnici budeme rozuméti algebraickou
rovnici, kterd ma nekoneéné mnoho fefeni. Takovd rovnice mé jisté
aspoti dvé nezniamé, ale ne ka%da rovnice o dvou nezndmych je ne-
urditd. Na pf. rovnice (22 — 1)(y + 1) = 0 nenf neuréitd (proé?).

Relenfm neurtité rovnice budeme rozuméti v dal¥im toto: vyhle-
dats véechna celd &isla, kterd dané rovnici vyhovuji. .

V této kapitole si rozfefime linedrni rovnici o dvou neznémych.
Napifeme ji v tvaru '

ax + by =c; (2,1)
p¥i tom budeme predpoklidati, Ze a, b, ¢ jsou &fsla cela.

Mé-li rovnice (2,1) viibec néjaké celoliselné feSeni z, y, pak nej-
vétdi spoleény délitel &isel a, b je délitelem éfsla c¢. Tato podminka je
tedy nuind pro FeSitelnost rovnice (2,1); to znamena: neni-li splnéna,
nenf rovnice (2,1) FeSitelnd. Na pf. rovnice 2z 4 4y = 5 je nefeditelna.

Ale uvedensd podmfnka také staéi k tomu, aby rovnice (2,1) byla
feliitelna. Platf totiZ: je-li nejvétsf spoleény délitel & ¢isel a, b délitelem
disla ¢, m4 rovnice (2,1) feSeni.

Abychom to dokézali, uviZime, Ze bl i jsou ¢&isla nesoudélna.

8’ 8
-l
Podle kap. 1 lze uréiti celd éfsla «, g tak, Ze

b

Cela ¢isla . = « . —%, y=248. %jsou pak fedenim rovnice (2,1), coZ na-

hlédneme, znisobime-li rovnici (2,2) &islem c.

Mizeme tedy vysloviti tento souhrnny vysledek: nutnd a postaéu-
jtci podminka, aby rovnice (2,1) (kde a, b, ¢ jsou cela &isla) byla Fefitelnd
celymi &isly, je, aby nejvétSaspoleény délitel &isel a, b byl délitelem &isla c.

Jinak vysloveno: rovnice (2,1) md celodiselné Fedeni tehdy a jen
tehdy, je-li nejvétst spoleény délitel &sel a, b délitelem &isla c.
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Je-li rovnice (2,1) feSitelnd, pak nemé jediné FeSeni, nybrz — jak
uvidime — nekoneéné mnoho Fefeni. Uréime-li jedno z nich jakymkoli
zptisobem (Euklidovym algoritmem nebo zkusmo), dostaneme snadno
viechna ostatni. Probereme si zase nejprve &fselny piklad. Rovnice

9r — 42y = 15 (2,3)

je podle pfedchozfho felitelnd, nebotf nejvétsi spoleény délitel &fsel 9,
42, totiZ 3, je délitelem ¢&fisla 15. Zkrdt{me rovnici (2,3) tfemi: vyjde

3z — 14y = 5. (2,4)

Tato rovnice m4 ziejmé tdZ fefeni jako (2,3). Jedno ¥eSeni rovnice (2,4)
jez=11,y=2 (mégno zkusmo). Plat{ totiz

3.11 —14.2=5.
Odeéteme tuto rovnici od rovnice (2,4): dostaneme

3(x — 11) — 14(y — 2) = 0,
gili ' ‘
3(z.— 11) = 14(y — 2). (2,5)

Cisla 3, 14 jsou nesoudélni: 3 je délitelem soudinu 14(y — 2); podle
kap. 1 je tedy 3 délitelem ¢&isla y — 2. Lze tudiZ urditi celé éslo ¢ tak,
%e y — 2 = 3t. Dosadime-li do rovnice (2,5) za ¥y — 2 a krdtfme tfemi,
vyjde z — 11 = 14t. Kazdé celodiselné Fefien{ rovnice (2,4) lze tedy
napsati v tvaru: '
= 11 + 14¢,
Yy = 2 + 3t,

kde ¢ je néjaké celé &slo. Zvolime-li za ¢t v téchto dvou rovnicich libo-
volné celé ¢islo, jsou piisluinéd z, y celodiselnym FeSenfm rovnice (2,4),
jak se piesvédéime dosazenim. Rovnice (2,6) ndm tedy divajf privé
viechna Fefeni rovnice (2,4).

Podobného postupu uZijeme obecné. Rovnici (2,1) kritime nej-
vétdim spoleénym dé&litelem &fsel a, b (ktery musf byt délitelem
dsla ¢). Je-li 24 9, jedno Fefeni rovnice (2,1), dostaneme viechna
ostatni ve tvaru:

(2,8)
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b

z:zo-{—?.t,
a
y=yo*?-t:

kde-t probfha viecka oceld éfsla. Odvodte si podrobné sami!

Nejjednodussim p¥padem neurdité linedrni rovnice o dvou ne-
zndmych je t. zv. homogenni rovnice (s nulovym absolutnim &lenem)

ax 4+ by = 0.

Tato rovnice je vidy keditelnd (prot?). Napiste sami jeji obecné Fedent!
ProtoZe ureni jednoho feSeni rovnmice (2,1) pomoci Euklidova
algoritmu nebo zkusmo je n8kdy zdlouhavé, uZfvime v praxi tohoto
gpusobu:
Rovnici, jejiZ FeSitelnost jsme zjistili, na pE.
— 17z + 91y = 24,
upravime na tvar
17z = — 24 + 91y, (2,7)

t. j. osamostatnime &len s tou nezndmou, jejiZ koeficient ma mens{
absolutni hodnotu. Rovnice (2,7) vyjadfuje, Ze — 24 4 91y je é&islo
dslitelné sedmnécti. To znamena, pfiéteme-li ke kaZdému &lenu na
pravé strané rovnice (2,7) libovolny nisobek sedmnécti, zistane vy-
sledek délitelny sedmnécti. Ndsobky zvolime tak, aby se absolutni hod-
nota &isel co nejvice zmensila. Pfidteme tedy k prvnimu &lenu —24
¢slo 1. 17, k druhému — 5. 17y. Vyjde — 7 4 8y, coi je jisty na-
sobek sedmnécti: existuje tedy celé &fslo » tak, Ze plati

17y = — 7 + 6y,
6y =7+ 17u. (2,8)
Na rovnici (2,8) uZijeme téhoZ postupu jako diive. Dostaneme:
bv=1—u, \

Siiu= —6v+1.Zau dosa.dime do (2,8), vyjde po tipravé y = 4 —
— 17v. Za y dosadime do (2,7): vyjde po tGpravé z = — 9lv 4 20.
KaZdé fefeni dané rovnice lze tedy napsati ve tvaru
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r = — 9lv + 20, o o
y=4— 17, (2,9)
kde v je celé é&islo.

Obricené rovnice (2,9) dédvaji pro kazdé celé &islo v celodfselné
¥eenf dané rovnice, jak se presvéddime dosazenim. Zidime-li na pf.
jen kladné feSenf, dostarieme z nerovnostf x > 0, ¥y > 0 podminky
v<$lL o<, t.jv=0—1 -2

Promluvime si jeité o ]ednodu- ot
chém geometrickém vyznamu feSeni Y
neurdité linedrni rovnice. Jistd vite, jak
si graficky znézorfiujeme rovnice o dvou
proménnych z, y. Vychdzime ze sou- A N
stavy pravothlych soufadnic: poloha N B
bodu v roviné je ddna dvojicf reilnych 7
¢isel z, y — jeho soufadnic. Jsou-li obg ~ ‘lo << c X
soufadnice z, y celd &fsla, dostaneme
bod, kterému Hkédme m#fZovy} bod ro-
viny. Viecky mi{Zové body dostaneme
jako pruseéiky rovnobdZiek s osami
soufadnie, vedenymi ve vzdélenostech
0, +1, 42, ... (obr. 1).

Rovnici ax + by = ¢ vyhovuje nekonedné mnoho dvojic &isel
z, y; jejich geometrickym zndzornénim je nekoneéné mnoho bodi.
Tyto body vypliiuji pfimku a Hkdme, Ze rovnice ax + by = ¢ je jeji
rovnicf. Najfti vSecka celodfselnd Fe¥enf této rovmice znamens tedy
geometricky: nalézti na dané p¥imece viecky m¥i%ové body.

Na obr. 1 je zndzornéna pHimka p o rovnici 2z + 3y = 5. Jeji
celoéfselnd, FeSend dosteneme znimym zpisobem ve tvaru

r=4 — 3u,

y=2u—1,
dosazujeme-li za u &fsla celd. Tim jsou dény i m¥Zové body na pFimce
p. Na obr. 1 jsou vyznateny body (—2; 3), (1; 1), (4; —1), které dosta-
neme z rovnic (2,10) postupné pro v = 2, 1, 0.

V&imnéme si jedts, e dosadime-li do rovnic (2,10) libovolné (nikoli
celé) ¢islo za u, dostaneme soufadnice z, y, které vyhovuji rovnici

~
/

Obr. 1.

(2,10)
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2x + 3y = 5 piimky p. Rovnicemi (2,10) jsou tedy vyjidfeny sou-
Fadnioe vlech bodi pfimky p pomocf nové proménné «, t. z. parametru:
proto se rovnice (2,10) nazyvaji parametrické rovnice pfémky p. Ctens¥i,
kteH se trochu vyznaji v zékladech analytické geometrie, védi, jak
potetnd uréime bod pfimky p nejblizéi poddtku: je to pata P kolmice
vedené poditkem k pifmce p. Rovnice této kolmice je — jak zndmo
% analytické geometrie —

. 3z — 2y = 0. - (2,11)

Parametr u, bodu P dostaneme, dosadime-li za z, y do rovnice (2,11)
v rovnic (2;10) a vypodteme u: vyjde u, = }§. MiHZovy bod piHmky p
nejblizsf poditku tedy uréime, najdeme-li celé &fslo # nejbliZsf hodnots
4o = }4. Tim &slem je u = 1 a nejblizé{ m¥Zovy bod je proto (1; 1)
v souhlase s obr. 1. -

R ~
Cvileni 6. Rozleste dlohu z dvodu.
~ . N\

7. V3k muZe a Zfeny jsou obrédcend®) (dvoucifernd) &isla a jejich rozdil je
potina v8ku Zenina. Urdete jo.

8. Vypodtéte na desitky dkg vahu dvou druht konserv; mensf konserva je
lehdf neZ 1 kg a podafilo se vyvéZiti 11 menSich konserv festi v&tSfmi a kilogra-
movym zévaZim.

9. 19 bodt v rovind, z nich¥ 24dné t¥i nejsou v pimce, spojujeme tak, aby
vznikaly trojihelnfky a &tyrdhelniky. Kolik narysujeme trojihelnikii a kolik
Styrthelniki, je-li ka¥kdy bod vrcholem jediného obrazce?

10. Na pifmcee 5z + 3y = 11 najdéte mifZovy bod nejbliZsi ose x.

11. N&kolik osob je udastno stejnymi podily na spoleéné koupi. Vzroste-li
pobet uBastnikir o 3, klesne velikost podflu o 4 tisice K&. Kolik bylo pivodné
osob a jaky byl podfl? -

12. Dopravni podniky maji k disposici pro dopraveni 12 000 osob dva
druhy souprav: souprava A pojme 90 osob, souprava B 150 osob. Kolik kterych
souprav je theba, aby byl jejich celkovy po&et co nejmensi. [Ndvod: je-li z poet
souprav A, y podet souprav B, sestavime rovnici a rozfeSime ji: pak vyjidfime
z + y pomooi velidiny u a u zvolime tak, aby = 4 ¥ bylo minimé4in{.]

* 13, Bndmovna ciziho stdtu ma 253 poslance, kteff ndleZeji tfem strandm:
vl4dn{, neutrdlni a oposici. Vlidni strana je nejvété, ale nemé absolutni v&tsinu:
k jejimu dosaZeni potfebuje pravé 289, hlasi strany neutrilni. Ob& neoposi&ni
strany majf dohromady vic neZ dvoutfetinovou vétiinu. Kolik poslanct maji
jednotlivé strany? [Ndvod: ozna¥te z pofet hlast stra.ny vléddn{, y podet hlast
strany neutrdln{: pro FeSen{ uZijte omezeni z > y, =z + y = 169.]

*) Obrécend &isla jeou na pf. 2374 a 4732.
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