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KAPITOLA III.

METRICKA THEORIE RETEZCU

§ 11. Uvod

V celé predeslé kapitole jsme vidéli, Ze realna &isla se mohou velmi lidit svymi aritme-
tickymi vlastnostmi. Mimo zékladni rozdéleni redlnych &isel na racionélnf a irraciondlni,
na algebraické a transcendentni, je moZné fada znadné pfesnéjsich daldich rozdélent
téchto &sel podle celé Fady znakd charakterisujicich jejich aritmetickou povahu a pfe-
devsim podle charakteru té aproximace racionédlnimi &sly, kterou ona &sla pipoustéji.
Ve viech takovych pfipadech jsme se doposud spokojili prostym stanovenim, zda &isla
majici néjakou aritmétickou vlastnost skute#né existuji. Tak vime, Ze existuji &sla, pFi-

poudtéjici pkiblizné vyjad¥eni racionélnimi zlomky Lq’- jen s pfesnostf, jejiZ fad nenf vy8if

nez iz (takové jsou na pF. viechny kvadratické irraciondly). Vime vak také, Ze existuji
q

&isla dovolujici aproximaci vyZ#fho stupné (véta 22, kap. IT). Ptirozen se ndm naskyta
otdzka, které z obou opadnych vlastnosti je tfeba pfiznat v&t3{ ,,obecnost*’, ktery z onéch
dvou typu redlnych &isel se ,,&astéji vyskytuje®.

Chceme-li dat takto kladené otézce pfesnou formulaci, musime mit na zfeteli, Ze
po kaidé, kdyZ jsme vyslovili n&jakou vlastnost redlnych &sel (na pk. irracionilnost,
nebo transcendentnost, nebo vyjadfitelnost s omezenou posloupnosti prvka atd.),
soubrn viech redlnych &isel se rozpada vzhledem k této vlastnosti na dv& mnoziny:
1. mnozinu &isel majicich danou vlastnost a 2. mnoZinu &isel bez této vlastnosti. Otdzka,
kterou chceme klast, se pfevede na dlohu porovnat tyto dvé mnoZiny s cilem stanovit,
kterd z nich obsahuje vice &isel a kterd méné. MnoZiny redlnych &isel lze viak spolu
srovnivat s riznych hledisek a pomocf riiznych charakteristik. MiZeme kldst otazku,
jaka je jejich mohutnost, jejich mira i fada riznych zevieobecnéni této miry. Nejzaji-
mavéjii jak svou methodou, tak svymi vysledky je metrickd problematika, zabyvajici se
mirou &selnych mnozin, danych riznymi vlastnostmi &isel, jez se v nich vyskytuji.
Tato nauka, kterou moZno nazvat metrickou aritmetikou kontinua, prosla v posledni dob&
znaénym rozvojem a vedla k mnohym jednoduchym a zajimavym zékonitostem. Jako
u kaZdé nauky o aritmetické povaze irracionélnich é&fsel, i zde je aparit Fetézea piiroze-
nym a nejlep3im néstrojem studia; abychom viak vybudovali tento aparét jako nfistroj
metrické theorie &isel, t. j. abychom ho uZili ke studiu miry mnoZin, danych aritmetic-
kymi vlastnostmi &isel, jeZ se v nich vyskytuji, musime patrng pfedeviim podrobit onen
aparét sdm podrobné a viestranné metrické analyse; jinymi slovy, musime se naudit
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uréit méru mnozin &isel, jejichz rozklad v Fetézec ma pFedem dané vlastnosti. Otizky tohoto
druhu mohou mit velmi rizny charakter. MiZeme se ptét, jakd je mira mnoZiny &isel,
pro né% e, = 2, nebo pro néz g,, << 1000, nebo ktera maji omezenou posloupnost prvka,
nebo mezi jejichZ prvky nejsou sudi &isla atd., atd. Souhrn method slouZicich k FeZenf
tiloh podobného druhu tvoii metrickou theorii Fetézeiz, jejimZ poédtkim a elementdrnimu
pouZiti je vénovéna tato kapitola. JeZto se pFiétenim libovolného celého &isla k danému
reilnému &islu jeho podstatné aritmetické vlastnosti neméni, omezime se pfitom v dal-
Bm na realna &isla lezic{ v intervalu (0, 1) (t. j. poloZime viude a, = 0). V metrické
theorii je takové omezeni na koneény interval ostatné nutné, chceme-li, aby mira
mnoZiny nebyla v obecném pi#ipadé nekoneéné velka.
Piedpokladdme, Ze &tenéf je obeznidmen s hlavnimi vitami theorie miry linedrnich
" mnozin.®)

§ 12. Prvky jako funkce zobrazeného é&isla

KaZdé redlné &islo o 1ze jedinym zpisobem vyjadfit Fetézcem
o = [ay; 65, 6y, ...

KaZdy prvek a,, je tudiZ jednoznalné uréen tim, Ze je dino &slo «, t. j. je jednozna&nou
funkef o:
a, = a,(x).

Ke zbudoviint metrické theorie fetézc je prvnim krokem takové zkouméni této
funkce, které by ndm dovolilo utvofit si aspoii obecnou pfedstavu o jejim pribéhu.
Tomu je vénovin tento paragraf. '
| Jak jsme jiZ poznamenali v paragrafu 11, poloZime viude a, = 0; abychom zkratili
oznadeni, budeme p¥i tom misto

« = [0; a;, @y, ...]

peit kratéeji
. o = [ay, Gq, ...];
poloZime tudi¥
i
[al' ag, -u] = —‘-——1—
o+ az + ..:
Viimnéme si nejdfive prvnfho prvku a, jako funkce . Jeito
1 1 ‘
et —1 .
& oy +
s Gyt ...

oo 1
je patrné g, = [%], t. j. a; je nejvEtEi celé &islo nepfevysujici . Je tudiz

%) V&domosti vice neZ dostacujici k porozuméni této kapitoly jsou obsaZeny v knize:
P.S. Alexandrov a A. N. Kolmogorov, Vvedenije v teoriju funkcij dejstvitel’'nogo
peremennogo, 1933, kap. VI. e V &eské literatufe: Cech. o
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g, =1prol<—<2,tji+<axl,

a=2pro 2 —<3, t.j.t<aslt}

'—'Ql'-' 9|r—l

N

e, = 3 pro 3§:<4, ti.it<a<i,atd;

obecn&
) 1

a1=kprok§l<k+l, aéT.

. 1
th i<
Funkece @, = g,(x) mé tedy nespojitost pro viechny ty hodnoty «, p¥i nichi — Je celé
&islo a roste do nekonedna pFi &« — 0. Jeji grafické zobrazeni je déno v obr. 1.
Poznamenejme je3té, Ze a, je konstantni v kaZdém z intervald (k 1 <ol — )

které nazveme intervaly prvntho pofadi, a Ze

1
ofal(a) do = + oo,

jeZto tento integral se d4 patrné vyjddfit divergentni fadou

@ @
N
k=1 \k  k+ 1] p=1k+1
Pfejdéme nyni ke studiv funkce a,(x). K tomu si viimnéme nejprve libovolného
pevného intervalu prvniho pofadi
1

< —.
=k

Py
V tomto intervalu je viak a, = k, a tudiZ

1
o=

1°
2

pii éemz 1 < r; < 0 a ay = [ry]. KdyZ ry roste od 1 do o, o roste od—l— do -;‘—,

k41
probfha tudiZ dany interval prvniho pofadi. Pfitom je patrné, Ze

1
g, =1prol1<r, <2 t.j. k+lsa<k+§'

1
g, =2pro 2<r, <3, t.j. k+isa<k+1}'

.1 1
e, =3pro3<r, <4, t'J'k+}§a<k+}'

a obecné
ag=Ilpol<r,<l+1, t.j. 11§a< ll
kT ki
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V intervalu prvniho pofadi <aZ % mé tedy grafické zndzornéni funkce

1
kE+1
a4(x) tvar vyobrazeny na obr. 2.

Funkce ay(«) je stala v kazdém z intervalk

1 1
)

[

a,(a)

A -

4

7
17 1 1 1 '
0 F & 3 2 1T a
Obr. 1.

které nazveme intervaly druhého pofadi. KaZdy interval prvniho pofadi se tudiZ roz-
pada na spo&etnou mnoZinu intervali druhého pofadi jdoucich zleva naprave (pfipomi-
ndme, e intervaly prvntho pofadi tvoki posloupnost jdouci zprave nalevo). MnoZina
bodi, v nichZ je a; = k, je jeden interval prvmiho pofadi; mnoZina bodid, v nichz
@y = |, je spodetnd mnoZina intervali druhého pofadi (po jednom v kazdém intervalu
prvothe pofadi). KaZdy interval prvntho pofadi je uréen podminkou tvaru a, = k;
kazdy interval druhého pofadi podminkou tvaru a, = k, @, = L.

Definujme nyni jiZ obecné interval pofadi n a sledujme pribéh funkci a,(x), ag(x), ...,
a,(x). Kazd4 soustava hodnot

a;=k,a;=ky..,a,=k, (54)

uréuje interval J,, pofadi n. Abychom mobhli sledovat prabéh funkce a,.,(x) v inter-
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valu J,,, poznamenejme, Ze libovolné &islo o tohoto intervalu lze znézornit ve tvaru

o = [ky, ks, X kpy Tptdds (55)

kde r,,, nabyv4 viech moZnych hodnot od 1 do . Naopak, pfi libovolném r, .,
(1< rp;, < ) nidm vyraz (55) ddvi slo «, pro néZ jsou sploény podminky (54) a které
tudiz pat#i do intervalu J,,. JeZto a,, ,, = [ry 4], vidime, %e uvnité kaZdého z intervala

a, (o)
- A
L
7 A
1 3 1 1 7 o
A kroBp o g
N 1
it
Obr. 2.

pofadi n nabyvi a,, , ,(«) viech celych hodnot od 1 do . Abychom si utvofili pfesnéjsf

obraz, oznadime jako obvykle ? sbliZeny zlomek é&isla «. Pak je
3

x = Pnln+1 + Pr-a
@11+ Q-
pii demZ, probihs-li « dany interval .J,, r,, 1, roste od 1 do o, kdeZto p,_;, ¢n—1»
Pn» n, Zistévaji stalymi, protoZe tato &isla jsou uréena &bsly a,, a,, ..., a,, kterd maji pro
viechny body z intervalua J,, tytéz hodnoty. Zejména klademe-li r,, = 1 ar,1, -,
dostaneme jako koncové body intervalu J,, body
Pot Pnoy, Pn
It dn-1  Gn
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Protoze
x—Pn_ Prlns1+ Pnoz_ Pn
" 4n GaTner T @n-a n

_ =1y
" qn(@nTnir + Qn—l) ’

je o monotonni funkei r,,, v intervalu (1, ). Tedy i naopak r,,, a také a,,; je
monotonni funkei & v intervalu

Jo= (&’ Pnt pn;l)_
9 9n+ Gn-1
KdyZ tedy o probiha interval .J,, a,, , ,(x) probih4 postupng hodnoty 1, 2, ... a rozklada
pEitom interval J, na spodetnou mno#inu intervali pofadi n 4 1. Ty jsou po sobé roz-
loZeny.zprava nalevo pfi sudém n a zleva napravo pti lichém n.

Tak je objasnéno sestrojeni funkce a,(x) aspoii po kvalitativni strince. Nazveme
interval (0, 1) (jedinym) intervalem pofadi 0 a pFedevdim jej pokryjeme postupnd sitf
stile jemné&j¥ich intervald, takZe do kaZdého jiZ sestrojeného intervalu pofadi n vloZtme
posloupnost intervali pofadi n + 1.

Posloupnost jde zprava nalevo, je-li n sudé, a zleva napravo, je-li n liché, Funkece
8,1(x) (n=0,1,2,..)) je stila v kafdém z t&chto intervali pofadi n + 1. Je
monotonni a nabyva viech celych hodnot od 1 do @ v kaZdém z intervali pofadi n.
Kazdé soustavé hodnot

ay=ky,a,=ky....,0,=k,
odpovidé prave jeﬂen interval pofadi n a naopak. Obecné&ji soustava hodnot
Gy = k". o, = ks ..., Oy = kg

uréuje obecné spofetnou mnoZinu intervald. ] ]

Prvni otizka, kterou pFirozené klade metricka theorie fet&zcil, je uréeni miry mnoZiny
téch bodit bodi viseZky (0, 1), pro né% a,, = k. Vime jiZ, Ze tato mnozina je vidy tvofena
soustavou intervalii. Jde tudiZ jen o uréeni souétu délek téchto intervali.

Oznadime viude v dal3im
g (Mo e n,)
(oo

mnoZinu bodd intervalu (0, 1), pro n&Z jsou splnény podminky

‘8, =k, a5, = ks, o0y 0, = ko

Zde, jak se samo sebou rozami, viechna n; a k; jsou pfirozen4 &isla, pfi dem3 viechna n;
jsou mezi sebou rizna. JiZ vime, Ze takovd mnoZina je vZdy dina soustavou intervala.

Zv145tE mnozina
L, 2 ...n
E (kl, kyy ooy k,,)
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je — jak vime — interval pofadi n, charakterisovany vztahy
a;=k; (=12,..,n)
Vidy viak mame

w
SE (n,, ceea P19 Ppa Mpiny cany n,) _

‘:l kh---,kz_lg kl' kl+!7 e vy k,

_ My evas By 1y My p1s eaey By
= E(k;,.;., kion ke k,)' (56)

Koneéné oznadime ME miru mnoziny E.
Viimnéme si nyni libovolného intervalu

Ja= E(k,, DA )

pofadi n a intervalu v ném obsaZen¢ho

@ con, n+1
J"+1 E (k,, kyy oo kgy s )

pofadi n 4 1. Vime jiZ, Ze koncovymi body intervalu J,, jsou body

Pn g Pnt Pn: 1
qn Qn+'ln 1.

kde obecné znaél p E sblizeny zlomek fadu k Fetézce
/3
[F10 gy oo o0 Kg). N
Na druhé strang pro viechny body intervalu J , méme -

Gpi1= [’n+1] =3,
odkud
sZr,a<s+ L
Budou tudiZ ze viech bodid

& = PaTn+1 + Pn-a
9nTn+1 1 n-a

intervalu J, patfit do intervalu J;“_"_l ty, pronds<r, ., <39 + 1, odkud plyne ze-
jména, Ze koncovymi body intervalu J:,’il jsou body
e

PaS+ Pn-y _Pa(s+ 1)+ Pa-1
@S+ Gn-1 s+ D+ ga

Odtud

. 1 1
M. = Pn__ Pn + Pn-a .
" 9n It 9n-2 Qn(qn + qn- 1) 0 (l + qn-l)
I qn
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MJ® . — PnS+ Pnoyr  Pa(s+ 1)+ pp_, —
n+l = qnS + qn-1 qn(’+ 1)+ qn-1
— l —_— -
T (g + Qn—_l)(‘In(s + 1)+ qn-1)
1
34 (1 Qn—l) (1 ) l qn—l)'
n? ( + Sqn + 3+ 3qn
a tudiz
1 + qn—l
MJ:I.-:d:i 9n -
M, 3’(1+qn—l)(l+ +‘ln 1)
3n Sqn

zde je druhy &initel na praveé strané patmé vidy men3f nez 2 a vétii neZ } (na zdkladé
toho, Ze

l+ qn—l

9n qn 1
—_>1 g 14+ — + < 3).
1+ In-1 dn

$qn

Dostivime tedy

1 M 2
WS mI, S

To ukazuje, Ze v libovolném intervalu pofadi n ten interval pofadi n + 1, ktery je
charakterisovin hodnotou a,, ,, = s, zaujimé ¢dst daného intervalu fadu & Je velmi
dileZité, Ze hranice stanovené nerovnostmi (57) viibec nezévisi ani na &slech k,, k,, ...,

k,, ani dokonce na pofadi n a jsou uréeny jen &islem s. Pfepifeme-li tyto nerovnosti ve
tvaru

MmJ n
. 3s2

2MJ,
mJ:f:-l 8_’—"'

selteme pfes viechny intervaly J, pofadi n (neboli, coZ je totéZ, pfes kj, ky, ..., k,
v mezich od 1 do @) a poznamendme nakonec, Ze je pfi tom patrné

IMI,=1 a TMI®,, = ME ("‘t 1),

najdeme

2
3,<9JIE("+1)<—,-

#m?Z je v prvnim pFibliZenf fefena také vytéena tloha. Vidime, Ze mira mnoZiny bodu,

v nichs néktery pFedem uréeny prvek md danou hodnotu s, lezi vidy mesi 1

2, .
aias—a(a]eto

. 1
tudiz zejména velidina ¥édu _',T)'
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§ 13. Metricky odhad vzristu prvki

Nynf jiZ mdme dostateéné mnozstvi litky k Feeni dloh o mife mnoZin, v jejichZ uréeni
se vyskytuje nekonedny podet prvki. Jako prvni pfiklad takové dlohy dokaZeme toto
jednoduché tvrzeni.

Véta 29. MnoZina viech &isel intervalu (0, 1) s omezenymi prvky mé miru nulovou.

Diikaz. Oznaime E,, mnozinu &isel intervalu (0, 1), jejichZ viechny prvky jsou mensi
nez M. Necht je J, libovolny interval pofadi n, jehoZ body jsou podrobeny podminksm

o, <M @(E=12..n). . (58)

Body intervalu J, vyhovujici dopliujici podmince a,,, = k urduji interval poradi
n 4 1, ktery ozna¢ime J¥),. Dle prvni z rovnic (57) je

MIE, > w MJ,,

odkud
9)2 Z J' N> M, E LI
kxp K
m
>3 J,.W (M+ ),>me
M+1
= 1 MT
T3ME )T
jeZto viak
2 J8,=
k=
je tudiZ
k) 1 =
wiEM Jﬂ+1 > (1 — m) S)IJ“ = 19)2],., (59)
kde poloZeno
1
=l sy

pFi &emz je patrné v < 1, je-li M > 0.

Ozna&ime-li E¥ mnoZinu &sel intervalu (0, 1) charakterisovanou podminkami (58),
vidime z nerovnosti (59), Ze &ast mnoziny E'?+1 obsaZend v ndkterém z intervali J,
potadi n mé miru mensi nez TIMNJ,. ProtoZe patrné interval pofadi n, ktery nepatii do
mnoziny E (t. j. nevyhovuje podminkém (58)) nemiZe obsahovat ani jeden bod mno-
finy E'2+1, dostaneme, séitime-li nerovnost (59) pfes viechny intervaly pofadi n,
které se vyskytuji v mnoziné E'?,

MEP+D < TMEP. (60)
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Postupné uZiti této nerovnosti ndm poskytuje patrné

MEQ+L < " MED (n = 1),
odlcud X
MED - 0 (n > ),

jeito 7 < 1. Avéak svrchu definovené mnozina E ' j€ patrné obsazena v ka?dé z mno-
#in E, takle

PoloZime-li nyni

dostaneme

ME < T ME, = 0.
M=1

Kaidé &slo s ohrani¢enymi prvky pati patrné do mnoZiny E, pfi dostatedn&
velkém M, a tedy zfejmé do mnoZiny E, &mz je vita dokdzina.

Vime (v&ta 23, kap. II), Ze &sla s omezenymi prvky jsou takova &isla o, kterd pf-
poustdji pFiblizné vyjadieni racionalnimi zlomlky ne lepsi ne¥ dle zikona

p C
l *Tg ‘ <7 (61)

(k nimZ patfi, mezi jinym, viechny kvadratické irracionédly). Vidime nyni, Ze viechna
takova &isla tvoH jen mnoZinu miry 0; jinymi slovy, skoro viechna (t. j. viechna s vylou-
éenim mnoZiny nulové miry) &sla pfipou&téjf lepsi aproximaci racionilnimi zlomky. Je
patrné, Ze hlavni dlohou metrické theorie aproximaci je otfizka, jaké je mira mnoZiny
&isel piipoustéjicich dany stupei ptibliZzeni pomoci racionilnich zlomki. Zejména, jaky
je nejlepsi zikon aproximace p¥pustny pro skoro viechna &isla; jinymi slovy, v jaké mife
muzZe byt zlepSen zidkon dany nerovnostmi (61), zanedbime-li mnozinu &isel « s mirou 0.
ReZeni této ilohy podame v p¥ibtim paragrafu; zde jesté dokaZeme toto tvrzeni:

Véta 30. Neche je p(n) libovolna kladné funkce pFirozeného argumentu n; nerovnost
a, = a,(x) = p(n) (62)

@
Jje spinéna pro skoro viechna x v nekoneéném poétu pFipadu, je-li fada T i)- divergentni;
n=1@(n

naproti tomu je nerovnost (62) splnéna 'pro skoro viechna « nanejvy§ v Roneiném poctu

pFipadu, je-li Fada

—_— .
z konvergemni

n

Piedbé&Zna poznémka. PoloZime-li funkci ¢(n) rovnou kladné konstanté M, odvo-
dime z véty.30, e mnozina E, jiZ jsme ufili pti dikazu véty 29, je nulové miry. Tak je
mo#no vétu 29 povaZovat za jeden z jednodusiich specislnich ptipadii véty 30.
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Diikas. Prvni tvrzeni véty se dokéZe zcela analogicky jako véta 29. Necht je J,, .,
interval pofadi m - n, pro jehoZ viechny body

ap i <em+i) (E=12,...,n) (63)

(na a,, a,, ..., a,, neklademe Zadné podminky). Zachovime-li oznadeni zavedens p¥i
dikazu vity 29, najdeme analogicky s nerovnostf (59) :

1
z k) (1 — ) .
W£<¢(m+n+1)']m+ﬂ+1 = 31+ ¢(m+ n+1)) M n

Stitame-li tuto nerovnost p¥es viechny intervaly pofadi m + n podrobené podmfinkdm
(63) a oznalime-li E,, , mnoinu viech &sel intervalu (0, 1), jeZ vyhovujf témto pod-
minkém, najdeme patrnd
1
M < (1= S T 1)

Postupné uZiti této nerovnosti viak dava

) ME, ..

n 1
%Em,n < ME""I "]=12 1— m).

a
Diverguje-li fada & _1_, pak i fada
n=1 (p(n)
® 1
r____ 1
22 30T plm T )

pEi libovolném m patrné diverguje a odtud plyne, jak zndme z theorie nekonednych sou-
&ind, Ze soudin '

i (1 _ _1__)
i=2 3(1 + @(m + i)
mé za limitu 0 pfi n — . TudiZ p¥i libovolném m méme
ME,, o —> 0 (n— o).
" Aviak kazdé¢ &slo o, pFi némz
G <pm+i) (i=12..),
iyati-i patrné do viech mnozZin ~
E

ma = (n=1,2,...)%

mé proto mnozina viech takovych &isel, kterou oznadime E,,, nutné miru 0. Klademe-li
koneéné »
E,+Ey+ ...+ E,+..=E,

vidime, Ze ME = 0. Aviak kaZdé &islo «, pro néZ nerovnost (62) je splnéna jen pro ko-
nedny poéet p¥ipadd, musf patrng p#i dosti velkém m patfit do mnoZiny E,_, a tedy i do
mnoZiny E. Tak je dokézino prvnf tvrzenf vity.
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@™
Necht nyni fada % konverguje. Necht je J, jeden z intervali pofadi n a necht
n=1@(n

Je J:ﬂl interval pofadi n 4 1 obsazeny v J, a definovany dopliujici podminkou
a,,, = k. Podle druhé z nerovnosti (57) mime

. 2
9)2.’,(.’21 < F%Jn,
odkud
m T IR < 20 J, LIPS
kz en+l " k2@(n+1) Kk =

o 1
S E Gt DT O <

@
1 du 4M,
<o (e ) = st
#(n+1)
Oznaéime-li F, mnoZinu &isel intervalu (0, 1), pro né% a, = @(n), a séitdme-li ziskanou
nerovnost dle viech intervali J,, pofadi n, najdeme
4
= qm—l)’
jeito XMJ, = 1. Miry mno¥in F,, F,,..., F,,... tvoli tudiZ konvergentn{ ¥adu.
Oznadime-li F mnoZinu takovych &fsel mterva.lu (0, 1), kterd patii do nekoneéného
poétu mnoZin F,,, budeme mit!?)

MF,

MF = 0.

Aviak mnozZina F je patrné pravé mnoZinou &isel, pro néZ nerovnost (62) je splnéna
v nekone&né mnoha p¥ipadech. Tak je dokazino i druhé tvrzeni véty.

§ 14. Metricky odhad vzristu jmenevatela sbliZenych zlomka.
Hlavni véta metrické theorie aproximace

Véta 31, Existuje takové kladna absolutni konstanta B, Ze skoro viude plati pro dosta-
teén® velkd n .
9 = Qn(o‘) < e,

Ptedb&ini pozndmka. V paragrafu 4, kap. I (vita 12) jsme vidéli, Ze jmenovatelé
4, Pro viechna Hsla o vzristajf, roste-li n, a to ne pomaleji nez &leny néjaké geometrické
posloupnosti s absolutng stdlym podilem. Véta 31 ukazuje, Ze pro skoro viechna & jme-

10) Je to zndmé tvrzeni metrické theorie mnozm Zde viak je dikas: je zre]mé Ze
mnoZing F pro libovolné m je obsaZena v mnoZiné Z Fy, jejiz mira ueprevyﬁuje )3 9)?F n

n=m
a tudizZ p¥i dosti velkém m se miZe uéinit libovoln& malou.
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novatelé g, rostou ne rychleji ne éleny néjaké geometrické posloupnosti rovnéz s abso-
lutné etdlym podflem.

Tento stav véci moZno vyjadFit také takto: existujf takové dvé absolutni konstanty
a, A (1 < a < A), e pro skoro viechna &isla & z intervalu (0, 1) p¥i dostatednd velkém
n plati

n ——
a < Vq,. < A.
Skuteéné plati znaéné siln&j¥i tvrzeni: existuje takova absolutn{ konstanta y, Ze plati
skoro viude
n
Van—>» (n—> o).

AvEak dilkaz této vity je zna¥né slozit€jsi a vyZaduje k provedeni t&ch hlub&ich pomoc-
nych prostfedki, se kterymi se sezndmime v paragrafech 15 a 16. BohuZel, ramec této
knihy nedovoluje)v nf umistit tento ditkaz. Aviak pro nas blizsi hlavni ¢fl — v&tu 32 —
je vlastnost &fsel g, o nif mluvi vé&ta 31, zcela dostaéujici.

Diikaz. Oznaéme E,(g) (n > 0,g = 1) mnoZinu &isel intervalu (0, 1), pro néz

8,85 ...6, = g.

Je patrné, Ze tato mnofina pfedstavuje soustavu intervali pofadi n; délka libovolného
z téchto intervald je rovna, jak vime z paragrafu 12,

Pn__ Pn + Pn;l . 1 l 1
9 qnt qa-1! qn(qn + qn- 1) (anan 1eee Ggm)?’

jeZto po sobé& jdouci uiti sarmoziejmé nerovnosti

. 9n > 6nqn -1
diva
Qp = GpG,, 1 o0 Ga0y,
Tudiz .
1
gREﬂ(g) < E 2.8 (64)

2242
@10, ...8, 29 9n0n_1 """ 030]

kde se s&itdni vztahuje na vBechny kombinace pfirozenych &isel a,, a,, ..., a,, jeZ vyho-
vuji nerovnosti a,a, ... 8, = g. Abychom odhadli tento soudet, poznamenejme, Ze

n 1 " 1
N Y LR S
i1 a2 o ,(a. + 1= .=1 afa; + 1)
a +1 a,+1a,+1 an+1
—on 1’_'[ d_x; _ 2,,]‘ f fdxldx, dx,,
i=1 xz x3ad.
ﬂ
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a tudiz
. n 1
z { I }é 27T (8
Oay ... a2 g

a
-e2 i=1 &;

kde J,(g) je n-nésobny integral
ff j‘ dx, dx,
123 - ’
>1@G=12,...,n),
X)Xy eei Xy = 8.

vztahujici se na obor

Pri g < 1 pfejde tento obor patrné v obor 1 < x;, < © ((=1,2,...,n) a dosta-
neme

7@ =([F) =16 (65)
1
DokéZeme nyni, Ze pro g > 1 plati
=17 e (66)

skuteéné pro n = 1 tato rovnice nabyvi tvaru

@

dx

1
x? g’

g
t. j. je spravné. Pfipustime-li, Ze tato rovnice plati pro n = k, dostaneme

Jerrl®) = f T, (£ )—— f Tty du = —{ Ojl Jalw) du + 1f”J,,(u) au).

a:k+1

Vyjad¥ime-li v prvnim integrilu J,(u) dle vzorce (65) a ve druhém dle vzorce (66),
o ném2 jsme pro n = k, g = 1 uéinili pfedpoklad, Ze je dokizéan, dostdvime

ke 1(1055)'“}__ 1 & (logg)*
a-o ¢+ I g i—0 i

1
L ha@= i+

coZ jsme chtéli dokézat. Je tudiZ

l'

m E,(g) < 2g nS ‘(losg) _

Zv145tE klademe-li g = a“"; kde 4 > 1 je konstanta, dostaneme

-1 i
I E,(eAn) < enflog?— A)z (“f")
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V soudtu, ktery dostaneme, je — jak lze snadno nahlédnout — kaZdy élen menif nez
(An)n ’

n!

UZijeme-li proto k odhadu faktorisli Stirlingova vzorce a ozna¥ime-li v dal’im C,, C,
kladné absolutnf konstanty, dostaneme -

(4n)?
n!

< C,enf{log2—4) An)®

n"e ‘”Vn

ME (e4n) < enllog2—4) p < C,)/ne—n(4—1ogd~log2—1),

Je-li véak A4 dostateind velké, plati
A—logd —log2—1>1,
takie ME,(¢4") je menii neZ n-ty &len konvergentni fady. Jeito je tedy Fada

§ ME, (4™

nml
konvergentn{, le{ kazdé &fslo intervalu (0, 1) s vyloudenim mnoZiny nulové miry na-

nejvys v konetném poétu mnozin E,(¢4"). To viak znal, e pro skoro viechna &isla
intervalu (0, 1) mdme nutng pro dostateéné velka n

-~

818y...8, < ein,
JeZto viak

I =0pdn_ 1+ -2 < 2“11‘11»—1-,
a tudiz .

g, < 2"%aza, ;... asay,
je skoro viude pA dostatené velkém n
g, < 27edn — oBn,

kde klademe B = A + log2. Tim je véta 31 dokézéana.

Ziskany vysledek, ktery je i sim o sob& znaéng zajimavy, je obzvlaité dulezity v da-
ném okamziku, jezZto dovoluje podat jednoduché fekeni ziikladni dlohy metrické theorie
aproximaci vytéené jiZ v pfedchdzejicim paragrafu.

Vita 32. Necht jo f(x) kladné spojita funkce kladného argumentu x, pFi &emZ je x f(x)
funkce nerostouct. Pak ma nerovnost

la £ l J@ (67)
q! q
Ppro skoro viechna x nekoneén® mnoho Fefent v celych &islech p a q (g > 0), je-li integrdl
@®
{f (x) d=z (68)

divergentnf; naproti tomu mé nerovnoss (67) pro skoro viechna o jen koneény polet Fe¥ent
celymi p a q (q > 0), je-li integral (68) konvergentnt.
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Pfedb&Zna pozndmka. Zvlaité na zikladé véty 32 mé na p¥. nerovnost

P 1

o——| < -3
q q° logg

skoro viude nekoneéné mnoho feﬁeni. naproti tomu m4é nerovnost

2| L
| q q* logli+eq

llaro.kaidé kladné £ > 0 skoro viude jen koneény podet fefeni. Po tEchto pfiixladech al
muiZeme udélat pfedstavu o tom, pokud se zmé&ni obecny zdkon p¥ibliZeni, zanedbdme-li
mnoZinu miry nulové.

Dikaz. 1. Necht integral (68) diverguje. Polozime
P(x) = o f(eP*),

kde B je konstanta vyskytujici se ve v&té 31. Pak integrél
A BA

[owras= 5 [f au,
Ba

kde 4 > a > 0, roste nade viechny meze p¥i 4 - o, jeito viak funkce ¢(x) dle pod-
minky v&ty neroste, fada

@
’ % @)
. n=1
diverguje. Dle véty 30 z toho soudime, Ze nerovnost
1
441 2 ¢(_l)
je skoro viude eplnéna pro nekoneiné mnoho hodnot i. Je-li tato nerovnost splnéna,

méme
a_ﬂl L 190
% |7 %1 T a9 &

I

(69)

Dle véty 31 mame skoro viude pro dosti velka ¢

q,-< 35‘9
pdkud
logg;
B °

Nerovnost (69) tedy skoro viude p¥i dostatedné velkém i vede k nerovnosti

P>

@ 108'11')
< \ B ] _fa.
q 9

Ia_ﬂ
q;
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Tato posledni nerovnost je splnéna tudiZ skoro véude pro nekoneéné mnoho hodnot i,
&mZ je dokdzdno prvni tvrzeni véty.

2. Pfipustime nyni, e integrél (68) a tudiz i fada
-]
2 f(n)
i=1

konverguje. Oznadime E,, mnoZinu &sel « v intervalu (0, 1), ktera pfi vhodng zvole ném.
celém k hovi nerovnosti
k

n

0

n

2f(n)

n

d : 1, intervala (O,f%n)) a (l —f_L:-), l)] Mime
ME,, < 2f(n)

(znak < plati v ptipad? f(n) > }). Tudi% je fada

o —

[mnoiina E,, je sjednocenim intervali délky majicich stfedy v bodech %, %, veen

-]
> ME,

n=1

konvergentni. Z toho soudime, jako jiZ vicekrat, Ze skoro kaZdé &islo intervalu (0, 1)
muze patfit nanejvys do konedného poétu mnozin E,, a to patrné znadf, Ze skoro viechna
&isla o fise€ky (0, 1) p¥i dostateéné velkém celém kladném q a libovolném celém p hovi
nerovnosti

‘a—:—al Zqu),
9] 49

ém?Z je dokdzino i druhé tvrzeni vity.
V pFistim paragrafu se seznimime s methodou, kterd dovoluje Fedit znadn& hlubsi
idlohy metrické theorie fetézci.

§ 15. Gaussiv problém a Kuzminova véta

V tomto paragrafu si véimneme problému, ktery byl historicky prvn{ dlohou metrické
theorie fetézci. Tato iloha, poloZena jiZ Gaussem, byla rozfefena aZ v roce 1928.
PoloZime-li, jako obyéejné,

x = [0; Gy, gy 20y By ...],
r,=rg(0)={ag 8,118,440 .-}

pak z, = z,(x) necht znaéi hodnotu fetézce

[0; an+17 an+27 '-°]a
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to znamené

. 5, =T,— @,

Z toho plyne, Ze vidy

0z, <L

Oznadime m,(x) miru mnoZiny &sel x z intervalu (0, 1), pro n&z
z(x) < x.

V jednom ze svych dopisi Laplaceovi tvrdil Gauss, Ze se mu podafil dikaz véty, dle
nfz
: log(1 4- x)
=—"_ 70 < H
”]i’n; mﬂ(x) 1082 (0 = x < 1)7
tamtéZ poukézal na to, Ze by bylo Zédouci podat odhad ¥4du malesti rozdilu

moe) — 255 (10)

pFi velkych hodnotéch n, cof se mu, dle jeho slov, zcela nezdafilo. Gaussiv ditkaz, jak se
zd4, nikde nebyl uvefejnén. Jiné FeSeni tohoto problém rovnéZ nebyla znéma aZ do
roku 1928, kdy vydel dikaz Gaussova tvrzeni nalezeny R. 0. Kuzminem; zarovet
naZel R. O. Kuzmin i velmi dobry edhad pro rozdil (70). Ulohou tohoto paragrafu je
vyloZit tyto vysledky R. O. Kuzmina, jakoZ i néktera jejich zevieobecnéni nutna pro
dalz.11)

JiZ Gaussovi bylo zndmo, Ze posloupnost funkei

my(x), my(x), my(x), ..., my(x), ...

vyhovuje funk&ni rovnici

© 1 1
masi(®) = fma () —m (Z5H 0210200 (1)
Podle zfejmého vztahu

1
= Gni1t Znia

je totiZ splnéna nerovnost Zp4+4 < £ V tom a jenom v tom pFipadg, jsou-li pfi vhodng
zvoleném celém kladném k splnény nerovnosti
1
Rz <SR

ProtoZe pak mira mnoZiny t&ch &isel, ktera spliuji onu nerovnost, je patrng
1 1
""‘(T)_'""(k+x ’
11) R. 0. Kuzmin, podobni jako Gauss, formuluje ziskané vysledky v pojmech

theorie pravdZpodobnosti, coZ oviem neméni jejich metricky obsah.
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plyne odtud vztah (71).
Lze si snadno ihned ov&fit, Ze funkce

P(x) = Clog(l + =)
vyhovuje pFi libovolném konstantnfm C vztahu

\ o) = { ( ) h+x”'

coZ pravdépodobné poslouZilo také Gaussovi jako pokyn k spravnému vyjidfeni limity
funkef m,(x) pfi n > .
Formaélni derivovini vzorce (71) ddva

o:o

’ 1
m,,+1(x) m (’H-—x) . (12)

Snadno se presvedéime, Ze vztah (72) je skute&né splnén. JeZto totiZ patrné zo(a) = «,
je my(x) = x a tudiz mo(x) = 1. Je-li viak obecné p#i libovolném n funkee mﬂ(x) ome-
zend a spojita, je Fada na pravé strané vztahu (72) stejnomérné konvergentni v inter-
valu (0, 1). Soudet této Fady je tudiZ také omezeny a spojity a roven m; +1(%) dle znémé
véty o derivoviéni Fad po &lenech. Tak se vztah (72) dokdZe pomoci indukce.

Rovnice (72) je zna&né vhodnéji pro ivahy neZ rovnice (71). Na ni se vztahuje hlavni
vysledek R. O. Kuzmina, k jeho? dikazu nyni pfistoupime.

Véta 33, Necht je .
.fo(z)'fl(z)v.fl(x)v X1 .,fﬂ(x)' e

posloupnost redlnych funket definovanych v intervalu 0, 1>, které v n¥m vyhovuji vztahu

* 1 1 3,
forid = st () 2 00 )

Jellipro 0 <21
0<f®<M o |feld) <p,
pak
St = s+ 04N 0 <2 <),

kde
] 1
a;Eﬁfﬁ@a4m<L
0

A je absolutni kladna konstanta a A kladna konstanta zdvislé jen na M a p.
Vzhledem ke sloZitosti dikazu pfedeileme n&kolik elementérnich pomocnych vit.

Pomocné véta 1. Pro libovolns n > 0

fuld) = 2, (""“”" : (74)

gn + *qn 1 ) (g0 + an—:l).'

5 — Retézové zlomky 65



kde (P n Pnt Pn- 1) je libovolny interval poFadin a kde se s&itdnt provads pres viechny
90 Gn o+ g In-1 .
intervaly poradi n (neboli, coZ je totéz, p¥es prvky a,, a,, ..., a, v mezich od I do o).

" Dikaz. Pro n = 0 je vztah (74) trividlni, jeZto v tomto piipadé je jediny interval
(0, 1), pfi ¢emZ py =0, go =1, p_, = 1, q_, = 0. PFedpokladéme-li viak, Ze vztah
(74) plati pro néjaké n, dostaneme dle zakladni rovnice (73)

Snrr(®) = _1 (k+ x): Ja (k-|l- x)

_ E 1 (ny Pn + m Pn-1 1
Tl + %R | - 1 i
ke (k + ) qu'i'm‘ln—x (‘Iri-l-m‘h—x)
w ;5 (Pok + Pn—y) + 2P 1 -
@k + gp-1) + xqn] {(@nk + 9n-1) + %gn}*

=( ﬁ}- (Pn+1 + xPn)
Gn+1+ %5 | (Gnia + 24,)°

coZ jsme chtéli dokszat.

Pomocni véta 2. Za podminek vity (33) plasi pron = 0

f'nl®)] < o+ 4M.
Diikaz. Derivujeme-li po &lenech vztah (74), dostaneme
’ (n) — -1 (n) _
futy=Brow L 0By

(gn + *90_1)* + xqn_,

kde je poloZeno
_Pn + xpp_,
9n+ %qn-1

a oprdvnénost derivovéni po &lenech plyne ze stejnomérné konvergence obou soultd
na pravé strané pro 0 < x < 1. Poznamendme-li, Ze
1 < 2
(@n+ 2qn-1)"  9n(@n + 9m1)

a fe dle vity 12, kap. I
. %(gn + o1 > q: > 21,
pFihliZzime-li pak ke zfejmému vztahu

1 P _PatPaa|_,
4n(gn + 9n-1) 94 9t 9p-a
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dostaneme na zékladé podminek véty (33)
[fal®)] < 2—,.'“_—3 + 4M,
coZ jeme chtili dokdzat.

Pomocna véta 3. Je-li

t T
ﬁ_—x<f"(x)<m (ngél),

jei

t T
'I_'_—x<fn+1(-“) <11z 0=

Diikaz. Za podminek pomocné véty déva zdkladni vztah (73)

@ t 1 © T 1

-t ' > 4+
k=17 4 1 (k4 x),<f,.+1(x) <k-11+ 1 (k+ =)
k+x k4 x

neboli
:E ! <f[ailx) < TE !
k-1 b+ 2}k +x4+1) 7" 1kt ok +x+1)°

neboli, coZ je viak totéZ,

tg ! _ ! )<f ( Tf (—1———1—)
Z T ka1 <@ <TE S —r 1)
neboli koneéné
' t T
Tz < fai®) < =
coZ jsme chtéli dokéazat.

Pomocné vE&ta 4.
1 1
off,.(z)dz = 0f_ﬂ.(::)«:‘lz (n=0,1,2,...).

Dikas. Dle zékladntho vztahu (73) pro n > 0
1

1 1 3 1
J =% of fole) Tk, 1f SOl [ oty du,

1

odkud plyne dplnou indukef tvrzenf pomocné véty 4.



Driikaz vEty 33. Funkee fy(x) je dle pfedpokladu schopné derivace, a tudi i spojitd pro
0 < x £ 1. Je#to dle pfedpokladu je kladna v onom intervalu, ma v ném i kladné mi-
nimum, které oznadime m. Z podminek m < fi(x) < M(0 < x < 1) plyne patmé

m 2M

m<ﬁ'(x)<l+ 0=x<1),
neboli
<A< o 0=,

kde je poloZeno
g=4m, G =2M.

Polozime nyni
Fulx) — 1+x_¢p,,(:\:) 0£x£1,n=0,12,..)
Dle pomocné véty 3 funkce F(x) = -IT vyhovuje rovnici
1 1
Fx) = (k + x) (k + x)?

(coZ se snadno ov&fi také bezprost.iedné). Odtud patrn& plyne, Ze posloupnost funkci

Po(%), P1(%)s 1oy @), 1.

vyhovuje rovnici (73), a tudiZ pro ni plati i viechny diisledky odvozené z oné rovnice,
zvlaité vztah (74). PoloZime-li tudiZ jako d¥ive pro kratkost

_ Pn + %pp-1
Gn + Xqn-1 ’
dostaneme
(%) = Spufu) ——
x) = u) ———,
n ¢ (gn + 2qn-,)?
odkud podle zfejmych nerovnosti

Gnt *n_1 S0+ Ga-1 < 24, 8 po(u) >0

najdeme
(n) 1
Pa(x) > $2pg(u) ety (73)
Na druhé¢ stran& ndm poskytuje véta o stfednf hodnot¥
l ds = § 50’ 1 16
;of%(z) s = int) ot (76)

1
kde u’ je jeden z bodi intervalu (p,. Pn+ Pn- 1) a ——— je délka tohoto in-
) qn 9n+ 9n-1 9n(qn + qn-1) }

tervalu. Vztahy (75) a (76) ném dévaji
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1
Pale) — 1 [7oe) d >4 2 (o) — ul) ——
. (1}
JeZto viak patrnd
po(®) S1fo@) +8<u+g(O<=<),

jei

2a(n + 9n-1)

, , ntg pt+g _ptg
—_ —_ < s
[@o(us) Po(u)] < (I‘ +8)lu—u | @lGn + 9n_1) < q: on—1
a proto ndm nerovnost (77) dédvi
1 . .
Pale) > 4 [t as —EEE— 1 LLE
0
kde je poloZeno
1
1= }[oia) as

Dostaneme tak:

8 B+g _g+lI—2""*Yutg) g

@) > gt > 1+ ST+«

Zcela stejnd, viimneme-li ei posloupnosti funkecf

!

'Pﬂ(z) = _fﬂ(x) (n = 09 lv 2' "')

&
l+:_:

1
a provedeme-li analogické dsudky, pfijdeme k nerovnosti

G—lV42-"*Y(ut+G) G
fal®) < 14+ =x T 14
kde klademe :
1
- = -;-{tpo(z) ds.

Jeftol > 0 al’ > 0, je p¥i dostatedné velkém n

g<gl<G,<C

4

a
G,—g < G—g—(I+ )+ 2-3+2(u + G).

JeZto viak

1

G — log2

1+t = f[{Fa= -9},
' 0

platf

Ci—8 < (6—g)d+ 27"+ G),

(17)
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kde N
- log2
b=1——-<1

je kladné absolutni konstanta.
Shriime vysledek, ktery jsme ziskali. Z podminek

s < S0 < [ Ife)] < p

dostaneme, Ze p¥i dostateéné velkém n plati

<fﬂ()<l+x

kde
8<8:<6,<6G, G —g < (G—g)d+ 27"+%(u + G).

Zvolime-li nyni jako vyechozi funkei f»(x) misto fy(x) a opakujeme provedeny postup
tisudkd, pfijdeme ziejmé ke vztahu

82
T+=

G,
] <ful®) <7775
pfi demz
. 51 <8< 6, <6y,
Gy — gy < G, —g)) + 277+%(u, + Gy),
kde y4, je kladné &islo, pro néz
N fH@i<m 052<10).

Pokratujice v tomto postupu, dojdeme obecné ke vztahu

<frl®) <7 G 0<x<Lir=0,1,2..),

l+ 14+ x

i)ﬁ &emzpro r >0 ]
Br-1 <8 < Gy < Gyp_y,y

Gr—gr < ‘S_(Gr-1_.gr—1)+ 270+ 2%y, + G,y (79)
kde y,_, je kladné &islo, pro né
If:r—l)n(-‘)] <p—y (0ZxZ1)
Podle pomvucené véty 2 miZeme poloZit
S — 2
[l,—mﬁ— 4M (T—O,l. ,...),
a tudiZ, bylo-li zvoleno n dostateiné velké,

"f<5M (r= 1,2,-..).
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Postupné uZiti nerovnosti (78) pro r = 1, 2, ..., n ndm tedy dévi
Go—g, < (6—pg)d" + 2;"+2{(p + 2M)om-1 4
+ TMo*~2 4 TMO™~8 + ... - TMS+TM}.
Jeito 6 < 1 je absolutnf konstanta, plyne odtud patrné
G, —g, < Be~n,

kde 4 > 0 je absolutni konstanta, B > 0 viak z4visi jen na M a u.
Odtud plyne piedeviim, Ze existuje obecng limita
LimG, = limg, = a

n—o n—o

fni(x) —-—l < Be= (0£xL1), (79)
odkud zejména

1
[ fuiz)dz > alog2 (n— ),
0
a tudi dle pomocné véty 4
1
1
o= iog f f(3) dz.
0

Necht je koneéné n? < N < (n + 1) ProtoZe podle nerovnosti (79) plaﬁ

a— 2Be—4n @+ 2Be—4n
1+« <fmw(x) < 1+ °
je na zdkladé pomocné vity 3 - -
a — 2Be—4" a+ 2Be—n
s <fl'(’)<—1+x ’
neboli l
fﬂ(x) = [ | < 2Be—in= Ae—in+1) < Ae~VF,

kde je poloZeno 4 = 2BeA. Tuto nerovnost, stanovenou pro dostatené velki N, je
zfejmé moZno patfiénym zvEtienim konstanty A4 uédinit platnou pro viechna N > 0,
&¢imZ je dokdzdna véta 33 dplné. '

Vratime-li se nyni ke Gaussovu problému a poloZime-li

fulm)=m(x) (0Zx<1),
méme fy(x) = 1, &m3 jsou vﬁechny podminky vétf 33 spln&ny. Tak dostaneme

ma(x) — < Ae-iV7 0L, (80)

1+= x)  log2
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odkud najdeme integrovédnim
log(1 + x) i
m(s) — o | < deHr 0 <2<,

kde 4 a A jsou kladné absolutnf konstanty. Tak je patrné nejen dokézéno Gaussovo
tvrzeni, nybrZ je nalezen i dobry odhad zbytkového &lenu.

Utijeme nyni tohoto vysledku k odhadu miry mnoZiny bodd, pro né% e, = k, pro
velké hodnoty n. Jeito patrné podminka a,, = k je ekvivalentn{ s nerovnostmi

1 1
| P L
plati

m:,_l(x) dx,

—e
R'l -

) s 2]l

k+1
odkud podle nerovnosti (80)
1
tog (1 + ;) _
n k(k+ 2) A —ifa1.
ME (k) - Tog2 “kk+1)° (®1)

Odtud dostévﬁme nynf specidlng pro veli¢inu ME » , pro mi jsme stanovili v paragrafu
P P kP J P

13 jen dosti hrubé nerovnosti, pfesny limitnf vztah

log ( 14 -—— )
n k(k + 2)
mE (i) — g @)
_Tak na pf. mira mnoZiny bodt, pro né% a, = 1, konverguje pfi n — o k &slu
log4 — log3
log2

Aviak véta 33 umoZiiuje zrovei s diikazem Gaussova tvrzeni dostat i obecnéjsi
velmi dileZity vysledek. A ten se budeme snaZit v dalifm odvodit. Oznaéme M, (x) miru
mnoZiny &isel, kterd jsou z néjakého dan€ho intervalu pofadi k a vyhovuji nadto pod-
mince 3z, , , < x; jinak fedeno, M, (x) je mira mnoZiny &sel z intervalu (0, 1), jez vyho-
vujf podminkém

QG =T, Gy =Ty .0, O =TI} By < X, (82)
kde ry, ry, ..., 7 jsou dané pFirozena &sla, kdefton > 0 a x (0 < x < 1) se mohou libo-
volné ménit,

Aby byly splnény podminky (82), je patrné nutné a postalujicf, aby byly splnény
podminky

1
<Zxin- é?

1
r+x

@ =Ty, Gy = Tgy .00y @ = Ty}
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kde r je néjaké piirozené &islo. Odtud plyne

M) = £ [Moi (=Moo (55)] w2 1025

podle toho posloupnost funkef
M(x), My(z), ..., My (%), ...

vyhovuje rovnici (73).
Libovolné &slo « z intervalu (p k Pk + Pr- ‘) lze znfizornit ve tvaru
9 %+ k-1
_Pekar + Py
DTk +1 1+ Q-1

peboli, jeZto
' 1
5 = .
Tk +1
— Pt TPy
9 + ZGx -2

Pro z, < x musf &islo & leZet mezi 2% o P2 T % + 2Pk —==1 odkud
‘Ik (13 + Q-1

M. — _Pl_Pk'*'xpk—l — x . 83
o) % Qe+ - ’\ - 9l9e + *q-1) (83)
Polozime-li nyn{

M) =RE(" % k) ) w2z00<22),

TysTgseens

dostaneme novou posloupnost funkef
20(%)> 22(=)s (%), -+ o1 Xn(2)s -2 3
pfitom pat.rné funkce x”(x), které se lidi jen konmstantnfm &initelem od p¥islufnych

funkef M, n (%), TovnEZ vyhovuji rovnici (73). JeZto patrné

k) _ |Pr_ Pr+ Pr-1

1, 2 k) _
P N P

1
qk(‘]k + @-1)

m(

ddvd nam rovnice (83)
(g + ax-1)x
x) = —— ==
7a(=) Q@+ qGeox

odkud
’ alax + qe—1)
200) = (o + gp_ o)

209k 1(gk + 9x-1),
xol=) = (9 + qe—1%?®

-~
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je tudiz

F<@ <2 @ <4 (0L )).
To u'.kazuje, Ze Ize na posloupnost funkef Z,I.(’) uZit véty 33, pfi dem? &isla 4 a A jsou
absolutnimi konstantami, t. j. obzvla8té nezavislymi na r,, ry, ..., ry. Tak dostdvame

’ M'(x) 1 -
xa(%) = n = + 8de-Vn, 18] < 1.
1, 2 (1 + =) log2
ME (rl, Toyveey I

Intégrujeme-li viak tento vztah v mezich od i do rl’ kde r je libovolné pFirozené

&islo, dostaneme pro [#'] < 1:
1 1 ) 1
M, (7) =M (5 s () ea s
ME (1, 2, k) log2 r(r+ 1) ’

Tia Ty eoes Tk

jeZto viak patrnd
1 1\ 1, 2,...,k,k+n+'1)
M, (T)—M” (r+ l)_ME TisTayeeas Tps T '
je .
IRE (1, 2, ok bt nt 1) -

71v Toreens Tps T

(‘“" (1 Tt 2)) 'Ae—lVF)M 1,2 ...k
= . log2 rr + 1) LT S

Kone&né miZeme se&ist tento vztah dle nZkterého (libovolného) z &isel ry, ry, ..., 1
v mezich od 1 do 0. Ve vysledku takového séitdni odpovidajici indexy prost& odpadnou,
na obou stranfich vztahu, tak¥e misto posloupnosti po sob& jdoucich indexi 1, 2, ..., k
dostaneme posloupnost libovolnych indexi r,, ny, ..., ny, pfi &emz v ostatnich svych
rysech zistane vztah nezménén. Tak doch4zime k tomuto tvrzen:

Véta 34. Existuji takové dvé kladné absolutnt konstanty Aa A, Zepron, < ny < ... <
< ng < Ry 6 pro libovolnd celé kladnd ry, 7y, .5 vy, r plati

1
w‘zE (nl, Ngy voey gy nH,l) lO (1 —_)
Tis Fayeers Tes T _ A r(r + 2)/ < 4 -J.Vn -n,—1
ME (nl, Rgy ven n‘) log2 r(r + 1)3 t+1 Ot .
o Toy eans T

Tento vysledek ukazuje, Ze netoliko mira mnoZiny &isel intervalu (0, 1), pro né&z
@, = r, mé pro n - o uréitou limitu, nybrZ Ze k téZe limit& konverguje také pomér

/
ME (™2 Bas <200 Mty n,_,,,)
Fis Toyeens Tta ¥

ME (™ n,,...,'n,) )

Fis Taseevs T

-
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§ 16. Stfedni hodnoty

Vysledek pi'edeilého. paragrafu ndm poskytuje moZnost dokdzat toto obecné&jsi
tvrzeni.

Vé&ta 35. Neche je f(r) nezdporné funkce pfirozen% argumentu r ¢ necht existuji takové
kladné konstanty C a 9, Ze

fy< Ci—? (r=1,2,..).

Pak pro viechna &isla z intervalu (0, 1) — s vyloudenim nanejvy¥e mnofiny miry nulové —
platt

1 a fog{1+ 7))
tim - £ flag)=E i) —— 0+ (84)

ns>o N log2

Pfedb&2n4a pozndmka. Konvergence fady na pravé strané rovnice (84) vyplyva
samozfejmé z podminky uloZené funkei f(r).

Dikas. Polozme

1 1
Jf (0;) dox = uy, 6[ (f(ay) — uy) dx = by,
1 .
of (f(a;) — u)(f(ap) — up) dx = g,

Z (Fo) —up) = 50, = 54(a).
Existence viech napsan;?ch integrili plyne snadno z pfedpoklidanych vlastnosti
funkce f(r). Jeito totiZ plati .
{f(N? < Cor1 -2,
mé smysl

r1-28

‘1 .
[irantas = E rovme (¥ < 20 %
b r=l1 Lg

r=1

=C,

ré

odkud dle nerovnosti Bunjakovského-Schwarzovy snadno plyne existence i viech vyse
uvedenych integrila. Zejména odtud plyne, ze

1
b, = f{f(“k)}’ dx —u, < Cy,
’ (85)

1 1 ——
w = [flo) dox < ]/g{ﬂak»* da < JCr.
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Daéle méme zfejmé pfi k > i:
1 |
g = of £00f (o0 do— ey = £10)6) ME (28 —vm @)

Aviak dle vty 34 a zivérednych nerovnosti paragrafu 12

o 1) .

<A s () <ssiims (e (). o

ME (f) log( M 2))| Ae= Vi1

AT k
Tog2 | < T D < 3de—lk ISJIE(S). ‘88)

Nésobime-li vEak nerovnost (88) &islem ME (:) a srovndme vysledek s nerovnosti (87),

najdeme

ME (; ’;) —ME (;) ME (f)’ < 64e~Vi—i—1ME (:) ME (f) !

Podle toho dévéd ndm vztah (86): - '

s — 2101 ME () ME %)+ nme] <

re=1

< e =T 2 (1)) EDIE( ) ME (f)
Poznamenédme-Li, ze et

2100 DE () BE (*) = wane

r,a=1

a uiijeme-l.i druhé z nerovnosti (85) k odhadu pravé strany, dostaneme odtud

gl < 6de=VE—=Tyu, < 64C,e~WE-i=1 (89)

UtZijeme-li odhadi (85) a (89), najdeme pro n > m > 0:

1 1 n .
Jon—sp)?da = [{ Z (flax) —up))?da =
0 0 k=m+1

n 1 n 1
z ff(“k)—"k}zdo‘+ 22 z f{f(ai)_ui}{f(ak).—uk}da:

k=m+10 i=m+41 k=i+l

=23 b, + 2T Zgp<
k=m+1  i=m+1 k=i+l
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< Cy(n—m) + 124C, z" f e~ WE=i=1 < Cy(n —m), (90)
i=m+4+1 k=i+l

kde C, je nové kladné konstanta, '
Oznadime e, mnoZinu &sel intervalu (0, 1), pro n&Z

85| = en,
kde ¢ je libotolnZ dané kladna konstanta. Patrné je
1
Js2da = [s2 dx = £2n2TMe,,,
0 e
n

a podle toho nerovnost (90) dava (p¥i m = 0)

1
2d
fnde o
Wen < iz < oo’

Konverguje tedy Fada

@

% Me,s
=1

n=
a tudiZ, jak vime, skoro vBechna &sla intervalu (0, 1) pat¥ nanejvys do kone&ného
poftu mnoZin e,s (n = 1, 2, ...). To znamen4, Ze pro skoro viechna &isla intervalu (0, 1)
pti dostateéné velkém n plati

snt

n?

< &

ProtoZe viak ¢ lze voliti libovolnd malé, je skoro viude

lim Snt

noo N

=0. (1)
Dile pron® S N <@+ 1)* vzorec (90) diva

1
[(sy — sp) dox < C(N — n¥) < Cy(2n + 1) < 3Cyn.

(]
Oznaéime-li e, y mnoZinu &fsel intervalu (0, 1), pro n&z Ia, — 5,0 | = en?, a klademe-li
(n+1)"-1
epN = Eg,
Nepnt

budeme pak mit i)ro MIN<(n+ 1)

1
Jloxy — s da = [ (sy — sy dx > en'Me, N,
(] R &N - .

: 3C,
meﬂ,N < E’—n!i’

7



n+1)t—1
'9);En_<i z) %,_ng?&
= Nem &nd

*
= g2n?

proto Z ME,, konverguje. Skoro kaidé Yslo intervalu (0, l) pat¥i tudiZ, jak vime, na-
n=1

nejvys do kone&ného podtu mnozin E,,, a tedy i nanejvys do kone&ného podtu mnoZin

en,N- To vBak znadi, Ze skoro viechna &fsla intervala (0, 1) vyhovuji pro dosti velké n

apron? < N< (n+ 1) vztahu ’

sy —sp| < en3.

Jinak Fefeno, skoro véude pro dostatefnd velké n a n?'< N < (n -+ 1) plati
[sw — sm|
' nt

< &

a jezto ¢ je libovolng& malé, je skoro viude

-’n% ’r'l';—)o [n—> o0, n? <N < (n+ 1)

Podle vztahu (91) plyne odtud patrné, Ze je skoro viude
’;’ >0 [n>o, n*<N<(n+ 1),
a tedy tim spide

’Ni -0 (N — c0).
Jinymi slovy, je skoro viude
1 x 1 x _
~ I fla)—~ Zup >0 (N>w). (92)
N xa1 N ka1
Aviak dle vzorce (81) pfedeslého paragrafu
1
log (1 + —*) . log (l + )
@ r(r+2) )| = A r(r+2)
w0 — | = Efome ) - — g = <

e AL 4 _alE
<Ae ‘V" 1r§1m</‘18 AV",

kde A, je nové kladné konstanta. Proto

® l°‘( r(r+2))

Uy _)rz_:lf(') 1052 w)'
a plati tedy také
log (1 + )
1 F L4 r(r + 2)
o mEmo i — g @)
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Vzhledem k tomu vztah (92) ndm dévi

1 g o tog (14 )
N k)-:1f (ax) —:2:1] (r) B v R—

skoro viude v intervalu (O,Il), &im? je dokdzéna véta 35. _
Dokézané tvrzeni dovoluje stanovit celou Fadu vlastnostf fetézci, platnych pro skoro
viechna irracionalni &isla. PoloZme na pfiklad

f()=1pror=k a f(r)=0pror+k&,
kde k je (libovolné) pFirozené &slo. V tomto piipadé patrné soudet
n
val®h) = = £(a)
=

predstavuje &islo uddvajici, kolikrét se vyskytuje &slo k mezi n prvnimi prvky daného
Fetézce. Aviak vztah

— = 2@

n ol

ném divé jakoby hustotu &sla k mezi prvnimi n prvky daného Fetdzce; koneénd limitu

tim 299 _ g,
n—>o B

existuje-li, lze pFirozen& vyloZit jako hustotu é&isla k v celé posloupnosti proki daného
Fetézce. )

JeZto ndmi definované funkce f(r) vyhovuje patrn& viem podminkam véty 35, sou-
dime na zékladE této vity, Ze pro libovolné k tato hustota skoro viude existuje a skoro
viude ma tutéz hodnotu. TaZ vEta nadto ddva moZnost vypoéist tuto hustotu. Patrné je
skoro viude

log4 — log3 log9 — log8 logl6 —logl5
d(1) = “EoE, d(2) = S, ) =

atd. Libovolné pfirozené &fslo vyskytuje se tudiz v priméru stejné &asto jako prvek
pEi rozvoji skoro vEech &sel.
Dal3f zajimavy vysledek dostaneme, klademe-li

, S =1logr (r=12,3,...);
viechny podminky véty 35 jsou pH tom splnény; nachfizime tudiz, Ze skoro viude
o os (14 2))

T 'Z_‘. loga; — E logr Tog2

neboli, coZ je totéz,

. Vala, a,,—»H (1+r( _1+_2))

=1

n-—> oo),

logr
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TudiZ geometricky primér prvnich n prvkd mé skoro viude pro n - o za limitu
absolutni konstantu

T2 = 2,6 .
log2 =
r=1 ( + r(r + 2))
Je patrné, Ze véta 35 dovoluje stanovit analogické vysledky i pro celou fada jinych
stfednich hodnot. Pokud vEak jde o aritmet.ickf pn'lmér

-3 a,, (93)

nelze jej studovat touto methodou, protofe pHsluind funkce f(r) = r nevyhovuje
podminkim véty 35. Lze viak snadno nahlédnout z elementirnéjiich dvah, Ze nenf
mozno, aby vyraz (93) mél skoro viude koneénou limitu. Podle véty 30 (§ 13) méme
totiZ skoro viude pro nekoneéné mnoho hodnot

a, > nlogn,

pak tim spiSe
2a; > nlogn,
i=l
odkud
— 3 a; > logn.
n ¢

Je tedy veliina (93) skoro viude neomezené a tudiz jak jsme tvrdili, nemiZe mit
koneénou limitu.
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. POZNAMKY PREKLADATELOVY -

e §1. Schema pro vypoé&et sblizenych zlomka (k § 2)

P#i vypoétu sbliZenych zlomkd ze vzorch (7) (§ 2) je vyhodné uZit schematu-

k|l —1] o] 1] 2 e | k

a . Qg l a, as ‘ l a5 .
Px | P-+ | Po y 21 Pa . l Pk = 6xPr—1 + Pr-s
9 [ 92 90 N 9 ! Q= Odx -1+ k-2

P#iklad pro vypodet hodnoty Fet&zce [2; 3,2,1, 4,2, 3]; dostaneme tak schema:

k| —1 lo 1 | 2| 3] 4 | s | 6
o | 2] 3] 21| 4]z 3
Pe | 1v..-_-| 2] 1 16 | 23 |.108 | 239 | 825
o | 0 | 1 3 | 7 | 10 | 41 | 104 | 359

Zde na pf. 239 = 2. 108 4 23, 104 = 2. 47 4 10.

825

[2;3.2, 1,4, 2,3] =ﬁ.

* § 2. Konvergence pravidelnych fetézci (k §4)

Snadno miaZeme dokézat bez pouZiti véty 10 (§ 3), Ze kaZdy nekonelny pravidelny
Fet¥zec (definici viz v Pfekladatelové pfedmluvé) konverguje. Dle § 4 posloupnost
Q1+ Qas -+ +» Qs - - - je stille rostouci. Jezto jsou to celd kladné &isla, roste g; do nekone&na
8 k. Z vEty 4 (§ 2) plyne, Ze posloupnost sbliZzenych zlomkid sudého (lichého) ¥4du, kters
je rostouci (klesajici) a omezené shora (zdola), mé limitu. Ze vzorce 9 (§ 2) pak plyne

1)
rovnost obou téchto limit, jefto qzqx_, — © (pro k — ), tedy lim =1 =0
k—+o 959K -1

6 — RetZzové zlomky . 8l



¢ § 3. Nedplné d&leni. Cela &dst redlného &isla

Libovolné celé slo @ je bud nésobkem celého kladného &sla b, nebo padne mezi dva
po sob& jdouci ndsobky gb a (g + 1) b. Lze tedy psit

: a=gb+r, 1)
kde r je jedno z &igel
0,L2,..,0—1L (2)

V tomto vyjédfeni se nazyvé g (nedplnym) podilem a r nejmen¥im nezépornym zbytkem.
Poznamenejme, Ze jsou-li &sla a a b (b > 0) ve vzorei (1) diina, jsou &icla ¢ a r stano-
vena jednoznaéné, takle kaidé celé slo a lze psét jedinymn zpisobem vetvara gb + r,
kde r je jedno z &sel (2). i :
P#iklady. Pfi ,,nedplném déleni' &fsla 321 ¥slem 74 dostdvéme 321 = 4. 74 4 25
a pfFi ,,nedplném déleni* sla — 46 &islem 17 dostdvame — 46 = — 3 - 17 + 5.
Délime-li na obou stranéich ve vzorci (1) éislem b, vidime, Ze jej lze'psat téZ ve tvaru

a r
_b=q+"_|

kde ¢, nedplny podil, je nejvEtsi celé &fslo < —:— a % je bud 0, neb kladné &islo < 1.

Cdstené podily q se Zasto vyskytujf v &selné theorii a bylo pro né zavedeno oznaceni

-l

b
Samoziejmé [r] = n pro celé n.

prctaay. [$]=1[3]= o[- 1]~ -1

Roziifime nyni pojem celé E4sti na redlna &isla. Pfi redlném o je [«]), celd &dst x, nej-
vétEf celé &islo < a, tedy celé &alo g, pronéZg < o < g + 1. Prorozdil x — [«] je tedy
0a—[a]l < 1.

Pitklady. [J2] = 1, [] = 2, [x] = 3.
Pro [] plati: [x + n] = [&] + n, je-li n celé.

[i] - [[‘"_]] pro celé kladné k.)

[i] se nazyvé celou &dstf zlomku.

7y il
Piklad 1. I.I +2V5_] - [[l *‘21/5—_]] = [1 +2[V5—]] - [1 : 2] - [% + 1] -1

1) Viz na pi.: Rychlik [, 10]. (Takto se poukazuje na spisy v abecednim seznamu
literatury.)
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P¥iklad 2. [V:ﬁTﬁ:“] [[V37]+11] [6+ll] [”] 1

14 14

e § 4. Eukliddav algoritmus (k § 5)

Necht znadi x,, x, dvé celd &iela, pti ¢em? x, je kladné. Provedme neiiplné déleni

&sla x, ¢slem x, s nejmeniim nezipornym zbytkem x, a 8 neiplnym podilem a,, takZe
Xy = GpX; + Xy, 0 < x, < ;. l
e, = [i——‘:—] ajea; = 0pro 0 < x,< x,, jinak mé a, totéZ znaménko jako x,. ,,Nevyjde-li
déleni** (neni-li x, délitelné x;), je tedy x5 > 0; provedme dalst nedplné déleni x,; &slem
x3 8 nejmensim nezipornym zi:ytkgm x5 & nediplnym podilem a, = [;i-:], takZe
X = 6:1%5 + %y, 0 < x5 < x93
nevyjde-li op&t déleni, provedme neiiplné déleni x5 islem Xy, Pokraéu_peme-h v tomto
postupu, dostaneme postupné
Xy = Gyx; + x5,

X = Gyxp + %5, 1)
. Xy = Gg%y + E7TY

kde a;, x, jsou, podinaje k = 1, cela kladni dsla a plat
B> A > x> ... )

Cela &isla x; klesaji pFi k = 1, jsou viak stéile > 0. Cely postup se tedy skonéi po koneg-
ném poétu krokii tim, Ze kone&n& déleni vyjde, tedy zbytek bude = 0. Necht je to
zbytek x4, pfedpoklédejme pak, Ze je n > 0, takie prvnf dilenf nevyilo. Pak jsou
v (1) posledni dvé& rovnice

. xn—l ’
Xp-1= Gp_ Xy + Xpi1 Opy = ["—]’ 1)
xﬂ
x x,
n n_ .
xn = Gp%n 11s aﬂ=[ ]= 5
Xn41 Xn41

protoZe je n > 0, je x,, > x,, ., takie posledni neiplny podil x,, je > 1, tedy aspoit
roven 2,

Popsany postup neni nic jiného nez znémy Euklidiv algoritmus, jehoZ se uziva k urée-
nf nejvétitho spoleéného délitele &isel x, a x,. Tim je, jak lze snad.no nahlédnout,

n+1 ) a

%) BliZ3i o této otdzce viz na pf. Rychlik [1, 40].
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Polozme 2 — 4, xx" = ry prok = 1, takfe vzhledem k (2) je vidy r; > 1. Rov-
% +1
nice (1) prechazejl v rovnice

1
o =8+ — a; = [«],
'1
n=a,+ r__' a; = [r,],
2
1
Fp_1= @p_ + —_— ay_y = [ra_s)s
n
T, = a, a, =

n rﬂ'

Je tedy

o« = [ao; 61, 84, ..., @,].
Pro n = 0 je o celé é&islo, x = a,.
Tak je udén postup, jak rozvinout racionéalni &slo v pravidelny fetézec.

Euklidav algoritmus poskytuje pro raciondlnf{ necelé &slo Fet&zec, jehoZ posledni
prvek je = 2. Existuje jediné takové zndzornéni (§ 5).
Schematicky budeme (1) a (1’) psat

X Xys Xys o203 ¥ 19 Xy ¥ 31
Gy Gy, ..., Gy, 8,

: 96
P¥fklad 1. ="

96, 65, 31, 3, 1

1, 2, 10,3
96——1 65 + 31, 65-—2 31+ 3, 31.—10 3+1,3=3.
vV

RetZzec pro racionalni élslo je (1; 2, 10, 3). "
1260
Pifklad 2. o = 256
1260, 456, 348, 108, 24, 12
2, 1, 3 4,2 °
zde &isla 1260 a 456 maji nejvétitho spoleného délitele 12. Po zkrécenf dostivime
105

x= g = (%1342

e §5. Pravidelné fetdzce (k §4,5)
O koneénych pravidelnych Fetézcich pro necela &isla se ve spise pfedpoklada, Ze je-
jich poslednf prvek je > 2.

Nebudeme se nyni omezovat na takové fetézce. Pak plati véta, Ze lze raciondln{
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&fslo rozvinout, a to jedinym zplsobem, v pravidelny Fet&zec, jehoZ posledni prvek je
roven 1. Takovy rozvoj dostivime z Fetézee, jehoZ posledni prvek je = 2, podle vzorce

[ao; a',, @3y 00y Bp) = [Bg3 6y, 8, o0y a, — 1, 1].

Pro celd racionalnf &isla plati a, = [a, — 1; 1]; na pf. 0 = [— 1; 1].

Z obou napsanych sob& rovnych Fetézch ma druhy o jeden prvek vice nmeZ prvni,
takZe poget prvki je u jednoho z nich sudy, u druhého lichy. Lze tedy volit za pot‘.et
prvka jak sudé, tak liché &islo, Platf pak tato véta:

Kazdé raciondlni &islo lze rozvinout jedinym zpisobem v prauuieln_y Fet&zec, je-Ii pFede-
psdna parita poltu prvkii.

e § 6. Redeni linearni diofantické rovnice ax—by=c
Jako dileZité pouZiti theorie Fetézcel uviadime Fedeni diofantické rovnice
Pos.lf W )
pEitom jsou a, b, ¢ dané celd &isla a méme uréit nezndmé x, y tak, aby to byla celd
é&isla.

Je-li d nejvEtii spoledny délitel isel a, b, je tfeba k Fefitelnosti, aby ¢ bylo délitelné d.
Pak 1ze rovnici (1) &islem d kratit a lze tedy pfedpoklidat, e d = ="1. MoZno tedy beze
vieho pFedpokladat, Ze &fsla @, b jsou nesoudélné. Déle je mo%no pfedpoklidat, Ze
b > 0 (dosdhne se toho po pfipadé zmé&nou znaménka v rovnici (1)). Piipad b =1 je
trivialni, takZe lze pfedpoklddat, Ze b > 1.

Rozvifime -E— v pravidelny Fetézec

a
T = ["o; By Byy oe ey an];
oznadme shblifené zlomky
P k—0,1,2,....,n).

9%
Pak je

Protoze tyto zlomky jsou irreducibilni a majf kladné jmenovatele, je a = p,, b = q,.
Je viak (véta 2, § 2)

9nPp-1— Pnln-1= (— l)n’ t. j° “’qn-l_bPu—l = (_ l)n_l

+ "
o((— 1)* gy 1) — B(— 1)~ pp_y) =c.
Je tedy feSenim "

xgy=(—1)"1g,_16, yo=(—1)""1p,_se. 2)
Vs

r\.

a déle
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Lze vBak volit n tak, aby n — 1 bylo sudé, t. j. nliché (tedy aby Fetézec pro —:- mél lichy

poéet &leni n, t. j. aby poéet prvki a,, a,, ..., a,, ktery je n + 1, byl sudy). Pak je
%o =qn-1 Yo = Ppn-1¢
Kdy# jsme tak pomoci nauky o :i-'etézcich dostali jedno Fedent x,, y,, takZe je
ax, — by, =r¢, 6))

Ize enadno uréit viechna feleni. K tomu odeft¥me od rovnice (1) rovnici (3). Tak dosta-
neme
a(x — x) — by —y,) = 0,
t. j. -
8 _Y—%
b x—x,
el

5 je irreducibilni, plyne odtud

Jezto zlomek
¥ —¥o = ta, x — x, = tb (obecné FeJent),
kde ¢ je libovolné celé &islo.

P¥iklad 1. 5x—3y = 1.

%: [151,2] = [1;1,1,1].

Schema k uréenf sbliZenych zlomki je

1| 1| 1|1

o | 1 | 2| 3|5

1 [ 1| 1| 2 | 3
R

Odtud x, = 2, y, = 3; obecné feleni je pak x = 2 + 3t,y = 3 4 5¢.
Kladn4 Fedeni' dostdvame pro ¢ > 0.
Kdybychom uZili fetézce [1; 1, 2], bylo by p#isluiné schema

1 1 2 ,
I 1 2 5
0 1 1 3
J
a dostali bychom x, = — 1, y, = — 2; obecné Fefent jex=—1+3,y=—2+4 5t
Kladné fefenf dostdvéme pro ¢ > 1.
Piiklad 2. -

96x + 65y = 1000.
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PiZme tuto rovnici ve tvaru -

— 96x — 65y = — 1000,

K rozviti — % v fetézec uZijeme schematu

—96, 65, 34, 31,3, 1
-2, 1, 1, 10,3

Tak dostdvime fetézec pro — %:

65
96
—z=[—%1.1,10,3 = [—21,1,10,2,1].

Schema k uréeni sbliZenych zlomlki je pak

—2| 1|1 || 2|1
1 | —2 | —1 | —3|—31|—65|—9
o | 1| 1 | 2 | 21| 4 | 65

Je tedy
x, = 44 - — 1000 \= — 44 009, ¥o = — 65.—1000 =(\63)0-0_’/

.

Obecné Fedeni je
x = —44 000 + 65¢, y = 65 000 — 96¢.

Redent s kladnymi x a y dostaneme pro

— 44 000 + 65t > 0, 65000 — 96¢ > 0,

t. j. pFi
44000 e < 55000
65 v 9% °
neboli
#4000 65 000 \
5 <'<"96 - ‘
Jeito
44 000 65 000
[Ts' _676,[ o6 ],= 671,

jsou tyto nerovnosti splnény jeding pro t = 677.

Klademe-li tedy v obecném Fefeni t = 677, dostdvame jediné feSenf dané diofantické
rovnice kladnymi x,y: x= 35,y = 8. \

Obecné Fedeni lze pak psit ve tvaru

x=15+ 65¢, y = 8—96¢".
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¢ §7. Redeni linearni kongruence ax=> (modm)
Reseni kongruence
ax = b (modm), 1)

kde m > 1 a @, 7 jsou nesoudélnd &isla, je kol ekvivalentni s Fefenfm diofantické rov-
nice ' '
ax—my =b. . )
Pa,
qn
Pak podle vzorce (2) pfedeslého paragrafu je
xg=(—1)""1g_1b, yo=(—1)*"'p,_b

feSenim diofantické rovnice (2), a tedy vzorec pro x, poskytuje feeni kongruence (1).

o w a 4 4 v a
Rozviiime — v Fetézec, takze — =
m m

' Rozvi.neme-l.i 2 vietézec se sudym (lichym) poétem prvki pfib > 0 (b < 0), bude b

mit toté: znaménko jako (— 1)»~1, takZe bude (— 1)~ 1b = [b].
Tak dostdvdime FeSenf
x= q,_,/bl.
Piiklad 1.
7x = 2 (mod11).
Zde b = 2 > 0, rozvineme tedy % v fetézec se sudym poétem prvkid 17— = [0;11,1,
2, 1]. K uréeni sbhlizenych zlomkd méme schema

‘ 0 1 1 1 2 1
1" 0 1 1 2 | s 7
o | 1 1 2 3 8 | 11

Bude tedy
x=8.2=16= 5 (modll).
P#iklad 2. '
7x = — 2 (mod11).
1

11 [0;1,1,1, 3].

JeZto b = — 2 < 0, rozvineme ﬁ v Fetézec s lichym poétem prvkia

Schema pro vypoéet sbliZenych zlomkd je

o | 1 [ 1] 1] 3
1| o | 1| 1 | 2|7
o | 1| 1| 2| 3|1
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Je tedy FeEenim
x=3.|—2|= 6 (modll).
Pt#iklad 3.
S5x = 7 (mod63).

Jezto b = 7 > 0, rozvineme v Fetézec se sudym poétem pr\;kt'l

5
e = [0:12,1,1, 1,1},

Schema pro vypodet sbliZenych zlomk je

0 12 1 1 1 1
1 0 1 | 1 2 3 5

. P
o |1 12 13 25 38 63

Je tedy -

x= 38 7= 266 = 14 (mod63).

e §8. Vztahy == mezi fetézci. Rozvoj desetinného -
zlomku v Fetézec

Viimnéme si nyni, ktery ze dvou neidentickych pravidelnych fetézci ma vét3i hod-
notu. Necht je
&® = [all; als alv ey an]

konedny Fetézec. S nim chceme porovnat Fetézec

B = [ay 81,83, 003 B Gy 1 o)y
ktery miiZe byt koneény nebo nekoneény. Oznaéme zbytky prvého fetézce r,,, druhého
s,. Nejprve je r, = a,; .
sp=[a,58,,4,...] >a,; tedy r, < 3,5
Z rovnic :

Tpoy = 6p_y +r—‘v Sp_1=6y_,+ P
n n

1
Tn—g=G08q_g+ s Sp—g = 0p_q + ?
. To-1 Sp-1

plyne pak postupné )
Ta-1>9n-1
Ta-2 < Sp-2
pii éemZ se znaky = st¥idajf. Poslednf z t&chto nerovnosti je & > f nebo x < f, podle

toho, je-li po&et prvki n + 1 sudy nebo lichy (neboli podet &leni fetézce n lichy nebo
sudy). Tak dostdvame tuto vitu.
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P¥ipojtme-li ke koneénému Fet&sci dal3t koneiny nebo nekoneény polet prvki, smensi
{resp. svét¥s) se jeho hodnota dle toho, byl-li piivodnt polet prokii n + 1 sudy (resp. lichy),
neboli dle toho, byl-li pivodni poéet éleni Fetdzce n lichy (nebo sudy). '

Budeme se déle zabyvat Fetézei

a'= [ao; Gyy Gy o0y By —y4 By .-.],
ﬁ = [a(l; alv alv ey a"‘l’ b”, ..-],

pFi demz necht je b, > a,. Jo-li pak na pf.
x = [ao; Gry eaey By q9 By 1]9 ﬂ = [ao; a1, Qg9 000y By g, By -+ 1],

TTErape——
vime jiZ (§ 4), Ze « = f. Tento pfipad nynf vylou&ime ze svych dvah. Jsou-li opét r,, s,
zbytky obou Fetézcd, je nejprve

s,,_b Ze,+ 121,

je tedy s, > r, a rovnost nastévé jen ve vylouteném piipadé. Skuteéné je tedy s, > r,
a z toho plyne jako dfive, Ze « > f nebo o < B, podle toho, je-li n + 1 sudé nebo liché.
To vede k vété:

Li3t-li se dva neidentické pravidelné fetézce Jen tak, Ze jsou tvaru '
[ags ayseees8,_g.8,. 1], a3 a4y .oy ay g0, + 1],

madji stejnou hodnotu. Jinak maji rizné hodnoty a je — znaéi-li n (= 0) podet spoleénych
poldteinich proki — vE3t ten, ktery p¥i sudém (lichém) n ma v&3i (resp. men3i) n-ty &en.

Z toho plyne zejména, Ze se pravidelny Fetézec zvétsi, zve&tii-li se néktery z prvka
ag, a4, Gy, ..., aneb zmen&i-li se n&ktery z prvka a,, a,, a;, .. '

Diéle dostéviime vétu:

Souhlast-li pravidelné Fetézce pro rediné &isla f, y v prvnich n prucich poEind Fet&zec pro
kazdé &islo o leZict mezi f a y rovnéz témito n proky. Dali prvek lezi nutng mezi®) odpovida-
Jicimi si prvky Fetdzcd pro f a y.

» Kdyby tomu tak nebylo, bylo by podle pfedeslého nutn¥ &slo x bud vE&ti{ ne ka?dé
z &isel B a y, nebo men3f neZ kazdé z nich; neleZelo by tedy & mezi nimi.

Posledné vita ma vyznam, jde-li o to, rozvinout v pravidelny Fetézec &islo o, pro néz
znime jen nékolik poédtednich desetinnych mist. Nebof potom také jsou stanovena
dvé raciondlni &isla, mezi nimiz & lezi. Rozvineme-li tato dvé racionélni &isla v Fetézce
a shoduji-li se v prvnich n prvecich, podiné rozvoj &sla o v fetézec také témito n prvky.
Abychom se vyhnuli zbyteénému poéfténi, rozvinujeme oviem obé racionilni &isla sou-
&asné v Fetézce a skonéime podet, jakmile se objevi odchylka.

Pitiklad. Pro Ludolfovo é&islo = plati nerovnosti

3,141 592 653 58 << << 3,141 592 653 59.

Nalezneme
3,141 592 653 58 = [3; 7
3,141 592 653 59 = [3; 7,

3) Véetné hranic.
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Je#to se tyto fetézce shoduji v prvnich osmi prveich, je téZ
n=[37151,292,1,1,1,...]

a ziroved je patrné, Ze nejblizsf prvek je bud 1, nebo 2. Kdybychom vysli od vétsiho
podtu desetinnych mfst, zjistili bychom, Ze nejbliZii prvek je skute&n& 2.

Obecny zfikon pro prvky &sla = neni zndm. Naproti tomu je mozno &islo e vyjadFit
fetézcem jednoduchého tvaru '

e=[21,2,1,1,4116,1,...,1,21,..]9)

e §9. Nejlep&i pfibliZenf (k § 6)

Dle véty 15 je kazdy zlomek, ktery je nejlepEim pFibliZenim (prvaniho druhu) &isla «,
bud sbliZenym, nebo vsunutym zlomkem. ShliZené zlomky jsou aZ na trivialnf vyjimku
vesmés nejlepsimi pfibliZenimi (véta 17). O tom, které vsunuté zlomky jsou také nejlep-
&im p¥iblizenim, nés poutuje véta:

y Pr—a—+ TPr_\

Qk-a + TPk—1
lep3im pribliZenim, je-li 2r > ay., nebo 16z, je-li 2r = ay, a zdrover

Vsunuty 3l (existujict jen pro ay > 1) je tehdy a jen tehdy nej-

[ok: @eonsees @9y @] > 055 apyy s 8 yes -]

naproti tomu pro 2r < a nedostdvime nejlep3i pFiblizeni.)

Vidime, Ze ze zlomkd vsunutych, lezicich mezi PX=2 a P
de-2 9
Pe-s+ Pe—1 Pr—g+ 2pr_ . Pk—a+(ak—l)8¢—-l

‘Ik.—:+9k—1' ‘Ik-a+2¢1k—1‘ e ‘Jk—z+(ak_1)'lk—1'

poskytuje jen druhé polovina nejlepii pfibliZeni. Je-li a¢; — 1 liché, bude stfedni zlomek
nejlepiim pfibliZenim dle toho, plati-li [a,, a;_,, ..., 65, ;] > [a;, @44, ...] nebo ne.
Tato véta ndm umoZiuje vypsat posloupnost viech nejlepSich p¥ibliZeni &isla «, a to
tak, Ze kazdy dal3i zlomek leZi bliZe k « neZ pfedchizejici. Zlomky jsou pak samy sebou
uspofidény dle rostoucich jmenovateli; jsou &astedné véti, fdsteéné mensi neZ o.
Pfechod od vétdich neZ x k meniim neZ o« a naopak nastdva pFi zlomcich sbliZenych.
a
)
lezi bliZe k o neZ -%, pravé —;— zlomek s nejmensim jmenovatelem.
Pi#iklad. Objasnime si to pfi Ludolfové &fsle x. Nalezli jsme

©=[37151,2921,1,...].

Jsou-li—a T;— dva po sobé jdouci zlomky této posloupnosti, je mezi viemi zlomky, které

4) Jednoduché odvozeni viz na pf.: Perron [2, 109—111].
5) H. J. Stephen Smith. Viz na p#.: Perron [1, 60].
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SbliZené zlomky jsou tedy
3 22 333 355 103993 104 348

1" 7° 106’ 113° 33102 33215 215° """
kdeZto vsunuté zlomky maji tvar

3r+1 22¢ 4 3 355" 4 333
r P+ 1 103" 4 106"

1Sr<6,1Sr<14, 1K< 290, ..

333r” 333r" 4 22 22
106r" 7
sbliZeny. Vsunuté zlomky jsou nejlepsimi p¥ibliZenimi pro

1'—4 5 6 tedy? 156a ’1€9v

Zlomky tvaru odpadaji, jezto a; = 1, takZej le pror” = 1 se dostane zlomek

, : 179 201 223 245 267 289 311
r=28,9,10,11,13, 14; tedy 57" 64’ T1° 78° 85" 92° 99°

52518 52873

" __ N vavsw vetdiv
r" = 147, 148, ...; tedy 16717 16 850"

Poskytuje-li jiz hodnota r” = 146 nejlepsi piibliZeni, zavisi na tom, je-li splnéna ne-
rovnost
[84; a3, a5, a,] > [ag; 655 @, .. )5
je to viak °
[292;1,15,7] > [292; 1, 1,...].

vznika-

Ona nerovnost je tedy dle ® § 8 skuteéné splnéna; je tedy jiz zlomek 1: Goa ¥

jici pro r” = 146 nejlep#im p¥ibliZenim. TudiZ jsou nejlepsimi pﬁbliieniu.u po Fadé
3 1316 19 22

57° 64° 71° 78° 85° 92° 99° 106
355 52163 52518 52873

113’ 16604- 16717 16830

pFi em? &dra pod zlomky znaéi, Ze jsou men3f neZ , &ira nad zlomky, Ze jsou vét3i nez
7. Mezi t&mito zlomky si zaslouZi pozornosti jako obzvlasté pfiznivé pfibliZzeni zlomek

7
zvEtdit, ze 7 na 57. Obzvlasté vybornym pﬁb]iienﬁn je viak zlomek

g; nebot abychom se hodnoté = jeité vice pFibliZili, je tfeba jmenovatele znalné

999, : 1
113, zde jmenovate

nen pfilis veliky, abychom se viak vice pFibliZili &slu 7, nutno provést znaéné zvétbeni
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jmenovatele, aZ na 16 604, a pfitom je zisk nepatrny; nebot chyba se tim, jak déle uve-
3

dend tabulka ukazuje, zmengi jen asi o 2%/, Naproti tomu je zlomek ?—0—2, aé je to

,nejlepdi pFiblizeni‘* a dokonce sbliZeny zlomek, dosti nepfznivy. Nebot se malym

zvétienim jmenovatele, na 113, chyba znaéné zmensi. Vidime, Ze dostaneme obzvlisté

pfiznivé aproximace pf¥i velikych prveich ay, zde pfi 15 a 292.

2—72- = 3,142 857, chyba = —2—72 = —0,001;
22
7—13 = 3,140 845, chyba = +- 0,000 7;
333 - X
106 = 3,141 509 4, chyba =+ 0,000 08;
% = 3,141 592 920 35, chyba = — 0,000 000 266 76;
52 163 .
16601 = 3,141 592 387/376, chyba = -+ 0,000 000 266 21.
Je zajimavé, Ze nékteré z téchto zlomkd byly znémy jako dobré aproximace pro = jiz
dFive, neZz byly studovény Fetézce. Tak Archimedes naBel, Ze = leZi mezi —272— a %‘? .

3 355

Adrian Metius (1571—1635) zn4 zlomky % 83"

e § 10. Kvadratické irracionaly (k § 10)

1. PHi ky = 0 se Fetézec nazyvé ryze periodicky. Jinak p¥i ky > 0 se nazyvi neryze
periodicky. Prvky ay; @y, as, ..., 6y, _ ; tvoii pFedperiodi a ay,, ay, 41, + -+ O, + 4 -1 Periodu.

Ryze periodicky Fetézec ma tvar [ay; @), 6,5, ..., 65 _,], takZe piedperiodi odpada.
Ryze periodicky zlomek miiZeme povaZovat za neryze periodicky a neryze periodicky za
neryze periodicky s deldim pfedperiodim. Je patrné na pf.

[a; 6y, @y, ..., Gleg—15 Bkge Okg+10» 0 Grg+h-1] =

= (893 @1y @p; o0y By 1, gy g g 10 v 09 Bhig 4 h—1> Okgl-

2. Jsou-li ko a b mala &isla, je moZno stanovit kvadratickou rovnici pro hodnotu
periodického Fetézce pfimo, bez uZiti theorie Fetézca.

Piiklad 1.

o = [2; 3].
Pak je
1 1 o« T 4- 2
a=2+ =24 —24 et 2
34 1 . 3+_;1‘ Jao+1 3a+1
24+
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takZe o je koFenem kvadratické rovnice
(3x4+ 1)=Tx+ 2, t.j. I —6x—2=0.
Jetedy [2;3] = $#(3 + Vl—g); druhy kofen této rovnice je zdporny, takZe nevyhovuje.
Piiklad 2. '

o=[1;1,3).
Pak je
xa—1= ! 1
14 :
A 1
3+ 1
M3
t.j.
1 N 1 1 _ 1  a43
=11t T =t "' tarzT a2
3417 :

Je tedy o koFenem l‘:vn.drati.cké rovnice
sf2= (x—I}x+ 3), t.j. 2+ x—5=0;
tak dostdvdme o = $(— 1 + Vﬁ), jeito }(— 1 — Vﬁ) < 0.
3., Pro ryze periodicky zlomek je x = ry = r,, takZe dle vzorce (48) (§ 10) je
_ Pro1%+ Pn-g .
1%t Gh-a
« je tedy kofenem kvadratické rovnice -

[+

ah-12"+ (@ ~2 —Pr-1)) *—Par-, = 0.
Piiklad. '
o =[1;2,3,4)
Zde je h = 4aroyniceprob¢je
202+ (@ —ps) x—pa= 0.
Potfebné sbliZené hodnoty déva schema:

E | —1] o 1 2 3
az 1 2 3 4
Pk 1 1 3 10 | 43
qx 0 1 2 7 30

Kvadraticka rovnice pro o je tedy 3022 — 36x — 10 = 0 a po zkréicenf dvéma
1548 — 18— 5= 0.
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Odtud vypo&teme

9 + 2)/39
15

& =
4. Pro neryz.e periodicky zlomek je

o= Pko—~1Tke T Pro— l
9ie—1Tke + Yo — I
kde ry, je ryze periodicky zlomek

Tio = [8kss Bht 15 -+ gt -1)s
ktery jiz dovedeme vypodist.
Priklad.
o= [2;3,10,1,1,1].
Zde je
_Pilatp_ Tt 2
@r +q 3In+1’

kde r, je ryze periodicky Fetézec ry = [10;1, 1, 1].

Zde je h = 4; prvky Fetézce ry oznaéme i’ a titatele a Jmenovawle jeho sbliZenych
zlomkt P(z) (2)

Pro r, médme kvadratickou rovnici

q(SZ)xl + (q;z) _sz)) -"_P(a” = 0.

Uréeme potfebné sbliZené hodnoty pomoci schematu:

E | —1] o 1 2 3
a® 10 1 1 1
- p2 | 1 10 1m | 2 32
ol o 1 1 2 3

Kvadratick4 rovnice pro r, je tedy 3x® — 30x — 21 = 0 nebo po zkrécenf tfemi

2 —10x—7=0.
0Odtud plyne

rn=5+)32=5+4)2
Dosazenim do\vzorce pro & dostdvéime

REETI  vy y Pak) Lt S e £ 20
. 25 4+ 12)2+ 1 8
" 5. Zobrazenf kvadratické irracionély fetzcem ukéZeme na p¥ikladech.
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Piiklad 1. J/59.

a=J59=1+ (59—, (/591 = 1, ’
1 V5941 V59—a V59 + 1 %)
"=Vm_7 10 =1+ ([ _=1)
10 J5943 Vs9—1 ([V59+ 3]
V59_3 5 2+ 5 '([ 5 = 2)’
s _Vo+1_ V59—7 V59+7 _
T Vre—7 2 ([ N 7)’
2 V§3+7 _ Vs9—3 Vs9+7
r‘_V§_7_ 5 ([ =2)’
5 Js9+3 V59—7 V59 + 3
'—V5_3_ 0 ([ _21)’
re = V_ =159+ 7=14+ (59 — 1), ()59 + 7] = 14),
— ;_,
L Yse—1 "

V59 = [1; 1, 2,7, 2, 1, 14].
Zde je Bestitlenné perioda 1, 2, 7, 2, 1, 14 a pFedperiodi o jednom &sle 7.

Piiklad 2.
1+ )37 _ V37—3 ([V37T11 ))
T T 1a
14 J37+3 - V37—-s (’V37+3] J
9 =4 ’
V37—3 2 2 L2
2 V:mes o VE-1 ('V3_7+s'_ )
"TPi—s 6 =+ =\ 1=1)
6 Vs . VE—s ('V3_7+1'_ )
T V3m—1 6 =1+ s '\ 171
6 _V3T+5_ +V3—7‘—5 ('V:ﬁ+s'_s)
“Vri—s 2 2 A2 Tl
’ 2 V3m4s _,
“E—s 6 ¥
*) Viz ¢ § 3. )
7) Viz o § 3.
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Je tedy

1 P p—
a——l4—-—[l,4, 1,1,5]. ‘
11—J37

—z kterd s « je kofe-

Pro kvadratickou irracionilu konjugovanou s «, a’ =
nem kvadratické rovnice s celymi koeficienty

Tx? —11x 4 3 = 0,

plati
., —VIm4+u —¥37+1
YEw SV .
, 14 37+ 11 V37—
rl: il —_ 5 = 2+ ——6'—-’
— 37+ 11
{
6 V3141 15T
rl — — —_ = Py = [l, 57 l]'
2T Y3r—1 6 ’

Je tedy o’ = [0; 2,1, 5, 1—], coZ viak miZeme psat téz v tvaru o’ = [0; 2, 1,5, 1, 1].
Perioda kvadratické irracionély konjugované «’ je sloZena z tychz &fsel jako perioda
irracionily «, ale v obriceném pofadku. (Platf pro kvadratické irracionély obecné.)®)

e §11. Geometrické zobrazeni fet&zcu

Bodj v roviné, jejichZ pravodhlé soufadnice jsou celd &isla, tvofi bodovou mFiz.
Budeme si viimat jen m¥iZovych bodi v hornf poloroving. Redlné &islo « zobrazime
polopiimkou p(«) s rovnici x* = xy, prochizejici polatkem a leZici v hornf poloroviné
(y = 0). Je-li « racionalni &slo dané irreducibilnim zlomkem & = —;:— (a, b nesoudélna,

’

b > 0), lze x zobrazit téZ m¥iZovym bodem (a, b). Je to prvni bod (horni poloroviny)
riizny od poéitku, ktery leZi na polopfimce p(x).
Takové racionélni &islo lze téZ zobrazit vektorem, jeho# poéatenim bodem je hod O
a koncovym bodem bod (a, b). ' .
Necht je « &islo reilné s rozvojem v pravidelny fetézec [a; a;, a,, ...]. Hledejme body

odpovidajici sbliZenym zlomkim. Oznaéme A; bod zobrazujici sbliZeny zlomek?,
k
t. j. bod o soufadnicich (py, gx)-
8) Vypo&et moZno jeit& zkritit pomoei vit z theorie periodickych pravidelnych

fetézcu. Z rozsahlé literatury o téchto otdzkéch budif uvedeno: Bieberbach-Bauer,
Cahen, Dickson, Kraitchik, Perron 1, Petr, Serret, Sierpifiski, W. Weber, Wertheim.

Existuji tabulky pravidelnych fetézeti pro VB, kde D je celé:kladné &islo (Patz, kde
je uvedena star¥i literatura o tabulkéch podobného druhu).
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Mimo sblizeny zlomek ;’—_1 piipojime je5té shlizeny zlomek ;’_—2 sp_g=0,q_,=1.

~1 -

Pak je :

Pi = OxPr-1 + Pi-a =
T = OQi-2 + Q-2 } k=012 . R
(Vzorce (1) § 2.) Tyto dvé rovnice lze psat jako jedinou vektorovou rovnici
04 = a;, . OAy_, + OAz_,, L)
znacl-l.l OA,, vektor ] poéateémm bodem O a koncovym bodem A,. Jeito Ax_a ,Ak =
OA,, — OAk 2= a,‘:OA,c »je vektor Ay ,A,, rovnob&zny s vektorem (E: 1 8 pfi
k 2 1 stejného smyslu.

Zlomky vsunuté maji Eitatele ipy_; + pg - -3 @ Jmenovatele Gr-1+ qr-980<
< i < ay, takZe zobrazujici vektory jsou lOAk 1+ 04y, _,. Zobrazujici body vsunu-
tych zlomkd jsou mifZové body leZici uvnitf dsecky A4, _ 54y, .

Konstrukce 4, pomoci vzorce (I’) vyZaduje znalost a;, mé viak také tento vyznam:
koncovy bod vektoru az0A;_,+ OA;_, pada jesté na tutéz stranu polop¥imky
p(o) jako bod A, _,, kdeZto koncovy bod vekteru (a; 4 1) OA,c 1+ OAk 3 je jiZ na
druhé strané polopiimky p(x). (Srovnej § 4.)

Polopfimka p(«) d&li polorovinu ve dvé &asti. V kaZdé z nich vzmkne lomené &ara,
konvexni vzhledem k p(x)- Rohy obou t¥chto &ar jsou body zobrasujicf shlifené z2lomky
Fetézce pro o; dolnf (resp. horni) lomena &ira po¥iné v bod& 4 _, (resp. 4_,) a mé za
rohy body zobrazujici sbliZzené zlomky se sudymi (resp. lichymi) indexy. Vsunuté zlom-
ky jsou zndzornény m¥iZovymi body, které leZi uvnitf stran obou lomenych &ar. Mezi
obéma lomenymi &arami neleZi dalif m¥ifové body. Je-li x irracionilni, jsou ob& lomené
¢ary nekone&né. Proracionélni « lze zvolit jako koncovy bod bud dolni, nebo hornf
lomené &ary bod zobrazujici « (x je vyjadieno irreducibilnim zlomkem s kladnym jme-
novatelem), dle toho, jak zvolime paritu po&tu prvku Fetézce pro «.?)

¢ §12. Zevieobecnéné fetézce

Lze také zkoumat vyrazy

a, + b,

b,
by

a5+ b . - (1)
n-1
+ b,
Gp—1 +a_

e, + —
a; +

*) 1. Tato geometrické theorie fetézci byla vyvinuta Kleinem. Viz té% Cahen, Rych-
lik [2]. Dalgf literaturu viz Koksma [38].

2. Od Humberta pochézi geometrickd theorie Fetdzct, kterd uiiva modulového
obrazce. Literaturu viz Koksma [30 aZ 43].

3. Jiné geometrické znazornéni fetézch: Lettenmeyer,
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které se nazyvaji koneénymi zevieobecnénymi Fetézci a pi3f se ve tvaru

a -él
o + 3 + by
a; +
, 2
b @
@n_y + by
Gy
nebo struénéji
by |, by n |
o+|—E—Ta—2+---+|—a:- 3)
PoloZime-li
P-1= 1, q_..=0, } 4
Po =6 g =1, @
Pr+1= 8p41Pp + byt 1Pr—a } '
k= vens ),
Te+1= G210k T bpt19-1 (k=10,1,2,....m) ©)
bude
b b bi| _ Pk
a — +— + .ot —==(=0,1,2,...,n)
°+|al iay + +|“k % ( 0,1,2 n) (6)

Tak moZno urdit oby&ejny zlomek rovny danému fetézci. Vzorei 3 ¢2) 'odpovidé
Pidi-1—Pr—19x = (— 1) "1 biby ... by,
vzorei (9) (§ 2) pak

Pr_ Pe-1 _ (— 1)k-1 M
% 9k-2 9xdx -1

Nekoneéné zevieobecnéné Fetézce a jejich konvergenci lze definovat podobné jako
v §3.19) '

1

10) Viz Koksma (hlavné literatura), Perron, Wall (s rozséhlym seznamem literatury).
Uvod do této theorie viz téZ Cahen.
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