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KAPITOLA II.
ZOBRAZENI CISEL RETEZCI

§ 5. Retézce jako aparat k vyjad¥enf redlnych &isel

Véta 14. Kaidému redlnému &islu o odpevidd jediny Fetdzec, ktery md za hodnotu toto.

&islo. Tento Fet¥zec je konetny, je-li o &slo raciondlnt; nekonefny, Je-li o irraciondlni.®)
———— ——— e ——— e B e

Diikasz. Ozname a, nejvétii celé &islo nepievySujici o; neni-li x celé &islo, pak vztah

1
&= @9+ — (22)
L$1
dovoluje yréit é&islo ry. Pritom je patrné& r;, > 1, jeito 5 [ ., e aft ?J
1 .
—=a—a, <1
n

obecné, neni-li r,, celé &slo, oznadime a, nejvétsi celé &islo nepfevyBujici r, a uréime
&islo 7., ., vztahem: >

(23)

T, = 8, + .
Tn+1

Tento postup miiZe byt patrné opakovin, pokud nenastane p¥ipad, Ze r, je celé
&islo; pfitom patmé r, > 1 (r = 1).
Vztah (22) ukazuje, Ze
o = [ao3 7o];
necht dale
o= [ag; ay, apy ooy @y, 1k (24)
pak vztah (23) a vzorec (5) z kap. I ukazuji, Ze

&= [al); G5 By ce0y Gy By rn+1]
(vzorec (24) plati pro viechna n samozfejmé za ptedpokladu, Ze ry, 74, ..., 7y, m;jsou
celd &isla). =
Je-li &elo « raciondlnf, jsou patrné i viechna r, racionélni. Snadno nahlédneme, Ze
v tomto p¥ipadé se na& postup skonéf po konedném poétu krokii. SkuteZné, je-li na p¥.

%) Pripominime, Ze uvaZujeme o fetézcich s celymi prvky, pfinichza; > O proi > 1
a posledni prvek ka?dého koneéného Fetdzce je rizny od jedné. e Sr. ¢ § 5. o
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kde ¢ < b, jeftor, — a, < 1. Vztah(23) davé

Tn+1 = c

(neni-li oviem ¢ = 0, t. j., neni-li r,, celé &islo; pak by naSe tvrzeni bylo dokizino).
.41 M4 tedy mendiho jmenovatele neZ r,,. Z toho také plyne, Z¢ po kone&ném po&tu
krokd pfijdeme u posloupnosti r,, ry, ... k celému &islu r,, = a,; tehdy vzorec (24) uka-
zuje, Ze &islo o je znazornéno koneinym Fetézcem, jehoZ posledni prvek a, = r, > 1.
Je-li &islo o irraciondlni, jsou i viechna r, irracionalni a nas postup je nekoneény.
‘Klademe-li )
Pn

[ag; ayy 84, ..0s @] =
n

(kde je zlomek P2 irreducibilni a qn > 0), dostaneme na zédkladé vzorce (24) a vzorce (16)
kap. I. o 4
Pn—1"n T Pn-3
: Y ant g OS2

Na druhé strané je patrné -

Pn_ Pn-1%n 1 Pn-3 ,

n n-1% 1 9n-2
odkund

I_’L» (Pn—19n-3— Pn—3n—1)(Tn — 85)
(9n- 1’n+ @) qn_19p + 9n_q)

o —
a tudiZ

1 l
@n-1"n+ 9n-2)gn—_18n + Gn_ a)

Pn

Plati tedy

Prn_ 4 Pro n — o0;

9n
to viak patrné také znadi, Ze nekoneény Fetézec [ay; @), Gy, ...] m4 za hodnotu dané
&slo o,

Dokszali j jsme tedy, Ze élslo o miZe byt vidy vyjddfeno Fetézcem. Retézec je koneé-
ny, je-li &islo « racionélni WE§ . je-li & irracionalni. Zbyva nim dokazat jedinost
ziskaného vyjad.rem Poznamenejme i)}édevélm, Ze tato jedinost plyne v podstaté jiZ
z livah v paragrafu 4 I. kap., kde jsme vid&li, Ze zndme-li hodnotu fetézce, mitZeme po-
stupné uréit viechny jeho sbliZzené zlomky, a tudiZ i viechny jeho prvky. AvBak jedinost

moZno dokézat i mnohem jednodu3eji. Skuteéné necht

’ ? ’
o = [ag; 8y, 89, ...] = [ao; ay, ag, eee]s
pEi demZ tyto Fetézce mohou byt jak kone¥né, tak nekoneéné. Oznaéme obecné [x]
nejvétsi celé élslo nepfevysujici x. Pfedeviim je patrn& ay = [x] a “o [o}, odkud
plyne a;, = ao, dale, jestlize jeme jiZ stanovili, Ze

e, = a‘ i=012,..,n),
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je v oznadeni snadno srozumitelném

’
Pe= Py } (i=10,1,2..,n)
9% = q;

a dle vzorce (16) z kap. I
PiTnt+1+ Pa-1 Pi’lr:l"'l + Pr:—l _ pﬂ':ri-l + Pn—

’ [
Gnn+1 T n-1 aiTnt1+ Gn-1 GTnty + a1

odkud 7, , ;, = r,'|+l, ajeito a, ;= [r,+,] a “1’.+1 = [r,’.+1], také @, = a,:+1, t. j.
dané Fetézce jsou totoZné, jak jsme chtéli dokdzat.

Poznamenejme, Ze posledni ivaha by byla nemoZné, kdybychom p¥fipoustéli koneéné
Fetézce s poslednim prvkem 1. Je-li totiZ na p¥. a,,,; = 1 takovy posledni prvek, je
r,=e,+1aa, *|[r]

Tak jsme se pfesvédiili, Ze redlnd &isla lze jednoznalné vyjadEit fet€zei. Hlavmi
vyznam takového zobrazeni tkyi pfirozené v tom, Ze znéme-li fetézec zohrazujici redlné

élslo, muZeme urdit toto &slg s libovolnou pre pfedem danou | piesnosti. Podle toho miiZe
pii zoﬁﬁmpuat Fetézch aspoii v principu &init narok na tou? dlohu,
jako &ini na pf. i aparit desetinnych nebo obecné&ji systematickych zlomki (t. j. zlomki
vyjddfenych v néjaké &iselné soustavé).

Jaké jsou hlawvmi vyhody i nedostatky Fetézcd jako aparitu k zobrazeni realnych

dsel v porovnini s daleko roziifenéjsimi systematickymi zlomky? Abychom odpovédéli
na tuto otizku, nutno pfedeviim podat pt¥esny vyéet pozadavkii, jeZ miZeme a musime
klasti na aparit tohoto druhu. Je patrné, Ze prvni a hlavni theoreticky poZadavek je, aby
aparit pokud moZno iplné vyjadfoval vlastnosti toho &isla, které zobrazuje, tak aby
tyto vlastnosti mohly byt dle moZnosti upiné a jednodude ukéaziny, jakmile je déno
zobrazeni &isla onim aparadtem. '

Vzhledem k tomuto prvnimu poZadavku maji fetézce nepochybné znaénou pfednost
pied zlomky systematickymi (zejména desetinnymi). O tom se postupné piesvédéime
v priib&hu celé p¥isti kapitoly. V jistém stupni je to oviem patrné i z apriornich dvah.
Zatim co je systematicky zlomek spojen s uréitou &iselnou soustavou a tudiZ nevyhnu-
telné v sobZ obrazi nejen absolutni vlastnosti &isla, jez zobrazuje, nybr% i vzajemny
vztah prévé k oné zvolené &iselné soustavé — Fetézce nejsou ve spojent se Zadnou cisel-
nou soustavou a reprodukuji dokonale vlastnosti tisel-jimmizobrazenych: Tak jsme jiZ
vidéli, Ze racionalnost nebo irracionalnost vyjadfensho &sla je tplné uréena kone&nosti
nebo nekoneé&nosti pisluiného Fetézce. Je znamio, e pro systematické zlomky je odpo-
vidajici vztah znaéné sloZit&jii: kone&nost nebo nekoneénost znazornujiciho zlomku za-
visi zde krom& povahy pfisluiného &sla i na tom, v jakém vztahi je ono &ielo k &iselné
soustavé,

Aviak kromé hlavntho theoretického poZadavku, ktery jsme uvedli, je dluzno pfiro-
zené ukézat u kaidého aparétu slou¥ciho k vyjédfeni sel i pozadavky praktického
charakteru (n&které z nich mohou oviem mit i theoreticky vyznam). Tak je velmi dile-
Zity pozadavek, aby aparédt dovolil pokud moZno jednodu3e uréit pfibliZnou hodnotu
vyjadfeného &isla s pfedem danym stupném presnosti. Tomuto pozadavku vyhovuje
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aparit Fet&zel plnou mérou a jisté lépe neZ aparat systetﬁatickfch zlomki; nadto brzo
seznime, %e pfiblizné hodnoty poskytované timto apardtem maji vlastnost nejlepIich
pFiblizent v pFirozeném, neobyéejné Jednoduchém a dilezitém smyslu.

Je viak druhy jeité podstatnéjsf prakticky poZadavek, ktery tento aparat naprosto
nespliiuje. Potfeby poétu nuti nis poZadovat od kaZdého zobrazujiciho aparitu, aby-
chomn mohli, zndme-li zobrazeni nékterych é&isel, nalézt dosti snadno také zobrazeni
jednodu3sich funkei téchto &isel. (PFedevsim jejich soudtu a souéinu.) Kritce Fedeno:
aparit vhodny v praktickém smyslu musi pfipoustét dostateéné jednoducha pravidla
aritmetickych tkoni, bez ehoZ nemuZe slouZit jako nastroj poltu. Jé zndmo, jak vVhodné
jsou v tomto smyslu systematické zlomky. Naopak pro. fetézce “neexistuji prakticky
prijatelns pravidla pro aritmetické dkony. JiZ iloha urdit Fetézec pro soutet Fet¥zci
zobrazujicich séftance je ¢ je znadn¥ sIoZts & v 7 podetni praxi neproveditelna.

Piednosti a nevyhody Fetézcii, na néZ jsme poukézali, pFi srovnéni e systematickymi
zlomky ve znaéné mife pfeduréuji i rozhraniéeni okruhii pouZiti téchto dvou zobrazo-
vacich apariti. Jako se v podetni praxi uZiva skoro vesmés systematickych zlomky,
v theoretickych 1ivahach pti zkouman{ aritmetickych zikond kontinua a aritmetickych
vlastnosti jednotlivych irracionilnich &isel se s vyhodou uZiva apariatu Fetézcd, ktery
je nejlepsim a nenahraditelnym néstrojem pro takovy druh dvah. VySetfovani tohoto
aparétu v takovém sméru je hlavnf itlohou vieho dalifho vykladu.

¢

§ 6. SbliZené zlomky jako nejlep&i p¥ibliZent

Chceme-li irracionéln &fslo & vyjadFit s urditym stupném p¥esnosti ve tvaru obyg&ej-
ného racionélntho zlomku, miZeme k tomu p¥Firozend poufit sbliZenych zlomki Fetézce
zobrazujictho &isla «. Stupen dosaZené pFesnosti je stanoven vétami 9 a 13 v I. kap.;

méme totiZ ) _
1 " Pa 1
— <la—t| < ——.
n(@n + 9n+1) ‘ qn 9nqn+1

Uloha_aproximace (pFiblizného vyjidfen) irraciondlnich &sel pomoci racionélnich
zlomli se klade v Jednodu.ihm svém t: tva.ru obycejné tak, Ze se hleda raclonilni zlomek

o n&jakou piedem-_ﬂanou velidinu, Takto vytlend u.loha miuZe mit ostatné smysl iv pn-
mﬂa " J¢ raciondlni. Tak, je-li & zlomek, jehoZ &itatel a jmenovatel jsou
pHliZ velks &sla, miZe vznikat otizka o pFibliZném vyjddfeni tohoto &isla pomoci
zlomku, jehoZ &itatel a jmenovatel by byla menii &isla. Z &ist& praktického hlediska
nenf mezi témito dvéma ptipady (racionélnfho a irracionélntho «) v podstaté rozdilu,
nebot v praxi kaZdé &islo je ddno jen s néjakym stupném pFesnosti.

Bezprostfedné je patrné, Ze k fedeni této idlohy je aparat systematickych zlomki na-
prosto nevhodny, nebot takto ziskané aproximujici -zlomky maji jmenovatele uréené
vyhradné z vybrané soustavy &iselné (v pFipadé desetinnych zlomkii jsou to mocniny
&isla 10) a viibec nezfivislé na aritmetické povaze zobrazovaného &isla. Naproti tomu
v pEipadé Fetézci jmenovatelé sbliZzenych zlomkd jsou zcela urdeny &islem, zndzorio-
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vanym onim zlomkem, a tudiZ mime viechny diévody ogekévat, Ze tyto shlizené zlom-
ky, epojené iizce a pfirozené se znizorfiovanym é&islem, budou téz dileZité p¥i Fefeni
iilohy o nejlep#i aproximaci onoho &isla racionédlnimi zlomky.

Rekneme, Ze racionslni zlomek e > 0) je ne]lep§im pFiblifenim redlného éisla &,

leZi-li kaZdy raciondlni zlomek s tymZ nebo men&im jmenovatelem ve vét3i vzdélenosti

T a 3
od o, jinak Feéeno, plyne-liz 0 < d £ b, 4 & — nevyhnuteln&

e at

Vétals. Kazdé nejlep3i pFibliZeni &isla & je jednim ze sbliZfenych neb vsunutych zlomku
Fetdzce o, )

Pi#edbé&ind pozniamka. Aby toto tyrzeni nepFipouitélo vyjimek, je nutné zavést
sblifené zlomky Fadu —1, takse poloZime p-,=1, g_; = 0 (jako jsme jiZ udinili
v paragrafu 2). Zlomek } je totiZ na pf. — jak se snadno pfesvidéime — nejlepiim
pfibliZenim &isla ], nenf viak mezi jeho sbliZenymi a vsunutymi zlomky, jeZto mnoZina
téchto zlomki, zaéneme-li se sbliZenym zlomkem fddu 0, je vy&erpdna dvéma zlomky
9 a }; naproti tomu, pfipojime-li zZlomek } jako sblifeny zlomek fidu —1, je timto

souhrnem

IR OB LR TF
a ten obsahuje zlomek }

Diikaz. Necht j Je— nejlepdi pfibliZeni &isla o; pak je piedeviim b =6 V pﬁpadé

T < @, by totiZ zlomek —, razny od —b-, se jmenovatelem ne vitiim nez b, leZel k «

bliZe nez b , v disledku &ehoz by nebylo nejlepsim pfibliZenim.

Zcela analogickou xivahou muieme ukézat, Ze

e
Téao—i—l.

-a
Lze tedy skuteéné pFipustit, Zea, < % <a+ 1(v pﬁpadé—‘; = @y nebo =%t 1

G+l _ PotpPy
1 %+t -1

by véta byla dokézéna, jeito %" =1 Je sbliZeny a

je vsunuty
‘zlomek &isla o).

Nesplyvi-li zlomek % se Zidnym sbliZenym nebe vsunutym zlomkem &isla o, musf

lezet mezi dvéma po sob& jdoucimi takovymi zlomky, t. j. pti vhodné zvolenych k a r
(k>0,0Zr<ag, nebok=0,1<r < a) mezi zlomky

Per+ Pr—y _ Pilr 4+ 1)+Pk—1'
9 + 9k G+ 1)+ g
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v disledku &ehoz

8 _ prt pk-l']
b g+,

Per+ D+ pr—1__ Pl + Pk
lar+1) + a1 Br + G2
- 1

_ A+ D) + g} (@t G-
Na druhé strans je viak patrnd

8 _ P+ pea| m
b qr+ g, b(gpr+ qx-1)
kde m je néjaké kladné &islo, tedy aspoii rovné 1. Je tudiZ
1 1
Bawr + qe-D @ + DT e @ + G0

odkud
G+ 1)+ qe_y < b.

Zlomek
. Prr+ 1)+ pz_,

’ 25
ar+ 1)+ g )
jeZto tedy mé mensiho jmenovatele ne% zlomek % » leZi bliZe &isla & ne% zlomek

Px" + Pr-1 (26)

G + 9x-1
(nebot vieobecné na zdkladé vysledkd paragrafu 4 kazdy nésledujici vsunuty’ zlomek
lezi bliZe « neZ pfedchizejici), tedy pak i bliZe neZ zlomek s lezmi mezi (25) a (26). To
viak odporuje definici nejlepiiho pribliZeni. Tak je véta 15 dokazﬁna
Pfi definici pojmu nejlepiiho pfibliZent, ktery je padkladem této-véty, jsme oceﬁo‘{ali
blizkost racionalniho zlomku;%_Léishlaxnm]osﬁrg_ziﬂici: % (co do absolutnf

hodnety), coZ je konec konci nejpkirozenéjii. Aviak y fiselné theorii byva &asto diileZi-
t&j3i a prihodnéjsi viimat si za tim d&elem rozdilu bx — a, kter}? se 1i31 jen &initelem b od
predchézejiciho a jehoZ malost (co do absolutni hodnoty) mazZe tudiz rovnéz slouZit jake

kriterium blizkosti zlomku T k &fslu o. Tento pFechod od jedné charakteristiky ke druhé
se muZe zd4t na prvni pohled trivialnim a skuteéné v mnohych p¥ipadech trivialni jes
ale neni tomu tak vidy, jak se brzy presvédéime. Cinitel b, rozlifujici mezi sebou ob&
nerovnosti, neni totiZ stild velitina, nybrz je ve vztahu s aproximaci zlomku a méni se
pFi jeji zdméné.

Nazveme nyni nejlep#f pfibliZeni, o1 mchz jsme mluvili ve vété 15 ne]lepélmx pnbhze-

nfmi prvntho druhu; dile nazveme raclona.ln.i zlomek (b >0) n_g_l_epgm,pubbwbn
—— —r——

druhého druhu pro_ fl_sl_g & plyneliz — =|= —, 0 < d £ b nevyhnut
|[dx — ¢| > |bx — a].
—_—
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Nejlepsi pfiblizeni druhého druhu se tudiz definuje pomoci rozdilu |bo — a| docela

a2l

Snadno se dokéze, Ze kaZdé nejlepdi pribliZent druhého druhu je hutng sdroveri nejlep3t
FibliZeni proni

Kdybychom totiz méll
s

analogicky jako se definovalo nejlepéi pfibliZeni prvniho druhu pemoci rozdilu

a
o — —

b

[ a
’ (‘J‘*T, déb)v

pak ndsobenim prvni a posledni nerovnosti bychom dostali
e —¢| < |bx — al;

jinymi slovy, kdyby zlomek 1;— nebyl Wy
bj_t_a,gi_‘ nejlepdim pfibliZenim druhého druhu, ¢imZ véta dokdzina.

Opaéné tvrzeni by viak bylo nesprivné: nejlepii pEibliZenf prvniho deuhw-rmrenf-vidy-
nejlepiim piibliZenfm druh¢ho druhu. MiZeme se na pf. snadno pEesvédéit, Ze zlomek }
je nejlepsim pfibliZenim prvniho druhu pro &slo 1, nenf vdak nejlepéfm pfibliZzenim
druhého druhu, coZ v1d|.me z nerovnosti p

1-1—0/<3-1—1,1<3.

Z uvedenych poznimek a vity 15 plyne, Ze viechna nejlep#i pfibliZeai druhého druhu
jsou déna pfibliZnymi a vsunutymi zlomky. MiZeme viak — a to je hlavnim podkladem
dlohy, kterou ma pro ne]lepsi piibliZeni druhého drubu aparit Fetézclh — dokéazat mno-
hem pfFesné&jsi tvrzeni. o

Veta 16. Kazd¢ nejlepi p¥ibliZent druh druhshg druhu je déne-sblizenym slomkem
Diikaz. Necht je zlomek v‘;— nejlepsim pFiblizenim druhého druhu &isla
o = [ag; a;, a5, ...],

. - a
jehoZ sbliZené zlomky oznadime % . Kdyby bylo 7 < 8o méli bychom

| lex—agy| < a—%]é b —al, 1 £ b,

t. j. % by nebylo nejlepsim pnbl.iiemm druhého druhu; je tedy > a,. V takovém

a
piipadé zlomek Y nesply"vn-h 8 zﬁdnym ze sbliZenych zlomkd, nutné bud lezi mezi

Pk-1_ Pk+1
a

dvéma sbliZenymi zlomky —— stejné parity, nebo je vétsi nez{; V prvnim
1

-1 Jk+1
pFipadé
|82 __Pr-1 1
LI R R [
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8 Pe-1 Pr  Pe-1| _ 1
b g % Ik-11  G%%-1
odkud
b > g
na druhé strané
8 | S |Pk+1 a 1
a— B 2>
b l_ 9k +1 b | = bqx,,
a tedy
. b —a] 2 ——,
' 9k +1
kdeZto
1
lgxx — pxl < ,
. f 9k +1
odkud

[gkx — pi| < |box — a.

Vztahy (27) a (28) ukazujf, Ze 7 neni nejlepf pfiblizeni druhého druhu.

b
Ve druhém p¥ipadé (t. jos je-li % > %) méme
a a 1
la——b-l> %_T gb—ql.
odkud
1 1
|ba—a|>;——;—l-

Na drubé strang je patrné

takZe
lba—al >[1.a—ap, 1<,

27

(28)

co% znovu odporuje pojmu nejlepitho pfibliZeni druhého druhu. Tak je vita 16 doka-

zéna Wdplné,

Viimnéme si nyni otézky, je-li moZno véty 15 a 16 obritit, Pfedev3im, jak lze snadno
nahlédnout, vétu 15 nelze obritit: vsunuté zlomky nejsou nutné& nejlepéimi pFibliZzenimi
prvatho druhu; tak pro &isle o = # je zlomek 4, jak lze snadno nahlédnout, vsunu-

tym zlomkem. Neni viak nejlepsim p¥ibliZenim (prvnthe druhu), nebot

F—H<lg—3. 1<2

Ptikladi podobného druhu lze si pfedstavit libovolné mnoistvi, o EemZ se &tena¥

muZe sdm bez ndmahy pFesvedéit.

Naproti tomu véta 16 pFipoudti skoro Gplné obrdceni, coZ oviem zvyEuje jeji mimo-

iédn)‘ vyznam.
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Véta 17. Kaidy sblifeny zlomek je nejlepfim p¥iblizenim druhého druhu; jedinou
(trivialni) vyjimkou je

_ 1 p,o _ 6y

=0t T
Piedb&Zna poznimka. V pfipadé & = a, + % neni zlomek ? = %’ skuteéné

(1]
nejlepiim priblizenim druhého druhu, nebot
1-0—(8+ 1) = 11:-a—a.
Diikaz. VEimnéme si formy )

|y — =i, (29)

kde y probihi hodnotami 1, 2,...,q, a ¥ miZe nabyvat libovelnych celych hodnot.
Oznadime y, tu hodnotu y, pFi niZ forma (29) po p¥isluiném vybéru x nabyvé nejmensi
mo#né hodnoty. (Je-li takovych hodnot y nékolik, zvolime za y, nejmen$t z nich.) Tu
hodnotu x, pfi niZ |y« — x| nabyva onoho minima, oznadime x,. Snadno se pfesvédéi-
me, Ze tato hodnota je jedind. Skuteéné, kdybychom méli

x x!
la=2|=]a=2] (44,
bylo by patrné .
s a=x°+:6.
2y,

Tvrdime, Ze tento zlomek je irreducibilni. Kdyby totiz bylo
x+ x=1Ip, 2y,=1lg (I >1),
bylo by v pHpadé | > 2
9<Yo &= %, lgx —p[ =0,
co% odporuje definici yy; je-lil = 2, pak ¢ = y,
lgx —pl = yex —pl = 0 < |yox — i,

co% odporuje definici x,.
Rozvineme-li racionilni &islo & v fetézec, dostaneme

Pn

0‘=q s Pa=%+ % s n=2y0=0,0n 1+ qn-2 Gn>2.
n
Je-li tedy a,, > 2 nebo je-lia, = 2, n > 1, budeme mit q,,_, <-y,. Aviak
1 1
G106 —Prna|=—=75— X4 Z |yex — -
[qn-1 Pn-1| o 2yo_i_|70 ol

co% odporuje definici y,. Je-li viak n = 1, @, = 2, je & = g, + §. ¥o = 1 a méme opét
pfipad, ktery jsme vylouéili.
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Hodnoty y, a x, jsou tedy ureny jedinym zpisobem danymi podminkami, Z toho
plyne bezprostfedné, Ze ;—0 je nejlepdi pfiblizeni druhého druhu &isla «, jinak by ne-
]
rovnosti

|bx — a] £ Jyox — x| (%*ﬁ’béyo)s
Yo

patrn€ odporovaly definici &fsel x,, y,. Na zdkladé véty 16 mime pak
Ty =Py Yo=14q, (s S k).
Je-li s = k, je véta dokdzana. Bylo-li by viak s < k, méli bychom

1
R R

{9 — Ps| >

> — pe| = .
9k +1

JeZto pak na zakladé uréenf &isel p, = x, agq, =y, je

lgs% — psl é lgex — Pklo
plati -
1 1
< ’
. k-1t 9k Gk +1
t]. -
Te+1 <Gk + Qe-p

a to neni mo#né na zikladé& zdkona o tvofeni &fsel q,. Tak je véta 17 dokédzéna,

Ty vlastnosti aparitu Fetézcd, které jsme naili v tomto paragrafu, byly s historického
hlediska prvnim podnétem k odkrytia zkouméni tohoto aparatu. Huygens &i vytkl za cil
sestrojit pomoci ozubenych kol model sluneéni soustavy a byl tak pfiveden k dloze sta-
novit poéet zubi ozubenych kol tak, aby pomér téchto &sel pro dvé do sebe zasahujief
kola (rovny pomé&ru &asi jejich vplného otoéeni) byl pokud mozno blizky k poméru
Zasi obéhu danych planet. Ziroveii samoziejmé poéet zubii z technickych davodi
nemohl byt p#ilis velky. Tak vznikla otéizka najit takovy racionilni zlomék, jehoZ &-
tatel a jmenovatel by nepfevyioval danou mez a ktery by zérovesi leZel pokud mozno
blizko danému &islu a. (Toto &islo muzZe byt theoreticky téZ irracionélni, prakticky
viak je v daném pripad€ déano racionilnim zlomkem, jehoZ &itatel a jmenovatel jsou
&isla pFili§ velika,) Vidéli jsme jiZ, Ze theorie Fetézci poskytuje moZnost viplné rozfesit
ilohu takto danou.

§ 7. Rad ptibliZzeni

V pfedchazejicim paragrafu jsme se zabyvali ocenénim malosti rozdilu |a—;1p—k
&

u porovnéni s jinymi rozdily podobného typu. Nyni se budeme zajimat o ocenéni ma-
losti téhoZ rozdilu sama o sobg, bez ohledu k jinym rozdilim tohoto tvaru. Pfirozena
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cesta k ocenéni, jak mala je velikost [ x — % ‘, je patrné ta, Ze srovnavame onen rozdil
k

s libovolnou ubyvajici funkci argumentu g;.. V tomto sméru nis véta 9 kap. I ihned vede
k nerovnosti®)

- Pk 1
a—=El < —.
% L (30)

Vznika tudiZ pfedeviim otézka, neni-li moZno zesflit tuto .nerovnost, t. j. zaménit jeji
pravou stranu jinou funkei f(q,) jmenovatele g, kterd by pfi viech n > 1 hovéla ne-
rovnosti )

1 .
f) <—5 .

Snadno nahlédneme, Ze chceme-li, aby takto zesilend nerovnost (30) byla splné&na pro
libovolné a p¥i viech hodnotéch k, nenf moZno dosdhnout 2idného podstatného zesileni
v tomto sméru. Pfesnéji Fedeno, at by bylo ¢ > 0 jakkoliv malé, lze vidy uvést takovy
piipad, Ze

w_Pr|  1—e¢
L[ q?

Abychom se o tom pfesvédéili, viimneme si &sla .

. n+1

a={0;n,1,n] = FCEEk
pro které

p=1lq=npy=n+1, Qaz"(n‘l' 2)7
a tudii
] a_B1| [P _ps [ 1 1
31

= 2) = 2
93 q n(n 4 2) ‘If(l'f';)

Staéi pak jen vybrat n v souhlase s nerovnosti

»

1
3 > 1—eg,
14—
n
aby bylo
|a_& l1—e
4 e

Vzdéme-li se viak pofadavku, aby zesilend nerovnost byla splnéna pfi libovolném o
bez vyjimky pro viechny hodnoty k, Ize dojit —jak jhried uk&Zeme — k Fadg zajimavych
@ SRl tvrsent. ) o

$) V ptipadé & = P (kdy véta 9 je nepouiifelnﬁ, jezto ;:leexistuje qk+1) 8€ nerovnost
(30) stava trivialoi,
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Véta 18. Mé-li éislo « sbliZeny zlomek Fidu k > 0, platf nutnd aapoii ]edna z bbou ne-
rovnostf c~—————
fovnostt

1 _ 1
|a_1ﬂ] E Ja_m -
I L k-1 T -1
St . ol S
Dikaz. Jezto o lezf mezi- Pr-2 &‘-,plati
9k -1 9k
Pk Pr-1 Px __Pr-1 1 1
o—=|4 a6 —"—= ———| = + 5.
q ‘ Q-1 % Q-] Wk 2q’ 29,

1 1 .
(Posledni nerovnost vyjadfuje tu skutednost, Ze geometricky stied veliéinq— a——])e
E Tk-1
menif neZ jejich aritmeticky stfed; rovnost by byla moZné jen pro g = g _y, coZ je
v nafem p¥ipadé vyloudeno.) Odtud plyne ihned potvrzeni véty.
Dokézané tvrzeni je zvlasté zajimavé proto, Ze pFipoust{ v jistém smyslu obrécen.

Véta 19. Kaidy irreducibilnt slomek ,‘;- vyhovujtct nerovnosti
la—2 ] L
1 b 2b4
Je sblizenym zlomkem &isla o.

Diikaz. Na zékladZ véty 16 stadi ukazat, Ze zlomek %— je pro &islo & nejlepim ptibli-
%enim drubého druhu. Necht

-

jdx — ] < b —a] < 35 (d>o,7"=|=%) 'l

2b
pak
c 1
*T | <%
a tudiz :
c a i e |, [ 1 1 b+d
rimy él"‘—ﬂT[“—T <% T 2= 2 31)
Na druhé strang, jeZto —;— ES -%— , plati
c 1
, T 2
tudiZ nerovnost (31) ddvd
1 b4d
bd < 2% °

odkud d > b. Je tedy zlomek — skuteéné nejlepsi pfibliZzeni druhého druhu &isla o

b
a véta 19 je dokdzéna.
Dalim zesilenim vty 18 je dal¥f znaén& hlubgi véta.
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Vi&ta 20. Ma-li &islo o sblfZeny zlomek Fidu k > 1, plati nutné aspok_jedna z t¥chig tFi

nerovnostf;

Pk l Pk-1 1 Pr-2 j
o — — o — ’ x — <
Slep wlemn il
Diikaz. Pro k > 1 poloZme
qk—_!=¢’ko P+ T = Vg
9r-1
Pomocné véta. Jelik>2, v < |5, vio1 < V5, plats
o> 3 (/5—1). '
Jeito totiZ
1 9n
= =@, 2
Pn+1 In-1 nt o (32)
a
ry = 6, + ’
" " Tn+1
plati
i 1 L
Pn+1 Tnt1 P n= Yo

Proto podle podminky pomocné véty
— 1 1 —
+ny5,—+—=<1V5,
P , _V P Tk —V
odkud .

V5—o0 (F— ) 21,

neboli (jeZto @y, je racionani &islo)
— !
5—5 (q»k +—) >0,
_ Pr
odkud (jeito je gj, > 0) dostaneme
(* VS—_ ‘pk)’ < *1

a tudiz

* Vs—_ o < } ’
o > H/5—1),

coz dokazuje pomocnou vétu.
Ptipustme nyni, Ze v rozporu s nasim tvrzenim

Pn
V59

a—— n=kk—1,k—2)
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Dle vzorce (16) kap. I méme
' Ia_& =| Pwnsit Paoy _ Pn| _
n’ nTn+1t dn-1 Gn .
_ 1 - 1 o 1
2@aTn+1+ a-1) 93(rp1 + Pn+) Byni )

atudii
Va1 ZV5 =k k—1,k—2).

Podle pomocné véty soudime odtud, Ze

o > 5 =1, grsa > HI5—1),
a tedy na zikladg rovnice (32)

1 .2 l/s_-l=1

a, = — <= — N
T e o1 2 -

coZ nenf moZné. Tento rozpor dokazuje patrng vétu 20,
Véty 18 a 20 vzbuzuji domnénku, Ze jsou politkem Fetézu tvrzeni, ktery pfipoustf
dal’i pokradovini. AvSak tato domnénka je mylna. Viimnéme si &isla

a=[1;1,1,...].

PoloZime-li, jako obvykle, x = 1 + % , dostaneme patrné r, = «, odkud
1

a=1+?1‘-, af—a —1=0,

a tudiz . -
a =41+ I5).
Jeité je patrné r, = o pfi kazdém n, plati
_ Prx+ Pe—a
Q>+ gy
a tudiz
Px 1 1
*TalT ot a0 qe_1\
o (2% k-1 g (a+ kq-—l)
. .

Aviak podle véty 6 kap. I méme
2 _[1,1,...,1] > (k= o),
k-1
odkud

q;—_l = ?1‘-+ &g = }(Vs——l)—{— &g (e =0 pro k— oo).
k
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Je tedy -

Ia Px
9k

1 1
TR+ D+ 45— D+ e a5+ e

1
To ukazuje, Ze at je ¢ jakékoliv &islo < V?, pro dostateéné velké k budeme mit nutng
Ve

a—Bki 5 2
d a

1
Nem tedy mozZno nah.radlt konstantu 7= V_ ve vété 20 iadnoh menj konstantou, chce-

me-li, 11 aby odpowdajlci nerovnost byla splnéna pro_nekoneiné mnoho hodnot k pki
ll.bovolném o. Pro kaZzdou men3i konstantu lze nalézt takové « (totiZ o« =% (VS + 1)),
TP . s o . . . s v

které muze vyhovovat oné nerovnosti jen pro koneény podet hodnot. Zejména je Fetéz
tvrzeni poéinajici v&tami 18 a 20 pFferusen touto posledni vétou a nepfipousti daldiho
pokradovéni. / -

§ 8. Obecné zakony aproximace

Dosud jsme se specidlné zajimali o pFibliZeni dana sbliZenymi zlomky a vysvétlili
jsme fadu hlavnich otizek spojenych s touto tlohou. JeZto viak jsme si pfi tom uvé-
domili, Ze sbliZené zlomky jsou v jistém smyslu nejlepimi pfibliZenimi, miZeme poéi-
tat s tim, Ze zfskané vysledky nam dovoli studovat zevrubné zikony, kterymi se Fidi
pEibliZeni irracionélnich &isel raciondlnimi &isly, nezdvisle na libovolném specidlnim
zobrazujicim aparétu. Obratime se nynf k tomuto druhu dloh. V ramci této element&rni
monografie nemiZeme oviem podat ani trochu tplny vyklad zikladu p¥isluiné theorie,
nejen z nedostatku mista, ale hlavng i proto, Ze to mé jen nepfimy vztah k naif iiloze.
Pfirozend se gmezime na to, Ze uvedeme fadu elementérnich vét, které samy objasni
uZiti fetézcl na nauku o aritmetické povaze irracionélnich &isel.

Prvni otézku, jeZ se zde naskytuje, lze v souvislosti s vysledky piedeslého para-
grafu formulovat takto: pro kterd kladné ¢ ma nerovnost

P [4

pfi libovolném reilném x nekoneéné mnoho Ffefeni v celych p a g(¢>0)? Posledni
vysledek piedeilého paragrafu nés vede snadno k tomuto tvrzeni:

Véta 21. Nerovnost (33) ma pro libovolné redlné « nekoneén& mnoho Fedent v celych p
aq(g <0)jelic > —15—_- Jelic < V%, bude mit nerovnost (33) p¥i vhodné volbs x jen
koneny polet takovych Fejent.

Prvni tvrzeni je totiZ bezprostfednim daslédkem véty 20 (v pHpadé, Ze o = b
raciondlni a tudiZ ma jen koneény poéet shliZenych zlomki, lze prvni tvrzenf véty 21
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dokédzat trividlns, klademe-li g = nb, p = na, n=1,2,...). Necht tedy ¢ < V_
Polozime, jako v paragrafu 7,
a=#1+V5)=111,1,...0.

Hovi-li cela &isla p a q (¢ > 0) nerovnosti (33), pak dle véty 19 je £ sbliien)';m zlom-
kem ¢&isla o. Ale na konci paragrafu 7 jsme-shledali, Ze mezi t&€mito sbhzenym.l zlomky
je jen konedny poéet takovych, které hovi nerovnosti (33), pfedpokladame-li ¢ < ’VT_

‘Tak je naSe tvrzeni 1iplné dokdzéno.
TudiZ vieobecng, t. j. pFihlizime-li ke viem moZnym reslnym &islim o, neni moZno

1
/5q2
neexistuji takova zvléétn.i irracionédlni &sla &, pro néz j Jsou moZné aproximace znaéné
vy&stho Fadu. Naopak jsou moZnosti v tomto sméru naprosto neomezené, o &ems je se
mozno piesvédcit pfedevEim pomoci aparédtu Fetézci.

prestouplt Fad piibliz eni charakterisovany veli¢inou . To v3ak neznamend, Ze

V&ta 22. A je dina jakdkoliv kladnd funkce p(q) pFirozeného argumentu q, lze nalézt
irraciondlni éislo o, pro n&Z nerovnost

P
x— — | <
q | #(q)

md nekoneén& mnoho Fedent v celych p a ¢ (g > 0).

Diikaz. Utvorime nekoneény fetézec a tak, Ze budeme vybirat jeho prvky tim zpiso-
bem, aby hovély nerovnostem
1
a2 p(a)
co% lze oviem uélinit nekone#né mnoha zpusoby (a, je moZno pEi tom vybrat libovolné).
Pak bude pro libovolné k > 0 ‘
1 \

1
= < < »
Qe +1 GO 11 G + k1) T G4 lq’% #a0)

Byt > (k = 0),

’

Pr

& — —

'

co? dokazuje vétu.
Poznamenejme nyni, Ze v nejobecnéjiim p¥fpadé nerovnosti

1 | Pk 1
- a—Ek| < ,
9G(qe + 9e+1) qx Tdr+1
neboli, coZ je totéz, '
1
g < ( o —% é _lq_

a 1 k- ') k 3(41 —-—"'1)
(k+l+ + r” qi\ak i + .

34



déavaji
1
920k 11 ’

1 1 P
— < xa—==
'Ii(“k+1+ 2)

9 = (34)

odkud je patrné, Ze pfi danych ay, a;, ..., 6, zlomek P tim bliZe aproximuje &islo «, &m
je vEt¥i dal’i prvek; jezto viak sbliZené zlomky jsou ve viech piipadech nejlepsimi pfibli-
Zenimi, pfichazime k diisledku, Ze lepsi pEibliZeni racionalnimi zlomky pFipoustéji ta
irracionalni &sla, mezi jejichZ prvky se vyskytuji vétsi &éisla. Tato poznamka kvalitativ-
nfho charakteru je kvantitativné vyjddfena pravé nerovnostmi (34). Zvlaadté€ budou mit
nejslabsi fad aproximace irracionalni &isla s omezenymi prvky. Tak se stdva pochopi-
telnym, proé jsme jiZ Eastéji — ve snaze dostat irracionalni éislo, které by nepfipoustélo
pribliZeni ¥4du vyS&iho ne% je dany — vybrali k tomu éislo

W5+ y=[1,1..1%

ze viech irracionélnich &sel m4 toto &slo patrné nejmenii moZné prvky (nehledime-li
na a,, které zde nemé4 Zadnou zvlastni dlohu), a tudiZ se nejslabéji aproximuje racional-
nimi zlomky.

Ty specifické zvlastnosti aproximace, které jsou vlastni &slim s ohrani¢enymi prvky,
jsou tplné vyjadfeny timto tvrzenim, které po viem, co bylo poznamenéno, je skoro
samozfejmé.

Véta 23. Pro kazdé irraciondlni cislo o s omezenymi prvky nemd nerovnost

P c \
"‘—ﬂ<q—= @3)

pFi dostateénd malém c FeSeni v celych p a q (¢ > 0). Naproti tomu pro keidé &islo o s ne-
omezenou posloupnostf prokit mé nerovnost (33) nekoneén# mnoho takovych Fefent.
Jinak Fedeno, irracionsla s omezenymi prvky pfipousti fid aproximace ne vys3i nezZ

"qlT’ naproti tomu irracionila 8 neomezenymi prvky pFipousti libovolpé vysoky Ffad
aproximace.
Diikaz. Jsou-li mezi prvky Fetézce zobrazujiciho o prvky libovoln velké, lze pro
libovolné ¢ > 0 nalézt nekoneén& mnoho hodnot k, pfi nichZ
gy > .

a tudif podle druhé z nerovnosti (34) budeme mit pro nekoneéné mnoho &
<=
a2’

o — Pk

(13

&mZ je dokézéno druhé tvrzeni véty.
Existuje-li takové M > 0, Ze
a<M(k=12..),
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je podle prvnf z nerovnosti (34) pro libovolné k > 0
o B]s L
i 9%} (M + 2)

Z toho dostaneme pro libovolnou dvojici celych &isel p a ¢ (¢ > 0), uréime-li index k
nerovnostmi '
%-1<9=q

a uvizime-li, e vEechny sblifené zlomky jsou nejlepsimi pfibliZenimi prvnfho druhu,

Pk 1
o — K s
M+ 2)

‘a—-‘iIZ
q | 9k

- ai o () > s (5 =

— 1 ( 9x—1 )2 >
M+ 2) \ apqe_1 + 9% -2
> 1 1 > 1
M+ @t D (Mt ME g
Zvolime-li tudiz

1
\ ‘< M+ o0+ R

nemiZe byt nerovnost (33) splnéna ani pro jednu z dvojic &sel p a ¢ (g > 0). Tim je
dokazéno i prvni tvrzeni nasf véty.

Dosud jsme ocefiovali blizkost aproximace malostf rozdilu x — % . Mohli bychom si

viéak i zde, podobné jako jsme to &inili v paragrafu 6, viimat misto toho rozdilu gx — p
a ve viech vétéch nami dokazovanych provést pisluinou zménu formulace. Tato
prostd pozndmka ihned vede k novému vyznamnému hledisku pFi problému, ktery
studujeme.

Jednoduché linesrni homogennf rovnice se dvéma neznimymi x, y,

ax—y=20, (35)

kde o je dané irracionélni &fslo, nemiZe byt piesn& fefena celymi &sly.”) Je viak moZno
dét za ilohu pfiblizné feSen této rovnice, t. j. vybér takovych celych Efsel x, y, pro néz
rozdil dostihuje uréitého stupné malosti. Je patrné, Ze viechny pFedeslé vity tohoto
paragrafu mohou byt vyklidiny jako véty o zdkonitostech Fidicich pFiblizna Fefeni

7) Nehled& oviem k trivialniniu Fefeni x = y = 0.
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rovnice (35) celymi &sly tohoto druhu. Tak na pf. v&ta 21 ukazuje, Ze vidy existuje ne-
koneé&né mnoho takovych celych &isel x a y (x > 0), pro n&%

C
oz —y| <—, (36)

je-li C kladné é&islo ne men3i nez V% .
S tohoto nového hlediska je pFirozené pfejit od homogenni rovnice (35) k nehomo-
gennf rovnici ‘
ax—y =4, (37)

kde B je libovolné dané redlné &fslo, a zkoumat moZnost i charakter jejiho pfiblizného
feleni celymi &sly x, y; jinak Fedeno zabyvat se zdkonitostmi vznikajicimi pFi otézce
uéinit rozdil ax — y — 8 pokud mo¥no malym p#i vhodném vybéru celych sel x, y.

Tato otézka byla nejprve poloZena velikym ruskym udencem P. L. CebyZevem, ktery
také podal prvni hlavni vysledky spojené s touto rovnici. Pozdéji intensivng pokrago-
valo jeji zkouméni, hlavné v sovétské aritmetické Skole.

Prvni zékladni zvladtnost odlifujici nehomogenni p¥ipad od homogenniho tkvi v tom,
%Ze — aby bylo moZno uéinit velit¢inu |axx — y — | pro libovolné 8 libovolnZ malou
vhodnym vybérem celych &isel x a y — je podstatnym poZadavkem, aby &slo a byloe
irraciondlnt (kdeZto v homogennim p#ipadé se veli€ina |xx — y| miZe stdt libovolng
malou pfi libovolném o).

Skuteéns, je-li & = %, kde b > 0 a a jsou cela é&sla, pak — poloZime-li § = % —

budeme pfi libovolnych celych x a y mit

2ax —by) —1 |

1
Iax—y_ﬂl= 2b ?

2b

v

jeito |2(ax — by) — 1| jako liché celé &fslo je aspoii rovno 1.

Budeme tudi% v daliim stéle povaZovat &fslo & za iraciondlnf. P¥i této podmince, jak
se hned pfesvédiime, nejen je moino velitinu xx — y — | udinit libovolné malou,
nlf'bri analogie 8 homogennim p¥ipadem jde je5té mnohem déle.

Véta 24 (Cebygevova). Pro libovolné irraciondlni &islo o a libovolné redlné &slo f md
nerovnost

3
lax —y — ] < ~
nekonein& mnoho Fefent celymi &isly x a y (x > 0).

Pitedb&zind poznimka. Je patrné, Ze tento vysledek je zcela analogicky s odpovi-
dajici vlastnosti homogennf rovnice vyjadfené vétou 21. Rozdfl je jen v tom, Ze misto

1
konstanty V? je zde konstanta 3; ¥4d aproximace zdstdva tyZ jako dfive. Pozname-

nejme jeitE, Ze &islo 3 nenf zde nejmenif moZné a Ze pfesné hodnota dolni meze (infi-
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mum) téch é&isel, kterymi je lze zaménit bez poruieni spravnosti véty 24, je podstatné
mensf.

. Diitkaz. Necht je —%— libovolny sbliZeny zlomek ¢&isla «; pak je

é
, a=%+q—z, 0 <19 <) (38)
P4
Daile miZeme, at je § jakékoliv redlné &islo, uréit takové celé é&islo ¢, Ze
lgf—1 < &,
odkud )
N t 6’
= — 4 — <. .
Pmgty WISD (39)

JeZto &isla p a q jsou nesoudélna, existuje dvojice celych &isel x, y hovici vztahiim®)

Sx<jgpr—ay=t
Aviak v tomto pFipad& budeme mit na zikladg vztahd (38) a (39)

‘xp x0 t 6
ax—y—p|l= —)+—— —_— | =
| y—#8l e 7 2
i xd 4 x 1
IR AT
a jeito , .
’ q> ¢z,
bude
9 3 3
I““—y—ﬂ|<1—+a—?-

ProtoZe lze zvolit &islo ¢ libovolné velké a protoZe plati x = %q, je také g libovolng
velké; tak je patrné véta dokizéna,

Aviak tloha o pFibliZném fedeni rovnice (37) celymi &fsly mize byt ddna jesté v jiném
tvarua, shad dokonce trochu pFirozen&jiim. JeZto podstata dlohy tkvi v tom, udinit
veliéinu |xx — y—ﬂl pokud moZno malou pomoci vybéru nepfilid velkych celych
&isel x, y, je nejpFirozendjii poloZit dlohu takto. Vime (podle pravé dokédzané vty 24),

8) Diikaz tohoto tvrzeni. Je-li % sblizeny zlomek &isla & bezprostfedné pfedchazejici

-%, plati /
—ps=¢= 11, qlert) — p(est) = te? = ¢
a pro libovolné celé k
plhg — est) — g(kp —ert) = &;
k l1ze viak zvolit tak, Ze
g x=kg—est < §q.

e Srovnej ¢ §6. o
S
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Ze je moZno, je-li dino libovolné velké kladné &islo n, pro libovolné irracionélni « a libo-
volné realné g stanovit celd &isla x >> 0, y hovici nerovnosti

1
oz —y —Bl < . ~(40)
Aviak véta 24 nim nedévi obecné poudeni o tom, v jakych mezich je tfeba hledat tato

é&isla, abychom doséhli potfebné pfesnosti charakterisovapé velikosti —i Toho by bylo

na p¥. dosaZzeno, kdybychom mohli najit &islo IV, zdvislé na n, nezivislé viak ani na «
ani na f, takové, Ze nerovuosti (40) bylo by moZpo vyhovét p¥i dopliaujici podmince

l#| < N.

Je patrné, Ze novi formulace dlohy se podstatné li3f od formulace, jiZ jsme se dosud
gabyvali, Byla-li dfive (jako ve vE&té 24) pfesnost aproximace urfena v zivislosti na
velikosti &isla x, nyni uréujeme tuto presnost pfedem a taZeme se naopak, jak velké je
nutno zvolit &islo x, aby bylo dosa%eno oné dané pfesnosti. V souhlase s timto rozdilem
ve formulaci ilohy nabyvé i odpovéd podstatné jiného charakteru; zejména dostaneme
rizné vysledky pro homogennf a nehomogenni pfipad.

V ptipadé homogenni rovnice (f = 0) ma vytéena iiloha zcela jednoduché Feseni.

Véta 25. Af jsou n = 1 a o jakdkoliv redlnd éisla, lze nalézt cela éisle x, y hovici ne-

rovnostem

0<x<m, ]ax—y[<—’l:.

Diikas. Je-li x racionalni, o = % a 0 < b < n, dokéze se véta trivilng, klademe-li
x = b, y = a. Neni-li moZno « znézornit v takovém tvaru; t. j. je-li « bud irracionalni
&islo, nebo racionalni zlomek se jmenovatelem pfevysujicim r, pak, uréime-li index k
vztahem
G0 <qpiy

(kde Pk yna¢i sblizens zlomky ¢&isla x), dostaneme ‘

9
| 1 1
p Ia_ﬂ < <,
'/ A9k +1 qn >
tu‘dii
1
logy —pel < —, 0< g <m,

coz dokazuje vétu.

Nynf musime pfirozen& poloZit otdzku, neni-li moZno i v p¥ipad& nehomogenni rov-
nice (37) stanovit ty% ¥id aproximace. Jinymi slovy, je-li moZno dokézat, e pro libo-
volné irracionélni &islo « lze nalézt takové kladné &islo C, Ze pfi libovolnych reilnych-
&slech n > 1 a § existuji celd &isla x a y vyhovujici nerovnostem

’ 0 <x<Cn, [ax—y—ﬂ|<%.
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Pfitom patrm& potfebujeme dokonce méné neZ to, co bylo dokazino pro homogenni
pFipad, jeZto pfipouStime zdvislost C na «, kdeZto v homogennim pfipadé C =1 je
absolutni konstanton.) Nenf nesnadno uvést nékteré apriorni dvahy proti moZnosti
takového pfedpokladu; pfedevsim pro racionalni « je patrné nesprdvny, nebot v tomto
pripadg, jak jsme vidéli vySe, nemiZeme obecng (t.j. pfi libovolném f) volit velid¢ihu
Jax — y — B| libovolné malou. To dovoluje oéekiavat, Ze, je-li & irracionilni, aviak je
aproximovéno neoby&ejné blizce racionélnimi &isly, pak veli¢ina [ax — y — ]|, tfeba
miiZe byt dle véty 24 ulinéna libovoln& malou, vyZaduje k tomu nicméné pfi vhodné
zvoleném B a daném stupni pfesnosti znaéné vétsich hodnot x a y. AvEak tyto dGvahy
dovoluji dale pfedpoklddat, Ze pFibliZenf rozdilu xx — y k libovolnému readlnému é&islu g
se dosihne tim snadnéji, &m slabé&ji je &islo o« aproximovéno raciondlnimi zlomky, t. j.
&{m nesnadnéji se dosdhne pfibliZeni veli¢iny xx — y k nule; to viak se své strany vyza-
duje, jak vime, aby prvky é&isla nerostly pfilif rychle. VSechny tyto pfedb&iné dvahy
jsou nejen potvrzeny, nybrz i pfesnéji kvantitativné vyjédieny vétou:

Véta 26. Aby existovalo redlné &islo C s tou vlastnosti, Ze pFi libovolnych realnych
n 2 1 a f lze nalézt dvojici celych &isel x a 'y (x > 0) hovict nerovnosti

1
x<Cn, jax—y—f| < e
Jje nutné a postadi, aby se irracionalnf &islo x dalo vyjadFit Fetézcem s omezenymi pruky.

Dikaz, Necht je
o = [a,; Gy, Gy, +..]

anechta; < M(i = 1,2,...);necht je dilem > 1 a flibovolné reslné &islo. Oznaéime-li

Pk gplizené zlomky &isla «, uréime index k nerovnosti

9
G Sm< gy
pak
l"‘— Px 1 1
k. 9Tk +1 )
neboli
Pr 8
= — — (6| L)) 41
e (o< ) (41)
Daile zvolime celé &slo ¢ tak, aby bylo
|Pg, —tl < ¥
odkud
B = + 5— (&) (42)

Koneéné, jako pti ditkazu véty 24, uréeme dvojici celych &isel x, y, je hovi vztahu
. .

Y =15 0< 2= qp
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Z (41), (42) a (43) plyne

R t x0 9 |
lox —y — Bl = % 7 @ me 24 l
x0 & x 1 1 1 qk“)
Y L S P ST ——(— <
mg  2q mqy + 2 = m + 20541 \ 9
1,1 1 M+1 M43
<;+E(“k+1+l)<;+—2m = om "

Dosud zistdvalo &slo m > 1 naprosto libovolné. PoloZime-li nynf, p¥i daném n >1,
= }(M + 3) n, budeme mit patrn¥ m > 1. TudiZ podle pfedchizejiciho, volime-li
x a y, jak bylo naznaeno,

0<z<g<m=}(M+ In,

. 1
|ox—y.—B] < )

&imZ je dokézdna prvni dast véty.

Abychom dokszali druhou &4st, pFipustime, Ze mezi prvky ay, &isla o jsou prvky libo-
volné velké. V takovém p¥ipadé, jak ukazuje v&ta 23, at je € jakkoliv malé kladné é&islo,
lze nalézt celé &isla ¢ > 0, p hovici nerovnosti

2
cu—£-|<i
q
]

¢’
odkud v
. P )
o= — 4+ ra (18] < D).

,
7

PoloZme nyni n — -%— aff= 2lq . Pro libovolna cela x, y (0 < x < Cn) pak dostaneme

| 1 xde™ _l 2(xp —yq) —1 xde?

lox =y =Hl= g =y =gt | = 2q e

|12(xp — yq)— 1| _£>i_g_l—2Cs_l—2Cs 1

> 2q TS T 9T 2q T2 "m
1—2Ce

>1,

At by bylo C jakkoliv velké, pro dostatetné malé & budeme viak mit

a tudiZ, pro Libovolni celd x,y (0 < x < Cn)

1
oz —y — Bl > —,

¢im? je dokézana i druha &ast véty.
Shriime vysledky, kterych jsme dosihli. Sledujeme-li pfibliZnd feSeni rovnice (37)
celymi &isly, je dluZno povaZovat-za ,,normilni* p¥ipad ten, kdy pfesnosti charakteriso-

vané velidinou - miZe byt dostiZeno pro libovolné n 2> 1 pki nékterém x < Cn, kde C

je konstanta (kterd muZe zdviset na ). Homogenni rovnice (t. j. rovnice, kterou dosta-
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neme pro § = 0) ma vidy normalni Fefeni (véta 25). V&ta 26 ukazuje, Ze obecna (ne-
homogenni) rovnice pfipousti normélni fefeni v tom a jen v tom piipadé, nema-li
prisluing homogenni rovnice ,,nadnormélni‘ Fedeni, t. j. nelze-li ji splnit pro libovolné

1 s 1
&€ > 0 a vhodné vybrané n s pfesnosti w celymi &sly x > 0, y, z nichZ x < en. S tohoto

hlediska miZe se vysledek nagich tivah povaZovat za zvlastni pfipad zikona o FeSeni
lineslnich rovnic (dlgebraickych, integrilnich, atd.): nehomogennt rovnice se v obecném
pFipadé Fest ,,normdln&*, nepFipousti-li homogenni rovnice ,,nadnormdlni‘* ¥eSeni.

Poznamenejme je$té, Ze ve vété 26 jsme poZadovali nezavislost C na 8. Bylo by
mozno zachovat tyZ vysledek a pfi tom pFipustit, Ze C je funkci §; toliko dikaz (jeho
druhé &asti) by byl pon€kud sloZit&jii.

§ 9. Aproximace algebraickych irracionilnich é&fsel.
Transcendentni &isla Liouvilleova

Necht je .
f(x) = ap + ayx + ... 4 a x" (44)

anohoélen stupné n s celymi koeﬁéienty gy 0y, -, ay. Cislo &, které je kofenem tako-
vého mnohoélenu, se nazyvi algebraickym. Jeito kaZdé racionalnf &slo o« = L;— muze

byt uréeno jako kofen rovnice prvniho stupn& bx — a = 0, je pojem algebraického &isla
patrné pfirozenym zev3eobecnénim pojmu racionélniho &isla. Hovi-li dané algebraické
dislo rovnicif(x) = 0 stupné& n a nehovi Zadné rovnici niz3iho stupné (s celymi koeficien-
ty), nazyvé se algebraickym ¢islem stupné& n. Zejména lze racionalni &isla definovat jako
algebraick4 &fsla prvntho stupné. Cislo V2_, které je kofenem mnohoélenu x? — 2, je
algebraickym éislem druhého stupné nebo, jak se Fikd, kvadratickym irraciondlnim
é&islem (kvadratickou irracionilou). Podobnym zpiisobem se definuji irracionalni &isla
kubicka, étvrtého stupné atd. Viechna tisla nealgebraidkd se nazyvaji trenscendentni;
mezi né patfi na pk. &isla e a 7. Vzhledem k vyznaéné tdloze, kterou maji algebraicka
&isla v soudasné theorii &isel, bylo vénovino mnoho specidlnich dvah otézce jejich vlast-
nosti vztahujicich se na jejich aproximaci raciondlnimi zlomky. Prvnim vyznaénym
vysledkem v tomto sméru byla tato véta, nazyvana vétou Liouvilleovou.

Véta 27. Pro kazdé redlné irraciondlnt algebraicks &islo o stupné n existuje takové
kladné &islo C, ze pFi libovolnych celych p a q (g > 0) plast
SRR Yo e 1.

P C
a— | >—.
q| T

—

Diikaz. Necht je o kofenem mnohod&lenu (44)._J:.k- znémo z algebry, lze psit
fx) = (x — a) fil=)s (45)
kde fi(x) je mnohoélen stupné n — 1. Pfitom lze snadno nahlédnout, Ze f(x) F 0. Sku-
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teéné&, v pkipadé fi(«) = 0 by bylo moZno mnohoélen fi(x) délit (beze zbytku) x —
a mnohodlen f(x) tedy délit (x — «)?; aviak v takovém pEipad& derivaci f'(x) by bylo
moZno délit x — &, t. j. bylo by f’(x) = 0, coZ neni moZné, nebot f’(x) je mnohodlen
stupné n — 1 s celymi koeficienty a « algebraické &islo stupné n. Mame tedy

file) £ 0,
a tudiZ kze nalézt takové kladné &islo &, Ze
' fD%0 (@—8<x<a+to).
Necht pag (g > 0)jelibovolna dvojice celych &isel. Je-li [x— % I_S_ d,jefy (%) +0,

a tudiZ, klademe-li do identity (45) x = % , najdeme

R IR e

o) A ()

_%q" + apg" ! +... + app”
n g)
af (q

Citatel poslednfho zlomku je celé &islo rizné od nuly, jefto jinak by bylo & = r,

kdeZto « je dle podminky vyslovené ve vét& irracionilni. Tudi tento {itatel je absolutni
hodnotou roven aspoii 1. Ozna&ime-li M horni mez (supremum) funkce f(x) v intervalu
(x — 8, « + &), dostaneme tudiZ z posledni rovnice nerovnost

_r ‘ > 1
V pfipadé viak, 7e

l a—L2 l > 4,

q

méme tim spie
p V]
a——|>—3

q ‘ i

oznalime-li tedy C libovolné kladné &islo men3f neZ & i llll » bude platit ve viech pfipa-
dech (t. j. pro libovolna cela p, q, ¢ > 0)
l x—— >—
- q

co% dokazuje vitu 27, . ..
Véta Liouvilleova patrng tvrdi, Ze algebraické &isla nep¥ipoustéjf takové aproximace
raciondlnimi zlomky, kterd by svou pfesnostf pfevyfovala n&jaky ¥4d zavisly v pod-
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statd na stupni daného algebraického &sla. Hlavni historicky vyznam této véty je ten,
Ze ona prvni umozZnila dokézat existenci transcendentnich &isel a podala konkretni
piiklady takovych &isel. K tomu, jak shleddme, stadi ustanovit &islo, které je irracio-
nalnf a dé se neoby&ejné blizce aproximovat racionilnimi &sly. V tom sméru, jak zndme
z véty 22, nejsou nade moZnosti nijak ohraniéeny.

Konkretné véta 27 ukazuje, %e existuji-li pro libovolné C > 0 a libovolné pfirozené
n celé &isla p a q (g > 0) hovici nerovnosti:

a— 2| <

T’ (46)

je &islo « transcendentni. Pomoci aparatu Fetézcd Ize vBak velmi snadno sestrojit takovd
&sla. K tomu je nutno jen, kdyZ uZ byly vybrany prvky a,, a,, ..., 6;, uréit sbliZeny
Px :

zlomek == a zvolit
9% :
ak+1 > q:—lp
nebot pak
1 1 1
a—‘l"-l < < - <=
Qi Be+r 9%+ gEt?

V disledku toho je pak patrné splnéna nerovnost (46) pro viechny dostatednd velké
hodnoty k p¥i libovolném C > 0 a libovelném pfirozeném ¢&isle n.

§ 10. Kvadraticka irracionédlni ¢isla a periodické Fetézce

Pro kvadratické irracionfly ukazuje véta 27, Ze existuje takové kladné &islo C

(zavislé na o), pro néZ hemize mit nerovnost
o — L ’ < —CT
q q

Fefeni v celych p a g (g > 0). Podle vty 23 plyne odtud, Ze jsou prvky kaZdé kvadratic-
ké irraciondly omezeny. Aviak pro kvadratické irraciondly jiZ ddvno pfed Liouvillem
na%el Lagrange mnohem obsaZn&jsf vlastnost jich vyjadfeni Fetézci, kterd nad to je
charakteristickd. Ukazuje se, Ze posloupnost prvki kvadratické irraciondly je periodic-
ka, a Ze naopak kaZdy periodicky Fetézec dd se vyjadfit kvadratickou irracionélou.
Tento paragraf se bude zabyvat dilkazem tohoto tvrzeni.
Rekneme, Ze Fetizec
: a = [a,; ay, @y, ...]

je periodicky, existuji-li takova celd kladn4 &fsla k, a h, Ze pFi libovolném k > k, plati

, G+h = Ok’

analogicky jako u desetinnych zlomki budeme znalit takovy periodicky zlomek
takto:

& = [ao; Bys By o0ey ak.__l, ak" a,,.+ 19 e ooy ak.+h—l]' (4‘7)
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Véta 28, KaZdy periodicky Fetézec zobrazuje kvadratické irraciondlnt éislo a naopak,
kaZdd kvadratickd irraciondla je zobrazena periodickym Fet¥zcem.

Dikaz. Prvnf tvrzeni se dokdZe nékolika slovy. Je totiZ patrné, Ze zbytky periodic-
kého Fetézce (47) vyhovujf vztahu

Tern=Te (k2 ko)
Podle vzorce (16) kap, I méme tedy pro k = ky:

Pi—1"k + Pk—3 _ Peth-1Tk+h t Pr+h-3 __ Pheh—17k + Pr+h-»

= = . (48)
O -1k + Qu-2 Qe+n—1Tk+n T Qe+h-2  Fk+h-1Tk + Tern-2
odkud
Pe—1"k+ Pr—2 _ Pk+h-1"k+ Pr+n-3
Qe-1Tk T+ k-2 9k +n-1"k T 9k +h-2

Cislo r), vyhovuje tedy kvadratické rovnici s celymi koeficienty, a je tudiz kvadratickou
irracionalou. Pak prvnf z rovnic (48) ukazuje, Ze také « je kvadratickou ifracionslou.

Diikaz obriceného tvrzenf je trochu sloZitj3f. Necht &slo & vyhovuje kvadratické
rovnici

e+ batc=0 (49)

8 celymi koeficienty. Dosadime-li do této rovnice misto & jeho vyjédfeni zbytkem
Fdadu n,
x—= Pn—1"n + Pn-2a ,
Gn-1Tn 1 Gn-1a
vidime, Ze r, vyhovuje rovnici ,
A2+ Byr, + C, =0, (50)
kde 4,, B, C,, jsou celé ¢&isla dané vzorci

A—"Pn 1+ bPa—19n- 1+cq,l 1° i
B, —2ap,. 1Pn~2 + ¥(Pp-1qn- s+p,. 29n-1) + 2cq,. 19n -2 (51)
C =apl g+ bpy—oln-2+ cgd-,

odkud zejména plyne
Co=Ay-y. (52)

Pomocf téchto vzorca lze enadno bezprostfedn? ovéfit, Ze .
Br’i —44,C, = (b* —4acXpp-14n-2— Gn-1Pn-2)® = b? —dac, (53)
t. j. e diskriminant rovnice (50) je pro viechna n tyZ a je roven diskriminantu rovnice
(49). ’

Dile jeito
1

a

la_Pn—l
9n-1
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plati -

Pn-1=%qn—1 + = ([Ba-qf < 1).

‘In—l
Prvni ze vzorcia (51) nam tudiZ ddva
n-1)? O
A,,:a( ) +b("“1n 1+ )Qn 1+'-'q
~1 An-
a2
= (ea®+ ba + c) q2_, + 20x6,_ a2t 4 bs, 1-

q,’fl

Odtud podle rovnice (49)

82 _
[An] = l2aou§,, 1+ a 2 +b6ﬂ 1| < 2|ax| + [a] + b,

a dale podle rovnice (52)
- [Col = |-y} < 2laa] + |a] + [bl.

Jsou tedy koeficienty 4,, a C,, rovnice (50) omezeny co do absolutni hodnoty a tak pfi
zméné n mohou nabyvat jen kone¢ného poétu hodnot. Podle (53) odtud plyme, Z¢ i B,
miZe nabyvat jen kone&ného podtu riznych hodnot.

Muizeme se tudiZ pfi vzristu n od 1 do o setkat jen s konefnym poétem ruznych
rovnic (50; v takovém piipadé miZe r, nabyvat jen konedného poétu riznych hodnot,
a je tudiz pro vhodné zvolena k a h

T = Ti+tpe

To ukazuje, Ze Fetézec zobrazujici « je periodicky. Tim je dokézdna i druhd &dst nasf
vity.

Pro algebraické irracionély vy3sich stupiiii nejeou znimy vlastnesti jejich zobrazu-
jicich Fetézci analogické s tim, co priavé dokézano. Vibec vEe, co je zndmo o aproximaci
algebraickych irracionél vy3&ich stupid raciondlnimi zlomky, je vy&erpano elementér-
nimi disledky véty Liouvilleovy a n&kterych novéjiich vit, jez ji zesiluji. Nutno Fici, Ze
a% dosud neni znam ani pro jediné algebraické &fslo vysEiho neZ druhého stupné rozklad
v fetézec. Neni zndmo, miZe-li mit takovy rozklad omezené prvky; rovnéZ neni znémo,
miiZe-li byt naopak posloupnost prvki neomezens atd. Viibec otdzky spojené s rozkla-
dem algebraickych &isel vysitho stupné v fetézce jsou mimofadné nesnadné a nebyly
dosud zkoumény.

46



		webmaster@dml.cz
	2016-08-09T15:18:48+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




