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KAPITOLA 1.

VLASTNOSTI APARATU
§1. Uvod

Ret#zcem budeme nazyvat vyraz tvaru

Gt —— 1 WM.!L_O/ )

ot ay + ...

Zde znadf pismena ay, a,, a,, ... pfi nejobecnéjiim pojeti pfedmétu nezdvisle promEnné;
je-li tfeba, je moZno stanovit, Ze tyto promé&nné probihaji hodnoty né&jakého oboru. Tak
je moZno povaZovat a,, a,, a,, ... za redlns nebo komplexnf &sla, nebo za funkce jedné
&i nékolika prom&nnych atd. V_souhlase s cilem nadf knihy budeme pova¥ovat a,, gy, ...
stile za kladnd ¢isla; a, miZe byt libovolné reslué &islo. Tato &isl 0

Fetézce. Podet prvki miZe byt konedny nebo ﬁekoneénx’. V prvnim p#ipadé napifeme
dany Fetézec ve tvaru

1
a, + — 1

o+ o Mw?v ’ @
2 +l

a nazveme jej koneénym Fetézcem, pfesnéji Fetézcem s n &leny, nebo n-élennym Fetéz-
cem (takZe n-Clenny Fetézec mé n + 1 prvki). Ve druhém pFipadé napiSeme Fet&zec ve
tvaru (1) a nazveme jej nekoneénym.

M&Mshdhm konegného po i ikan jeho
prvky, Za nadich pfedpokladi o prveich vyjadfuje tudiz koneén I i
Jsou-li specidlng viechny prvky fetézce &sla raciondlni, je i sdm Fetézec racxonéln.im
Selem.

Naproti tomu nekone&nému fetézci nemdZeme bezproatfedns prifadit Z4dnou Eiselnou

hodnotu, S4m o sob& pfedstavuje nanejyy# — neudinime-li daliich amluv — pouze for-

mélnf zpiisob psani, po -
vergenci. Nicméné miife byt pfedmétem matematickych dvah.
V dalifm budeme nekone&ny Fetézec (1) psét ve tvaru

[a6} 61, B, -] )

a konedny Fetézec (2) ve tvaru
[a0; @1y gy« s By ). 4)



Bude tedy po&et &lenti kone&ného fetézce roven pottu symbold (prvki) za stfednikem.
Retdzec
= [“o? By Bgy e0ey ak]’
kde 0 £ % £ n, nazveme gsekem Fetézce (4). Podobné nazveme s, p¥i libovolném k > 0
tisekem nekone&ného Fetézce (3). Libovolny tsek libovolného (koneéného neb nekoneé-
ného) Fetézee je patrné koneény Fetézec.
Dale nazveme Fetézec
Ty = [033 8410 o0 3]

zbytkem kone&ného Fetézce (4). Podobng fetizec

e = [0y gt 10 B4 000]

budeme nazy vat zbytkem nekone&ného Fetézce (3). Viechny zbytky kone&ného Fetézce
jsou patrné rovnéZz kone&né Fetézce, kdeito zbytky nekoneného fet¥zce jsou op&t ne-
kone&né Fetézce.

Pro kone&né Fetézce plati vztah

[0g3 815 @3y oy 85] = [8g3 81, 8.0 81, 7] (0 S k< ), (5)
jak plyne p¥imo z definice. Analogicky vztah
[803 611 B4y -..] = [a0i 01, @9y ooy 85—, 73] (B = 0)

pro nekoneéné Fetézce muZe mit vyznam jen jako (triviilni) formaln{ zpisob psani,
jeZto &iselnd hodnota prvku r;, na pravé strané této rovnice, vyjidieného nekoneénym
fetézcem, neni (zatim) definovéna.

§ 2. SbliZené zlomky

l&azdy koneény Fetézec-

[003 Gy, Bgy oony anlv

jako vysledek koneéného poétu racionlnich dkoni nad jeho prvky, je racionalni funkef
téchto prvki a dé se tudiZ vyjadfit jako podil dvou mnohoélenu

P(a,, a;, ..., ay)

Q(aov ot L) an)
V 6y, @y, ..., Gy 8 celymi koeﬁclenty Nabyva_]i-h prvky éfselnych hodnot, je fetézec vy-
j&dfen ve tvaru obyéejného z]om.ku—, aviak takové vyJad.ren.i nenf patrne jediné, Pro

obxéelného zlomku = Ja’ afeﬁ  Které m """ ické. Takové vyjadreni uréime

pomoci indukceé:™ T

Pro fetézec [a,] = a, s potem &lend 0 zvolime jako kanonické vyjadfeni zlomek GT" .



Necht je nyni ddno kanonické vyjadfeni pro fetézce s poétem é&lend mendim neZ n.
V n-&lenném Fetézci [ay, 6,, ..., a,] miZeme dle vzorce (5) pnloZit

[ags a1y 8 -y @) = [@ys 1] = ag + 3
zde '
¢ 1y = [0 0y s 0]
jen— 1 ¢lenny Fetézec, pro kterfr _)e tedy kanonické vyjdd¥ent jiZ uréeno; necht ma

tvar

\ ’

- |

rn = H

pak
’ I+ ’
["ﬁ Gyy Gay osey an] =G +%}= al%’

Tento zlomek zvolime za kanonické vyjddfeni Fetézce [ay; ay, a,, ..., 6,]; poloZime-li
[ag; 655 ...y 6] = % ’

r = [a;; 83 ..0n 8] = =,
1= lo; 0 nl q
dostaneme tudiZ pro ¢&itatele ‘a jmenovatele kanonického vyjddfeni vztahy
P=ap +4q,9=p" , (6)
Zérovei vidime, Ze byla takto jednozna¥né uréena kanonick4 vyjidfeni pro koneéné
fetézce § libovolnym podtem &lenit.

V theorii fetézch majf zvldite diuleZitou tlohu kanonickd vyjidieni uselct'l daného
(koneéného neb nekoneéného) Fetézce oo = [ay; a;, 5, ...]; kanonické vyjddFeni iiseku

3, = [ay; 65, 64y ...r 0]

onoho Fetézce oznaime 2% & nazveme je sblizenym zlomkem ¥ddu k daného Fetézce o.

— 9%
Pojem je definovéin zcela jednoznaéné pro koneéné i nekoneéné Fetézce a. Rozdil je

pouze v tom, Ze konelny Fetézec mé _kgngﬁni_pnt‘.et.shliian)"ch zlomkd, kdeZto neko-

neény fetézec jich ma n e¢né mnoho. Pro n-Zlenny fetézec a je patrné

Pa _ .
w2

takovy Fetézec ma celkem n + 1 shliZenych zlomku (Fada 0, 1, 2, ..., n),
\
Véta 1. (Zdkon znézornéni sbliZzemych zlomki.) Pro libovolné k > 2

Pr = 0;Py_y T Pr-n }
. _ O = 6 k-1 T+ Q-2 ™

Dikas. V ptipadé k = 2 se vzorce (7) ovéH bezprostfedn¥, Pfedpoklidejme jejich
platnost pro viechna k < n; viimnéme si Fetézce

[ay; as, ..., a,]



14
a oznaéme p_’,. jeho sbliZzené zlomky Eddu r, Podle vzorce (6)
qf .

Pq = “oP;-1 + pye
9% = Pp_1»
a jeZto dle naseho pfedpokladu
' Pn_1= %nPp_g + Pp_a
9n-1 = Onlp_g + -3
(zde je a, a nikoliv a, _,, jeZto Fetizec [a,; a,, ..., a,] zaina g, a nikoliv a,), je dle
vzorce (6) )
Py = a,,(a,,p:._z + P;_s) + (an‘I:._z + ‘1:._3) =
= 0,(00Py_ + Gp_s) + (075 + Gp-3) =
= 6,Py-1 + Pp-2»
9 = anp:;_z + P;_a = 6yqp-1+ Gn-2

coZ jsme chtéli dokazat.-

Prévé stanovené rekurentnf vzorce (7), vyjadfujici &itatele a jmenovatele shliZeného
zlomku F4du n pomoci prvku a, a pomoci &itateld a jmegovateld dvou pfedchézejicich
shliZenych zlomki, jsou formélnim zékladem celé theorie Fet&zeh.

Poznamka. N&kdy je vhodné zavést také sbliZeny zlomek Fadu —1, pfi éemZ se po-
loZip_, = 1aq_, = 0. PH této dohod& (a jen pFi ni) zachovédvé vzorec (7) platnost
iprok=1.

Véta 2. Pro viechna k = 0

QePr-1— Pidk-1 = (— D" ®)

Dukaz. Néasobime-li vzorce (7) resp. ¢;_, a p;_, a odeiteme pak prvnf od drahého,

najdeme .
WPr-1— Prdic-1 = — (qk-1Px-3 — Pr-19x 2D
a jeito
N 9P-1—P3-1 =1,

je véta dokizdna. .

Disledek. Pro viechnak > 1

P pe_ (=DF 9

9k-1 % Udk-2
V&ta 3. Proviechna bk > 1

9%Pik—3 — Pidx—-g = (— 1)*~ay.

Diikas. Nésobime-lLi vzorce (7) resp. q;_, a p; _5 a odeiteme pak prvni od druhého,
dostaneme pomoci véty 2:

10



QkPr—2— Pidk-2 = 9(@k—1Pk-2 — Pr-19k-2) = (— 1)*¥"1ay,
jak jsme chtéli dokizat.
Disledek. Pro v¥echns k > 2

Pics_ Pe_ (—1f "t

(10)
-2 9% 9r-2

Rada jednoduchych vysledkii, které jsme dostali, dovoluje nim snadno odvodit
velmi dileZité disledky o vzdjemném rozloZenf sblifenych zlomkd daného Fetdzce.
Rovnice (10) totiZ ukazuje, Ze sblizené zlomky sudych Fadi tvofi rostouct posloupnost,
kdezto sblizené zlomky lichych ¥4adil tvoii klesajici posloupnost (samozfejmé za pied-
pokladu, Ze viechny prvky poéinaje a, jsou kladrié). JeZto dle rovnice (9) je kazdy zlo-
mek lichého Fddu vétsi neZ zlomek sudého rddu bezprostfedné na; jici, jo patrné
1ka7dy sblizeny zlomek lichébo Fadu nutnd v&¥ neé libovolny sblizeny zlomek sudébo

#4du, takZe dochazime k tomuto zdvéru:

V&ta 4. ShliZené slomky sudého Fadu two¥t rostouct posloupnost, kdeito sblizens slomky
lichého ¥adu tvori posloupnost klesajici. PFitom libovolny sblifeny. zlomek lichého Fadu je
vét¥i nez libovolny sbliZeny zlomek sudého Fédu. )

Specidlng je patrné pro koneény fetézec o kazdy sbliZeny zlomek sudého fidu mens{
nef «, kdeZto kaZdy sblizeny zlomek lichého ¥ddu je v&t3i neZ o (oviem s v¥jimkou po-
sledniho sbliZeného zlomku rovného «).

Zakondime tento paragraf dikazem dvou jednoduchych, aviak velmi dileZitych

tvrzeni, tykajicich se &itateli a jmenovateli sblifenych zlomki,

Véta 5. Pro viechna k (1 < k < n)

Pr-1"k + Pr—3
—_— 11
Qe—17k + -2 a1
(zde p;, q,, 7; ee vztahuje na Fet¥zec na levé strang rovnice). -

Lay; 610 05, ..., ap] =

Dikaz. Dle vzorce (5) s

[a6; 81, @3, ..., 8] = [643 61, Gy, -0 B 1, 7).
Retézec na pravé strand této rovnice mé patrné jako shliZené zlomky fadu k—2

ak — 1 resp, zlomek —==2 Pi-3 4 Pe-1 pp, jeho sblizeny zlomek f4du k , , je dle vzorce
9k -2 'Ik 1 9
Q) ’

’ 4
Pr=Pr-1Tk T Pr-2 %= Qe-1T + Gr-o
Jezto
Py -
=% — [a,, Gyyeeny 81, Tx]l = [8gy 3y, -0 ap),
9%
je véta dokézéna.
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Vita 6. PM—Z—I——
e _ (TR TP 3 R
oy T WM

Diikaz. Pro k = 1 je tento vztah patrny, jeito nabyva tvaru

— = a,.
: 2
Necht k > 1 a necht je jiZ dokdzéno, Ze
k-1 ’
e (L LY Py N
s [a 15 a3 ] 12)
Na zékladé vztahu (7) méme

&% dr-3 [ ) ¢Ik-1]
=a 22— |ag
9x-1 ket Q-1 * Q-2
a odtud na zéklad& vzorci (5) a (12):

'—‘q—k— = [ak; G _1yere 01]'
Tk-1

jak jsme chtéli dokézat.

§ 3. Nekoneiné Fetdzce

KeaZdému nekonednému Fetézci
[ao; ass 0y, ...] a13)
odpovidé nekone&na posloupnost sbliZenych zlomki
. Po P B (14)
9% N 9%
Kazdy sbliZeny zlomek je redlné &islo, V p¥ipadé, Ze posloupnost (14) mé limitu «,
oznalime pfirozent toto &fslo stejnym znakem « jako fetézec a budeme psét:

o = [ag; 'al, Gy, .+ .)-

Retézec (13) se v tomto piipadé nazyva konvergentnf. Nemé4-li posloupnost (14) limitu,
Fekneme, Ze fetézec (13) diverguje.

Konvergentnf Fetézce jsou svymi vlastnostmi v mnohém ohledu analogické s kone&-
nymi Fetézci. Jejich zakladni vlastnost, dovolujici jit velmi daleko v této analogii, je vy-
jadfena timto tvrzenim: I .

Véta 7. Konverguje-li nekonecny Fet&zec (13), konverguje i kaidy jeho zbytek; naopak,
konverguje-li asport jeden ze zbytki Fetéxce (13), konverguje také Fetdzec (13).

’

Dikaz. Oznadme P sblizene zlomky daného Fetézce (13) a p—,"- sbliZené zlomky libo-

qr . G
volného jeho zbytku, na pfiklad r,.

12 -



Na zikladg vzorce (11) dostaneme patrné

’

p
Pn-1 'Tk+Pn—a

ﬁ‘ = [0g3 012 8gr ver O] = ——F— (k=10,1,...). (15)
n
* Gn-1 % +qn-2

9

14
Odtud plyne bezprostfedné, Ze konverguje-li zbytek r,,, t. J.' ma-li zlomek _1155 pii
%

. . Ly k. o
k — oo limitu, kterou oznaéime také r,, mé p¥i tom zlomek ;’Li- limitu, a to a, ktera
n+

je rovna
Pn-1"n+ Pn-3
. o= -Zo-1nT FPa-a, 16
Qn—1"n 1+ Qn-2 (16)

, .

fedime-li viak vztah (15) vzhledem k I-JT", pfesvédéime se pravé tym# postupem o sprav-
9 .

nosti opalného zdvéru, é&imzZ je dovrien dikaz véty 7.

Poznamendvéme, Ze vzorec (16) stanoveny pro konvergentni Fet&zce je zcela analogic-
ky se vzorcem (11), ktery jsme dfive dokdzali pro konedné Fetzce; pro konvergentni
Fetézce plati tedy véta analogické s vétou 5 pro koneéné Fetézce.

Pro konvergentni nekoneén¢ fetézce plyne patrné z véty 4 pfedeilého paragrafu toto

tvrzeni:

Vita 8. Hodnota konvergentntho nekonednfha Fet¥zce jo vitif neZ libovelny sbliZeny
slomek sudého Fadu a menit nei libovolny sblifeny slomek lichého Fddu.

Dusledek véty 2 pfedeslého paragrafu nés vede déle na zékladE véty 8 k dalifmu vy-
sledku, ktery m4 zédkladnf vyznam v aritmetickych uZitich theorie fetézci.

Véta 9. Hodnota o konvergentniho nekonetného Fetdzce (liijxhbvuje PFi libovolném

k>0 nerovnosti:y 7

1
qdx +1

o ——

| Pk
[

Vita 9 platf i pro koneény Fetizec

o = [ag; a,, a5, ..., 8,]
pro viechna k < n, pti éemZ v pfipadé k = n — 1 se nerovnost zménf v rovnost, jeZto

o= B_". . T -

.qﬂ \

~

1) Poznamenévéame, Ze za uinénych pfedpokladi plati g > 0 pro viechna k > 0,
nebot g, = 1, ¢, = 4, a odtud dle druhého ze vzoreii (7) se najde pomoci indukee g, > 0
pro viechna k& > 1.

13



Je-li « hodnota konvergentniho nekone&ného Fetézce (13), nazveme prvky tohoto
Fetdzce také prvky &isla o; podobng sbliZené zlomky, tiseky a zbytky Fetdzce (13) na-
zveme resp. sbliZenymi zlomky, idseky a zbytky &isla o. Podle v&ty 7 vsechny zbytky
konvergentniho Fetézce (13) maji uréitou redlnou hodnotu.

Pro nekoneéné Fetézce lze se pfirozend ptét na kriteria konvergence, podobné jako
u nekoneénych fad; v pfipadé, jimz se zabyvéme, t. j., kdyf a; > 0 pro i = 1, Ize uvést

neobyé&ejné jednoduché a vhodné kriterium konvergence.

Véta 10. Ke konvergenci Fetdzce (13) je nutné a posiasiy-eby-fede—.
a
Ya, 17
n=1
byla divergenini. .
Rl htntabadiol -NlaididN

Diikaz. Podle véty 4 je patrné, Ze ke konvergenci Fetézce je nutné a postadi, aby ty
dv& posloupnosti, o nichZ se mluvi v oné vE&tE, mély tutéz limitu (existence limity pro
kazdou posloupnost zvlisté plyne samoziejmé z véty 4 ve viech phpadech) A to, jak
ukazuje vzorec (9), plati tehdy a jen tehdy, kdyZ

G qp+1—> 0 (k— o). (18)

Podminka (18) je tudiZ nutna a postadujici ke konvergenci daného Fetézce.
Necht fada (17) konverguje. Podle druhého vzorce (7)

G >q%-2 k21
Pro libovolné k méime tudiZ bud ¢; > q;_,, nebo qk 1> Qg V prvnim pEipadé
druhy ze vzorca (7) dava
O < 04k T+ k-2
a odtud pf¥i dostate&né velkych k (kdyZ a,, << 1, coZ na zakladé konvergence fady (17)
nutné plati pro k = k),
9x—2
— ak *

v druhém piipadé tyZ vzorec davé pro a; < 1

‘11:<1

G < (1+ @) ooy < E1g
1—a;

pro viechna k > k, tudiZ plati

1
@ < l—akql’

kde !l < k. Je-lil = ki, 1ze na q; uZit téZe nerovnosti. Pokraujeme-li v téchto dvahéch,
dojdeme patrné k nerovnosti

qs
S T=afl—a)...(0—a)’ (19)

14



kdek >1>... >r = kyas < ky. Aviak na zdkladé pfedpokladané konvergence fady
(17) nekoneény souéin

@
II@a—a,)
n=k,
je patrn& konvergentn, t. j. mé kladnou hodnotu, kterou oznadime 1. Patrng

/

U — a1 —ap) o (1 —a) 2 [Tl —a) = 4

ll=k°
ozna¥ime-li tudiZ Q nejv&tii z &isel gy, g1y + .o 9y, » MiZeme na zikladé nerovnosti (19)
soudit, Ze ‘ ’
G <o (k2 k),
tudiz
Q.
Qe+ 19 < FEl (k= ke);
vztah (18) neplati, takZe je dany Fetézec divergentni.

Necht nyni ¥ada (17) diverguje. JeZto q; > q;_, pro viechna k = 2, tu, oznadime-lic
menif z &sel g,, q,, budeme mit g, > ¢ pro libovolné k > 0; druhy ze vzorci (7) ném
tudiz ddva

9 = Q-2+ co (k2 2).

Postupné uZiti této nerovnosti ndm dava

_—
Qox = 9o + ¢ 2 agp,
n=1
a
k
Qr+12q + ¢ zl“2n+1'
n=
odkud

2%+1
Grt a1 >0+ te Zl“n;
e

jinak fe&eno, pro viechna k
k

G+ qx-1 >cXa,
n=1

Svrchu jsme dokazali tuto nerovnost pro lich4 k, je viak patrné, Ze tymZ zpasobem ji

1ze dokézat i pro suda k.
k

Odtud viak plyne, %¢ v souéinu g,g,_, aspoit jeden z &initeld pfevysuje jc X a,.

n=1
ProtoZe druhy é&initel v Zadném p¥ipadé neni men3i nez ¢, dostaneme
k
Ui-y > 32 Loy
n=1
Na zikladé& predpokladané divergence fady (17) plyne odtud vztah (18) a tudiZ konver-
gence daného Fetézce. Tim je véta 10 dokazana tplné.

15



§ 4. Retézce s pfirozenymi prvky

Poédinaje timto paragrafem aZ do konce knihy budeme piedpoklidat, Ze prvky a,,
@3, ... daného Fetézce jsou pFirozend éisla (t. j. cela kladnaé &isla). Pokud jde o @y, budeme
‘pFedpokladat, Ze je to rovnéz celé slo, ne viak nutné kladné.

Je-li takovy Fetézec nekoneény, je na zékladé véty 10 vidy konvergentni. MiZeme
tudiZ nadaile bez dal3ich vyhrad povaZovat kaZdy nekoneény fetézec za konvergentni
a mluvit o jeho ,shodnotd* nebo ,,velikosti*.

Je-li takovy Fetézec koneény a je-li posledni jeho prvek 6, =1, je patmd r,,_, =
=a,_; + 1 celé &islo. Tak muiZeme v tomto pfipadé napsat dany n-élennj fetézec
[ao; @)y ..y 8,4, 1] ve tvaru n — 1-Elenného Fetézce [ay; @y, ...y 6,y + 1], PFi Cemi
v tomto novém tvaru je posledni prvek patrné vétii nez jednotka.

Vzhledem k této poznimce miZeme v daléim vyloudit z iivah kone¥né Fetézce, jejichz
posledni prvek je roven 1 (oviem 8 vyjimkou 0-&lenného Fetézce [1])?). Tato pozndmka
mé velky vyznam pfi otdzce jednoznaénosti znizornéni &isel Fetdzci (viz kap. II, § 5).

Citatelé a jmenovatels sblizenych zlomki jsou patrné v ptipadé, jim? se zabyvame,
&isla celd (pro p_,, g_1» Pos 9o je to bezprostfedné patrné a pro dalii to plyne ze vzorca
(7)). Mimo to mime toto velmi dulezité tvrzeni.

Vita 11. Sblizens slomky jsou irrel_igi_lﬂnj})

Dilkaz plyne bezprostfedné ze vzorce (8), jezto kaZdy spoleény délitel &isel p, a g, je
zérovell délitelem vyrazu ¢q,p,—; —Pnqn-;-
Druhy ze vzorci (7) ukazuje, Ze pro kaidé k > 2 plati q; > ¢, - ,; posloupnost

Qus Qas vovr Gps one
je tudi? stile ro§touci.. O f4du ristu &isel g 1ze dokdzat zna&né siln&jii tvrzeni. )
Véta 12. Pro kezdé k = 2 *) plait
[ PP 2*(" h 1)-

Dikaz. Pro k > 2
9= 0k—1 + k-2 = Q-1 + Qk-2 = 2953}
postupné uZiti této nerovnosti divd
Qar = 2%q0 = 2%, g4y = 2% 2 2%;

tyto nerovnosti dokazuji patrné vétu.
Jmenovatelé shliZzenych zlomki nerostou tudiZ pomaleji neZ podle zékona geometric-

ké posloupnosti.

?) ¢ Sr. s tim, co je fedeno v ® §5. o

3) e t. ). neni mozno je zkrétit. o

4) Zde a viude v dal3im je si oviem nutno v pFipad& koneéného Fetézce viimat jen
téch hodnot k, pro néz mé g smysl.
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Vsunuté zlomky. Necht je k > 2 a i libovolné celé kladné &islo. Rozdil

Pr-18+ 1)+ Pr—s  Pr-ai+ Pr-s
g+ D+ gr-s Ge_1it Qe-s

ktery je rovny, jak se enadno zjisti,

(=1
lgx-1G + 1) + qe-allge—1f + gx-sa] ’
ma pro viechna i > 0 totéZ znameni, zavislé pouze na parité &isla k. Z toho plyne, Ze

zlomky
Pi-a Pr-s+ Pr—1 Pr-3t+ 2Pex Pr-3+ OxPx-1 _ Pk (26)

Q-2 Te-at Q-1 G-t 20k’ Geoe t GkGk-1 G
pEi sudém k vzristaji, pfilichém k klesaji (sr. vétu 4). Krajni z nich jsou sbliZené zlomky
stejné_parity; éleny mezi nimi leZici (existuji-li, t. j. je-O a; > 1) nazveme vsunuté
zlomky "V aritmetickém uZiti maji tyto vsunuté zlomky znany vyznam, tfebaZe ne
takovy ]ako zlomky sblizené. Abychom si l1épe objasnili jejich vzijemné rozloZeni a za-
kon Je]lch postupného tvofeni, je iidelné zavést pojem tak zvané medianty dvou zlomki.

Mediantou dvou zlomka T a Ti— s kladnymi jmenovateli se nazyva zlomek
a—+ ¢ -
b+ d’

Pomocnd véta. Medianta dvou zlomki lezi vidy (velikosti) mezi nimi.

Dikaz. Necht je —Z— < = ; pak je be— ad > 0, a tudiz

d
a+c__a__bc—ad > a+c_‘c__ad—bc’<o
b+d bob+d)y =" b+d d db+d=
coz jsme chtéli dokézat.

Vidime ihned, Ze kaZdy ze vsunutych zlomki z posloupnosti (20) je mediantou pfed-
chizejicfho zlomku a zlomka :b, postupujeme-li v posléupnostj (20) tak, Ze pfi po-

-1

. Q-2
zlomku }q’k—l Koneény krok tohoto postupu nastane, kdyZ utvofena medianta splyne
k-1
. Tento posledni zlomek lef tedy mezi === iPk-1 P “X-2 co jiz vime z véty 4. Vime
‘II: k-1 ‘1/: 2

rovnés, se hodnota & daného Fetdzce le¥i meziP%=! o P% 5 z¢ zlomky Pr-2, Pi , jichz
k-1 'Ik k-2 ‘Ik

Fidy jsou oba stejné parity, leZi na téZe strané &isla oc. Odtud plyne, Ze celd posloupnost
(20) lezi na téZe strand &isla o, kdezto zlomek P%-1 q ! na druhé jeho strané. Zejména zlom-
k-1

kyPe=1TPk-3 , TPe-a g Phoapey vidy na riznych strandch . Jinak feZeno, hodnota Fetézce
Q-1 -2  qk-1
leZi vidy mezi libovolnym sbliZenym zlomkem a mediantou utvofenou z tehoto zlomku
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a zlomku pfedchizejictho. (Doporudujeme &tenédfi, aby si udélal schematicky naértek
zobrazujici vzdjemné rozloZeni viech téchto &isel.)

Tato pozndmka poskytuje jednoduchy zpusob, jim%Z je mozZno, zndme-li sblifené
zlomky ——* Pr-2, Pe-1 , utvofit dalii sbliZeny zlomek— ,neznéme-li prvek a;, (uZijeme-li

k-3 Tk-1
zato znalosti velikosti Fetézce ). Utvotime totlz nerrve med.lantu obou danych

zlomki, pak mediantu pravé vzniklé medianty s Zk atd., sestrojujice po kazdé me-
1

diantu privé vzniklé medianty a zlomku f Vime jiZ, %e tyto po sobé jdouci me-

dianty se budou z poédtku bliZit k a; posledni medianta této posloupnosti, leZici na téze

kpk 2 'e& Vime totiZ jiZ, Z e% bude mezi t&€mito
k-2 .

strané od & jako vychozi zlome P

-2, zbyva ndm pak dokazat pouze, Ze

-2
dal¥f medianta bude jiZ leZet na druhé strané . Aviak dalii medianta je flti_f;:——l ata
-1

mediantami a bude leZet na téZe strané o jako ik

lezi podle vy¥e uvedené poznémky jiZ na druhé strané &sla .
Dalsi, jeite dileZitéjéi diisledek objasnéného vzajemného rozloZeni &isla o a ‘jeho
Pr+ Pr+1

sbliZenych a vsunutych zlomki se dostane z téchto divah. Vsunuty zlomek .
G+ G4

lezici mezi Pe a o, leZi bliZe k& nez o, t. j..
—_—— 9%

I Px Pet Pe+a_ Pe|_ 1
a—2k| > (TR T 2k41 _
DT ] T et ter @l o +ake)
(znameni rovnosti zde nenf moZné, jeito by to znamenalo, ze

_ Prt+ Pks1_ Pre+s
gk + 9+1  Ge+a
t. j. « by byl koneény fetézec s poslednim prvkem 1; to je pfipad, ktery jsme na samém
zaddtku vylouédili z dvah).
-Tak ptichizime k tomuto dileZitému tvrzeni:

Véta 13. Pro viechna k >0
—— l

1
(e +1+ 9x)

a—ﬂk—

L7

ey

1
Nerovnost (21), ktera poskytuje dolnf mez pro rozdil la — ﬁ—: , dopliiuje takto ne-

rovnost stanovenou vétou 9, poskytujici hornf mez téhoz rozdilu.
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