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KAPITOLA VII.

THEORIE POLE

§ 26. Geometricky zpuisob vyjadfovani. Kanonicky tvar
Eulerovych rovnic.

V dal§ich Gvahich budeme nazyvat ,.J-délkous kiivky vy, jejiz
rovnice je y = y(z), hodnotu funkciondlu

J(V) = fF(x’ Y, ?/’) dx (l)

podél kfivky y. Mimo to budeme neustile predpokladat, Ze dary y
nalezi do ttidy C, a Ze funkce F ma spojité parciilni derivace podle viech
tfi argumenti do t¥etiho fadu vietné.

Pfipominame, %e kdyz F(r,y,y Vl + y'2, je J-délka kfivky
jeji obydejnou délkou. V tomto poslednim piipadé jsou extremalami
piimky. V obecném pifpadé budeme kazdou extremalu funkeiona-
lu J nazyvat J-pfimkou a hodnotu J(y) podél extremaly y, spojujici
dva dané body 4 a B, budeme nazyvat J-vzddlenosti mezi body 4 a B.
Tato terminologie vedle vyhodnosti je zaloZena na hlubokych tvahach,
jichZ se vSak zde nedotkneme.

Analogické pojmy zavedeme pro funkcional I(y):
Ity) = [F@ g, 2,y dt = [F(z, 9, dz, dy), (2)

kde F je kladné homogenni funkce rozméru jedna vzhledem k 2’ a y'.
Hodnotu I(y) nazveme I-délkou y. KaZidou extremalu nazveme
I-ptimkou a I-délku extremaly nazveme vzdalenosti jejich koncovych
bod.

Budeme nyni vy$etfovati étyrparametrovou soustavu J-pfimek {y},
z jejichZz koncovych bodu jeden bod A(z,, y,) lezi v néjakém daném
oboru Dy a druhy v jiném oboru D,. Pfedpoklidejme, Ze libovolny
par bodu A(xz,, y,) a B(x,, y,), patiicich do D, resp. do D,, spojuje
jedna a jenom jedna extremala soustavy

= y(Zo» Yo» T1» Y1)-
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Za provedenych piedpokladi J-délka libovolné extremaly soustavy
bude jednozna¢nou funkei &éty¥ proménnych — soufadnic jejich
koncovych bodiu:

J()’) = J(Io, Yor Z1, yl)'

Oznadime
‘E_I(I, Y, ?/’) = F(x’ Y, y,) - y,Fy'(x7 Y, ?/’), (3)
Pz, 9, 9) = Fy(2, 9,9
potom lze zapsat vzorce (10) kap. IV takto:

oJ — , —
E = — H(zo, Y0, Yo) = — Ho,
oJ '
T = - P(f‘o, Yo, yo) = — Po>
Yo
o _ (4)
'a_zl' = H(zl’ Yo :’/1) = Hl)
3_J = p(x ') —
29, = P\Z1, Y1, Y1) = Da- J

dJ = — (Hedz, + podye) + (Hidzy + pi0yy). (5)

Vzhledem k zakladni roli, kterou hraji funkce p = Fy(z,y,y’)
a H=F — Yy F,(x,9,9) v theorii soustavy extremdil, je nejlépe
uvést Eulerovu rovnici na tvar, v niZ by explicitné vystupovaly
funkce p a H. Budeme tedy spolu s proménnymi z, y, ' vySetfovati
};roménné z,y a8 p=Fyvyy) Kazdou funkeci u(z, y, y’') tif argu-
mentl z,y,y miZeme vySetfovati, pouZivajice vztahu p = F,,
rovnéz jako funkei proménnych z, y, p.) V souhlase s tim oznaéime
H(z, y, p) vysledek substituce do H(z, 9, y’) vyrazu y' vyjadfeného
pomoci p a z, y. Abychom zjednodusili psani, umluvime se, Ze napiisté
budeme oznadovati jako obvykle u,, u,, u, parcidlni derivace kazdé
funkece u(z, y, ¥'), kdyZ ji pokladime za funkci proménnych z, y, y',
%, Z_:’ z—: odpovidajicf parcidlni derivace, kdyz » poklada-

me za funkci proménnych z, y, p.

kdezto

1) Pokud je Fysyr + 0, pak podle véty o implicitnich funkeich z rovnice p =
= Fyi(z, y, y') miZeme vyjddfit ¥’ jako funkei z, y, p.
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Pfi téchto oznacenich nalezneme v piipadé argumenti x, y, y
dH =dF —y'dp — pdy’ =
=F,dzr + F,dy +pdy’ —y'dp —pdy’ =

= F,dx 4+ F,dy — ¢ dp. (6)
S druhé strany plati pro proménné z, Y, p:
dH = H da: + d +

Dostaneme tedy, jeito dH = dH ,
oH oH oH ,

-a—x=Fz, 8y_Fy,-?pT=—y (7)
Obdr#ené vztahy umoziiuji uvésti Eulerovu rovnici
d
F,, —_ d—-x F,' = 0
na takovyto tvar:
oH _dp
oy  dx’
(8)

°H __dy
op = dx

Soustava rovnic (8) se nazyvid Hamiltonovou neboli kanonickou
formou Eulerovy rovnice. Nahrazuje Eulerovu rovnici druhého fadu
8 jednou nezndmou funkei dvéma rovnicemi prvniho fddu s neznamymi
funkcemi y = y(z) a p = p(x).

Z (6), (7) a (8) vyplyvi, Ze podél extremaly je

aH _ oH
dx ~ oz’
Specialné, jestlize ani F, a tedy ani H nezéivisi explicitné na z, je

podél extremdly

% = 0, H = const.

Zobecnéni. Shora uvedené pojmy lze bez obtiZi rozéifit na pfipad funkeciondla
éar prostoru o n rozmérech a také na pripad obecného Lagrangeova problému.
Probereme Lagrangeovu ilohu pro funkcional

J = fF(z, Y1s Yop oovs Yps y;, y;, vy y;) dz,
Y
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kde funkce y,(z) spliuji podminky
@i, Y1s Yas -+ > Yns y;, y;, . y;) =0,7= 1,2,...,mm < n.

Jak je zvykem, budeme nap#it8 za znaky funkef F' a ¢; zkrdcend psidt jenom tFi
argumenty z, y, ¥": F(x, y, ¥') a @;(z, =, ¥’'). Zavedeme-li Lagrangeovy souéinitele

A;(x), poloZme

m
D(z,u,y,A)=F + Zl,-q;,-.
j=1

Nyni, uZijeme-li vztahii ¢; = 0, zavedeme mfsto prom&nnych z, y,, y; proménné

z, Y, pi = Py, & vyjddiime v novych proménnych funkei H = ¢ —
Na jedné strand budeme miti

dH = d® — X d(y;p,) =
1
= (P, dz + Iy, dy, + Zp, dy;) — (Xp; dy; + y; dp)) =
i L4 v
= 452 dz + Z.djyi dy{ _Zy: dpt
£ 1

Na druhé strang pfi pfechodu k proménnym z, y,, p; mame:

oH oH oH
dH = 2 de + 2 T dy, + 22 dp,.
ox i 0Y; i op;

Porovnani dosaZeného vysledku se vzorcem (6°) nam da:

8H oH oH
=y =F,, - =—y
o %, © op;

Formule (7) umoziiuji soustavu Eulerovych rovnic

d .
¢yi=£¢”i” 1= 1’ 2’---’ n,
napsati ve tvaru
oH dp; °oH dy; .
— =, =——"""1t=12,...,n.
oy; dz op; dx

To je pravs obecny kanonicky tvar Euler-Lagrangeovych rovnic.

§ 27. Pole extremal a transversaly.

Ey: ¢”i"
[

(6)

(8)

Pojem pole extremal. Zavedeme fadu pojmu, které budou hrati

zakladni roli v geometrii extremal.

Méjme soustavu {y} oblouki y kiivek tfidy C, a jednoduse souvislou

oblast D, které maji nasledujici vlastnosti:
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1. Koncové body oblouki soustavy {y} lezf na hranici D.

2. Kazdym bodem oblasti D prochazi jeden a jenom jeden oblouk
soustavy.

Za téchto podminek fekneme, Ze vy3etfovand soustava {y} tvoii pole

a Ze toto pole pokryvd oblast D. Jestlize oblouky y jsou extremily
a tvofi pole, pak toto pole nazveme polem extremdl.

Regulirni pole. V dalsich tlohach budou hrati zvlastni dlohu pole
extremal specidlnéjsiho typu. Méjme jednoparametrovou soustavu
oblouki {y} extremal funkcionalu J, jejichZ rovnice maji tvar

Y= plr,a), 0 £ o < oy, Zo(x) é r é z (). (9)

Soustavu (9) budeme nazyvati reguldrnim polem extremdl neboli
jednoduse polem extremdl, jestlize budou splnény tyto podminky:
1. Koncové body oblouki kfivek (9) opisuji k¥ivky I'y a I'y tiidy C,.
2. Pro
o Lo Koy, Zolo) L 2 < 2y(ox),

, ey s . op dp e ..,
mé funkece ¢ spojité derivace 52’ B azon P cemZ
4
a_‘x > 0.

Pfipometime, Ze spliiuje-li soustava dar (9) tyto dvé podminky,
miZe byt rovnice y = ¢(z, x) rozteSena vzhledem k «,

* = afz, y), (10)

pii temz funkce & (z, y) bude jednoznaéna a bude miti parcidlni derivace

prvniho a druhého fadu v uzaviené oblasti omezené k¥ivkami I'}, I,

Y=o o) ay = g ).
Je jasné, Ze mimoto kazdd soustava ¢ar, kterd ma vlastnosti 1, 2,
bude rovnéz polem.

Centralni pole. Jinym specidlnim typem pole je tak zvané centrdlni
pole. Predpoklddejme, %e vSechny kiivky soustavy extremdal {y}
vychazeji z jediného bodu A(z,, y,), t. j.

o(zy, ) =y, (o é &« é *s),
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a predpoklddejme ddle, Ze soustava Gar

14

xl T é o,

x < &y

IAIA

¥y = gz, ») {

*y
tvoif regularni pole pro libovolné z;, > z,.
Potom soustava Car '

xZ)
22

)

y = oz, ) {“

x
4

IAIA
IAIA

1

tvofi centralni pole extremal.

Pole funkciondlu I. Pfi pouZiti pojmu pole k studiu funkciondlu I defino-
vaného vyrazem (2) budeme se rovnéz jako v pfipadé funkciondlu J zabyvat
poli, kterd vyhovuji fad& theoreticko-funkciondlnich podminek. Zastavime
se u téchto podminek. BudiZ {y} jednoparametrové soustava extremél funkeio-
nalu I:

z = g{t, a),
y = y(t, a). (11)
Predpoklddejme, %e pfi zmé&néch ¢ a & v mezich
L <t ty,
< oy }

- (12)
% <o
vytvoii vySetfovand soustava éar {y} pole. V aplikacich budeme bez vyslovného
prohlédSeni pfedpokladat, Ze v uzavieném obdélniku (12) funkce ¢ a y jsou
spojité spolu se svymi parciélnimi derivacemi prvniho a druhého fédu a Ze mimoto
v tomtéZ obdélniku je
Pt Pa i

Yt Y |
Oznadime @ oblast pokrytou polem. ‘Z ptijatych podminek o funkcich ¢ a ¢
vyplyva feSitelnost systému (11) vzhledem k ¢ a «: existuji funkce

+ 0. (13)

t = z(z, y),
x = u(z, y),
definované a spojité spolu se svymi derivacemi v oblasti @ a takové, Ze
z = ¢lz(z, y), u(z, y)],
y = vlz(=, y), ulz, )]

Ptipomerime, Ze jestliZe ¢ary {y}, definované systémem (11), tvofi centralni
pole extremal, pak pro jakékoli t;, kdet, < t{ < t,, CAry y, definované systémem
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(11) 8 podminkami tl' <t £ t,, tvoii pole, vyhovujiet viem shora pfipomenutym
theoreticke-funkcionilnim podminkam.

Transversila pole. BudiZ {y} pole extremdl funkcionilu J nebo I.
Rikdme, e &ara I je transversdla pole {y}, jestlize kazd4 extremala y
pole, protinajici I', protina ji transversalné.

Zastavime se podrobné u funkciondlu J. Jak zndmo, ma podminka
transversality v pfipadé funkecionalu J tvar (viz § 16)

! ’ ’ d ’
Fla,y,y)—y'Fylr,y,y) + d—‘z Fo(x,4,9)=0 (14)

neboli _

Hdx + pdy = 0. (14")
Tato podminka vaZe smérnici ' tedny k extremale se smérnici gy
transversilntho sméru. Z toho soudime, Ze¢ mame-li dino pole y =
= @(x, a), v jehoZz kazdém bodé je H2 + p? + 0, je nam pak v kazdém
bodé pole znim smér transversily pole, prochazejici timto bodem.
Vsechny transverséily pole dostaneme jako FeSeni diferencidlni rovnice
prvniho fadu:

, d
Fylz, p(z, o), @.(z, &)] d_g =

= iz, ) Fylz, 9z, &), (2, ¥)] — Flz, ¢z, a), gz (2, &)],  (15)
kde za parametr «, uréujici extremaly pole, je t¥eba dosaditi vyjad¥eni
tohoto parametru soufadnicemi bodi
pole. Z toho, uvédomime-li si shora :
uéinéné predpoklady o poli, obdrZime,
%e kazdym bodem pole prochazi jedna
a jenom jedna transversila. Tedy za
podminky H? + p? + 0soustava trans-
versil je jednoparametrova soustava
kfivek tvoficich pole. Takové pole bu-
deme napristé nazyvat polem transversdl.

Je-lli F + 0, pak, jak snadno na- Obr. 20.

hlédneme ze vzorce (15), protina trans-
versila extremalu v thlu rdzném od nuly a soustava extremal
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a transversal tvoFi sit k¥ivek, pokryvajici oblast (obr. 20). Pro funkecio-
nély specialniho typu

F = Az, y)Vl + '3,
kde 4 # 0, stane se podminka transversality podminkou orthogona-
lity: soustavy extremal a transversal tvoii orthogonalni sit kiivek.

Platf-li v bod® B(z,y = ¢(z, x)) pole vztah F(z, ¢, ¢.) = 0, pak
v tomto bodé je smérnice S—Z teény k transversile rovna ¢,(z, «),

t. j. v bodé B se transversala dotykd extremadly. V tomto pfipadé jiz
nelze mluviti o ,,siti‘ extremdl a transversil. ProtoZze v fadé otdzek
theorie pole je pro nas v3ak podstatnou existence sité, budeme pred-
pokladat, Ze v poli je splnén vztah

F(z) ‘P(z, a)) ¢;(I, [X)) =t= 0‘
Pozndmka. Ve vétsiné aplikaci theorie pole lze toto omezeni

odstranit takto. Oznadime znakem M supremum |F(z, ¢, ¢,)| pro
viechny body oblasti pokryté polem a zavedeme funkei

Fz,y,y)=Flx,y.y)+ M+ 1.
Ve viech bodech pole budeme miti

Fl(x’ P ?’;) ; 1 > 0.

Krom& toho je zfejmé, Ze soustavy extremdl funkcionild [F dz a
JF, dz jsou identické a %e v tloze o pevnych koncich kfivka, &inici
[F dz extremélnim, bude udilet extrém [F, dz, a obricené.

Privé tak je moZno odstranit omezeni H? + p? + 0. BudiZ totiz M
supremum |Fy(x, p(z, ), ¢'(x, x))| pro viechny body téze oblasti.
Zavedeme funkei

Flx,y,9y)=Fx 9, y) + (M + 1)y’
Méame: F, = F,, + M + 1. Na zakladé definice M je p = F,s > 0,
z dehoz plyne, Ze H? + p?z > 0 v3ude v na3f oblasti. Je vSak

= d = d
FVZFV’EFV'=E;E

a [F dz jsou stejné. Dile [Fdz = [Fdz + (M + 1)y, — y,), kde
b 7

F,, proto extremily funkcionilt [F dz
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¥, a Y, jsou poradnice koncového a poditeéniho bodu kfivky y.
Na k¥ivkdch se spoleénymi koncovymi body se funkciondly [F dx
a [F dz li§f o konstantni hodnotu a k¥ivky, realisujici extrém v tloze
s pevnymi konci, jsou pro oba integraly stejné.

Konstrukce pole extremal podle transversily. PouZijeme-li pod-
minky transversality, muiZeme také fe§it ulohu obricenou k tloze
vysetfované: je ddna transversdla pole I'; chceme konstruovat toto pole.
Podminka transversality ndim udava v kazdém bodé transversily I’
smér extremaly pole. Tedy loha sestrojit pole podle dané transversily
vede k sestrojeni soustavy integrali Eulerovy rovnice, vychazejicich
z bodu I' v danych smérech. Je-li pro body I' a pro sméry transversilni
ke I', F,.,, + 0, t. j. koeficient u %" v Eulerové rovnici je rizny od
nuly, pak lze v tomto pfipadé uvedenou ulohu fedit jednoznaénym
zpusobem. Z toho plyne vysledek: transversdla pole uréuje toto pole
jednoznaliné.?)

Vidéli jsme dfive, Ze pole extremal uréuje pole transversal jedno-
znaénym zpusobem; tudiz kaZda transversila pole extremal urcuje
jednoznaéné celé pole transversal.

Uvedeme nékolik prikladii poli extremal a transversal.

PFiklad 1. Svazek rovnobé&Znych pfimek, extremél integralu
f Vl + y'tdz,

tvofi pole pokryvajici celou rovinu. Transversdlami pole budou pfimky ortho-
gonalni k piimkéam svazku.

Pfiklad 2. BudiZ D konvexni oblast, neobsahujici bod A. Soustava usecek,
leZicich v D a soudasnd na polopaprscich vychazejicich z 4, tvoi{ pole extremél
integralu f Vl + 9% dz, pokryvajici D.2’) Jestlize A neleZi na hranici D, pak
je pole regularni; jestlize A leii na hranici D, pak pole je centrilni. V obou
piipadech jsou transversdlami pole oblouky kruZnic se stfedem v bod& A4.

PFiklad 3. Budiz I' kiivka tfidy C,. Vedeme kaZdym bodem I' pfimku y
kolmou ke I V dostatefném malém okoli I' tvoli sestrojend piimky pole

?) Vytknéme ty podminky, za nichZ jsme tento vysledek dostali: 1) abychom
uréili smér extremaly v bodé transversaly I', potfebujeme, aby ¥’ bylo moZno vyjadFit
ze (14) pomoci z a y jednoznaéng; 2) podél " musime mit pro y” uréené z (14)

Fyy % 0.

2’) Za parametr o, definujicf pfimku — extremélu pole, lze vzit smérnici této pfimky.
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extremél funkcionélu f Vl + y’2 dz; &ara I' bude transversdlou tohoto pole.
JestliZe na kaZdou piimku pole, poé¢inaje bodem leZicim na I', nanesems tise¢ku
konstantni délky &, pak, jak je zndmo, tvofi geometrické misto koncovych bodi
téchto usefek &éru orthogonalni ke vSem pfimkéam pole, t. j. konstruované
geometrické misto bodu je transversalou pole. Nabyvéa-li 2 véech moZnych hod-
not, dostdavame pole transversal. Ukdzand zde methoda konstrukce pole trans-
versil, jak uvidime niZe, se dé roz&ifiti na funkciondly obecného typu.

Véty o transversilach. Uvedeme zakladni véty o vlastnostech pole
extremdl a pole transversil. Véechny tyto véty plati jak pro pFipad
extremal funkecionalu J, tak i pro pfi-
r pad extremdl funkciondlu I. Dikazy
vét v obou pripadech jsou zcela analo-
gické; uvedeme je pro ptipad funkecio-

nalu J.

8 Budiz {y} centrilni pole extremal se
stfedem v bodé 4. Naneseme na viech-
ny extremaly tohoto pole oblouky stejné

A J-délky za predpokladu, ze pocatedni
Obr. 21. body v¥ech téchto oblouki lezi v bo-
dé A. Geometrické misto koncovych

bodd téchto oblouki je jista éara I' (obr. 21).

Véta I. Cdra I je transversdlou nadeho pole, t. j. (pro piipad funkcio-
nalu J)

’ ’ d ’
Fx’y’y)_(?/ —(%)Fv'(%ys?/)=0,

kde ¥’ a 3—‘: jsou smérnice teény k extremdle y a teény ke kfivce I' v bodé,
v némz se obé Edry protnou.

Oznadime-li totiz J(B) J-vzdalenost bodu B kfivky I" od stiedu pole
A, mame pro véechny body ktivky I’

J(B) = const,
kde J(B) je integril [F(z,y, y') dz podél oblouku AB extremély y.
Pii pfechodu od bodu B(z, y) k blizkému bodu B'(x + dx, y + dy)
kiivky I' mame tudiz
dJ = 0.

166



Avgak v daném piipadé je
dJ(B) = HV dx + p dy

a rovnice dJ(B) = 0 se stane podminkou transversality v bodé B
oblouku extremaly y a kiivky I
Plat{ i véta obracena:

Véta 2. Je-li kfivka I' transversdlou centrdlniho pole se stredem
v bodé A, pak oblouky extremdl od bodu A do I maji stejnou J-délku.

JestliZe totiz J(B) je J-délka oblouku extremaly od bodu A do bodu
B(z, y) transversaly I, pak pfi pfechodu k nekoneé¢né& blizkému oblouku
extremaly AB’, kde B’ C I ma soufadnice z + dz, y + dy, plati:

dJ(B) = H® dz + p® dy.
Na zakladé transversality kiivek y a I je

dJ(B) = 0, z ¢ehoz J(B) = const.

Pfiklad 1. Je-li F = Vl 4 y’%, pak jsou extremély y pfimkami, prochézejicimi
bodem A, a éira I' je kruZnice; podminka transversality je podminkou ortho-
gonality a nase posledni v&ta nas pouéuje o zndmém faktu, Ze kruZnice je ortho-
gonalni ke svym polomé&rium.

PFiklad 2. Jsou-li extremdly geodetickymi éarami na ploSe, pak transversélami
centralniho pole jsou geodetické kruZnice; transversalita jako diive znamena
orthogonalitu a dostaneme, Ze geodetickd kruZnice je orthogondlni ke geodetic-
kym polomé&ram.

Pfiklad 3. V pfipad& Fermatova principu je centralnim polem extremaél svazek
svételnych paprsku, vychdzejicich ze sviticiho bodu A, éara I' je vinovou kfivkou,
t. j. geometrickym mistem boda leZicich ve stejné optické vzdalenosti od A4,
t. j. geometrické misto bodd, do nichZ se soufasn¥ dostane svételny signil
vyslany z bodu A. Transversalita v tomto pfipad$ znamené orthogonalitu.
Nés§ predpoklad vede na zvlastni pfipad Malusova principu — vinova kfivka
jo kolmé na paprsky.

P¥iklad 4.V pfipad& principu Maupertuis-Eulerova je centralnim polem extre-
mal svazek trajektorii, vychazejicich z bodu 4 za stejnych poateénich rychlosti.
Cara I je tak zvané kiivka stejného téinku. Je orthogonalni ke viem trajektoriim
avazku, nebot i v tomto pfipadé& znamens transversalita orthogonalitu.

V&ta 3. BudiZ I transversdlou pole {y}. Naneseme-li na viechny extre-
mdly y nadeho pole v jednoh sméru oblouky téie J-délky s poldteénimi
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body ma I', pak koncové body téchto oblouks tvori rovné% transversdlu
pole {y}.

Oznadime I'; geometrické misto bodi B, stejné J-vzdalenych od I”
(obr. 22). Piejdeme od oblouku AB extremily y k blizkému extremal-
nimu oblouku 4’B’ pole téze délky, pti cemz A a A’ lezi na I'. Jeito
diferencidl J-délky je pfi pfechodu od AB k A'B roven nule, pak,
oznadime-li dz,, dy, a dz,, dy, diferencidly soufadnic bodi 4 a B,
mame pfi tomto pfechodu:

0=dJ = — (ﬁ1 dz, + p, dy,) + (ﬁz dzx, + p, dy,).

Prvni zivorka je rovmna nule vzhledem
k transversalité y a I'. Je tudiz rovny
nule i vyraz ve druhé zivorce, z éehoz
vyplyva transversalita y a I7.
Uvédomime-li si, Ze kazdym bodem
pole prochazi jenom jedna transversila,
dostaneme také obracené tvrzeni:

Véta 4. Jsou-li T, a Iy dvé transversdly
pole {y}, pak dseky extremdl pole mezi I')
a I'y maji stejnou J-délku.

P¥iklad. VySetfujme ptipad, kdy J = f Vl + 9'? dz. Zde je polem extremal
transversalnim ke kiivce svazek normél ke k¥ivee. VEta 4 nds pouduje o rovnosti
usekl normAl mezi dvéma kiivkami o spoleénych norméldch. Naneseme-li
na viechny normély k dané kiivce stejné useky, pak podle véty 2 dostaneme
novou transversélu, jeZ méa spoledné normély s prvni transversilou. Vétu 4 lze
rozsifit i na geodetické normdly ke kfivkdm na ploge.

§ 28. Konjugované body. Konstrukce pole.

Konjugovany bod. BudiZ din oblouk extremdly y, y = y(2),
zo < x 0 pocateénim bodé A(x,, y,). Sestrojme svazek extremal {y},
Y =y, &), 0, < x < o,, které maji s y, spoleény poditek 4. Tato
konstrukce je vidycky mozna, je-li pro soutadnice z,, y, bodu 4 a pro
smérnici teény y, k oblouku y, v bodé 4 splnéna nerovnost

Fﬂ'v’(xo: Yo, yt’)) + 0.
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Vskutku, potom i F,..(Zy, Yo, ¥o) bude rizné od nuly pro viechny
hodnoty y’ dostateéns blizké k y,; bude tudiz Eulerova rovnice vyho-
vovati viem podminkim véty o existenci a jednoznacnosti feSeni
diferencialni rovnice, a proto lze sestrojit integralni kfivky této
rovnice prochazejici bodem A, které maji smérnici v bodé 4 rovnu
predepsané hodnoté y’ (dostatedné blizké k y,). Soustava téchto k¥ivek
vytvoii zadany svazek extremal; y, bude obsaZena v tomto svazku, t.j.
pro nékteré oy, x;, < ay < o,
Y(®, &o) = y(x).
Budeme piedpoklidat, Ze parametr « je smérnici teény extremaly
v bodé 4
Y (zg, ) = a. (16)

Mé-li obalka I' svazku {y} s y, spoleény bod B(z,,y,) (rizny od 4),
pak se B nazyva bodem
konjugovanyym s A (obr. 23).
Jinak fedeno, s bodem A4 y
konjugovany bod B extre-
mély y, je bod, v némzZ se Alxyy,)
¥, protina s nekonec¢né bliz-
kou extremalou y, procha-
zejici timtéZ bodem 4.

Uvidime pozdéji, Ze moz-
nost konstruovéni pole, ob- X X,
sahujiciho dany oblouk ex- Obr. 23.
tremaly y,, je Gplné zajis-
téna tim, kdyZz y, obsahuje bod konjugovany s jejim poditkem.

Je-li bod B(z,, y;) extremaly y, konjugovén s bodem A(z,, y,) téze
extremaly, pak fikame, Ze x, je hodnota konjugovana s hodnotou z,
vzhledem k extremadle y,.

Bix,y)

Hledani konjugovanych bodi. Jacobiovy rovnice. Mame-li rovnici
svazku extremal vychdzejicich z bodu A4, neni téZké dostat vztahy
ke stanoveni soufadnic bodu B, konjugovaného s A. Musime totiZ podle
znamého pravidla diferencidlni geometrie v kazdém bodé obéalky I" miti

oy(x, a)

o

=0. (17)
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Speciidlné v bodé B, lezicim na k¥ivkach I a y,, budeme miti

@) g (17')
ox
Tedy viechny hodnoty z, konjugované s z, pro extremalu y, budou
kofeny rovnice (17').

Definice konjugovanych bodi z rovnice (17°) ma dvé vady: 1) kromé
samotné extremdly potfebujeme znati cely svazek extremal vychaze-
jicich z jejiho koncového bodu a 2) podminka (17’) je pouze nutnou
podminkou pro existenci obalky a tedy, mame-li kofeny rovnice (17'),
je tfeba jesté navic vySetiit, vedou-li skutedné tyto kofeny ke konjugo-
vanym hodnotdm.?)

Opirame-li se o rovnice Eulerovy, lze uvésti pfimou methodu
ke stanoveni konjugovanych hodnot.

Zachovame-li dfivéjsi oznaceni, ozna¢me navic znakem #(x) funkei

o =[5

Viechny funkce y(z, «) vyhovuji Eulerové rovnici
' d :
F,,(I, y(Z, (X), Yy (xv 0‘)) - CE Fv'(x’ ?/(x, 0‘)) Yy (Il?, “)) = 01 (18)

pfi ¢emZ tato rovnice je splnéna pro kazdé « (pro o; < & < o).

Diferencujeme-li obé &asti rovnice (18) podle & a uZijeme-li toho,
ze diferencovani podle x a totalni diferenciaci podle x lze zaménit,
obdrzime

Fule, 412, ), ¥/ @, 2) L2 Byt gt o), ', o) L) —
d ' 5
- a{Fw'(x, y(2, «), y'(z, x)) _y_(g;L) 4
+ F”""(x’ y(x’ 0‘)! yl(x’ o‘)) W} = 0.

3) Uvedeme nejjedncdussi priklad soustavy &ar y = y(z, a), pro kterou (17) uréuje
kiivku, kterd neni obélkou soustavy. PoloZme

y = ax?+ o pro z > 0,

y = ob pro z < 0.
Rovnice (17) ném d4 zépornou &ast osy Oz, avBak zdroved tato soustava je polem,
které zaplni celou rovinu a nemé tedy obélku.
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Avsak

oy(z, oy’ (@, & ,
[52] =me [Y22] =ve

a tedy pro 7(x) dostaneme tuto rovnici:
’ d ’
Fyn + Fym ~dz [Fown + Fyyn'] = 0.
V této rovnici je poloZeno:
F,, =F,, [z, y(x, x), ¥'(z, %),
F,. = Fu [z, y(z, ap), y'(x, ap)l, (19)
Fv’u' = v’y [Z, ?/(35: ‘xo)y ?/'(3’, 0‘0)]'

Oznadime-li pravé strany (19) P = P(z, «,) resp. @ = Q(z, a,) Tesp.
R = R(z, «,) a odstranime-li zavorky, obdriime nakonec

d d
(P -2 Q) n— = (By) =o. (20)

Rovnice (20) s neznamou funkei # se nazyva Jacobiova rovnice. Je to
line4arni diferencidlni rovnice druhého fadu.
Oznatme A(xy, ) integral Jacobiovy rovnice (20), vyhovujici
témto pocdteénim podminkam:
A{xg, o) = 0, A'(xy, 7y) = 1.
Dokazeme nyni tuto zakladni vétu.
V&ta 5. JestliZe podél extremdly vy, je velifina R + 0, pak k tomu, aby

hodnota x,, x, + z,, byla hodnotou konjugovanou s x, (vzhledem ke y,),
je nutné a staéi, aby z, bylo kofenem rovnice

A(zy, ) = 0.

Dokazeme nutnost podminky. Je-li 2, hodnota konjugovand s z,,
pak vyhovuje vztahu (17'), t. j.

n(z,) = 0.
Dokazeme, Ze
n(z) = A(z,, 2). (21)
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Vskutku, obé funkce vyhovuji Jacobiové rovnici; mimo to podle defi-
nice funkce 7 a podle toho, Ze je y(zo, ) = y,, mame

n(xe) = 0 = A(x,, z,),
a protoze podle (16)

’ a ’ ’
7 (Z) = E ) (zl'b 0‘) =1=4 (zm xo),
pak podle jednoznaénosti feSeni rovnice Jacobiovy dostaneme (21).
Dokazeme nyni dostateénost podminky. Pfedpoklidejme, Ze je
A(Io, 31) =0, Z; + o,
a dokaZme, Ze pro dostatetné malé hodnoty dx vSechny extremaly
¥ = y(&, xo + 0x)
protinaji extremdlu y = y(z, x,) v libovolné malém okoli bodu

B(x,, y(x,, «g)).
Vezméme funkei
pia,a) = LB ZIBX) oy,

X — Xg

p(x, xo) = [Q%;#] = A(xzy, ) pPro o = x,.

Timto zpisobem definovand funkce y(z, ) je spojitd podle obou
argumentd a mimo to m4 podle nich spojité parcidlni derivace (spojita
diferencovatelnost y podle & plyne z toho, Ze y(z, «) je dvakrat spojité
diferencovatelna podle «).

Dile je
Y(xy, &g) = A(xg, 7,) = 0
das . 22
w(%a) = [4(%0, ¥)]o=a, * 0. (22)

Kdyby totiz fefeni A(x,, ) linedrni homogenni diferencidlni rovnice
druhého fadu bylo rovno nule pro z = z, spolu se svou derivaci, pak
by z véty o jednoznaénosti FeSeni diferencidlnich rovnic vyplyvalo,
Ze A(xy, x) =0.
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Z (22) plyne, %e rovnice
y(@,a) =0

definuje z jako implicitnf funkei a v okoli (z,, x,), pfi ¢em% pro & — «,
je £ = z,. PiSeme-li tuto rovnici ve tvaru

p(z, + & & 4+ 6x) = 0, (22"

bude ¢ jakozto spojitd funkee dx libovolné malé pro dostateéné malé
da. Vzhledem k definici ¢ znamena rovnice (22°):

Y(@y + & xg + da) = y(x, + &, xo).
To znamend, Ze se kiivky y = y(z, &y + 0x) a y(z, x,) protinaji pro
dostateéné malé dx v bodé B,(z, + ¢, y(z, + & & + da)) libovolng
blizkém k bodu B(z,, y(z,, «,))-
Z dokazané véty a ze znamych vlastnosti linearnich rovnic vyplyva
Tada dalezitych vlastnosti konjugovanych hodnot (samozfejmé za pod-
minky R % 0). Uvedeme je :

1) Je-li z, hodnota konjugovana s z,, pak je z, hodnota konjugo-
vana s z,.

2) Necht z,, z, > z, a z;, z; > ¥, jsou nejmensi z hodnot konjugo-
vanych k z, resp. k z,. Je-li z, > z,, pak také z, > z,.4)

3) Budiz z,, 2, > z,nejmensi z hodnot konjugovanych s z,. Hodnota
z, je spojitd funkce jak proménné z, tak i obou parametri definujicich
extremadlu, vzhledem k niZ bereme konjugovanou hodnotu.?)

Budeme Fikati, Ze oblouk y, extremdly y = y(z) leZici mez: =, a =,
vyhovuje podmince Jacobiové, je-li pro z, < z < z,

A(zy, ) * 0. (227)

Budeme rovnéz fkat, Ze oblouk y, extremdly vyhovuje zesilené Jaco-
biové podmince, jestlife nerovnost (22") plati pro z, < x < z,.

Pozndmka 1. Jsou-li ¥y = y(z) a y = y(z) + n(z) dvd nekoneénd blizké
extremaly, pak lze dokézat, Ze aZ na veliinu nekoneéné malou fddu vySSiho

4) To ihned plyne z vsty Sturmovy. Viz V. V. Stépanov, Kurs diferencidlnich rovnic,
kap. VI, § 2. (Pfelozil univ. prof. Dr Eduard Cech.)

5) To je pfimym dusledkem vt o spojité zavislosti Feleni diferencidlni rovnice na libo-
volnych konstantdch a na danych poédteénich podminkéch.

Viz V. V. Stépanov, Kurs diferencidlnich rovnic, kap. VII, § 3 (pfeloZil prof.
Dr Eduard Cech).
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neZ je vzdblenost druhého f4du funkei y(x) a y(z) + n(z) vyhovuje funkce 7(x)
Jacobiovs rovnici.

Funkee y(z) a y(z) + n(z) vyhovuji totiZ Eulerové rovnici

d
F,(z, % y')— a F"'(.’l:, %Y)=0,

d
Fz,y+ 79 + 1) —aF,,'(z. y+ny +1)=0

Odeéteme-li élen po &lenu prvnf rovnici od druhé, nalezneme

Fuz,y + ny + n)—Fy (@ y 1) —
— % Fy@y+ny +n)—Fy@y9)]=0
neboli, zanedbdme-li nekoneénd malé veli¢iny vyssiho fidu,
Fyyn + Fyyn’ ——% (Fuyn + Fyyn] =0,

coZ je zfejmé identické s rovnici (20).

Jestlize ob& nekonednd blizké extremély prochézeji bodem A(z,, ¥,), pak je
n(z,) = 0. JestliZe se protinajf v bodd B(x,, v,), pak je n(z,) = 0. Dostaneme tak
znovu pfechod od dFivé&jsi definice k definici nové.

Poznémka 2. Analogicky se definuje konjugovany bod v pfipad& funkciondlu
1, t. j.: bod B extremdly y je konjugovdn 8 bodem A téie extremdly, jestlite obdlka I"
svazku extremdl {y} vychdzejicich z bodu A se dotykd kfivky y v bodé B.

Existence pole. Rekneme, 7e extreméla y je obklopena polem extre-
mdl, jestlize existuje pole extremal {y}, které ma tyto vlastnosti:

1. Extremaila y je jednim z oblouk pole {}.
2. Extremala y lezi ve vnitfku oblasti pokryté polem.

Tato definice se hodi jak pro pfipad extremal funkciondlu J (oby-
¢ejny tvar), tak i pro pfipad funkcionalu I (parametricky tvar).

Pii pouziti tohoto pojmu budeme pfedpoklidat, Ze pole {y}, jimz
je y obklopena, je vlastni pole, t. j. pole extremal vyhovujicich pod-
minkdm uvedenym v § 27.

Zastavme se podrobné u piipadu funkcionalu J.

Nechf je dana extremala y spojujici dané body A(z,, ¥,) a B(z,, ¥,)
(obr. 24). ReSme otazku, za jakych podminek je moZno extremalu y
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obklopit polem extremél. Pfedpoklidejme, Ze ani bod B ani Zaddny jiny
vnitini bod extremdily y neni bodem konjugovanym s 4, t. j. bod,
pro néjz A(x,, r;) = 0 (viz nahofe). Necht je kromé toho podél
extremdly y a v jejich koncovych bodech 4 a B F,.. > 0. V tomto
piipadé existuje bod 4'(z), y,),
zy < =z, lezfei na prodlouZeni
extremaly y za bod A tak, Ze
extremalni oblouk 4’B (spolu
8 koncem B) neobsahuje body
konjugované s A’ (viz vlast-
nost 3) konjugovanych hodnot
na str. 173).

Oblouk A4’B ozna¢ime znakem 9’. Konstruujme svazek extremal
prochizejicich bodem A’, uréenych rovnicemi

Yy =y, x),
kde je vzata za parametr smérnice teény k extremale v bodé A4’
y;(z:): *) =«

(viz str. 169). Podél extremily 3" pro z, < z < x, mame

[3y(x, a)] > 0.
0x .
V tomto pfipadé vSak na zikladé spojitosti —gg existuje takové

Cisloh, h > 0,Ze pro [x — ool S haz, <z < 2, jest
oy(@, x)

——— >0

ox

Mimo to podle véty o diferencovatelnosti integrilu podle pocéated-
nich®) danych podminek jako parametrii bude miti funkce y(z, «)

8) Viz V. V. St&panov, Kurs diferencidlnich rovnic, § 3. Av3ak k tomu, aby bylo
moZno pfimo aplikovat vétu tam uvadénou na na3 pfipad, je tieba zavedenim nové

. d - . a4
proménné z = d—z prevést Eulerovu rovnici na soustavu dvou rovnic prvniho Fadu

} d d . . . .
a redit tuto soustavu vzhledem k az a —‘1{. coz je moiné vzhledem k podmince

dz  dz
Fyy # 0.
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.. . oy %y

1 -
spojité derivace Bz
Jinymi slovy, sestrojeny svazek extremal tvofi reguldrni pole, jim%
je obklopena extremala ' (viz str. 161). Dostaneme timto zptisobem

daldi vysledek.

<y R -
a rovnéz oviem i derivaci a—y
z

Yé&ta 6. K tomu, aby extremdlu y bylo lze obklopit polem extremdl, staci,
aby

1) podél extremdly (i v jejich koncovych bodech) platilo: F,, > 0
(resp. F.,, << 0),

2) oblouk v spolu s jednim ze svyjch koncovych bodidt neobsahoval bod
konjugovanyj s druhym koncovym bodem.

AniZ bychom né&co ménili na uvedenych uvahéch, dostaneme v piipadé
funkciondlu I takovouto podminku pro existenci pole obklopujiciho extremaélu.

Véta &'. K tomu, aby extremdlu y funkciondlu I bylo mofno obklopit polem
extremdl, staét, aby

1) podél y (i na jejich koneich) platilo F, > 0 (resp. F, < 0, viz § 23 (6));

2) oblouk y spolu s jednim ze svijch koncovijch bodd neobsahoval bod konjugovany
8 druhym koncovym bodem.

§ 29. Vé&ta o obalce.

Méjme kfivku I' t¥idy C,, ktera se muze ve zvladtnim pfipadé redu-
kovat na bod. Necht je dile {y} jednoparametrova soustava extremal
funkcionalu

J(y)= [F(z,y,y)dx.

Funkce F vyhovuje obvyklym podminkam spojitosti a diferenco-
vatelnosti. Predpokladejme, Ze extremaly y jsou transversdlni k I'
a maji obalku s t¥idy C, (soustava {y} zfejmé netvori pole extremal,
viz obr. 27). Oznadime znakem o parametr uréujici kfivky nasi
soustavy a necht rovnice soustavy ma tvar

Y=, &), 29 < & < «,.

Budeme piedpokladat, Ze v uzaviené oblasti D omezené kfivkami I,
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8, Ya,» Va, funkce @(z, o) mé spojité parcidlni derivace prvniho fidu
a spojitou smifenou derivaci druhého fidu a nechf y, jest kiivka
soustavy odpovidajici hodnoté . Oznacime dale 4,(x,, y,) (obr. 25)
bod, v némZ se protnou y,
a I" a B,(z,, y,) bod, v némz
se protnou y, a s. Zavedeme
na darach y a 8 kladné smé-
ry. Na cife y, vezmeme za
kladny smér od 4, k B,.
Kladny smér na s uréime
tak, aby v bodech B, kladné
sméry na y, a s souhlasily.
Parametr « budeme viude Obr. 25.

v dal$im povaZovat za tak

zvoleny, aby se s jeho ristem bod B, pohyboval v kladném sméru po s.

Oznadime znakem J, J-délku ZE, extremaly y,. Ve zvlaStnim pfi-
padé, kdyz J-délka je obvykld délka, na3 svazek extremal transversal-
nich ke kiivee I' se zméni ve svazek normil ke I' a obalka s tohoto
svazku se zmén{ v evolutu krivky I’ (kfivka I" je pak evolventou s).

Jak znamo, je délka oblouku evoluty rovna rozdilu délek dseku
normal, lezicich mezi evolutou a evolventou a dotykajicich se evoluty
v koncovych bodech tohoto oblouku. Uvedeni vlastnost evoluty
umoziiuje Siroké zobecnéni. Plati tato véta.

Véta 7 (Kneser). Mé&ime soustavu extremdl transversdlnich k &dfe I'
tridy C,, které maji obdlku s tfidy C,. Budte y, a y, dva oblouky s konco-
vymi body A, a A, na I'a B, a B, na s. Pfi tomto oznadend, jestliZe bod B,
leZi pred bodem By na s, pak rozdil J-délek y, a y, je roven J-délce oblouku
obdlky leficiho mezi body B, a B,.

Dukaz. Zachovejme piedchazejici oznadeni a J, nechf oznaduje J-dél-
ku uscku Z:Ea extremaly y, leiici mezi I" a s. Pfejdeme od hodnoty
parametru o« k nekoneéné blizké hodnoté x + d«. Soufadnice (z,, yo)
a (z,,y,) bodi A; a B, vzrostou pfi tom o diferencidlni pfirtstky
dz,, dy, a dz,, dy, (posun A4, nastane po transversile I', posun B,
po obalce s). Na zikladé vzoret (6) a (10) § 16 mame:

dJ, = — (H,dzy + pedy,) + (Fl dz, + p, dyy).
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Vzhledem k transversalité y, a I" vymizi prvnf vyraz v zdvorkach a

dJ, = H,dz, + p, dy, =

= [F(xy, 1, 1) + (Z—/_' — y1) Fy(zy, ¥y, )] day, (23)
kde ' = % a y, jsou smérnice teden ke kfivkam y, resp. s v bodé
1
B,. ProtoZe se ale v bod& B, obé kiivky dotylkaji, je
dJa = F(Iy Y, ?/') dz = F(Z, Y, :_l/_’) dx (24)

(kde piSeme z, y, ¥’ misto z,, ¥,, ¥;)- Integrujeme-li ob& strany (24)
v mezich od x, do «,, dostaneme odtud

J,,—J, = [Fds,

kde se integral na pravé strané bere po oblouku B, B,, kiivky s. Podle

nadf definice je tento integral J-délka oblouku B,,B,, obalky s. Tim
je véta dokazana.

PFipad degenerace. Jestlize kiivka I" degeneruje v bod 4, pak
soustava extremal {y} v predchazejici vété se zméni ve svazek extre-
mal, vychézejici z bodu 4; dostaneme tento mezny piipad véty 7:

Véta 7'. M&me svazek extremdl wvychdzejicich z bodu A, které maji
obdlku s tFidy C,. Budte y, a v, dvé extremdly nasi soustavy s koncovymi
body B, a B, na s. PFi téchto oznadenich, jestliZe bod B, lez( pied bodem B,,

je rozdil J-délek v, a y, roven J-délce oblouku BB, obdlky s.

Jiny dulezity zvlastni pfipad véty 7 obdrzime, kdyz predpokladame,
Ze obilka degeneruje v bod B, t. j. kdyZz vSechny d&iry prochazeji
bodem B. V tomto pfipadé soustava {y} degeneruje ve svazek extremal
vychazejicich z B a transversilnich ke I'. Ve formuli (23) je ¢len
F(z, y, y') dx potom roven nule, jezto dz = 0; stejnou tvahou, jako
v uvedeném ditkazu zjistime, ze J-délky viech tsekd extremdl vycha-
zejicich z B a transversilnich ke I" jsou si rovny. JestliZe navic pfed-
poklddame, Ze se i ¢ara I' redukuje v bod A, pak se soustava zméni
v soustavu extremal spojujicich body 4 a B. I v tomto piipadé
J-délky vech téchto dar si budou rovny. Na piiklad svazek hlavnich
kruZnic na povrchu koule, vychdzejicich z jakéhokoli bodu povrchu
koule, je realisaci posledniho pfipadu.
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P¥iklad 1. V piipad® geodetickych &ar na ploSe (extremdl pro [ ds) zméni
se soustava {y} v soustavu geodetickych normdl ke k¥ivce I', jejichZ obalka
je tak zvané geodetické evoluta kfivky y. Véta 7 se zméni v Gaussovu vétu:

Délka oblouku geodetické evoluty ke kfivce I je rovna rozdilu délek visekss geode-
tickych normdl kfivky I’ dotykajicich se evoluty v koncovych bodech tohoto oblouku.

Nutnid podminka Jacobiova. Jak bylo dfive dokazino, zesilena
Legendreova podminka F,, > 0 a zesilend podminka Jacobiova:
A(zg, ) > 0 pro z, < x < x, staci obé dohromady k tomu, aby dany
oblouk extremaly bylo moZno obklopit polem extremal. Pozdsji
dokazeme, Ze tyto podminky jsou také postaéujici pro to, aby dany
oblouk daval slaby extrém. PouZijeme-li ted véty 7, dokdzeme, Ze
Jacobiova podminka je podminkou nutnou k tomu, aby dany oblouk
daval slaby extrém.

Yé&ta 8. Jestlize podél oblouku
extremdly vy, 8 koncovymi body
A(Zy, Yo) a Bz, y,) vyraz
F,,. %+ 0 a jestlize interval (z,,
z,) obsahuje hodnotu konjugo-
vanou 8 x,, pak y, neddvd ani
mintmum ant mazrimum.

Ptedpoklddejme totiz, Ze ob-
louk y, obsahuje bod C kon-
jugovany s koncovym bodem 4
oblouku y, a rizny od konco- Obr. 26.
vého bodu B. Vysetiime svazek
extremdal vychazejicich 2 bodu A. Geometrické misto bodi téchto
extremdl konjugovanych s bodem A je obalka s naSi soustavy.
Geometricky jsou mozné &ty¥i pripady:

1) obilka s se neredukuje na bod a dotykovy bod extremdly y
s obalkou s je regulirnim bodem kfivky s (obr. 26);7)

2) obalka se neredukuje na bod, bod C je bodem vratu pro s (obr. 27),
pii GemZz body oblouku extremaly AC blizké k C' a body kfivky s
blizké k C lez{ po téZe strané normaly ke k¥ivce s v bodé C;

7) T. j. v okoli bodu C je kiivka & kiivkou tfidy C,.
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3) obilka s se neredukuje na bod, bod C je bod vratu pro s, pfi éemZ
body oblouki AC a s blizké k C le# na riznych stranach od normaly
k s v bodé C (obr. 28);

4) obdlka s degeneruje v bod (obr. 29). Pfipady 2), 3), 4) lze povazo-
vat za ,singulirni* pfipady. Ztstaneme pro jednoduchost pouze
u piipada 1), 2), 4).

Prvni p¥ipad. Z naseho pfedpokladu plyne, Ze se extremdla y
dotyka obslky s v bods C. Budi# AC’ extremalou svazku, kterd se

Obr. 27. Obr. 28.

dotyka s v bodé C’. Z toho, Ze bod C je regulirnim bodem s, plyne
existence extremaly Ac svazku, dotykajici se s v bodé C’, predchaze-
jiefm bodu C a k nému blizkém. Podle véty 7 J-délka AT plus J-délka
cc’ obalky s je rovna J-délce AC.

Oblouk CC" obalky s neni extremalou. Pfedpoklddame-li totiZ opak,
dostali bychom, Ze bodem C prochazeji dvé extremdly s a y,které maji
v bodé C spoleénou teénu. To je ale nemozné, nebof v bodé C mime
pro smér y' extremaly y F + 0, a tudiZ je mozno bodem C ve sméru
y’ vésti jedinou integralni kfivku Eulerovy rovnice, t. j. jedinou
extremalu. Odtud plyne, Zze body C’ a C lze spojit obloukem c'c
(riznym od oblouku cc obalky s), jen%Z ma men#s{ J-délku ne# oblouk
cC (zrovna tak existuje oblouk, jenZ md vétsi J-délku neZ oblouk
6'76‘); tudiz kiivka y skladajici se z o:louka AC" a ¢'C m4 men
J-délku nez oblouk E'-C/', skladajici se z oblouku extremaly AC
a z oblouku C'C obilky nebo neZ ji rovny vzhledem k J-délce oblouk
AC extremaly y, t. j. AC nedavé minimum J-délek obloukd spojujicich
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A a C. Tudiz tim spile oblouk AB extremaly y neddvd minimum
délek oblouku spojujicich 4 a B (jde zfejmé o slabé minimum, nebot
kiivky A a Ble#i ve vzdilenosti prvnfho ¥adu). Analogicky se dokazuje,
e AB nedavs maximum.

Druhy piipad pfevede se na prvni. K tomu staéf odmysliti si &ast
obalky, poéinajicf bodem C a obsa-
hujici{ body nésledujici za bodem C,
a vysetiovat jenom &ast, pfedcha-
zejicf bodu C. Potom jsou splnény

8 viechny podminky jako v prvnim
piipadé a tedy soudime, Ze oblouk

AB nemtze divat minimum funk-

cionalu J.

Ctvrty piipad. VySetiime nynf pipad, kdy# se obilka s redukuje
na jediny bod C lezicf mezi A a B. Bodem C v probiraném pi{padé
prochazi spolu s obloukem AC extremaly y celd soustava blizkych
extremalnich obloukt.. Budiz AC jeden z takovych oblouku; J-délka
AC je rovna J-délee AC; J-délka lomené dary ACB, sklidajicf se
z oblouku AC a z 8sti CB extremaly y je rovna J-délce extremaly AB.

Obr. 29.

Dol aZeme, Ze v bodé C lomu ééryZZ'\B nen{ vyhovéno nutné pod-
mince Weierstrass-Erdmanové (viz_§ 17) pro lomené extremaly.
Vskutku podle podminky Fy.,(z,y,y’) + 0 pro y’ dostate¢ns blizks
k y' (y' je smérnicf y v bodé C) méme v bodé C (oznadime-li znakem y
velidinu lezicf mezi ¥y’ a ¥')

F,,'(z, Y, y’) — Fy(z, Y, y') = (-:’7 - y') Fyy(, Y 1-/’) * 0,
neboli
Fy,y,y) + Fylz.y,9)

Odtud soudime, Ze ACB nemize davat relativni minimum J-délek
knvek spom;icich body A a B. Existuje k¥ivka blizkd k ACB (a tudiz
k ACB = AB) spojujfci tytéz body 4 a B, jejiz J-délka je mens{ neZ
J-délka ACB a tedy nez délka AB. Véta je timto zpiisobem dokézana
i v tomto piipadé.

Uvedené tvahy nis vedou také k dalsimu vysledku, dopliiujicimu
shora formulovanou Jacobiovu podminku. Jestlize oblouk AB extre-
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maly y diva slabé minimum funkcionalu J a je-li na AB, obsahujicim
ibod B, F,, > 0, adale, je-li bod C dotyku obalky s (svazku extremal
vychazejicich z A) s extremalou y regularnim bodem k¥ivky s, pak C
le#{ zcela vné AB.

Jacobiova podminka pro dlohy s volnymi konci. Véta 7 umoziiuje
roz8ifit nutnou podminku Jacobiovu slabého minima také na piipad
ulohy s volnym koncem.

Méjme soustavu {y} extremdil transversalnich ke kiivce I'. Necht
AB je oblouk jedné z téchto extremal y,, kde A leZi na I'. Jestlize
obilka s soustavy {y}, kterd se muze skladat z ]edmeho bodu, protina
AB v bods C lefcim mezi A a B, pak oblouk AB nevede k minimu
J-vzdalenosti bodu B od kfivky I'. Dilkaz je zcela analogicky pred-
chazejicimu; li8f se od ného jenom tim, Ze se véta 7 aplikuje na soustavu
extremal transversdlnich ke kfivee I'. Odtud obdrizime nutnou Jaco-
biovu podminku: k tomu, aby oblouk extremdly AB, transversdlni v bodé
A ke kfivce I', minimalisoval J-vzddlenostt mezi bodem B a kiftvkou I,
je nutné, aby se AB neprotinal s transversdlni extremdlou nekoneéné
blizkou ke I

Na piiklad k tomu, aby tGsek normaly k nékteré kiivee I" minimali-
soval vzdalenosti bodu M od k¥ivky I, je nutné, aby se nedotykal
evoluty kfivky I'.

§ 30. Integrovani Eulerovy rovnice.

J-hyperboly. Budte diny dvé kiivky I'; a I',. Vedme z raznych
bodi 4 roviny oblouky y,, ¥, extremal, protinajicich I} & I'y trans-
versalné. Oznadéime znaky J(y,) a J(y.) jejich J-délky. Potom geo-
metrické misto bodé 4, pro néz rozdil J-vzdélenosti od kiivek I'y a I,
t. j. J(y) — J(ya), je konstantni:

J(y2) —J(ys) = C = const,

nazveme J-hyperbolou. Budeme pfedpokladati viude dale, Ze soustavy
extremal, na nichZ uréujeme vzdilenosti A od Iy a I',, vyhovuji
podminkam 2, str. 161 (viz § 27). Potom J(y,) a J(y,), vySetfované jako
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funkce koncovych bodi obloukd 9, a y,, maji totilni diferencial.
Predpoklddejme kromé toho, Ze viude ve vySetfované &asti roviny
plati F,.. + 0 a Ze podél kaidé z extremdl, kterou vySetfujeme,
je F(z,y,y’) + 0 (viz str. 164).

Kfivky I} a I'; budeme nazyvat fokalnimi kiivkami hyperboly.
Podél J-hyperboly plati

dJ(y,) —dJ(y,) = 0,

z ¢ehoz podle toho, Ze y,, y, jsou extremaly, které protinaji I, a I,
transversalné, nalezneme, Ze v bodé A je

H,dz + p,dy — (H,dz + p,dy) = 0
neboli
dy __H,—H,
dz Pr— Pz
kde H,, Ez a Py, Py jsou hodnoty funkei H=F— yF, a p=F,

(25)

v bodé A pro extremaly y; a v,, j_i/: smérnice teény k hyperbole

v bodé 4.

Funkce H, a H, miZeme stldova.t jako funkce_ proménnych z, y, p.
V tomto pifpadé lze klasti H, = H(z,y, p,), H, = H(z, y, p;), kde
(x, y) jsou soufadnice bodu 4; rovnice (25) nabude potom tvaru

dy _ _H(z,yp) — H y, p1) (26)

dz P — P _

Budiz nyni s(I'y, I',) oblouk hyperboly s fokdlnimi kfivkami I3
a I, jdouci pevhym bodem A. Bude-li se I, neomezené pribliZovat
ke I, tak, Ze pro jakkoli malé ¢ bude, poéinaje znamym okamiZikem,
lezet I'; v e-okoli prvniho ¥adu kfivky I',, pak se bude v tomto pfipadé
oblouk hyperboly s(I7, I';) neomezené piiblizovat k extremale pro-
chazejici bodem A, kterd je transversdlni ke I'. Jinymi slovy: pfi
splynuti obou fokalnich kiivek kaZdy oblouk hyperboly degeneruje
v oblouk extremély. Tato vlastnost J-hyperboly je pfirozenym zobec-
nénim piipadi degenerace obyéejné hyperboly.

Pii provadéni ditkazu upozorfiujeme na toto: jestlize I', splyne s I',,
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pak 9, splyne s y,; tedy p, konverguje k p, a rovnice (26) pfejde
v rovnici

dy . oH

s~ " p (27)
V této rovnici ve vyrazu p = F,.(z, y, ¥')  a y jsou soufadnice bodu 4
a ¥’ je smérnice teény ke y, v bodé A. Rovnice (27) je jednou z rovnic
kanonického tvaru Eulerovy rovnice.

Abychom dostali druhou rovnici, sestrojme svazek extremal {y}
transversalnich ke I; éara y, bude zfejmé patfit k tomuto svazku.
Oznadime znakem J(z,y) J-vzdilenost bodu A(z,y) od kiivky I7.
Potom vzhledem k transversalité y a I" najdeme podle rovnosti (5)

dJ = Hdz + pdy;

piitom je H ="H(z,y,p) a p= F,(x,y,¥y'); ¥ je rovno smérnici
teény k extremale svazku {y}.t) Odtud, pouZijeme-li podminky totdl-
niho diferencialu, dostaneme

o oHop _p

ey opdy oz’ (28)
Zaménime-li podle (27) 2H oznadenim — d_y, obdrzime

op dz

o6H @ opd

o9 _ % r%y (29)

ey ox ' c¢yda
Nahradime-li pravou stranu rovnice (29) tiplnou derivac{ %2 , pak
nam dé spolu s (27) hledané Eulerovy rovnice v kanonickém tvaru.
Tak jsme dostali vysledek:

Véta 9. Jestlite fokdlni kfivka I', splyvd s fokdlni kfivkou Iy, pak
vétev J-hyperboly prochdzejici bodem A se zméni v extremdlu, prochdze-
jict bodem A, kterd je transversdlni ke I',.?)

PFiklad 1. Necht I', a I', degeneruji ve dva body a budiz J = f Vl + y2dzx.
Potom extremaélami budou pi{mky, J-hyperbola se stane jednou vétvi obyéejné

8) Bereme oxtremdlu svazku, prochédzejiciho bodem 4, a teénu vedeme v bodd 4.

®) Viz L. Ljusternik, Zamedanija k nekotorym variacionnym zadadam, Utennye
zapiski MGU, vyp. IL.
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hyperboly s ohnisky I'y a I'y prochézejicf danym bodem A. PFibliZujme nynf
neomezend I'y ke I'y; potom zfejm& hyperbole degeneruje ve dvojici pfimek,
z nich? jedna, prochézejici body I'; a 4, bude extremalou urdujfcf vzdélenost 4
od I,

Priklad 2. Budte opst J — [|/1 + y dz, I'; a I', dv8 protinajief se piimky
a A dany bod (obr. 30). J-hyperbola je piimkou
prochézejici bodem A a bodem D, v némZ se pifmka
I'y protne s pfimkou j"l, kterou obdrZime posunu-
tim piimky I} o vzddlenost CB, rovnou rozdilu
délek kolmic, spusténych s 4 na I} a I';. JestliZe
se primka I', pfi otdgeni kolem bodu E setké s pfim-
kou I',, pak J-hyperbola pfejde v pfimku kolmou
ke I',.

PFiklad 3. Jsou-li extremély geodetickymi éara-

mi na ploSe, pak véta uvadi pfirozené zobecn&ni
Obr. 30. vlastnosti obyZejné hyperboly na vlastnosti geo-
detické ,,hyperboly*‘‘ geometrie na ploSe.

Z dokazané vty dostaneme jako dusledek takovyto vysledek:

Vé&ta 10. Je-li J(z, y, ) J-vzddlenost'®) bodu A od édry I',: y = ¢(x, a),
kde & je parametr, a jestliZe p(x, &) spolu se svyms parcidlnimi derivacemz
je spojitd, pak je

oJ
ox A

pro konstantni B rovnict extremdly.
Rovnice
J(z,y, «') — J(z, y, &) = const (30)

uréuje totiZ nékterou J-hyperbolu. Konstantni velidéinu v (30) zvolime
rovnou f(a’ — «). Rovnice nasi J-hyperboly nabude tvaru

J(:l:, Y, ‘x') - J(x) Y 0‘) —

a —

B. (30")

Jestlize o’ — «, t. j. kiivka I',. konverguje ke kfivce I';, pfejde

10) Vzdélenost bodu od &4ry se méti podél extrémély protinejicf danou &éru trans-
versilns.
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J-hyperbola v extremalu. Z rovnice (30') plyne, Ze podél této extre-
maly jest
aJ
o P
Methoda integrace Jacobi-Ostrogradského. Se shora uvedenych ivah
velmi jednoduSe lze ustanovit vztah mezi ilohou integrovat Eulerovy
rovnice (obycejné rovnice) a integrovat parcidlni diferencidlni rovnice.

ww_ v

Dokizeme pfedbézné dvé véty.

Véta Il. Je-li I' kfivka tFidy C,, pak J-vzddlenost bodu A(z,y)
od kfivky I' vyhovuje ndsledujici parcidini diferencidIn{ rovnici:

oJ oJ
=g (31)

kde H je funkce proménnyjch z, y, p definovand v § 26.

J-vzdalenost je totiZ J-délkou oblouku extremaly y, spojujici bod 4
s kfivkou I' a transversilni ke I'. Budiz bod B koncovym bodem
oblouku ¥, lezicim na kfivee I'. Pfejdeme od bodu 4 k blizkému bodu
A'(z + d=z, y + dy). Oznadime znakem 7' extremalu 4’B’, spojujici
bod B’ s kfivkou I transversalni k posledni kfivce. Necht soufadnice
koncového bodu B extremaly ¥, leziciho na I, pfi pfechodu k oblouku
I’ vzrostou o prirastky dz,, dy, potom prirustek J-vzdalenosti pfi
piechodu od 4 k 4’ bude

dJ = (H dz + p dy) — (H, dz, + p, dy,).
Avsak druhd zavorka vzhledem k transversalité y ke I" je rovna nule.
Je tudiZ
dJ = Hdx + pdy.
Z toho je
oJ aJ

Bereme-li H jako funkci proménnych z,y, p a zaménime-li v ni p

. o] . .
derivaci —, dostaneme hledanou rovnici

oy’
oJ oJ
= H(z, Y, —3y)' (31)
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Vé&ta 12 (obracend). JestliZe J(x, y) je funkce proménnijch z, y spojitd
spolu se svymi parcidinimi derivacemi a vyhovuje rovnici (31), pak pro
konstantni K funkce J(z,y) — K vyjadfuje J-vzddlenost bodu A(z, y)
od kfivky J(z, y) = K.

Oznaéme totiz znakem I’ kiivku, vyjiddfenou rovnici J(z, y) = K;
podle véty 11 J-vzdalenost bodu A(z, y) od kiivky I, kterou oznacime
J1, vyhovuje rovnici (31). Ponévadz J nevystupuje explicitné v rovnici
(31), je nutné J* = J(x,y) — K rtovnéz integrilem rovnice (31).
Na zakladé geometrického vyznamu J*(x, y) a podminek véty mame
podél I

J,=J*=0.

Av8ak z theorie parcidlnich diferencialnich rovnic tvaru (31) je znamo,
ze souhlasi-li integraly podél nékteré krivky, pak jsou vSude identické,
takZe je J,(z, y) = J*(z, y); véta je tim dokazana.

Tuto vétu lze dokazat bez pouZiti theorie parcidlnich diferencialnich
rovnic. Je mozno na piiklad zjistit pfimo, Ze kazda &¢ara, protinajici
transversalngé vSechny d&ary soustavy J(z,y) = K, je extremalou.
Z toho bude vyplyvat, Ze soustava J(z, y) = K je polem transversal.
Zbude dokézat, Ze J-vzdalenost mezi transversilami JJ = K, aJ = K,
je pravé rovna K, — K.

Rovnice (31) ma nizev Hamiltonova rovnice.

Jacobi po prvé dokazal, Ze problém integrace rovnice (31) vede
k dloze integrovati Eulerovu rovnici a obracené.

Véta 13. Zndme-li dplny integrdl Hamiltonovy rovnice (31), lze najiti
obecnyj integrdl Eulerovy rovnice (8), a obrdcené, zndme-li obecnyf integrdl
rovnice Eulerovy, lze najiti vplny integrdl Hamiltonovy rovnice.

Mysleme $i, Ze jsme nadli obecné fefeni Eulerovy rovnice, t. j. Ze
jsme nalezli soustavu extremal zavislych na dvou parametrech:

Yy = ylz, «, B);

ka?dym bodem (z,y) v kterémkoli sméru lze vésti extremdlu této
soustavy. Méjme libovolnou kiivku I" t¥idy C,. V kazdém bodé této
kiivky lze vésti smér transversilni ke I'. Timto smérem lze vésti
extremalu soustavy transversilni ke kiivce I', a tim tedy uréit pojem
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J-vzdalenosti libovolného bodu (z, y) od I'. Tato J-vzdalenost vyho-
vuje Hamiltonové rovnici
z—;{— = H(z, Y, —?5) (32)

ProtoZe v rovnici (32) nevystupuje samotna funkce J, nybrz pouze
jeji derivace, bude pro libovolné konstantni K funkce J(z,y) + K
rovnéz feSenim rovnice (32).

VySetfujme nyni jednoparametrovou soustavu I', rovinnych kiivek,
ktera netvoii pole transversal v 2ddné ¢asti roviny. Ozna¢me J(z, ¥, x)
J-vzdélenost bodu 4(z, y) od kiivky I',. JeZto umime fesit Eulerovu
rovnici, mizeme, jak jsme to jiz vidéli, uréit funkei J(z, y, ). Pfidé-
me-li konstantu §, dostaneme feSeni J(z, y, x) + B rovnice (32) zavislé
na dvou parametrech (tak zvany dylny integril této rovnice). Z pod-
minky, Ze I', netvofi pole transversal, plyne, Ze dvé libovolné konstanty
& a f nelze redukovat na jednu.

K provedeni dikazu pfedpoklidejme opak. Jeito zfejmé f nezavisi
na «, stanou se « a § jenom tehdy jedinou konstantou, kdyZz « bude
rovnéz aditivni konstantou, t. j. kdyz

J(x,y,x) = J(z,y) + «.
Potom v3ak, jestlize I', a I',, jsou dvé libovolné kfivky soustavy,.

je jejich vzdalenost rovna vyrazu (znaky z,y jsou oznaeny soufad-
nice libovolného bodu A4 roviny)

J(x, ¥, ) — J (2, ¥, &) = &, — &,

t. j. J-vzdalenost I'; od I"je konstantni a tedy je soustava I', soustavou
transversal, coZ je nemoZné.

Necht obracené je din uplny integrdl rovnice (32). Tento integral.
vzhledem k tomu, Ze J se v rovnici explicitné nevyskytuje, lze psati
ve tvaru

J=J(z,y, o)+ B.

Na zikladé véty 12 pro dané « vyjadiuje funkece J(z,y, «) — K
J-vzdalenost bodu A(z, y) od kiivky J(z, ¥, o) = K, kde K je néjaka.

konstanta. Podle véty 10, poloZime-li % rovné konstanté, dostaneme:
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extremalu
T B (33)

Tato extremadla zavis{ na dvou parametrech « a f. Timto zpiisobem
formule (33) div4 obecny integril Eulerovy rovnice.!)

Dodatek. Jak je znimo, nazyvé se obecnym integrilem parcidlnf diferencidlnf
rovnice prvniho Faddu integrdl rovnice, v jehoZ vyjadfenf je obsaZena libovolnd
funkce.

Vysetiujme J-vzdélenost bodu A(z, y) od libovolné &iry I" tFidy C,. Funkce
J(z, y), kterd je integrdlem Hamiltonovy rovnice, zdvisi na libovolné &ife I,
t. j. na libovolné funkei. Tedy podle definice obecného integralu je J(z, y)
obecnym integrialem Hamiltonovy rovnice.

Tudi%, znidme-li obecny integral Eulerovy rovnice, mifeme sestrojiti obecny
integrédl odpovidajicf rovnice Hamiltonovy.

PFiklad 1. BudiZz

F = Vl + y'%
v tomto ptipad¥ je
1
H = = l_pﬁ'p = Ty
V]_ 4 y't V Vl 2
Rovnice (32) mé tvar
eJ\t [aJ .
(—a;) + (ay) 1. (34)

Za Céry I', vezm&me piimky prochézejfci{ potdtkem soufadnic:
z cosa 4+ ¥y sina = 0;

v takovém piipad® J-vzdélenost J(z, y, «) bodu A(z, y) od I', bude obyéeJnou
vzdélenosti A od pfimky:

J(z, ¥y, ®) = z cosa -+ y Bin«.
Podle v8ty 13 integrédl rovnice (34) mé tvar
J = z cosa + ysina + B,
kde a a § jsou libovolné konstanty.

11) Je patrno, %e v rovniei (33) nelze libovolné konstanty «, § pfevést na jedinou
libovolnou konstantu; v opatném pfipad® by mél dany integrél rovnice (32) tvar
J(z, y) = @(a) + B, t. j. nebyl by iplnym integrilem.
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PFiklad 2. Budiz

1 &
F = u (Fermativ princip);
v(z, y)
v tomto pi{pads
yl
p=—FY—— H + p* = — 0.
vVl -+ yln [v(z- y)]’

Hamiltonova rovnice ma tvar

aJ\2 aJ ’_ 1

ax) tla) =
J-vzdilenost bodu A(z, y) od libovolné kfivky I' vyjadiuje pak optickou vzdé-
lenost 4 od I

VySetiime jest& zvlastni piipad, kdy je v = y; v tomto pfipad¥ jsou extreméa-
lami dlohy kruZnice orthogonélni k ose Oz. Za kfivky I', vezmeme znovu pfimky

z cosax + y sinx = 0;
potom opticka vzdélenost J(z, y, ) bodu A(z, y) od kiivky I'; nabude tvaru
J(z, 9, &) = e(d7 + « —9),
kde ¢ a ¢ jsou polarni soufadnice bodu 4. Odtud dostaneme uplny integral

rovnice (31) prov =y
o Y o) 5
kde &, a § jsou libovolné konstanty.
PFipad separace prom&nnych. DokédZeme ted tuto v&tu:

V&ta 14. Jestlize rovnict (32) lze uvést na tvar

pak rovnice Hamiltonovu a Eulerovu lze fedit kvadraturams.

PoloZime totiZ
oJ _| oJ
d)a:,a‘ =a,¢y,a = —a,

kde « je libovolnd konstanta. ReSime-li ka%dou z t&chto rovnic vzhledem

eJ
k — resp. —, obdrZime
ox oy

oJ

_ & oJ s
a‘ = 1(1» C!), 53—/' - l(yo (X)-
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Z toho ihned dostaneme 1iplny integrdl rovnice (32)
J = f(Dl(:r, o) dz + fal(y, o) dy.
PouZijemne-li v&ty 10, dostaneme obecny integrél odpovidejici Eulerovy rovnice

2 o, (z, P, (y,
_J=fmdx+fa_¢udy=ﬂ_
oo oo (7.1

Integrovani rovnice geodetické ¥iry. Necht mé element &iry na plofe tvar

da? = [p,() + @a(y))(de® + dy?).
Rovnice (32) nabude tvaru

aJ\? aJ\?
(—a—) + (—') = @i(z) + p4(¥);
2 oy

J je délka geodetické &dry, t. j.
J = fds = [Vig:i(@) + pal))(@=* + agP).

aJ\*? aJ\?
(-a—) = @y(z) — &, (—) = o + @aly);
T oy

odtud dostaneme uplny integril rovnice (32)

Klademe

J = [Vo@) —adz + [|o + o0 ay. (35)
Rovnice geodetickych éar nabude tvaru
oJ 1 dz 1 d
TZ_?f_‘—+?f—_—y "y (36)
o Vo) — o Vo + oalv)

Tyto vzorce nalezl Liouville.
Lze tedy i rovnice geodetické Eary (36) a vyraz (35) pro jeji délku vyjadfit
kvadraturami.

Na Liouvilleuv pifpad se pfevede také integrovanirovnice geodetickych é&ar,
mé-li element délky tvar

ds? = [@,(x) + @a(y)[wi(z) dz? 4 yu(y) dy®].
Klademe-li toti%
(@) da? = du?, y,(y) dy? = do?

a vyjadiime-li # pomoci %, y pomocf v, obdrZime
ds* = {@;[z(u)] + @aly(v)IHdu? + dv?).

Dospéli jsme k pifipadu Liouvilleové. Délka geodetické &iry je vyjadfena
integridlem

J = [Vl —a du + o + gily@)] dv =
= [Vor@) — o [ni@ do + [ o + 0a») [val®) dy.
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a
Rovnice geodetické d4ry 3'1 = f nabude tvaru
0

() 1 || va(¥)
— — —_— —_— d = -
.I-V%(z)—a *3 f]/a + @a(y) y=F

PFiklad. Geodetické &iry na elipsoldu. Necht a,, a,, ag jsou razné libovolnd
redlnd &isla a;, > a, > a3 > 0. VySetiujme systém ploch S, drubého stupné
2 y? 29

=1 37
k—al+k—a,+k—a3 (37)

Je-li k > a,, je S, elipsoid; pro a, > k > a, je S, jednodilny hyperboloid; pro
a, > k > ay dvojdilny hyperboloid; pro k& rovné jednomu z &sel a,, a,, a,
degeneruji plochy S, ve dvojici identickych rovin.

Je-li A(z, y, z) pevny bod, pak rovnice (37) uréuje takovou hodnotu k, Ze pro
ni S prochédz{ bodem 4. Rovnice (37) je rovnice tietiho fadu vzhledem ke k:

P(k) = (k— a,)(k — a3)(k — a3) — {2}k — a,)(k —as) +
+ YAk — a3)(k —a;) + 22k —a))(k —a,)} = O.

Ma&ni-li se k od + o do a,, zm&ni mnohoélen P(k), jak si snadno ovéfime, ttikrate
znaménko tak, Ze kofeny rovnice P(k) = 0 leZi v pofadi:
ky>ay> ky > ay > kg > ay,
Pii éemiZ se pfedpoklada, Ze je z += 0, ¥y + 0, z £ 0. Z toho plyne, %e kaZdym
bodem A, ktery neleZf na £4dné ze soufadnicovych rovin, prochédzeji tfi plochy:
8t Sgp» Sy, — elipsoid, jednodflny hyperboloid a dvojdilny hyperboloid.'?)
Pritom muZeme vyjédfit soufadnice z, y, z bodu 4 pomoci k,, k,, ky. Je moZno
totiZ napsat
2 oy 2
Ieykgky = aya.a, (l + —+ =+ )
G Gy Oy

kyky + kokty + kyky =
= @)@, + G405 + 630, + 2@y + ay) + YP(as + ay) + 2%a, + ay),
ky + kg + kg =a, + a3 + a5 + 22 + y* + 22,
Odtud najdeme
(ky — ay)(ky — ay)(ky —a,)
(@, — as)(a; — as)

z? =
a analogické vyrazy p.ro y? a 23, které dostaneme z uvedeného vyrazu cyklickou

12) Lezi-li bod 4 na jedné za soufadnicovych rovin, pak pro z = 0 je k, = a,; pro
y = 0 je ky = a,, atd. Odpovidajici plocha degeneruje pfi tom ve dvojici splynuv&ich
rovin, totoZnych se soufadnicovou rovinou, v niz le#i bod A.
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zéménou. Pak neni t&%Zké vyjddFiti element oblouku ds pomoct dk,, dk,, dk,:
e ts Tk —k) g,
(key — a,)(ky — ) (k) — @) t
Znak § oznaduje sumu, v niZ se z prvnfho &lenu uvedeného za znakem § ostatni
dva dostanou cyklickou zdmé&nou.

Lze tedy k,, k,, ky chépati jako soustavu k¥ivodarych soufadnic v prostoru.
Tyto soufadnice se nazyvaji eliptickymi. Soufadnicové plochy, jak 1ze nahléd-
nouti z vyrazu pro ds?, se protfnaji orthogonilns.

Klademe-li ¥, = const, obdrZime elipsoid S,,; k,, ky jsou kiivodarymi soufad-
nicemi na tomto elipsoidu. Jeho rovnici lze napsat takto:

z! yl 28
+ + =1 (ky > a; 26, 2 a3 > 0);
k,—a, ky—a, ki —a

element oblouku ds kfivky na elipsoidu je vyjddien vyrazem
dﬁ:i[ ks — ks —k) 0 (—k)l—k 2]

by — 0) (kg — Gp) (ks — @a) 2 " (ky— ay)(ley — B3)(y — @) U3
Klademe-li

91 =ky @y =—k,
1 ky—k,
Y = — ’
4 (ky — a,)(k; — a5)(ky — ay)
1 b oky—ky
Y = —

4 (ky— a,)(ky — Gg)(ky — )

ds® = (p, + @a)(w, dk] + v, dkD).

Na zédklad predchdzejiciho vysledku je délka geodetické &ary na elipsoidu vy-
jédfena integrilem

J = fV‘Pl —o V'Pl dk, +fV0¢ + @2 V'Pa dk,,

— 0‘)(": - )
dk
fV%—mm—m% a0 T
_fV (x — ky) (e, — eg) .
(kg — ay)(ky — @) (kg — ay)

Rovnice geodetické ¢ary ma tvar (ktery nadel Jacobi)

dk
fl/(ka —ay)(kyg — a,)(k, — ay) (kg — &) 2t

—kl
= § = const.
fv(ka—‘al)(ka_as)(ka_aa)(ks—o‘) A= P eons
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