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KAPITOLA VI.

VARIACNI ULOHY V PARAMETRICKEM TVARU

§ 23. Parametrické vyjadfeni rovmic kfivek a podminky
homogenity.

Pfedb&Zné pozndmky. V rovinnych ulohich jsme vy¥etfovali sou-
stavu pfipustnych ¢ar vyjadfenych rovnicemi

y = y(x).

Jezto jsme y(zr) brali jako jednoznaénou funkei proménné x, musili
jsme se omezit na &ary, které protinaji pfimky rovnobéiné s osou Oy
jenom v jednom bodé. Toto omezeni pfi aplikacich na geometrii pi{li$
zmen3ovalo okruh naSich ivah: ustaviéné jsme se setkavali s extrémy
na Sarach, které této podmince nevyhovovaly. Na piiklad v isoperi-
metrickém problému (§ 20) o ¢afe dané délky, omezujici spolu s danou
useckou osy Oz rovinny obor nejvétiiho obsahu, se extrému dosahuje
na oblouku kruznice, jehoZ je nase isecka se¢nou. Kdyby délka oblouku
pfevysovala délku tsetky nasobenou }x, pak by jiz piisludny oblouk
kruZnice nespliioval shora formulovanou podminku. Dodejme, %e pfi
nadich Gvahéich soufadnice x, y byly nerovnopravné, a proto formule,
které jsme obdrZeli, byly nesymetrické vzhledem k x a y (na ptiklad
podminky transversality). AvSak v geometrickych tlohdch jsou sou-
Fadnice obecné rovnopravné.

Abychom tato omezeni odstranili, pfejdeme k parametrickému
vyjadfeni rovnic kfivek

z = @(t), y = yp(t).

V tomto piipadé lze jednu a tutéz kfivku vyjadiit nekoneéné mnoha
zplsoby v parametrickém tvaru, pfi ¢emz jeden z druhého dostaneme
transformaci parametru ¢. Provedeme-li tuto transformaci pomoci
rovnice ¢ = y(1), kde 7 je novy parametr, pfejdou rovnice kiivky
v nové rovnice:

z = ¢lx(7)] = @u(7), ¥ = v (?)] = wi(v),
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Ppfi ¢emz
dx dz , d dy ,
e A Tt T

Pozadavek, aby mezi parametry ¢ a t byla vzdjemné jednoznadna
korespondence, t. j. aby také v bylo jednoznaénou funkei ¢, vede k po-
zadavku, aby y(z) byla ryze monotonni funkei. Jestlize mimo to Za-
dame, abychom pfi ristu obou parametri probfhali oblouk v jednom
a témZe sméru, musi byt y(r) funkef rostouci. Mimo to budeme pred-
pokladat, Ze y(r) méa spojitou derivaci ((il_i = x'(7),!) kterd je zfejmé
nezaporné. Tato derivace musf byt podstatné kladna proto, aby existo-
vala spojita derivace inversn{ funkece:

dr 1

it g'(n)

PFiklad. Rovnice kruZnice

T = a cost,
Yy = a sint (—rst=n)
$
transformaci tg O u neboli ¢t = 2 arctgu pfejdou v rovnice:
a(l — u?) 2au
- 14+ w2, ’ - 1+ ut’

Piejdeme nyni k vySetfovani funkcionilu definovaného pro &iry
dané v parametrickém tvaru. Pro nejjednodussi ulohu lze takovy
funkeciondl napsat ve tvaru krivoc¢arého integralu

L

dz d
J = fF(x 9, (—;—:, d—":) de, (1)

po oblouku kfivky (2)
z = z(t), y = y(t), (2)

odpovidajicim hodnotdm parametru ¢, lezicim mezi ¢, a ¢, > ¢,. Tento
integral vySetfujeme jako funkci édry dané v parametrickém vyjadieni

1) Ale v né&kterych pfipadech budeme pfedpoklidat, e x(!) mé spojité derivace
téhoz fadu, jaky maji mit podle podminek ilohy funkee g(t) a y(t).

138



a nikoli jako funkcional zavisly na dvou funkcich z a y parametru ¢
(tento pfipad jsme jiZz studovali v § 12 kap. III). Z toho plyme,
Ze se tento funkciondl nesmi zménit, kdyZz transformujeme para-
metr ¢{. Tento pozadavek klade nékterd omezeni na funkei F. K jejich
odvozeni nyni pfejdeme.

Odvozeni podminek homogenity. BudiZ ¢ = y(t); potom integral J
pfejde v integral

Ty

J = fF(z’ y”@ 3/'(7)) ¥(7) dr,

x2'(7)’ x'(7)

kde 7, a 7, odpovidaji hodnotém ¢, a ¢, parametru ¢. S druhé strany
funkecional J jako funkce ¢ary musi zistat beze zmény, t. j.

Te

J = [F(z,y,2(), y'(2)) dr.

Musi tudiZz platit rovnost

T T

fF(a:, y,z,g—:;, ZE:;) z'(v)dr =fF(a:, ¥, (1), ¥'(7)) d=.
Zédéme-li, aby nezavislost integralu J na volb& parametru platila
pro jakykoli oblouk na3i kfivky, pak tato rovnost bude platit pro
jakékoli hodnoty horni a dolni meze (jen kdyZz je 7, << 7, a funkce
z(7), y() jsou pro pfisludné hodnoty v definovany). Bereme-li dolni
mez 7, pevné, budeme vy3etfovat oba integraly jako funkee horni
meze. Rovnost téchto funkei ma za nasledek rovnost jejich derivaci, t. j.

7 ’

d Yy ’ '
Fx.y,—,,——, :F(I) ,17,?/)-
( Y4 X)x Y

Zde je x'(r) > 0 a pro odpovidajici volbu funkece y(z) mize y' nabyt
libovolné kladné hodnoty. Je tedy pro jakékoli & > 0

’ ’

kF(:z:, Y, %, %) = F(z,y,2',¥)

nebo, klademe-li It_ =k,
F(:t, Y, klx” klyl) = le(z’ Y, z', yl)- (3)
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Je tedy funkce F &ty proménnych =z, y, z', ¥’ kladnd homogenni
rozméru jedna vzhledem k 2, %’.2) Podle Eulerovy véty o homogennich
funkeich je

F = :U'Fz' + :’/'Fv’- (4)

Naptidté budeme vSude pfedpoklidat, Zze je podminka homogenity

splnéna. V tomto pfipads integral
J= [F(z,y, ', y)dt

podél nékterého oblouku, definovaného rovnici (2), zdvisi jenom na
tomto oblouku, ale nezavisi na jeho parametrickém vyjadfeni. To lehko
dokéZeme, provedeme-li shora uvedené ivahy v opaéném pofadi.

Analogicky pro integral

’

J = [F(zy, %y .., Tny Ty, Ty, ..., ) AL

v &y
v n-rozmérném prostoru podél kfivky:
z;,=2zt) (t=12,...,n)

podminka nezavislosti na volbé parametrického vyjiddieni posledni
kiivky bude:

F(xy, gy ..., Zp; Ky, K2y, ..., k2,) =

= kF(2,, T3, ..., T} Ty, Tgy + .- x;).
Z toho plyne, Ze
Fzy, ..., % 21, .., %) dt = Flzy, ..., ,; dxy, ..., dy,),

kde dz, = z; dt. Integral J je tak moZno uvést na tvar:

J = [F(z,, ..., x,; dzy, da,, ..., dz,);

F je kladné homogenni funkce rozméru jedna vzhledem k dx,, dz,, ...
o, dz,.

Uvedeme fadu piikladd na funkece &iry J = [F dt, kdy F spliuje
podminky homogenity.

2) Kladnd homogenni funkei rozméru p vzhledem k proménnym (z,, Z,, ..., T,,)
se nazyvé funkce f(Z, Ty, .- Tpps T4 1s - 000 Tpy) vyhovujici podmince
JUlezy, kxyy ., KT s Ty 0 oo 0r Ty) = KPH(ZY, gy ooy T Topi1r -0 00 By)
pro k > 0.
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PFiklad 1. Obsah rovinného oboru, ohrani&eného zavfenou kfivkou, je vyjédfen
integralem
Hfzdy—yda
podél této kiivky.

PFiklad 2. Délka oblouku kfivky v n-rozmérném eukleidovském prostoru
je vyjadiena integrdlem

[Vaz? + dz2 + ...+ d=2
(pfed odmocninou je vidy znaménko plus).

Pfiklad 3. Délka oblouku kfivky v n-rozmérném Riemannovs$ prostoru je vy-

jédfena integrilem
f l/ 2 a;, dz; dz,,
f, k=1

kde a,; jsou n8které bodové funkce.

Ve viech tiech piikladech jsou vyrazy za integraénim znamenim
kladné homogenni funkce rozméru jedna vzhledem k diferencidlim.

Speciilni parametrick4 vyjad¥eni. Integral

b
J= [fx,y,y')dz

nejjednodudsi dlohy po zavedeni parametru #, pomoci néhoz je vy-
jadfeno x a rovnéz i y, nabude tvaru

J = f/(x, Y, %) x' dt.

Je zFejmé, Ze x’/(z, Y, z—,,) je homogenni funkce rozméru jedna vzhle-
dem k z',y’, protoZe nasobime-li ' a y’ konstantou k, dostaneme
kz’f(x, Y, %)
Obracené budiz dan integral
I= [F(x,y,«,y)dt
podél n&které éary. Je-li mozno za parametr ¢ vzit soufadnici z, pak

d
=19y = dz’

Fl,y,2',y')=F(z,y,,¥') = f(x, 4, ¥'),
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a dostaneme
[Fz,y,2',y)dt = [f(z,y,y)dz.

Tedy integraly [F(z,y, z’, y’) d¢ pfi specidlni volbé parametru ¢ = z
piejdou v integraly tvaru [f(z, y, ') dz, které jsme studovali v pfed-
chazejicich kapitoldch, a obricené, zavedeme-li do integrila
[f(z,y, y') dz parametrické vyjadfeni kiivky, dojdeme k funkciona-
lim, pro néz je splnéna podminka (3).

V mnoha tlohédch se voli za parametr na kiivce p délka s (oblouk

poditany od poéiateéniho bodu kiivky do daného jejiho bodu). V tomto
pfipadé je

, dz , _dy .
¥ == cos®, y = 35 = sin®,
kde O je thel, ktery svira te¢na ke kiivce y s osou Oz.

Mame

[F(z,y, 2,y )dt = [F(z, y, cosB, sin@) ds = [f(z, y, @) ds,
Y b d b4

kde je
f(z, y, ©) = F(z, y, cos®, sinB).
Duasledky podminek homogenity. JelikoZ F je homogenni funkce

rozméru jedna vzhledem k z’ a ¢, plyne z Eulerovy véty o homogennich
funkeich

F=oF.+yF,. (4)

Diferencujeme-li (4) podle z’ ‘a ', dostaneme po zjednoduseni

z’ ez + y,F:c'u' = 0, (5)
z'Foy + y'Fyy = 0.
Z (5) plyne
Foy Fyy Fyy
ZEr .= A 6
ylz xly/ xlz Fl, ( )

kde F, = Fi(z,y, 2", y') je kladné homogenni funkece rozméru — 3
vzhledem k z', y'. Vskutku, pfi diferencovini podle x’, ¥’ se rozmér
homogenni funkce po kazdé snizi o jednotku; proto F., F, jsou
homogenni funkce rozméru nula; F,..., F,,., F,, maji rozmér — 1.
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Protoze F, se dostane z funkef rozméru — 1 jejich délenim homogenni-
mi vyrazy rozméru 2, je F; kladné homogenni funkce rozméru — 3.
Diferencovéni (4) podle z a ¥ nam da
F:v = x’Fzz' + y'Fw'r}

’ ’ 7
Fv=:l:Fw'+yFw-. ()

§ 24. Extrémy funkci ¢ary.

Okoli k¥ivek. Spliiuje-li F podminku homogenity, pak je [F d¢
funkce éary, protoze zavisi jenom na integraé¢ni kfivee, avSak nezavisi
na volbé jejiho parametrického vyjadreni. Je pfirozené, Ze rozsifujeme
shora rozvinutou theorii extrému funkei éary

JH@ 9y, y) dz
na nase nové funkce cary.

Rekneme: kiivky pati{ do t¥idy C,, jsou-li dény v parametrickém
vyjadfeni rovnicemi z = z(t), y = y(t), kde x(¢) a y(t) jsou funkce
t¥idy C,. Pfedpoklidame také, Ze z'(!) a ¥'(f) nejsou souéasné rovny
nule (z'2 4+ y'? > 0), takze v kazdém bodé k¥ivky je definovéna teéna,
y'(t)
z'(t)
Uhel ¢ zavisf spojité na ¢. Rikdme: k¥ivka m4 spojité se ménici tednu.

kterd svird s osou z uhel ¢ = arctg (e-li z'(t) =0, ¢ = In).

Definujeme piedeviim pojem e-okoli kiivky tfidy C,.

Rekneme, Ze kiivka y, lezi v e-vzdélenosti nultého fadu od kiivky y,
1ze-li mezi v8emi body y a y, ustanovit vzajemné jednoznaénou a vzi-
jemné spojitou korespondenci tak, aby vzdalenost mezi body sobé odpo-
vidajicimi neptevySovala . Rekneme (analogicky), ze kiivka y, le%i
v e-okoli prvniho ¥idu kfivky y, lze-li mezi viemi body y a y,
ustanovit vzajemné jednoznaénou a vzijemné spojitou korespondenci
tak, aby:

1) vzdéalenost mezi body sobé odpovidajicimi nepfevysila éislo e,

2) thel mezi teénami (mensi nez }x) ke kiivee y a y,, vedenymi

v bodech sobé odpovidajicich, nebyl vétsi nez e.
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Odvozeni nutnych podminek. Na zakladé pojmu e-okoli muZeme
automaticky roz§ifit zdkladni pojmy kapitoly II: absolutni extrém,
relativni extrém, slaby a silny extrém, na funkce dary

J= [F(z,y,z',y')dt
vySetfované v této kapitole.

Zaéneme jako obytejné odvozenim nutnych podminek, jimz musf
vyhovovat k¥ivka realisujici extrém. P¥i tom ihned vezmeme za tiidu
piipustnych éar v3echny kfivky t¥idy C,, spojujici body dvou danych
kiivek.

Budiz déna tiida {y} piipustnych ¢ar se spojité se ménicimi te¢nami,
jejichZz koncové body lezi na danych kiivkach I'y, a I, definovanych
rovnicemi

oz, y) =0, w(x, y)=0.
Na kiivkach tfidy {y} je definovan funkcional

J(y)= [F(z,y, 2", y')dt = [F(z,y, dz, dy), (8)

kde F je spojita funkce, kterda ma spojité parcidlni derivace prvnich
dvou fada podle argumenti z, y, z’, ¥’; mimo to je F kladn& homogenni
funkce rozméru jedna vzhledem k 2, .

V&ta 1. Jestlize kfivka y, definovand v parametrickém tvaru rovnicems
x = x(t), Y= ?/(t),
realisuje extrém funkciondlu J(y), pak:

1) z(t) a y(t) vyhovuji Eulerovym rovnicim

d
Fz_Et'Fc'=0, (9)
d
F, — aF,' = 0;
2) v koncovych bodech kiivky y jsou splnény vztahy
Fe = By (v koncovém bodé leZicim na kfivce I),
Pz Py
PR (10)
%U_I = w—" (v koncovém bodé€ leFicim na kfivce I).
z v
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Jestlize jedna z kfivek I} nebo I'y nebo obé se redukuji na bod
(koncovy bod je pevny), zaméni se piislusnd podminka (10) poZadav-
kem, aby kfivka y prochazela timto bodem. Vztahy (10) se nazyvaji
podminkami transversality.

Kftivka y:

z=z(t), y=yl),
kde z(?) a y() vyhovuji rovnicim Eulerovym, se nazyva extremalou
pro funkciondl J(y). Nadi vétu lze formulovat také takto:

K tomu, aby kfivka y vedla k extrému integrdlu J(y), je nutné, aby y
byla extremdlou a aby ve volnyjch koncovych bodech spliiovala podminky
transversality.

K dukazu vySetfujme na$ funkciondl jako funkei prostorové kifivky

x=z(t), y=y

v prostoru (¢, z, y) a pouZijme vysledkd kap. III a IV.
Necht y:
x=z(t), y=y()

je libovolna rovinna kiivka t¥idy C, v roviné 20Oy, spojujici bod k¥ivky
I', s bodem k¥ivky I';. Ozna¢me @, @ a ¥ valcové plochy, lezici v pro-
storu (¢, z, y), které jsou vytvoreny paprsky rovnobéznymi s osou Ot
a jez protinaji rovinu xQy v kiivkach y resp. I} resp. I',. Ozna¢me y,
prostorovou kfivku (prostoru (t, z, y)) definovanou rovnicemi:

z =z(t), y=y).

Kf¥ivka y, lezi zfejmé na plose @ a spojuje body ploch @ a ¥, primét y,
na rovinu (z, ) je kfivka y.

Viem moZnym parametrickym vyjadfenim rovinné kfivky y budou
odpovidat v prostoru (¢, z, ) viechny mo#né kiivky y,, leZici na valei
@ a spojujici body viled @ a ¥. Jelikoz funkcional J(y) zavisi jenom
na tvaru kfivky y a nezavisi na jejim parametrickém vyjadfeni, bude
funkcional prostorové kiivky

Jl(yl) = fF(x, Y, z', y’) de
ke
zdviset jenom na tvaru valce Q. Z toho plyne, Ze vede-li kiivka y
k extrému funkcionilu J(y) na tiidé C, rovinnych &ar, spojujicich
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libovolny bod kfivky I s libovolnym bodem kfivky I, pak prostorova
kfivka y, realisuje extrém funkcionalu J,(y,) mezi viemi prostorovymi
kfivkami
z=z(t), y=ylt)

tHidy C,, spojujicimi libovolny bod vélcové plochy @ s libovolnym
bodem valcové plochy Y.

Na zakladé theorie extrému pro prostorové éary mame podél extre-
malnf éary

d

F, — HZF" =0, a
d
F, — T F, =0,
a v koncovych bodech plati podminky transversality
(F—=z'F,—y'F,)dt + F,.dz + F,.dy = 0, (12)

kde d¢, dz, dy jsou pfirustky soufadnic pro piipustny posun konce
kfivky y,.
Z podminek homogenity (rovnosti (4)) dostaneme
F—Z'F,'—y'F,: - 0,

a podminka (12) nabude tvaru

Fcraz + F.,,rdy == 0.8) (13)
Pro koncovy bod, lezici na kiivce I'y, pHrustky éz a 8y jsou ve vatahu
@0z + @,y = 0. (14)
Z (13) a (14) plyne
F, Fy,
-z _ v 15
Pz Py (15)

Analogicky pro koncovy bod, lezici na kfivee I'y:
vz0r + 0y = 0,

3) Podminku (13) lze obdriet z podminky (12) bez pouziti podminky homogenity.

Zvolime parametr ¢ pro pfipustné kfivky tak, Ze poldteénim bodum viech téchto
kfivek odpovidé jedna a téZ hodnota ¢, tohoto parametru, a koncovym bodim t&chto
kfivek jedna a t4Z hodnota ¢,.

Potom v (12) budeme mit d¢ = 0, coz vede k podmince (13).
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z ¢ehoz
F, F,
e (15')
Yz Y
Tim je nase véta Gplné dokdzaina.
Weierstrassiv tvar Eulerovych rovnic. Snadno nahlédneme, %e rov-
nice (11) jsou nezavislé. Mame-li totiZ pro prostorovou kf¥ivku y,:

z=z(t), y=y)
8J(y,) = 0, pak pro kaZzdou kfivku y,:

x=z[{()], y=yl/®)]
rovnéz mame &J,(y,) =0, kde f(t) ma kladnou derivaci. Je-li tudiz
kiivka
z=2z(), y=uyl)

integralem systému (11), pak k¥ivka

z = 2ft), y=ylie)]

pro libovolnou funkei f(¢) bude rovnéz integrilem systému (11). Z toho
soudime, Ze jednu z funkei xz(t), y(¢) 1ze udat libovolné a na jejim pod-
kladé 1ze najit druhou funkci integraci kterékoli z rovnic systému (11).
Analyticky tato okolnost vyplyva z toho, Zze obé rovmice (11) jsou
dusledky jediné rovnice.

Ze vzorci (6) a (7) predchazejiciho paragrafu plyne

d "
F, — EF.‘:' = (z'Fox +ylev‘) — (2" F oy +y,Fv=' +2"Fpe + y Fpy) =
=Y Foy — Foy — Fi(@'y" — 2"y")]. (16}
Analogicky
d ’ " L ’
FV_EZFV':_x[F:v’_F:’v_Fl(xy_xy)]' (16)'

Jezto obé derivace z’, ¥’ nemohou byt souéasné rovny nule, jsou rov-
nice (14) ekvivalentni jediné rovnici

F,,—F.—F @y —2"y)=0. (17)

To je tak zvany Weierstrassiv tvar Eulerovych rovnic.
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Weierstrassiiv tvar Eulerovych rovnic zapisujeme rovnéz v tomto

tvaru:
_l_= FW'_Fuz' , (171)
T Ryt
kde 7 je polomér kfivosti extremdly.
PFiklad. Budiz ' = A(z, y) |+ + y*, t.j. J = [A(z, y) ds. Méme:
q

’

Fopr=A4, #_ = A, cosx
Vx’ﬂ + y’ﬂ
(kde & je tihel, ktery svira teéna k extreméle s osou Ox),
/ AF A
F,,z'=Av—/_—x_—=Aysinoc, F1=— 'v’z = — »
V= + v ry (2 + yn

z &ehoZ

1 1 4 Asi

—_——=—— 080 — ne).

" a (4, co8a £8inx)

Je-li ¢ thel, ktery svird norméla plochy A(z, y) = const s osou Ox, pak

0A A 04 . dost
= — cosQ, = —- g8ing a dostaneme
e = g OO0 Sy T G, B9
1 104 . | 2 led | si
—_— — =— 8 — ).
r A on Bin{e —¢ on g (> —9)

minimélni,

Pro sv&telny paprsek je podle Fermatova principu integrél f i
vz, ¥

tak¥e jeho rovnice ma tvar:
1 2 ] . )
— == sin(p — «).
- = |5, '8v) sinte
Pro integrél uSinku fvds = [v(z, y)Vl + y?dz z (11) méme:
4, .
”*_E (vecosx) = 0, v,—a (vsina) = 0

neboli

d_
gradv=a-'v,

kde v je vektor rychlosti. ObdrZeli jsme dikaz vlastnosti zrychleni pohybu bodu
v rovinném potencidlovém poli, kterbu jarme uvedli na str. 25.
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Invariance Weierstrassovy formy rovnice. Upozornime ted na jednu
duleZitou vlastnost rovnice (17’): Weierstrassova forma Eulerovijch rovnic
zastdvd invariantni vzhledem k transformaci parametru.

. 1 ... .y s . . S 1
Kfivost " kfivky totiZ nezdvisi na jejim parametrickém tvaru.

Funkce F,y, F,. a jejich rozdil jsou funkce kladné homogenni rozméru
nula vzhledem k z,y’ a funkce F, je homogenni rozméru — 3 a
(z'? + y'z)* homogenni rozméru -+ 3 vzhledem k 2’, y'. Prava strana
rovnice (17') je tudiZ funkce kladné homogenni rozméru nula vzhledem
k ', ', t. j. neméni se nidsobenim argumentt z’, ¥’ kladnymi &fsly.
Av3ak pfechod od parametru ¢ k parametru = znamena nédsobit 2’ a y*

vyrazem :ii_i’ ktery povaZzujeme za kladny.

Legendreova podminka. Vzpomeneme nyni vysledki § 13. Nutnou
podminkou minima funkciondlu J je nezdpornost druhé variace.
Tato podminka vyZaduje, aby v uréitém pfipadé byla kvadraticka
forma (viz str. 79)

A = F;-,:(sa:'z + 2Fclv,¢5x'5y' + F,:,,:éy'z
nezaporna. Z formule (6) plyne
A = F (y'ox’ — x'6y")2.
Podminky 4 > 0 vedou k podmince F;, > 0.
Z toho plyne

Véta 2 (obdoba Legendreovy podminky). Nutnou podminkou minima
je splnéni pofadavku F, > 0.

§ 25. Zobecnéni a aplikace.

Isoperimetrickd dloha. PouZijeme-li vysledki kap. V, miZeme
snadno dostat zakladni nutné podminky pro isoperimetrickou tdlohu
v parametrickém tvaru. Hledejme mezi ¢arami y:

z=z(), y=y)
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t¥idy C,, spojujicimi dva dané body 4 a B a vyhovujicimi podmince
K (y) = [Q(z,y, 2, y')dt = | = const,
Y

takovou ¢iru, podél niZz integral
J('}’) = fF(z’ Y, x’! y') dt
?

nabyva extrémni hodnoty. Pfitom jako dfive pfedpokladdme, Ze
funkce F a @ spliiuji podminky homogenity a diferencovatelnosti.

Véta 3. Ddvd-li kfivka y hledany extrém, pak existuje takové konstanini
&islo A, Ze y je extremdlou pro funkciondl

Jiy) = [(F + 16) db.

PFiklad. Mezi v8emi zavienymi kfivkami, omezujfcimi rovinny obor daného
obsahu, najiti tu, jejiZ délka je minimalni.

Zavienou kFivkou rozumime ¢&iru, jeji% polatedni bod je totoiny s jejim
bodem koncovym. Necht tedy jsou rovnice

z = z(t) [x(t) = z(tl)].} <
y =y [ylte) = ye))] ° =
rovnicemi libovolné zaviené &iry. Hledejme extrém integrdlu
@+ gt ae

<t

za podminky
f@y' —yz)dt = C.
Oznadime-li znakemn F veliéinu
F =@+ y) + Ay — '),
najdeme

1 F..
_2'(F ¢ —Fy) =14, F, = x,zyv, - =(z"+y”)*-

Ty
Pro kiivku davajicf extrém plyne z podminky (17’) predchézejictho paragrafu
1
— = 24,
r
K¥ivost je podél nad{ zaviené kfivky konstantni. To znamené, Ze je to kruZnice.
PFipad n nezdvisle promé&nnych. Vy3etfime integral

[F(xy, 2y, ..., Zn; 21, Ty, ..., 2,,) dt
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podél nékteré kiivky
=z 1=12..,n)
v némZ F je kladné homogenni funkce rozméru jedna vzhledem ke
viem z;. Za téchto podminek zdvisi n3 integral jenom na integraéni
cests, ale nezédvisi na jejim parametrickém vyjadfeni.
Provedeme-li ivahy analogické pfedchdzejicim, dostaneme zakladni
nutné podminky pro extrém tohoto integralu ve tvaru

d

@ e

=0(G=12,..,n0). (18)

.
1

F, —

V rozvedeném tvaru rovnice (18) bude
Fz.- —_ ZI;F:,-':]- —_— ZI;F:,-':,-' = 0, (19)
i i

7 rovnic soustavy (18) nebo (19) je nezdvislych. Jsou ve vztahu

n

’ d ! [ rn
.in[in — EF”’] = z z.F, — z o z 22y Fpy = 0. (20)
i i,

1=1 7

Tato identita je disledkem podminek homogenity. Z Eulerovy rovnice
totiz dostaneme

F = JzF.p. (21)
Derivujeme-li (21) podle z; a :v;-, nalezneme:
Fc,' - zz;F;,-’:,, (22)
sz' == Zx;Fn':,—' + sz', tv. j. Zz,Fz,.zj' = 0. (23)
i i

Substituci (22) a (23) do pravé strany (20) je tato identita dokizina.

Geodetické Tiry. Budi¥ na n-rozm&mé Riemannov¥ varietd délka oblouku
definovéna integralem

Jds,
kde
ds? = Xa,; dz, dz,.%)
1,k

4) Zde jsou a;, spojité diferencovatelné funkce argumentt z,, ..., z,,. Mimo to pfed-
poklidéme o forms ds?, Ze je positivné definitni.
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Céry, podél nichZ 6[ds = 0, se nazyvaji geodetickymi.

JeZto
fd8 =f Za‘kd—xj'di‘-dt

kde ¢ je parametr, uréf se geodetické éé.ly z rovnice

1< day dzids,  d oy de
—_— = — > E T =0, (24)
2§ ng ox, de dt dt 5 Vg de
kde je pro stru&nost poloZeno
dz; dz,
=20
Je-li parametrem délka oblouku s, pak je g = 1 a rovnice (24) pfejde v

1l <-éda;de,;dr, d dx;
o4 o e . a. Zaii P
2% Oz; ds ds ds 3 ds
neboli
2a;; dzx,dz oa;; ox;dx
_z 3' & e Z i paail V8 Z By —-
20k z,d,sda iz dz, ds ds ds

Uvedeme rovnice (25) na piehlednéjsi tvar tim, Ze je rozfeSime vzhledem

(25)

dl
k d—’z‘. Jelikoz pii dvojité sumaci podle  a k jo
1

Z 6a,jdz d::k - da,; dr;dr,
ik 0, ds ds 3 or; ds ds’

jo soudet
Z %a;dz,dz; Z day; dz; da:k 1 Z oa;; dz; dz,
it Oz, ds d‘s - ik 0% ds da ik 0x; ds ds ’
a muZeme tedy napsat rovnice (25) v tomto tvaru:
d2z; 7 oa oa;; \ dx,dx
DAy — —Z ( L AL B _a,,,) — . (26)
7 ds Bxk ox; ox; | ds ds
Jsou-li a® elementy determi.nantu inversnfho k determinantu |a], je, jak znémo,
. 0 pro h # 14,
Za’”a,-, = ) 27
] 1 pro h = 1.

Nésobfme-li rovnosti (268) elementy a?' a seéteme-li je (podle j), dostaneme

Z ?a ai’ amz (3a” 3ak, Ca”‘_) d:v d.’Ek

oz, oz, 0x,) ds ds

dsz ;
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Z toho dostaneme, zm&nime-li v prvnim séitanci pofddek sumace a pouZijeme-li
(27,

dz, n z B Z da; 3ak,-_ 3ai,¢) dﬁdﬂ‘ —0
“ds? 7 8:::,c oz, oz; | ds ds

Zavedeme-li oznadeni
_ Oay | fay;  Bay

T, = —_——_—
* oz, + ox; ox;

obdrZime tento koneény tvar rovnic geodetické dary

d* a:,, Z ahiTi, d_x‘ dx"
da’ , ik

Hamilton-Ostrogradského princip. Nechf je déan systém n hmotnych
bodu. Oznadime z,, ¥;, 2;, m; soufadnice gesp. hmotu i-tého bodu. Necht systém
splituje m vazebnich podminek

PiThH Y19 215 - 3 Ty Y Zns 8) = 0 (2= 1,2, ..., m) (28)

a necht na tuto soustavu pusobf sfly, pfedpokladajici potencidl U zavisly na
soufadnicich a na ¢ase ¢ tak, Ze na 7-ty bod pusobi sfla o komponentéch
Uy W g W -
ox; oy, oz,

Dale budeme piedpoklédat, Ze systém se pfemist.i z jedné polohy, odpovidajict
&asovému okamZiku ¢,, do jiné polohy, odpovidajici ¢asovému okamZiku ¢,
pii ¢emZ se toto premisténi d&je v souhlase s vazbami.

Jinymi slovy, soufadnice bodu soustavy z;,¥;, z; jsou funkcemi &asu ¢, vyho-
vujicimi soustavé (28).

Budeme rozlifovat skuteény pohyb systému pod vlivem sil (29) od jinych
moZnych pohybi v souhlase s vazbami.

Oznadime-li T kinetickou energii systému

1 ”‘ ’ ’ ’
T = ?Zm‘-(ziz + yiz + ziz), (30)
i=1
kde
, dzr | dy , dz
r=—y=— 2z =—
de de de

dospéjeme k této véts, tvofici princip Hamilton-Ostrogradského pro dynamicky
systém s vazbami:
K tomu, aby pohyb

Ty = a4(t), Y; = Yilth 2, =2,2) (g St E 1) (31)
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byl skutefnym pohybem systému pod vlivem sil (29), je nuiné a sta¥l, aby pro lcfwky
(31) platila rovnost

4
fir+Uydt=0 (32)
t

za podminky, Ze za tFldu pFipustnych Ear (moEnyjch pohybu) vezmeme &dry tFidy C,,
spojujict dva pevné body (ty, 22, ..., 22), (t;, 2L, ..., 2) a ndlefejict varietd (28),

Je totiZ podle theorie podmin&ného extrému rovnice (32) ekvivalentni této
soustavé diferencidlnich rovnic:

d d
 Fp,— E;Fh., = 0, F,.,—EF”. =0,
d ,
Fp — = Fop=0 (i=12,..,n), (33)
kde *
F=T+4 U+ ZA(t)p; (34)

a 4,(t) jsou funkce prom&nné ¢. Dosadime-li do rovnic (33} misto F jeho vyjadfeni
z (34), dostaneme znémou soustavu diferencidlnich rovnic Lagrangeovych,
definujicich pohyb systému s vazbami. Bylo by moZno obricend pfijmouti
za vychodisko princip Hamilton-Ostrogradského & z n&ho pak odvoditi
Lagrangeovy rovnice pomoci neurditych soudinitelu A(x).

Je-li poloha soustavy urdena v nezdvislymi Lagrangeovymi parametry
4y 9as ++» 4, (v = 3n—m), pak potencidl U a kinetickd energie T' prejdou
ve funkece parametri g,, jejich derivaci q; a Gasu &:

1
T = Tl(ql’ coes Gy Q;’ cevy q:u t) = ?Zfliiq:q;r
L)

U ="Uig1 9 -+ 9 1)
Rovnice (32) nabude tvaru

4L
of(T, + Uy)dt =0, (35)
to

pii dem% za tiidu pfipustnych 8ar jsou vzaty &ary
G=q) t=12,...,%)
tiidy C,, spojujici dva dané body
{20 qa‘»r ' 99”) a (¢, q(11)’ cees th))’
kdeZto rovnice pohybu systému budou

o T U, d aT =0 (36)
3q,-(1+ ! de aq:.‘_'
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Princip nejmenii akce ve tvaru Lagrangeové a Jacobiov&. Pfedpoklddejme
nyni, %e ani v rovnicich vazeb ani ve vyjiddfeni potencidlu U &as ¢ nenf explicitns
obsaZen. V takovém piipad$ nebude vyraz za integraénim znamenim v (35)
obsahovat explicitnd nezédvisle proménnou ¢; rovnice (36) umoZiiuji provést
prvni integraei (viz str. 78)

.|
T, + U, —2q;(— T} = — C = const, (37)
aq‘
aviak, jeZto mimo to je T, homogenni kvadratickd forma vzhledem k q:, je
] 0
2‘1‘ 8_qu1 = 2T,
a tedy nabude rovnice (37) tvaru

H=—-U,+ T, = C = const,

t. j. za shora uvedenych pfedpokladi zustavé celkové energie systému po dobu
kaZdého skuteéného pohybu systému konstantni.
Dosadime-li do (35) misto U, jeho vyjddieni

Uu,=7T,-¢
a vezmeme-li za ti{du pfipustnych &ar
2 = g:lt), q:lte) = 4 2ilts) = ¢

&ary, pro n&Z celkova energie H ziustdva konstantni, zjistime, Ze (35) je ekvi-
valetni podmince

4
8fT,dt = o, (35)
ty

coZ je Lagrangeuv tvar principu nejmensf akce.
PouZijeme-li znovu vztahu (37), dostaneme

T, = Jo + U,|T,,

a rovnici (35’) Ize plepsati takto:

t
6fV2U + b |/Za.dg;ae = o,
] “

Y
kde h je konstantni. Integril
«
J = fV2U +h VZa,-,q;q; ds
to 7

se nazyvé integrdlem udinku (akce). Vezmeme nyni misto prostoru ¢, gy, ..., q,
pouze prostor perametri q,, ¢y, ..., J, & budeme v tomto prostoru studovat
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kiivky (38), kde ¢ je parametr. JeZto integrovany vyraz v J je homogenn{ funkce
rozméru jedna vzhledem k q;, zavisf hodnota J jenom na tvaru éiry (38) v nafem
prostoru a nezavisi na jejim parametrickém vyjiddieni (nezdvisi na tom, podle
jakého zdkona se d&je pohyb na této ¢aie). Z toho podle (35) dosp&jeme k v&ts,
jeZ je principem nejmensi akce v Jacobiové tvaru.
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