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KAPITOLA V.

PODMINENY EXTREM

§ 20. Isoperimetricka uloha.

PFiklady isoperimetrickych dloh. Rada aplikaci vede k tloze vy-
hledat kfivku, pro kterou nabyva integral

b
J= [Fz,yy)de

extrému, kdyz za tfidu pfipustnych éar vezmeme kfivky, spojujici
dva dané body 4 a B a vyhovujici mimo to nékterym daldim podmin-
kam.

Zadneme vySetfovanim konkretnich pfikladid. V § 4 jsme FeSili ilohu
o minimalni rota¢nf ploSe: mezi viemi jednoznaénymi k¥ivkami tfidy
C,, které jdou body A a B, najit takovou kiivku, aby plocha, vytvo-
fend otalenim této kfivky kolem osy Oz, méla nejmensi obsah. Dospé-
jeme k podstatné novym tlohim, budeme-li vySetfovat jenom ty
plochy, které jsou vytvofeny na pfiklad otadenim kiivek predepsané
délky nebo jenom téch kfivek, které pfi otaceni kolem osy Ox vytva-
feji plochu, omezujici spolu s rovinami x = z,, x = x, téleso daného
objemu. ProtoZe délka kfivky je vyjadfena integralem

" b
K =[|1T+y?dx,
je moino prvni z danych tloh formulovat takto:

Mezi véemi kftvkami y = y(x) tFidy C,, podél nicht integrdl K nabyjvd
dané hodnoty 1 a které jdou dvéma dangmi body A a B, uréit tu, pro niz
integrdl J nabyvd nejmensi nebo nejvétsi hodnoty.

V druhé tloze hleddme rovnéz extrém integrilu J za podminky,
Ze podél kazdé kiivky t¥idy piipustnych éar musi mit integral

b
K, =xfy*dr
pfedepsanou hodnotu.
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Termin ,,isoperimetricka tloha‘ pochézi od jedné z Gloh podobného
typu: mezi vdemi zavienymi kfivkam:i délky I najit tu, kierd omezuje
plochu nejvétsiho obsahu. V tomto paragrafu rozfeSime v jednom z pii-
kladd tuto idlohu za pfedpokladu, Ze se ¢ast hledané kfivky skldda
z Gsedky konstantni délky (viz § 5).

Tyto piiklady vedou k tomuto obecnému problému:

Formulace dlohy. Jsou ddny dvé funkce F(z,y,y’) a Gz, y,y').
Mezi véemi kfivkami y = y(x) tFidy C,, podél nichf integrdl

b
K= [Gzyy)dx
a
nabyvd predepsané hodnoty, uréit tu, pro niz integrdl

b
J=[F(zy,y)dx

nabyvd extremdini hodnoty.

Podobné jako v predchazejicich kapitoldch je na8'm tkolem najit
pro hledanou k¥ivku takové zikladni nutné podminky, aby ji bylo
mozno na zakladé téchto podminek uréit (kdyZz vime, Ze existuje).

Dfive nez prejdeme k feSeni dané tulohy, udinime nékolik hypothes
obecného charakteru, které jsou nutné k dalsimu vykladu:?)

1. Funkce F a G necht maji spojité parcidlni derivace prvniho
i druhého fadu pro a < x < b a pro libovolné hodnoty proménnych

2. Budeme piedpoklidat, Ze hledana kfivka neni extremadlou
integralu K.

Oduvodnime hypothesu 2. Aby tiloha méla smysl, musime poZadovat,
aby se predepsana hodnota integrilu K vtbec nevyskytovala mezi
extremalnimi hodnotami tohoto integrdlu, t. j. aby nebyla extremdlni,
nebot je-li dand hodnota integrilu K jeho extremalni hodnotou, pak
obecné existuje jenom jedna nebo konedny pocet kfivek, na nichz
integral K nabyva piedepsané hodnoty, a tyto krivky tedy vycerpaji

1) Pripomeiime, %e zde uvedené diikazy jsou zcela pfesné jenom za pfedpokladu,
Ze hledand kfivka patii ke tiidé C,. Avak jako pfi dikazu v kap. IT zékladni rovnice
Eulerovy, je vidycky moZno upustit od pFedpokladu o existenci a spojitosti y”, nahra-

dime-li transformaci Lagrangeovu, jiz jsme pro jednoduchost pouZili pfi definici
variace funkciondlu, transformaci Du Bois-Reymondovou.
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celou ti{du pfipustnych &ar, takie je patrné, Ze se methody, které
jsme uvedli v predchazejicich kapitolach, ukazi v tomto pfipadé zcela
nevhocnymi (v pfikladé 8 hmotnym vldknem (viz dale) a v prvnim
ze shora uvedenych p¥ikladd musime pfirozené pfedpoklidat, Ze integ-
rdl K — délka kiivky — je skute¢né vétsi nez vzdilenost mezi danymi
body). Tedy tam, kde extremdla vede na absolutni extrém, je nage
podminka nutna,

ReZeni tlohy. Zpiisob fefeni dané tlohy vyplyvé z nasledujici véty.
Vé&ta | (Euler). Jestlife kfivka y = y(x) vede k extrému integrdlu

b
J= [F(z,y,y)dzx
za podminek

b
K = [Gx,y,y')dx =,

y@) =a;, yOb)=1b,

a jestlie y = y(x) neni extremdlou integrdlu K, pak existuje takovd
konstanta A, %e nase k¥ivka je extremdlou integrdlu

b
L= [H(z,y,y')dz,

kde H = F + 1G.

Ted si dokaZeme, Ze je-li jiz dfive zndma existence hledané kfivky,
pak pouzitim Eulerovy véty lze tuto kfivku fakticky uréit. Integru-
jeme-li totiz Eulerovu rovnici pro funkci H, dostaneme obecny integral
zavisly na dvou libovolnych integra¢nich konstantich «, # a na ne-
znamém parametru A:

y= /(x’ &, ﬂ’ A).

Podle Eulerovy véty nilezi hledana kiivka do této soustavy. Zbyva
stanovit «, #, 1. Stadf pouzit podminky K = I a podminky, Ze kiivka
jde dvéma danymi body 4 a B.

Piejdeme k dikazu Eulerovy véty. Predpokladejme, zZe kfivka
y = y(x) vede k extrému integralu J za podminky K =1 a Ze tato
kiivka neni extremilou pro integril K. Vezméme v intervalu [a, b]
dva libovolné body =z, a z, (obr. 17) a hledejme pfiristek funkcionalu J,
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kdyz y(z) variujeme v okoli bodt 2, a z,. Oznaéime-li AJ hledany
prirustek J, dostaneme v souhlase s formuli (10") § 10

b

d \
a4J = {[F,, ~ Iz F"]::zl + sl}fbm,ydz +

-t o) fron-
gl

b b
o,= [b,ydx, o= [b,ydx |r 2
a a

kde

a ¢, a &, konverguji k nule spolu
8e 0y a ;.

Pro libovolné variace 4,y
a 8,y kiivka

Y = t:(@) = y(®) + 49 + b9 i

nebude obecné patiit do tridy I .
piipustnych ¢éar. K tomu, aby ’ s : 6
variace byla piipustna, jenutné Obr. 17.

a stadi, aby bylo

t. j. aby

4K = K(y) — K@) = {[G ~ao| + e;} o +

+ {[Gv - '(id_va']z + 6;} o, =0, (1)

kde ¢] a ¢, konverguji k nule spolu se o, a g,.
Zvolime nyni bod z, tak, aby bylo

d
[Gv — & Gv']a;:z =|= 0;
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takovy bod z, existuje, nebot ¥ = y(x) neni extremalou pro K. V tako-
vém pripadé lze dat podmince (1) tvar

d
[G,, _ (EGV]M

d
[Gv - a G,,']

kde ¢’ konverguje k nule spolu se o,.

Polozime-h
r-ir]
1= — Ty
d

[G T dr Gv']z—w.

a dosadlme li do vyrazu AJ za o, podle (2), miZeme uvést pFirastek
AJ na tvar

. d d
: 4J = {[F,, — d—va':Iz=11 + A [G’,, ~ & G"']zﬂ, + s}al,

{
kdé £ konverguje k nule spolu se o,. Protoze podle pfedpokladu
kiivka y = y(x) ddvd minimum integralu J, je 4J > 0 pro libovolnou
piipustnou variaci, t. j. pro jakoukoli dostate¢né malou kladnou
a zipornou hodnotu ¢;,. TudiZ pro jakoukoli hodnotu x musi podél
kiivky y = y(x) byt podle pomocné véty na str. 51, § 8

4
T dx

d
F,— = Fy +) (G,, G,,') —o. (3)

Tim je Eulerova véta dokazana.

Podminéni extremila. Rovnice (3) vede k Gplnému FeSeni také
této tlohy: mezi vdemi kfivkams, spojujicimi dva dané body, wuréit
kfivku, pFi jejimzZ variovdni je 6J = 0, jakmile 6K = 0.

Nazveme podminénou extremdlow kazdou kiivku, kterd bude FeSe-
nim dané Alohy (pro libovolné pevné koncové body).

Yéta 2. Rovnice (3) je podminkou nutnou a postadujici k tomu, aby
kFivka y = y(x) byla podminénou extremdlou.
Nejdiive dokiZeme, Ze podminka (3) je postacujici. Vskutku,
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splituje-li kiivka podminku (3), pak je 6(J + AK) = 0. A potom z pod-
minky 6K = 0 plyne 8J = 0, t. j. kfivka je podminénou extremélou.
Pii dukazu, Ze podminka je nutna, rozliSfujeme dva piipady:

d
1) Gy—'d—'va'E*an

d
2) Gy, — g Gy = 0 v intervalu [a, b].

V prvnim piipadé se nutnost podminky (3) dostane doslovnym
opakovanim nami uvedeného dikazu formule (3), zaloZeného na vario-
vani k¥ivky ve dvou bodech.

Ve druhém p¥ipadé mé kiivka y = y(x) tu vlastnost, ze jakakoli
jeji variace diva 6K = 0. A potom na zakladé toho, %e tato k¥ivka
d
dx

je podminénou extremalou, je rovnéz éJ = 0,t.j. F, — — F, = 0,

a tedy je podminka (3) rovnéz splnéna.

Zikon reciprocity. Shora uvedené uvahy ukazuji, Ze isoperimetricka
uloha variaéniho poétu vede k nejjednodussi tloze s funkei H =
= F + AG. Pfipomeneme-li, Ze nisobeni integrované funkce konstan-
tou nezméni soustavu extremal pro integral, miZeme funkci H zapsat
v symetrickém tvaru:

H = M\F + 1,6,

kde 4, a 4, jsou konstanty. Takové vyjadieni fukce H nam ukazuje,
Ze funkce F a G ve vyrazu H vystupuji symetricky. Vylouéime-li
piipad 4, = 0 a 4, = 0, pak soustava extremdl bude jedna a tdZ, budeme-li
hledat extrém integrdlu J za podminky, Ze integrdl K md konstantni
hodnotu, nebo budeme-li hledat® extrém integrdlu K za podminky, Ze
sntegrdl J zachovdvd konstantn{ hodnotu. V tom je obsazen zdkon
reciprocity ve své nejjednodussi formé.

Je-li 4, =0, pak H je az na konstantni faktor pravé rovno F;
podminéna extremaéla integralu J bude identickd s nepodminénou
extremalou téhoZz integralu, a tato extremala v obecném piipadé
nebude zfejmé podminénou extremadlou pro integril K. Analogicky,
jestlize ; = 0, pak H je rovno @ a podminéna extremala integralu K
bude jeho nepodminénou extremalou.
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P¥iklad 1. Jako prvni piiklad provedeme vySetfeni tvaru hmotného ohebného
neroztaZitelného vlakna délky I, které je na obou konecich zavéSeno. Tato dloha
zfejmé& vede na tlohu stanovit takovou polohu vldkna, pfi némZ t&Zi8t& zaujima
nejniZsi polohu. Proto za pfedpokladu, Ze vlakno leZi v roving Oy a Ze osa Oz
bé%f{ horizontalné a osa Oy smé&iuje vertikdlnd nahoru, méme nésledujici ulohu:
mezi viemi rovinnymi éarami délky I, jejichZ koncové body leZi v danych bodech
A(zy, yo) & B(x,, ¥,), najit tu, u niZ je pofadnice t82i¥t8 minimalni.

Poradnice Y t8Zists &ary y = y(x) se stanovi z formule
Zy
1 7
Y=7fy1/1+y=dz;
)

‘cheeme tedy najit minimum integrélu
&, S
To

za podminky

E 7Y .

K=fVl+y"dz=l.

T

Funkce H nabude v tomto pfipad$ tvaru
Hiz9y) =@+ H)T+ ™

Provedeme-li zdménu promsnné

1‘/+}~=2,

nalezneme, Ze funkce H mA tentyZ tvar jako integrovand funkce F v iloze
o minimAlnf rotaéni plose (viz § 4).
PouZijeme-li difve ziskanych vysledkili, dostaneme soustavu extremil v tomto
tvaru:
z—P
&

y: ach —l.

To je obecné rovnice fetézovky. Konstanty se urdi z podminek

yo=achzo_ﬂ—}., yl=achxl_ﬂ—1,
) I
fV1+y’= dz = fchz_ﬁdx=a[shxl_ﬁ—sh%_ﬂ]=l.
o o o

Ty Zs
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Pfiklad 2. Mezi viemi kfivkami délky I, spojujifcimi dva dané body 4 & B,2)
uréit tu, kterd omezuje spolu s ise¢kou 4 B plochu nejvétstho obsahu.

Vezmeme za osu Oz piimku, kterd jde dvéma danymi body A a B (obr. 18);
potom obsah plochy, ohraniené kfivkou y = y(z), o které zfejmé muZeme
vidycky predpoklidat, Ze leZi celd nad

osou Oz, je vyjddien integralem

b
J = f[yds,
a

kde a, b jsou usedky bodu A a B. Vede tedy
naSe tuloha na dWohu hledat maximum
[0) X integridlu J za podminky

b
Obr. 18. [VTF vidz =1
a

& za polétednich podminek y(a) = y(b) = 0. Aplikujeme-li Eulerovu methodu,
potfebujeme pfedevifm uréit soustavu extremdl pro integral
o= fbH(y. y') dz,
kde ¢
H(y,y) =y + A1 + 9™
Prvnf integral Eulerovy rovnice pro integrél J bude

’

y+a)i+ A —a
Jr+ys
neboli
A
Y=0—=——
14 y®
PoloZme ,
y = tgp;
potom

Yy = o — A cosg.
Derivujeme-li tento vztah podle z, dostaneme
de
/ = Asing — = tge.
y ng dr 44

Z toho
z = Asing + B.

2) Predpoklddéme piedem, Ze je I > AB, protoze v opatném piipads ztréci loha
emysl.
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Budou tedy rovnice soustavy extremaél
z=  Asinp + 8,
y = -—Acosp + «,
neboli po vyloudeni ¢
@B+ —ap = 2

JestliZze tedy hledané kiivka existuje, pak tato kfivka ie kruZnice. TFi para-
metry «, 8, A, uréujici polohu a polomér kruZnice, se najdou zfejmé jednoznaéné
z toho, Ze kruZnice jde body A a B, a z podminky, %e délka hledané k¥ivky
je rovna .

Zobecnénl. Shora rozebranou methodu fefeni nejjednodufsi soperimetrické
tlohy je moZno snadno rozsifit na pfipad, kdyZ za tffdu pfipustnych &ar bereme
kiivky tfidy C,, spojujici dva dané body a vyhovujici k¥ podm.nkém:

b
K, = [, y,y)dx=1; i =1,2...., k), (1)
a

kde funkce G spliiujf obvyklé podminky, kdeZto I; jsou konstanty.

Vé&ta 3. JestliZze kiivka y = y(x) vede k extrému integrdlu

b
J= [F, vy y)dz

.na tFAdE pripusinjch kfivek C,, spliiujicich podminky (1'), a jestlife kromé& toho
existuje k bodi x,, x,, . ., T v intervalu (a, b) takovych, Ze determinant

. d .
A(zy, 2y, ..., xy) = IG(')[-’U;» y(x;), y'(x;)] — = G;,'I)[-"’i’ y(z;), y'(x])]l

€,i=12..k)

nend roven nule, pak existuje k konstant A takovych, Ze kftvka y(x) vyhovuje diferer.-
cidInt rovnict
H, — i H,=0
v Qg v ’
kde
H=F 4 2,GW + 3,G® + ... + 1,G¥®,
Diikaz této v&ty se provede zcela analogicky jako v nejjednodussim ptipads.

Isoperimetricka uloha s volnymi konci. Studujme nyni tuto dlohu.
Necht tiida kiivek [y] se skldd4 z téch kfivek tfidy C,, pro néz funk-
cional K(y) = [G,(x, y, y') dz nabyva pfedepsané hodnoty I a jejichz

v
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koncové body leZi na kiivkach ¢ a y t¥idy C,, definovanych rovnicemi
y = p(z), y = p(x). Na t¥idé kiivek [y] je definovan funkcional
J(y) = [F(z,y, y') dz. Hleddme tu k¥ivku y, t¥dy [y], pro niz J(y)

dosahuj:a svého extrému.

Opakujeme-li Gvahy § 16, zjistime, Ze kfivka y, realisuje extrém
funkcionalu J(y) mezi témi kfivkami tfidy [y], které s ni maji spoleéné
koncové body, t. j. y, realisuje extrém J(y) mezi kfivkami o pevnych
koncovych bodech, pro néz K(y) = 1.

Podle Eulerovy véty existuje konstanta A takovi, Ze y, je extrema-
lou pro integral J + 1K = [H dxz, t. j. vyhovuje Eulerové rovnici

d
dx

Nyni dokdZeme, Ze v koncovych bodech 4 a B kfivky y, jsou splnény
podminky transversality

[H + (¢ — yo)H, @ = 0, [H + (v’ — y)H, ]V = 0. (4)

Sestrojme &tyrparametrovou soustavu obloukd, obsahujici extre-
malu y, a takovou, Ze kazdym parem bodi A’ a B’, lezicich v nékterém
okoli bodu 4 resp. bodu B, je moZzno vést jeden a jenom jeden oblouk
této soustavy, spojité zavisly na jeho koncovych bodech.

Pro oblouk y, je

H, — —Hy =0.

K(Vo) =1,
av3ak jiZz pro oblouky y této soustavy blizké ke y, je
K(y) = K(yo) + &y =1+ &,

kde ¢, je malé ¢islo obecné razné od nuly.

Tyto oblouky je moZno deformovat, aniz ménime polohu jejich
koncovych bodi tak, aby po deformaci bylo

K(y) =1
na viech obloucich soustavy,

Vskutku, oblouk 9, neni obloukem extremdly funkcionalu K(y),
proto lze najit takovy vnitfnf bod C(x,, y,) tohoto oblouku, pro ktery

123



vyraz G, — % G, je na piiklad vétsi ne% nula:

d

¢ —

Gyp > 0.
Pro kiivky y = y(z) + dy(x) nali soustavy blizké ke y, je rovnéz
v bodech (z,, y, 4 dy,) splnéna tato nerovnost.

Jestlize zdeformujeme kfivku y v dostateéné malém okoli bodu
(%1, 1 + 6y,), pak prejde v kiivku v, s tymiZ konci jako y.

Pfi tom je

d
Kir) = Ken) =~ (6, — -6v) o

kde ¢ znadi plosku mezi y a y, (prava strana tohoto vyrazu je odpovida-
jici variace v bodé funkcionalu K(y)). Protoze

d
G, — & Gy £ 0,
pak je mozno zvolit o tak, aby
Kn) — K(y) = — &y,
a tedy
K(y) =1

Deformace uvedeného tvaru lze provést spojité na celé soustavé, takze
jako vysledek dostaneme soustavu oblouki {y,} takovych, Ze

K(y,) =1L
Na soustavé oblouki {y,} je dK(y) = 0. Je tudiZ na na3f soustavé

dJ(y) = d(J(y) + AK(y)).
K¥ivka y, je extremélou pro funkcional
H=J 4+ AK.

Pri ptechodu od extremaly y, k jakékoli jiné kfivce soustavy {y,} je
dJ = d(J + AK) vyjadieno formuli (11)§ 16 pfi zaménéJ za J 4 1K.
Opakujeme-li ivahy § 16, dostaneme podminky transversality (4).

PFiklad. Najit rovnovéZmou polohu hmotného pruZného neroztaZitelného
fetdzu, jehoZ konce klouZou po danych &ardch ¢ a y.
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Jak jsme jiZ vidéli (piiklad str. 120), vede tloha k hleddnf{ minima J =
= nyl + y?*dr za podminky K = fVI + y2dz = I. Kfivka, realisujici
minimum, je extremalou integrélu f(y + l)Vl + y?dz, t. j. Fetézovka (str. 120).

ProtoZe integrovany vyraz mé tvar AVI + y?, kde A = y + A, pak podle
vysledku str. 99 podminky transversality se stanou podminkami orthogona-
lity. Ma tedy Fetéz v rovnovaZné poloze tvar fetdzovky, orthogondlnf ve svych
koncovych bodech ke kiivkém ¢ & y.

§ 21. Podminény extrém.

Formulace dlohy na podmin&ny extrém. V § 12 jsme vySetfovali
extrémy funkcionald, pfi emZ jsme vzali za tfidu pfipustnych dar
soustavu prostorovych kfivek spojujicich bud dva dané body nebo
body danych éar. V aplikacich na geometrii a mechaniku maji také
velky vyznam ulohy, kdy za t¥idu piipustnych ¢ar bereme kfivky,
lezici na dané plode, nebo pro pfipad vice neznimych funkei, leZici
na nékteré varieté. Odpovidajici variaéni dlohy maji nidzev wlohy
na podminény extrém. Methodika a hlavni mySlenky feSeni se nam
plné objasni, jestlize vySetfime nejjednodussi piipad podobnych tloh.

Formulace Glohy. Mezi viems kfivkam:
y =y, z=z2(z)
tridy C,, spojujicimi dva dané body A a B a leticimi na dané plode
plz, y,2) = 0,% (5)
urdit tu kfivku, podél nif integrdl
J = [F@ .2y, 7)d (6)
nabyjvd extrémni hodnoty.
3) Budeme pfedpoklédat, e plocha neobsahuje singulérni body. Mimo to musime
napiists predpoklédat, te
(3 (2

t. j. Ze telnd rovina plochy ani v jednom bodd nenf kolmé k ose z. Od tohoto pied-
pokladu lze upustit, Fesime-li ilohu v parametrickém tvaru.
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Tuto tlohu lze bez obti%i redukovat na nejjednodussi Glohu variaé-
niho poétu o jedné neznémé funkei. Resime-li toti% rovnici (5) vzhledem
k z a dosadime-li dosazené vyrazy z a z' do funkce F, dostaneme
za integraénim znamenim funkei zavislou jenom na z, y, ¥'.

Takovy postup, ktery je principialné mozny, je v3ak v fadé dloh
prakticky nesnadno realisovatelny, nebof pii jeho uskuteénéni se fesi
rovnice ¢asto velmi sloZité. Z toho dtvodu se p¥i FeSeni této tvlohy
pouiiva postupu analogického odpovidajicim postuptm, jichZz jsme
pouzili pfi vydetfovini iloh na podminény extrém funkei vice promén-
nych,

Lagrangeova methoda. Pro bezprostfedni feleni shora formulované
tlohy navrhl Lagrange methodu, ktera dostala nazev methoda ne-
uréitych funkeionilnich multiplikdtori. Tato methoda spoéiva v na-
sledujicim postupu.

Konstruujeme funkei

Q(x: Y, 2, !/’, Z') =F + ;'(x)(pr

kde A(z) je zatim neurcena funkce proménné z. Hledime nepodminény
extrém integralu

J, = [0 dz. (6')
Zo
VypiSeme pro tuto Glohu diferencidlni rovnice Eulerovy
d d
qsv_adjv':Fv"'l(Pv_aFv':Ot -
d d '
qu'—a ¢Z == F;+AQZ~EFﬂ =0.

K soustavé (7) s tfemi neznamymi funkcemi: y(z), z(z), A(z) pfiddme
dany vztah

‘P(x! Y, z) = 0. (8)
Reseni tii rovnic (7) a (8) bude oktsahovat dvé libovolné konstanty,
které se urc¢i z podateénich podminek. Tato methoda je zaloZena.
na této véte.

Véta 4. Jestlize krivka
y = yx), z=z(z)
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vede k podminénému extrému integralu J (6), pak existuje multiplikdtor
AMx) takovy, Ze tato kfivka je extremdlou silohy na nepodminény extrém
integrdlu J, (6°).

Necht kiivka y = y(x) a z = z(z) z tfidy pHpustnych éar realisuje
minimum dané ulohy. Je-li ¥ = y(z), 2 = z(x) jind kfivka z tiidy
piipustnych &ar, pak

(P(x, Y, Z) = ‘P(x’ .;/a E) =0, (9)
AT = J(y,7)— (g, 2) = 0. (10)
Zvolime libovolny bod z’ z intervalu (z,, ,) a budeme pfedpoklidat,

e funkee dy(x) = y(x) — y(x), d2(x) = z(x) — z(x) jsou rizné od nuly
jenom v nékterém malém okoli bodu 2’. PoloZime

alzfléydx, azzflézdz

a necht v daldim ¢, oznaduji vidycky veli¢iny nekoneéné malé
vyssiho ¥ddu neZ nejvétdi z hodnot |o,|, |o.|. Pruhem nad funkcemi
¢,, F, atd. ozna¢ime hodnoty téchto funkei pro hodnoty argumenti
rovné z, y + 0,8y, z + 6,0z atd., kde |0,| < 1.

Méme

0= fl[(P(x’ Y, E) - ‘P(x’ Y, Z)] dz = f(lavav + —?—0252) dz =

Zo
= ‘Pvlz-:’o'l + ¢z|z-z'°'2 + .
Predpokldddme, Ze jeden z koeficienti u o, a o,, na piiklad ¢,
je rizny od nuly; v tom pifpadé

0y = — [ﬂ] .0, + & (11)
@Yz |z=1'

Dale z (10), provedeme-li obvyklé transformace, dostaneme

AJ =f(F,,—ad;F,,')éydx +f(ﬁz—%ﬁz')6de=

o

(e ir) s (R i)

e iz N o, + & =0, (12)
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Dosadime-li ¢, z (11) do (12), obdrzime
d @y d
[F,,— L — q)—z(F, — EF,')L#'. o e >0 (13)
Nerovnost (13) plati pro jakakoli dostateéné mala o, kladn4 i za-
porna, kdezto e, konverguje k nule rychleji nez o, a tudiZ je nutné,
aby (viz pomocnou vétu § 8)

d Py d .
F,,—a;F,'—;;(F, —EF") = 0. (14)
To plati pro jakoukoli hodnotu # = 2’ v intervalu (z,, z,), pro kterou
@ + 0. Jestlize (¢,);-»» = 0, potom (¢,);-or ¥ 0 (viz poznamku
na str. 125), a zaménime-li Glohy y a z dojdeme k vztahu analogickému
vztahu (14). Oba tyto vztahy lze zapsat v symetrickém tvaru:
d ' d
W F, F,— - F,

Py Pz

Oznadime-li stejné vyrazy pravé a levé strany rovnosti znakem
— A(z), obdrzime rovnice (7).

Z podaného dikazu véty je snadné zjistit, Ze z ného v podstaté
plyne jesté tento vysledek: jestlize kfivka (4) y = y(x), z = z(x)
je takovd, Ze pro jakakoli dy(x), dz(x), ktera spliiuji podminky

F,—

‘Pﬂ(x: Y, 2)6y + (Pz(x’ Y, 2)52 = 0, (9')

je variace J rovna nule:

8 =68 [F(x,y,2y,7)dz =
2% -
= F d F, )é F d Fy)| 82| dx =0 10
= y_ﬂy y+ z—’(ﬂ l')z r =V, ( )
pak existuje takové A(z), Ze jsou splnény podminky (7).
Skuteéné, kdyz zintegrujeme (9'), dostaneme jako nahofe vztah (11),
a z (10) dojdeme transformacemi analogickymi transformacim formulf

(12) a (13) ihned ke vztahu (14), c. b. d.
Obracené, pro kazdé FeSenisystému (7) pro jakékoli A(z) rovnice (9°)
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ma svym disledkem (10°). Pro to, abychom se o tom pfesvéddéili, stadi
nasobit obé strany rovnic (7) dy(x) resp. dz(x), provést integraci obou
stran a obdrZené rovnosti seéist po ¢lenech.

Z toho a ze shora dokazané véty plyne:

K tomu, aby kfivka (4) realisovala podminény extrém integrdlu (6)
za podminky (5), je nutné, aby pro ni

o =0
pro viechny variace dy(x), 6z(zx), vyhovujici vztahu (9').
Hledéni .geodetickich &ar. Uloha najit oblouk y:
¥y = ylz), z = z(x)
nejmensi délky, t. zv. geodeticky oblouk, spojujici body A (g, ¥, 2,) & B2y, ¥y, 21)

plochy ¢(x, y, 2) = 0, vede k uloze najit minimum integrilu

T,
J=fVl+y’3+z”dx
Zo

za podminky
p@ y,2) =0
a za podminek pro koncové body
Y(®o) = Yo» 2(Tg) = 2o
Y(@) = Yo 2(®) = 2.

Podle Lagrangeovy methody multiplikdtora vede tato wdloha na hleddni
extremal integralu

e
f{Vl + ¥’ + 22— Ap(x, y, 2)} dz.
Zo

Sestavime Eulerovy rovnice:

’

y
dz Vl + y1 4272 ’

’

z

Mz)p, =

Moy, = — ———————.
: dz Vl + y?+ 23

Na zdklad& znamych vzorct Serret-Frenetovych nabudou tyto rovnice tvaru

cosa,
1(1)% = ;7

CcOo8a.
A(I)¢z = , 3,
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kde oznalujeme cosx,, cosx,, cosx; smérové kodiny hlavni normély ke kfivee y
a kde r je polomér kiivosti kfivky y. Z toho

Py : Pz = CO8a, : COBy. (15)
Dale z gp(z, y, z2) = O plyne, Ze podél kiivky y: y = y(z), 2 = z(z) mame
¢z + oy + 92" = 0. (18)

ProtoZe tedy hlavni normaéla ke kfivece y je kolmé k teéns téZe kiivky a smérnice
teény jsou amérné 1, ¥/, z’, je

cosx; + Cco8xgy  + cosxgz’ = 0. (17)
Z (15), (18) a (17) obdr¥ime
@zt Py i Pz = COSKx; : COBry i COBKy.
ProtoZe vSak ¢,, ¢,, ¢, jsou zédroveli umdérné smérovym kosinim normaly

plochy ¢ = 0, dostaneme odtud tento vysledek: hlavni normaly ke geodetickym
éarém v kazdém bods$ jeou souéasn& normélami plochy.

§ 22. Obecny Lagrangeiv problém.

Lagrangeovy methody multiplikatord pouzijeme i v téch tlohach,
v nichZz bereme za tfidu pripustnych éar éary, vyhovujici nékteré
soustavé diferencialnich rovnic.

Hledejme extrém integralu

J = le(:t:, ¥, 2,9,2) dx, -

kdyz za tfidu pripustnych éar vezmeme prostorové kfivky tfidy C,,
vyhovujici diferencidlnimu vztahu

oz, y,2,y,2)=0 (18)
a splitujiei na svych koncich nékteré daldi podminky (t. j. pro z=x,,
z = x,). Potom plati véta, kterou uvedeme bez dikazu.

Véta 5. Jestlize kfivka y, &ini funkciondl J extrémnim za podminky
(18) a jestlife podél v, jedna z derivaci ¢, nebo @,. neni rovna nule, pak
existuje funkce proménné x, A(x), takovd, Ze y, bude integrdlni kfivkou
soustavy rovnic

H,,—%H,,-:O, H,—%H,':O, (19)
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kde
H=TF + igp.

Tato véta uddvé methodu pro stanoveni hledané kfivky y,. ReSime-li

totiZ soudasné rovnice (18) a (19), nalezneme neznidmé funkce v, z, 4.

K odhadu poétu libovolnych konstant v feSeni nasi soustavy rovnie

a tedy podtu nutnych pocateénich podminek zavedeme nové neznamé
funkce:

_dy dz

= — — — 2
dz’ ' " dz (20)

Dojdeme k soustavé &étyr diferencidlnich rovnic prvniho fadu (19)
a (20) vzhledem k 4, y, 2, %, v a k jednomu koneénému vztahu (18):
oy, 2z, u,v) = 0.

Pokud jeden z vyrazti ¢, = ¢,. nebo ¢, = @.. je rtizny od nuly, jak
pfirozené predpoklidame, mizZeme jednu z funkci  nebo v vyjadfit
ostatnimi a vyloudit ji ze soustavy (19) a (20). Dostaneme soustavu
¢tyF diferencidlnich rovnic prvniho fddu o étyfech nezndmych funkeich,
jejiz obecny integral v obecném piipadé obsahuje &tyfi libovolné
konstanty.

T¥i z nalezenych funkci, totiz

y = y(z, Ky Ky Oy, a4)a
2 = 2(T, &p, Koy 0y, 0ig),
l = l(x’ Ky Xgy X3y 0‘4)’

budou zfejmé obecnym Fefenim soustav (18) a (19). Staéi tedy k vy-
louéeni libovolnych konstant kliast na koncové body ¢tyfi podminky
(na piiklad podminky, Ze kiivka prochazi dvéma danymi body pro-
storu).

Tak to bude vypadat v obecném pripadé. Aviak v n&kterych problémech se

muZe poéet libovolnych konstant sniZit. VySetfime na priklad pfipad, kdyz
rovnice (18) m& integral

ylr,y,2) =C (21)

(na ptiklad, mé-li tato rovnice tvar y, 4+ vy’ + v,2°).
Ma-li kfivka déavajici extrém prochédzet dv&ma uréenymi body A(z,, ¥, o)
a B(z,, ¥, 2,), pak 1ze v rovnici (21) stanovit konstantu C z rovnosti

(%o, Yo 20) = C.
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Koncovy bod Bz, ¥, z;) ktivky dévajici extrém musi rovnéZ pattit k plose
v(z, ¥, 2) = C a tedy &tyti podminky pro koncové body
Yo = Y(To)s 2o = 2(xo), ¥ = yly), 2, = 2(x,)

nejsou mezi sebou nezavislé; mezi nimi plati vztah

(%o, Yor 20) = Y21, Y10 21)- (2r)
Po stanoveni C mtifeme feSit nasi ulohu jako tilohu na extrém tvaru rozebfraného
v § 21. (Extrém integralu za podminky, Ze kiivka ddvajici extrém leZi na dané
plode.) A v tom pfipad$ integrovani odpovidajicich rovnic nam déa dvé libovolné
konstanty (viz str. 126). Priddme-li k nim C, dostaneme tti libovolné konstanty,
které se uréi z podminek na koncové body, jeZ jsou rovnéZ jenom tii (podle
(21%).

Formulace Glohy. Shora uvedenou methodu lze roziifit rovnéz

na tlohy obecnéjsi. Hledejme na priklad extrém integralu

b
; ’ ’ 4

fF(x; Y1s Yo <+ Yn3 Y15 Y2s - Yp) AT (22)

za podminky, %e véedhny ééry tiidy pi'ipusthych kiivek vyhovuji
soustavé k diferencidlnich rovnic: '

PiT; Y1 Yz <o s Yns Yrs Yoo oor Yy) = O
G=1,2,.... k) (23)

a nékterym podminkam pro koncové body v poétu 2n + k.

Podobné jako v rozebraném nejjednodu$im piipadé je mozno
dokazat, Ze existuje-lt hledand kfivka y, a je-li podél kfivky jeden z hlav-
nich determinantd funkciondini matice

e\ [i=1L2 ..k
ayt 1::1,2,...,71,
vidycky razny od nuly, pak vy, je integrdlni kiivka ndsledujici soustavy
n -+ k diferencidlnich rovnic:

d

H”‘_EE

Hy. =0 (t=12,...,n),
v ( ) (24)

' (p,'=0 (j=l,2,...,k),
kde H = F + > ;p; a kde 2; jsou nékteré funkce x.
: &

7
Tato véta umoZiiuje jako v nejjednodussich pripadech dfive rozebi-

ranych skuteéné uréit hledanou kfivku, predpoklddame-li, Ze hledana
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kiivka existuje. Nebof soustava (24) uddvé n'4 'k diferencidlnich
rovnic, z nich% k je prvniho ¥4du a n druhého Fadu, a tudif obecnﬁ
integral této soustavy _
Y= [z, xy, 009, 0y 00m4) 0 =1,2,...,n0)

bude obsahovat 2n -k libovolnych konstant. Podle véty naledi
hledana kfivka y, do této soustavy a k jejimu stanoveni zbyva najit
hodnoty konstant «. K tomuto cili zfejmé staci pouit podminek pro
koncové body, jichZ mé byt podle pfedpokladu priavé 2n + k. .

Je-li podet podminek pro koncové body vétsi nei 2n + k, pak je
tloha obecné nefeSitelnd. Je-li téchto podminek méné nez 2n + £k,
pak miZeme bud volit zbyvajici konstanty « tak, aby pro tyto hodnoty
integral J vzaty podél kfivky v, nabyval extremalni hodnoty nebo;
jak to ¢inime v § 18, hledat methodou variaci dalsi podminky — zobec-
nit pojem transversality.

Uvedena Gloha ma nazev obecny Lagrangetv problém.*)

P¥iklad. Po jaké zavFené kfivce must letét letadlo, jez md. viagtnt rychlost vy, aby,
v Casovém intervalu T obletélo plochu nejvétstho obsahu; p¥i tom se predpoklddd,
e rychlost vétru je konstantni a md konstantni smér.

Necht osa Ox jde ve sméru rychlosti vétru. Oznatme « tvihel mezi vlastnim
smérem letadla a osou Oz a z(t), y(¢) souradnice polohy letadla v okamziku ¢.
Rychlost v letadla je geometrickym soudtern jeho vlastni rychlosti v, a rychlosti
vétru. ProtoZe komponenty v jsou rovny z’ a y’, js

z’ = yycosx + a, Yy = v, Sina. (25)

Plocha, omezena zavienou trajektorii letadla, méa obsah vyjddfeny integrilem'
T
if(:z:y’ —yz') de. (26)

Nase uloha vede k uloze najit maximum (26) za dvou pod,m,inek (25). K tomu
je tieba na,lézt nepodmin&ny extrém integralu

f[zy’ — yz’ + A(x’ — vy cosa — a) + Ay(y’ — v, sina)] d¢; (27
0

zde jsou hledanymi funkcemi: z(t), y(f), « = «(f). o ‘

4) Geometricky vyklad obecné tlohy podmindného extrému podal v r. 1934 ve evé
préci L. A. Ljusternik.

Podminky kladené na funkci znamenaji geometricky ve funkeiondlnim prostoru
nékterou ,,varietu‘* N. Body extrému funkeionélu J(y) na ,,varietd N jeou ty jeji body,
v nichZ se dotyké hyperplochy J(y) = const. Z toho je zfejmd, jaky je geometricky
vyznam pravidla Lagrangeovych multiplikdtori. (Pozn red Gostechizdat, Moskva,
Leningrad 1950.)
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Sestavime pro n& Eulerovy rovmice. Oznatime-li F vyraz za integra¥nim
znamenfm v (27), méme

d ., d

F,— EF" = 0 neboli y —% (—y+4) =0, (28)
d ) . d

F,— E-F,: = 0 neboli —z _E(I + 2;) =0, (29)
F, = 0 neboli 2, sinx — 4, cosax = 0. (30)

Z (28) a (29) plyne, Ze
2z + Cy, =14y, 2y + C, = — 4. (31)

Rovnob&#nym posunutim poddtku soufadnic 1ze doséhnout, aby se konstanty
C, a C, ve vyrazech (31) pro z a y staly rovnymi nule; potom je

;'2 ll
= y=_—_1 32
2’ Y 2 (32)
Prejdeme k polirnim soufadnicim. Oznatime r = l/:c’ + y* a ¢ pruvodié
a argument bodu (z, y), udavajictho polohu letadla v n8kterém &¢asovém oka-
mZiku. ProtoZe

tgp = —,
dostaneme z (32)
Y
tgp = — _2., (33)
gy 2
1
Z (30) plyne na druhé strang:
A
tga — L. (34)
Ay

Porovnédme-li (33) a (34), obdrZime

a=g+ . (35)

Smér letadla je kolmy k privodidi. Substituce (35) do vyrazu (25) vede

k soustavé:

' = — vy, 8ing + a, ¥y = v, cosp. (38)

Nésobime-li prvni rovnici z, druhou y a dosadime-li z = r cosgp, y = 7 sing,
dostaneme po seteni

zz’ + yy’ = ax = ar cosp = ar sina
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neboli

dr

1 1
—— @ty = ——1 = rﬁt- = ar sina.

2 de 2 dt

PouZijeme-li formule (25), médme

dr_ a dy

dt v, dt

r=—y+C
Yo

(37)

To je rovnice kuZeloset¢ky s ohniskemm v podatku soufadnic. ProtoZe 2

musime podle smyslu itlohy povaZovat za
¢&islo mensf neZ jedna (rychlost letadla musi
ptevySovat rychlost v&tru), pak rovnice (37)

znamen4 elipsu o vysti'ednosti% a s velkou
0
osou probihajici ve sméru osy Oy (obr. 19).

Je tedy kiivka s maximalni velikosti obsa-
hu oblétnuté plochy elipsou s velkou osou
kolmou na smér vé&tru a s vystfednosti
rovnou poméru rychlosti vétru k rychlosti
letadla, pii ¢ernZ smér letadla musi byt kolmy
k pruvodiéi elipsy.

Souvislost mezi problémem isoperimet-

RN

Vo

Obr. 19.

rickym a Lagrangeovym. Isoperimetricky problém Ize pfevést na problém

Lagrangetv.5)
Cht&jme najit extrém integralu

b
J = [F(z; y,, y;, Y1 oo y(l"l); Yar Ygo -+ o» y(zk-) veed
a

Yn» y;, e y,:"n)) dz,

méme-li pfedepsany podminky pro koncové body a daldi podminky

b
Ki= [FAZ; Y Yir o3 Y Y --)dx =1, 6 =1,2, ..., m).
a

Oznadéime-li

t
V)= [F;dz :=1,2,...,m),

5) Lagrangeovu tlohu nelze na isoperimetricky problém pfevést.

' 135



méame .
!F;(z) = F(x; y1, yi, veos Yo y,:, o)y (38)
pfi demZ
Yia) =0, P;(b) =1, ¢ =1,2,...,m). (39)

Jo tedy nafe isoperimetrickd uloha ekvivalentni 1loze Legrangeovs: najit
soustavu n + m funkef: ¥, ¥g, -+ s Yni P10 Yoo ++-» ¥m» spojenych vztahy (38) a
spliiujicich odpovidajici podminky pro koncové body pro funkce y; a podminky
(39) pro funkce ¥, a to takovou, aby za danych podminek realisovala extrém
integrélu

b
[F da.
a

V souhlase 8 methodou Lagrangeovou vede naSe tloha na problém vyhledat
nepodmin&ny extrém integrilu
b

fIF — ZA(P; — F))ldz,

a
kde 4,(z) jsou n&jaké funkce; F; a F nezdvisi na ¥, a jejich derivacich. Soustava
n + m rovnic pro nadi Eulerovu ulohu se rozpadne na soustavu n rovnic vzhle-
dem k funkcim y,:

o F + ZA,F,] d o
Wi[ e Az oy,

%

[F + ZA,F;]—...=0

a na soustavu m rovnic vzhledem k funkcim ¥, které nabudou tvaru

d .
d_:v-l'. =0(=1012,...,m),

t. j. koeficienty 4; se stanou konstantnimi é&isly.
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