Integralni rovnice a jejich pouZiti pfi nékterych
problémech mechaniky, matematické fysiky a techniky

Nékolik aplikaci teorie singularnich integralnich rovnic

In: Solomon Grigorijevi¢ Michlin (author); Otto Vejvoda (translator): Integralni
rovnice a jejich pouZiti pfi n€kterych problémech mechaniky, matematické fysiky
a techniky. (Czech). Praha: Pfirodovédecké vydavatelstvi, 1952. pp. 293-331.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402778

Terms of use:

© Piirodovédecké vydavatelstvi

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
O delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/402778
http://dml.cz

tplna, 1ze hledanou funkei u(§, %) a pravou stranu @(z, y) rozvinout
v fady -
/"(‘5: 77) =k2.1a’k (»Dk(s’ "7)’ Ay = (.u’ ‘Pk)s'

¢(x: y) zkzl Qk (pk(xy 3/), Qk = (¢: (pk)

Dosadime-li toto do (9} a uzijeme-li vzorce (12), dostaneme
® q o,
Z Tk (pk(x> ?/) = Z ng (pk(x: y):
k=1"% k=1
odkud a, = 1,9,. Releni dostaneme ve tvaru

u(&, n) = _:lk D, pu(&, 7). (13)

Uloha se tedy pFevadi na vypodet charakteristickych &isel a charakte-
ristickych funkef soumérného jidra % Ten lze provést zptisoby vylo-

Zenymi v kap. 2, éasti I. V. I. Dovnorovié, aby si ovéfil praktickou
vhodnost fady (13), vypocetl prvych Sest ¢lent této fady pro raznik
tvaru rotadniho paraboloidu. Porovnani s pfesnym fefenim ukézalo,ze
chyba v uréen{ pusobicf sily @ byla okolo 2,259,. ‘

KAPITOLA 6

NEKOLIK APLIKACI THEORIE
SINGULARNICH INTEGRALNICH ROVNIC

§ 66. Hilbertav problém. Rozebereme problém uréit funkei harmo-
nickou v néjaké rovinné oblasti D za pfedpokladu, Ze na nékterych
dastech hranice jsou ddny hodnoty hledané funkce a na jinych jsou dény
hodnoty jeji normélni derivace.!

1 Tento problém je specidlnim piipadem obecného Hilbertova problému, pri
ndm? se hledd harmonické funkce za podminky, %e na hranici je zndma linearni
kombinace samotné funkce a jeji normaln{ derivace.
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Pro jednoduchost budeme pfedpoklidat, Ze na kazdé z uzavienych
k¥ivek tvofieich hranici L jsou jak oblouky, na nichZ je didna funkce,
tak i oblouky, na nich# je ddna normélnf derivace.

Oznaéme ¥,, 73, ..., Yan_1 Oblouky hranice, na kterych je dana
hledand harmonicka funkece Uf(z, y). Necht na téchto obloucich
U = f(s), (L

kde s je délka oblouku hranice. Oznaéme déle y,, ¥,, - - ., Y2, ty oblouky
hranice, na kterych je dina normalni derivace. Necht na téchto
obloucich

oU
= hs) (2)

kde n je vnéjsi normala k hranici. Problém spoéiva v uréeni funkce
U(z, y) harmonické v oblasti a na hranici vyhovujici rovnicim (1) a (2).
Oznaéme «, a B, polateéni a koncovy bod oblouku y,,. Potom
ziejmé f). a &+ jsou poatedni a koncovy bod oblouku y,.,,. Nebu-
deme predem predpokladat, Ze U(z, y) je spojitd v bodech &, a fi.
Potom, jak uvidime, Hilbertiiv problém pfipousti nekoneéné mnoho
TeSeni, zavisicich na néjakych parametrech. Volbou téchto parametri
-1ze docilit toho, aby U(z, ¥) byla spojita.
Upravme podminku (2). Oznaéme V(z,y) funkei konjugovanou
s Uz, y). V dusledku Cauchy-Riemannovych rovnic
W _aw
ds  on’
Odtud muzeme uréit hodnoty V(z, y) na obloucich y,;:
8 $
. 14 ‘
na yap Viz,y) = ‘gds + Cp= | fi(s)ds + C.
oz g
Oznaéme
8 B
Jfi(s) ds = f*(s).
@,
Nyni mtzZe byt Hilbertav problém formulovan takto: uréit funkei
analytickou v oblasti D, jestliZe na jednéch &dstech hranice jsou diny
hodnoty jeji redlné édsti a na druhych jeji éasti imaginarni:
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na Yer-1 U= f('s)r
na ¥k V= f*s) + Ch

kde C, jsou libovolné konstanty.

Poloime U 4 iV = ¢(z) a necht T'(z; {) je Schwarzovo jadro oblasti
(viz § 41). Potom

o) = g [Uo) T 0 ds - ic, @
L

(3)

kde C je jistd konstanta; L je hranice oblasti D. Funkce @(z) bude
zfejmé znama a na$ problém bude rozieSen, jestlize uréime hodnoty
U(o) na obloucich y,,.

Integral v (4) rozdélme na dva: jeden vztaZeny na oblouky y,,
Va1 <+ Yan1 & druhy vztazeny na oblouky v,, 4, ..., Ys.. V disledku
podminky (1) je prvy integral velidina znidm4 a rovni se

f}‘ T(z

72L—1

1
27

lI Ms

Pro struénost oznadme tento integril w(z), takZe

=Ln§f . &) do + wlz) + iC.
Yar

Necht ¢ je bod na néjakém oblouku y,,,, pfisludejici délce oblouku s.
V posledn{ rovnici piejdeme k limité nechajice z —¢. Abychom pro-
vedli limitni pfechod v integralu napravo, uZijeme vzorce (27), § 41:

Lo gy — L 48 :
%T(z, $Ydo = por + P(z; 0) do.

Nyni
,,i ; U(U dg g f U(o) P(z; £) do + w(z) + iC.
Yok Yor

V druhém ¢lenu Ize provést limitni pfechod za integraénim znamén-
kem, nebot funkce P(z; {) je spojitd. Prvni élen je integral Cauchyho
typu a jeho limita se uré¢i podle vzoree (2), § 22. Mame tedy:



1z U(o)d il .
) =U(@s) +— > Ulo)dc + > f U(o) P(t; £)do + w(t) 4 iC.
T A f—t o]
_ Yar Yo
Oddélme v této rovmici imaginirn{ éasti a uZijme podminky (3).
Potom dostaneme:

nla y2m'

—igf G)Re(
TS
Yk

S 3 frermes pyas=
k=1

. Yor (3)
= f*s) — Im{w(t)} + Ch;
¢, =Cn—C.

Rovnice (5) je singuldrni integrdlni rovnice, v ni% nezndma4 je hodnota
U(z, y) na obloucich y,,. KdyZ jsme rozfeili tuto rovnici, uréime
U(z, y) pomoci vzorce (4). Zplisobem vylozenym v § 27 lze rovnici (5)
prevést na rovnici Fredholmovu. Av8ak vySetfovani a FeSeni této rov-
nice v obecném piipadé je znaéné obt{Zné. Omezime se proto na nej-
jednodussi a soudasné pro aplikace dosti dalezity piipad, kdy oblast D
je polorovina. Tomuto pfipadu bude vénovan nisledujici paragraf.

§ 67. Hilbertav problém pro polorovinu. Schwarzovo jadro pro polo-
rovinu lze lehce sestrojit. UZijeme k tomu vzorce (26), § 41.

"Schwarzovo jadro pro kruh je dobfe zndmo a rovna se

B do’ = — T by,

20 T —1

| R
= T'(t

kde ¢ je bod uvnitf kruhu, 7 je bod na kruZnici a do’ = [dz|. Funkece
zobrazujici jednotkovy kruh na hornf polorovinu ¥ > 0 ma tvar

z2—1 _t—1

t=z—|—1:, T—m.

Podle vzorce (26), §41
_ 141 |dg
557 D) do mL—z L+

Jestlife polozime ¢ = & + in, pak na hranici poloroviny 5 = 0
a {=E¢.

on
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1 &241 dé&
i E—2 241

Odtud ('1)

1
o T(z ¢)do=

1.df 1 gd¢
nig—z_n¢§2+1' -

1
o T () do =

Vzorec (4), § 66 nabyva tvaru

+o 4o
1 dé 1 &de& .
u(&) = U(&, 0).

Druhy integral je konstanta. Oznadime-li tym?% pismenem C veli-

éinu +o
1 . EdE
C+ - fu(g)ﬂ_l’

vyjadfime Schwarziv integral ve tvaru

+ o

ooy = [ B2 +io 2)

—w

Pro jednoduchost pfedpoklidejme, ze viechny useCky ¥a, Y4y -+ Van
jsou omezené, takZe na &istech hranice poloroviny vzdalujicich se do
nekonedna je dana funkce U(£, 0) = f(£).

Necht ¢ je bod na jedné z Gsedek y,;. Ve vzorei (2) nechme z — .+
Opakujice Gvahy § 66, dojdeme k singuldrni integralni rovnici

na Yom

— | wORe(35) = — i) + 02

Votet?on
Vyznam oznadeni je tenty jako v § 66.
Na#i rovnici lze zjednodusit. Piedeviim veli¢iny &, ¢, d& jsou redlné,
a proto lze symbol Re vypustit. Oznadme jests pro struénost

*(t) — Im{w(t)} + C,, = — B().
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Tak dojdeme k rovnici

= [ o= (3)
Yottt vy,

Tuto rovnici lze Fesit zpusobem vyloZenym v § 27. UZijeme zde tohoto
zpusobu, pouze jej nepatrné pozménime tak, jak jsme to uéinili na

konei § 26.
Necht z je libovolny bod v komplexni roviné. Polozme
1 d¢
Yot et ¥y

Uzijeme-li véty o limitnich hodnotidch integrilu typu Cauchyho,
dostaneme

na ym Fy(t) + F(t) = iB(). . (5)

Zavedme novou neznamou 9(z), kladouce

Vl—[ (2 — i) (B — 2) F(2). (6)

Odmochina ve -vzorei (6) méd riznd znaménka na ridznych stranach
usebek y,n,. Odtud lze lehce uréit, Ze @(z) vyhovuje rovnici

nayem  Bift) — elt) = i B(Y) ]/ TT¢— a8 —1). (7)
k=1

Jedno FeSeni této rovnice je

() — f Vﬂ&—ak e

Vgt et ¥y

a tedy
F(z) =
1 [ n d¢
= — - . f V I—[ —_— (XL -—_ E) 5 Z.
27 1—[ (2 — ap)(Pr — 2) votetryn
F=1
Odtud uréime u(t), nZivajice vzorce

u(t) = Fy(f) — F,(t),

298



ktery v naSem pripadé dava
na Yam

u(t) =

Vﬂ EC ]/n e — 8 5oy
(0 — ) (B — ) vptetryy

Obecné fefeni dostaneme, pfiéteme-li k tomuto jedté u,(t) — FeSeni
homogenni rovnjce

1 d
na yYam . f uo(£) f_—s—t = 0.

7’z+"'+7'2n
Klademe-li
1 d D .
FO(Z) = — f uO(E)f——EZ: " O(z) 3
Vot .t vy, Vﬂ (Z —_— Oék)(ﬂk — Z)
Dii(t) — Dy, (8) = 0.

Odtud plyne, Ze D,(t) je jednoznaéna v celé roviné. Pomoci uvah
obdobnych tém, jez jsme provadéli v § 26, se lehce presvedcime ze

dostaneme

D,(t) je libovolny polynom stupné n — 1. Oznacime-li j ]e] Qn-1(2),

mame:

ug(t) = Foit) — Foolt) =

?’n—l(t) . (9)
]/(— L=t ]__[ (t —o)(Br — )
k

=1

Obecné feSeni rovnice (3) ma tvar

1

JBr —1) % +y2,,

+ nQ"-l : (10)
V(— 1)1 (¢ — ) (B — )
k=1

e
l
$
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Koeficienty polynomu @,_, je tfeba zvolit redlné, protoZe funkce
u(t) je realna.

Vzorec (10) obsahuje 2 libovolnych konstant: » konstant O,
obsaZenych v B(£), a n koeficientli polynomu @,-,(¢). Lze je uréit,
zvolime-li daldi dopliiujici podminky. Specidlné lze je zvolit tak, aby
u(?) byla spojitd v bodech «, a B;.

§ 68. Uloha o styku dvou pruznych polorovin. Necht jsou ddna dvé
pruzng prostfedi, z nichZ jedno vypliiuje horni a druhé dolni polorovi-
nu. Pfedpoklidejme, Ze se poloroviny dotykaji podél polopfimek
z << —aax > a (obr. 19), pii demZ nepusobi
¢ —  ZAdné tfeni. V intervalu —a < z< ajene-
konedén® Gzka §térbina, jeZ rozdéluje obé polo-
roviny. Na obé poloroviny pisobi od §térbiny
stejné roztahujici sily intensity %, stejnomérné
Obr. 19. rozlozené podél hranice $térbiny. Koneéné
budeme predpoklidat, Ze se napéti rovnaji
v nekonednu nule. Mdme uréit pole napéti v obou polorovinich.
Ozna¢me o, o}, 75, Dapéti, ul, u} posunuti v horni poloroving, 1, a u,
jeji Laméovy konstanty. Polozme déle
_ A+ 3
! A+ u
Tytéz velidiny vztahujici se k dolni polorovjné opatiime indexem 2.
Budeme také oznadovat @,(z), v,(2) resp. @,(z), ¥.(2) Goursatovy funkce
pro horni resp. dolnf polorovinu. VySetfeme krajové podminky nasf
flohy.
Predevsim podél celé osy y = 0

X

T, = 7o, = 0. (1)

Skuteéné, v intervalech [z| > a, kde se poloroviny dotykajf, neni
tfeni a nejsou tedy tedna napéti; v intervalu [z < a pusobi pouze nor-
maln{ sily a teénid napéti opét neexistuji. Dile v intervalu |z] < &
podle predpokladu pilisobi normilni roztahujici sily intensity 2. To
diva tyto podminky:

ol="h, =h y=0, |z| <a. (2)
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Koneéné v intervalech, kde se dotykaji pruznd prostfedi, musi byt
vertikaln{ normalni napéti i vertikdlni{ posunuti stejnd pro obé pro-
stfedi. To vede na posledn{ skupinu podminek: '

o, =05, y=0, |x| > a; (3)

uy, =ul, y =0, |z| > a. (4)

Resice nadi tlohu, nahradime krajové podminky (3) a (4) témito
‘podminkami:
uy=0,ul=0y=0, || >a. (5)

Podminka (4) pfi tom zfejmé neni porusena. Pokud se tyde podminky
(3), pfesvédéime se na konec o tom, Ze bude také vyplnéna.

Zavedeni podminek (5) misto (3) a (4) ndm umoziluje oddélend uva-
Zovat horni a dolnf polorovinu. Tak pro horni polorovinu mame nasle-
dujici krajové podminky:

Ty =0, y = 0; (6)
o =h y=0, |z] < a; (7)
u, =0,y=0, 2| >a. (8)

Tytéz podminky plati i pro dolni polorovinu. Budeme proto v dal$im
vynechivat indexy 1 a 2.

Obratme se ke Goursatovym funkeim ¢(z) a y(z). Podle vzorcd (8)
a (9), § 40 na pFimce y = 0
9(2) +29'() + yle) = i [(X, +i¥,) ds. (9)
Podle znimych vzorci
Xv = 04 COS(’V, x) + Tzy COS(‘V, ?/),
Y, = 7 cos(v, ) + o, cos(v, y),
kde v je vngjsi normila k hranjci. UvaZujeme horni polorovinu,
a proto » je orientovina smérem zipornych y, takze cos(r, x) = 0,
cos(v, y¥) = — 1. Vezmeme-li nyni v ivahu podminku (6), dostaneme
X, =0, Y,= —og,. Dile ds = dx. Dosadime-li toto do (9), dosta-
neme:

<P(Z)+Z<P'—(Z)+'PTZ)=fﬂvd% y=20.
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Av8ak proy = 0, z = x = z a posledni rovnici jsme opravnéni upravit
na tvar

9(2) +2¢'(2) + y(e) = [o,dz, y = 0. (10)
Oznadme
2¢'(2) + y(z) = 9(2). . (11)
Funkece #(z) je reguldrni v horn{ poloroviné. Z.(10) plyne
9(z) + () = [o,dz, y = 0. (12)

Prava strana posledni rovnice je velidina realnd. Odtud plyne, Ze i leva
strana je realna, t. j.

Im{p(z)} = Im{#()}, y = 0.

AvSak potom se harmonické funkce Im{p(2)} a Im{#(2)}, jez se rovnaji
na hranici poloroviny, rovnajf sobé vSude, a tedy sé mohou analytické
funkece @(z) a 9(z) lifit pouze o redlnou konstantu. Avsak ¢(z) je urdena
aZ na aditivni konstantu, a proto jsme opravnéni polozit

p(2) = 9(2).
Dosadime-li toto do (12) a derivujeme-li vzhledem k z, dostaneme:
Re{¢'(2)} = 49, y = 0. (13)
Uzijeme-li podminky (7), mime:
Re{¢'(2)} = %h, y =0, 2] < a. (14)

Zabyvejme se podminkou (8). Podle vzorce (4), § 40

2u(ug + tuy) = % @(z) — 2z 9'(2z) —p(2).
Polozme v tomto vzoreiy = 0. Potom z =z a
2u(us + uy) = % @(z) — @(2).
Oddélime-li imagindrni ¢isti a uZijeme-li podminky (8), dostaneme
: Im{p(z)} =0, y =0, [z[ > a.
Derivujeme-li tuto rovnici podle z, dostaneme:
Im{p'(z)} =0, y =0, [z] > a. (15)
Podminky (14) a (15) ukazuji, Ze funkce ¢'(z) je feSeni Hilbertova.

problému.
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Polozme @(z) = % ‘(z). Podminky (14) a (15) se pievadéji na tyto
podminky:
' Re{®D(2)} = 0, y=0, [z| > a,

(16)
Im{P(2)} = — 4k, y = 0, 2| < a.

V naSem piipadé je pouze jeden interval y,{—a, a). Déle w(t) = 0,
f¥(t) = — 3k, a tedy B(t) = — }h + C]. Velidinu — 3k + C; oznadme
B. Ze vzorce (10), § 67 nym uréime:

]/az — 52
L=

Vypoétéme integril v (17). Ponékud jej zjednodusime, nasobime-li
a délime-li jej ¢; tim jej pfevedeme na tvar

B Je—a?
n]/tz—a2f §—1t dé-

—a

proy =0, [{| <a

Re{®(t)} — (17)

:fz]/a2 —

Zvolme tu vétev odmocniny, pro ni# v nekoneénu plati rozvoj
s — a2 — = a'_Z
lz a z % + ...
Vy$et¥me integril typu Cauchyho:
2 __ 2
VC_“ ac.

Z(z)=2—m- F—2
¢

Hranice C je zobrazena na obr. 19; bod z lezi vné C. Pfipoétéme a ode-
Gtéme { v Citateli integrandu. Pak dostaneme

— f“z—az—c C+—f—dC
71

Ciz je regulaeni
uvnit¥ C. Dile funkee |22 — a2 — ¢ je regularni vné C a rovna nule
v nekoneénu. Prvy integril je tedy integrdl Cauchyho, a tedy

1(z) = |22 —a? — 2.

Druby integrél se rovnd nule, protoe funkce
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Hranice C' je ekvivalentni s dvakrit probdhnutym intervalem
{—a, a). Na horni a dolni strané intervalu mé odmocnina rizng zna-
ménka, takZe a

1 2 __ aZ

\ 7e & —z .
—a

Odtud . \
2 (VE=,, 15—
m'f F 2 d£__],z —a%—2z.

Podle véty o limitnich hodnotich integralu tyi)u Cauchyho
1 [ e—a? 1 ‘
Efﬁd& —'E‘ [X1(t) + xe(t)] = —1.

Dosadime-li toto do (17), dostaneme:
proy=0alf|<a

Re(®(1)) — Bti 4

o Vtz —a? + Vtz —a
Dokaime, Ze A = 0. Polozme ¢'(z) = p + ig; potom @P(z) =
= q — t¢p. Podle vzorce (5), § 40
P = }(o; + Uv)-
V naSem piipadé se zfejmé o, a o, sobé rovnaji v bodech soumérné
poloZenych vzhledem k ose y. Odtud plyne, Ze

(18)

p(@, y) = p(— =, 9),
t. j. p(z, y) je sudé funkece z. Aviak potom

o __ %
ox oy
je také sud4 funkee z a funkce

@ 0 = [ 22dx+q0,0

a

je bud licha, nebo se od ].iché li3i pouze konstantou. Podle vzorce (18)
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a(t,0) = Re(d(t)} — —

Bti A
, ] < a.
Vtz — & + Vtz a2 14
Bt A
q(_ A 0) = Vtz p + -Vtz —
Soucet 24
q(t, 0) + ¢(—¢, 0) = V?ﬁ

Odtud

muZe byt konstanta pouze pro 4 = 0.

Tedy Bii
Re{D(t)} = ———=
(@0} = — ==
Pripometime, %e Re{®(t)} = 0 pro [¢{| > a a y = 0. Re{D(!)} je tedy
uréena na celé redlné ose.
Podle vzoret (1) a (2), § 67

,y=0, [t| <a. ’ (19)

£dé -
D(z) = ——-f Ve —a + ¢, (20)

—a*(&—2)

kde C’ je redlna konstanta. Abychom vypoéetli mtegra,l (20), vySetime

integral rdr
27!@[1/52—«12 (t—2)"

kde C je hranice zobrazend na obr. 19 (str. 300). Funkce

Je
—a?

-regularni vné C' a rovna jedné v nekoneénu; podle znimé vlastnosti
Cauchyho integralu 2 '
° sz —a?
Nahradme hranijci C hranici ekvivalentnf, sestdvajici z dvakrat pro-
béhnutého intervalu {(— a, a). UvaZujeme-li obdobné jako p¥i vypoctu
integralu (17), zjistime, Ze

£dé¢ _i( =z
fvy—af—w"i@f—ﬁ )
ai(z):T'(W—zTaz—l)juo'i.
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Nyni , : z
Zbyva urdit konstanty B a C'. Podle predpokladw napéti v nekonedénu
se rovnaji nule. Odtud

(02 + 0)i_w = 4Re{g/(c0)} = — 4C" = 0

a ' = 0. Abychom uréili B, obratme se k podmince (14). V intervalu
{(—a, a> je odmocnina sz — a? imaginarni, a proto

)

proy=0,—a<z<a
Re{¢'(z)} = — B,
coz v disledku podminky (14) diva B = — 1h. Definitivné
’ h d p

Dostali jsme FeSeni pro horni polorovinu, vyhovujief krajovym
podminkam (1), (2) a (5). Re$ime-li nasi tlohu pro dolni polorovinu,
dojdeme k témuz feseni (21), takZe p,(z) = @,(2). Zbyva presvédiit se,
Ze naSe feSeni vyhovuje podmince (3). AvSak to pfimo plyne ze vzorce
(13), v dasledku néhoz

proy=0 o = 2Re(g}(z)} = 2Re(g}(2)} = o.
Nase uloha je nyni Gplné feSena.

§ 69. Uloha o styku dvou pruzZnych polorovin (obecny p¥ipad). Pied-
pokladejme nyni, Ze na spoleéné hranici dvou pruznych polorovin je
nékolik §térbin (a,, b,), <a,, b5, ..., {a,, b,>. Ponechdme predpoklad
§ 68 o tom, Ze na hranici neplisob{ tfeni, a pfedpokliddejme, Ze na kraje
§térbin ptsobi normalni napéti intensity p,(x) v horni poloroving
a Py(x) v dolni. Dojdeme k ndsledujici skupiné krajovych podminek:

na celé ose x

T, =0, 12, =0, (1)
na Stérbinach -
a;} = pi(x), Uﬁ = p,(x), (2)

na ose z vné §térbin .
o, = o3, U, = U (3)
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Jako v § 68 zjistime, Ze v disledku rovnic (1)

?u(2) = 2 @(2) + Wlz), k= 1,2

a -
Re{py(2)} = 45, y =0, k=1, 2.

Rovnice (2) a prvéd z rovnic (3) divaji tyto podminky pro ¢|(z) a-
Py(2):

na §térbindch p

: : Re{gi(z)} = (@), (4)
na ose x vné §térbin . .
Re{¢)(2)} = Re{p(x)}. T (5p
VySetfujme druhou z podminek (3). Obdobnymi ivahami jako v § 68 jiu
pfevedeme na tvar .

O Im{g,(x)} = C, Im{p,(x)},
kde
C, = _"_"_4__1, E=1,2.
. 2

Derivujeme-li tuto rovnici vzhledem k z, dostaneme krajovou pod-
minku, nutnou k uréeni funkef ¢ (z):

na ose z vné $térbin

C, Im{‘P;(z)} = O, Im{‘l’;(x)} - (6)

Oznaéme ‘ 7o) = 7208). ‘

Funkce @,(2) je reguldrni v hornf poloroving; jeji derivace se rovna
nule v nekoneénu. Viimnéme si, Ze na ose x

‘Re{@(2)} = Re{gs(v)}, Im{ps(v)} = — Im{gy(x)}.

Uvazujme funkei () = C17)(2) + Cs Pi2).

Tato je reguldrni v hornf poloroving a vyhovuje na ose x témto pod-
minkam:®

na Stérbinach Re{w(z)} = 3(Cp4(z) + C.p4()), ()
vnd $térbin Im{w(x)} = 0. (8)

f
Prva z nich plyne ze (4) a druha z (6). Uréeni w(z) je tedy
pfevedeno na Hilbertiv problém, jehoZ FeSeni je uvedeno v § 67. Kdyz
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jsme uréili w(z), najdeme ze vzorcu (5) a (7), Ze vné térbin na ose x

Re{p;(z)} = Re{p,(z)} = %.

Nyni jsou reilné &asti funkef ¢,(z) a py(2) zndmy na celé ose x a tyto
funkce jsou uréeny vzorcem (2), § 67.

V)’rraz\ pro w(z) obsahuje n libovolnych konstant, jez se vyskytuji
také ve @,(x) a py(x). Tyto konstanty lze uréit na zakladé nasledujicich
uvah. -

Podminku (8) jsme dostali z (6), kterou jsme opét dostali derivova-
nim podle z podminky (3) 1 o

Uy = Uy.

Odtud plyne, Ze sestrojené reSeni nebude vyhovovat oné podmince,
nybrz této:

vné Stérbin 1 2
oul _ ous
ox ox

watse v . Y4
¢ili, coz je totéz,
vné $térbin u, = u? + konst.,

pii éem#% konstanty v posledni rovnici budou obecné riizné v riaznych

intervalech osy x vné Stérbin. Aby nami sestrojené feSeni vyhovovalo

viem krajovym podminkim, musi se uvedené konstanty rovnat nule.

Tato podminka stadi k uréeni libovolnych konstant vyskytujicich se
v w(z).

Obdobné se fe§{ problém styku dvou pruZnych anisotropnich polo-
rovin.

§ 70. Tlak tuhého razniku na pruznou polo-

y rovinu. Predstavme si tuhy raznik libovolného

L / tvaru, vtladeny v pruznou polorovinu (obr. 20).

2 =t Chceme ur¢it napéti zptisobena tlakem razniku.
\\‘—/ Utitime tyto predpoklady:

a) V intervalech hranice x >a a z < —a
nejsou Zadna napéti.

Obr. 20.

-b) Na raznik plisobi sily normélni k hranici. Odtud plyne, %e pod
raznikem nevzniki Zadné tieni.
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Uvedené predpoklady dovoluji formulovat krajové podminky tlohy:
1. 7,,= 0 pro y = 0, ' (1)
2.9, =0proy=0a jz| >a. (2)
3. Protoze je tvar razniku znamy, lze vertikdlnf posunuti bodu polo-
roviny pod raznfkem povaZovat za znimi aZ na libovolnou aditivn{
konstantu, zavisici na hloubce vniknuti raznfku. Tedy
u, = f(z) + konst. pro y = 0, |z| < g, (3)
kde f(z) je dana funkce.

Obdobné jako v § 68 dovoluje podminka (1) uréit toto (p(z) a p(2)
jsou Goursatovy funkce):

29'(2) + v(2) = p(2), ' ()
Re{‘nv,(z)} = %0’1/ pro y = Os (5)
2uu(tty + i) = % pl2) — P(2). (6)

V diisledku (4) se uloha prevadi pouze na urdeni funkce g(z); relace
(5) a (6) plevadéji tuto posledni lohu na Hilbertiv problém.
Oznaéme
P(2) = p1+ 4491, ¢'(2) = p + 1g.
Podminky (2) a (5) davaji:
p=0pro y=0a |z| > a. (7)

\ \
Oddélime-li v (6) imaginidrni éasti a uZijeme-li podminky (3), dosta-
neme:
2

I o
7= _Hf(x) + konst. pro y =0 a |:§| < a.
Derivujme tuto rovnici podle x a vSimnéme si, Ze % = ¢q. Potom.
dostaneme:
2u_ 4 _
Q—x+1f(x)PT0y—Oa|x|<a. (8)

Dodli jsme opét k Hilbertovu problému. Ten lze Fesit uitim methody
§ 67. Zvolime jinou anethodu, jeZz nas zprosti nutnosti vypoditat né-
které konstanty.
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Predpokliddéme-li, Ze ¢(z) je omezend v poloroving, muzeme ji vy-
jadfit pomoci Schwarzova integralu®

_ 1 [p60) 14 &

plz) = 7y E—2z 14 &£

—_w

dé + iC.

Derivujme tuto rovnici a potom integrujme per partes. Vezmeme-li

¥ ivahu, Ze op 1(‘2 9 _ p(&, y), dostaneme
) 0
g'(z) = —— f 55 ) ag.
‘Oznacéme pro strucénost p(&, 0) = p(&). UzZijeme-li podminky (7), nalez-

neme:
a

0=~ [ 25 (9)

—a
I
Necht nyni z — ¢, kde ¢ je bod intervalu (— a, a) redlné osy. ProtoZe

2 lezi v dolni poloroving, je
a

v =20 — 5 [H25

N, -—a

Oddélme imagindrn{ ¢asti. V disledku podminky (8) mame:

a

L a2
= [ES =750 (10)

—a

To je singuldrni rovnice, jejiz Yefeni lze uréit methodou § 26; dosadi-
me-li nae oznaceni do vzorce (28), § 26, dostaneme:

o m f r&VF—¢ 4
o) = — oA =t (D)

1 Schwarzova jadra pro horni a dolni polorovinu se lidi znaménkem.
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Konstantu A4 lze uréit, jestlize je zndm hlavn{ vektor P sil plisobicich
na raznik. Vskutku

P= fa o,(t,0)dt =2 fap(t) dt.

Oznaéfme-li pro struénost prvy &len v (11) py(f), mame ziejmé

1P = [ po(t) At + =4,

odkud

a

P 1
—a
V8imnéme si specidlniho pfipadu rovinného razniku. 'V tom p#ipadé

f(x) = konst. a P
2z)a® — 2

Tento vzorec udava rozdéleni normalnich napéti pod raznikem. Dale
a

iy — P d¢
P T f Jar — &6 —2)

—a

plt) = (13)

Abychom vypocetli tento integril, poloZme

1 d¢
w(z)_%fvvm(f_z)’
c

kde C je hranice zobrazend na obr. 19. Funkece ﬁ
a —

je reguldrni

vné C a rovna nule v nekoneénu, a proto
1
l/az Ty
Nahradme hranici C dvakrit probéhnutym intervalem {(— a, ad; tak
dostaneme

w(z) =

1 dé I
;z;f ]/’az —E(E —2) - l/az 2
a tedy 4 ’ P e
P'(z) = —m~ (14)

Ve vzorei (14) je odmocnina na dolni strané tsetky (—a, a) zé,porné,.
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§ 71. PFipad n&kolika raznikd. JestliZe na polorovinu tlaéi nékolik
razniki, fesi se iloha v podstaté stejné jako v piipadé jednoho razniku;

Oznalme (x4, By, {&s, B2, --- , {&n, By intervaly hranice, na néz
pusobi raznik; mnoZinu téchto intervali oznaéme I a mnoZzinu doplii-
kovych intervali hranice M. Oznadme jako diive f(z) vertikalni posu-
nuti pod raznikem v bodé s abscisou «. Veli¢inu f(z) miZeme povaZovat
za danou predem aZ na libovolnou aditivni konstantu, jezZ miize mit
rizné hodnoty na riznych intervalech (o, fi).

Uzijeme-li oznaceni pfedchazejiciho paragrafu, pfevedeme tlohu
o tlaku n&kolika razniki na nasledujici Hilberttv problém:

Re{¢'(t)} = 0 na M,

1
Im{p/()) = 220 /') na I, W
pti cemz o
"y — L P& 1 [ p&)
— o L

Odvozen{ téchto vzorcd je stejné jako v predchdzejicim paragrafu.
Nechame-li v (2) z— ¢, kde ¢ je bod na L, a oddélime-li imaginirn{
¢asti, dojdeme k rovniei

L [ p(§)dé  2u .
;J e f@). (3)

%+ 1
Jeji Feseni lze napsat podle vzorce (8), § 68, zamé&nime-li v tomto vzorei

: 20,
B(t) vyrazem R | 1 @):

nl = — 21 :
nx + 1)V<— 11 T (¢ — s)(Be — )
k=1 :
V(—l)"—lkﬁ (€ — o) (B — &)
: Lf £ i dt +
_|_ ?‘n—l(t) ' . (4)
]/(—D"-lkﬂ (t — 0B —2)
=1
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Koeficienty polynomu @, ,(f) mohou byt uréeny, jestlize zndme hlavni
vektory sil, ptisobicich na kazdy raznik jednotlivé; tyto koeficienty
jsou vyjadifeny hypereliptickymi integraly.

Jestlize jsou razniky rovinné, pak f(r) = konst. (konstanty mohou
byt rtzné na réznych intervalech {x, f>) a f(x) = 0. V tomto pii-
padé
Qr-1(t)

]/(—n"-lﬁ (8 — o) (B — 1),
k=1
Dosadime-li toto do (2), lehce najdeme:
Q) .
/ ’ n
—I/ (=1 ] 2 —ai) (B — 2)
k=1

p(t) = (5)

#'(2) = —

(6)

§ 72. SmiSeny problém theorie pruznosti. Uvazujme n&jakou rovinnou
oblast D, vyplnénou pruZnym prostiedim. Budeme predpokladat, zZe
oblast D je obecnd mnohonasobné souvisld

(obr. 21). Necht jsou na &asti hranice, kterou L
oznac¢ime M, dana posunuti bodili prostfedi

a na dopliikové ¢asti hranice, kterou ozna-

¢éime L, jsou dany sily pusobici na pruiné M

prostfedi. Problém uréit napéti v pruiném

prostiedi za téchto podminek se nazyva smi-

Senym problémem theorie pruZnosti.

V daldim budeme pfedpoklddat, Ze hranice - Obr. 21.
oblasti D je dostatetns hladka. »

Zavedme nésledujici ozna&eni. Hranici oblasti D oznatme C, takze
C =L+ M. Dile, L se skladd z nékolika navzdjem nesouvislych
obloukd, jeZ oznadime y4, y,, ..., ¥,; komplexni soufadnice bodi, odds-
Iujicich tyto oblouky od obloukd M, budeme znadit &y, 5 oty B -}
&,, B,. Slozky vnéjsich sil plisobicich na oblouky L oznalme jako
obvykle X, a Y,; elastickd posunuti u, a u,. V disledku vzorca (4),
(8) a (9), § 40 vyhovuji Goursatovy funkce naseho problému témto
krajovym podminkam:
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na M

% () — L@ (0) —9(0) = 2ulu, + tu,), (1)
na y, . ,
?(0) + Lgid) +9(0) = [(X, +iY,) ds + Oy (2)
Upravme tyto podminky. Uréeme funkece bodu na hranici §(¢) a f(¢)
kladouce 0 na M
8(¢) ={ %+ 1 mna L; (3)
_ [ —if(X,+7,)ds na L, .
ey = { 2u(u, + tu,) na M. (4)

Konstanty, az na které jsou uréeny integrily
(X, +i¥,) ds

na kaidém z obloukdl y;, lze zvolit tak, aby f({) byla spojitd na pf.
v bodech «,. Na konec polozme jesté '

co={ 7Om g
V tomto oznaéeni Ize podminky (1) a (2) napsat takto:
# (L) — 8(2) 9(8) — L ¢'(8) —w(8) = f(¢) + C(2). (6)

Jako obvykle je podstatné uréit funkei ¢({); potom lze urdit w({),
vypocteme-li pomoci (6) jeji hodnoty na hranieci, z nichz se funkce ()
uréi pomoci Cauchyho nebo Schwarzova integralu.

Zabyvejme se uréenim ¢(z); vynasobme obé strany rovnice (6) vy-
razem 1

i T'(z; ¢) do,

kde T'(z; £) je Sehwarzovo jadro oblasti D, a integrujme podél hranice
C. Opakujeme-li Gvahy § 42, dostaneme

i) — g [0 90 T 0 ar—g [t7DTE Dao=
(5 c

1 1
=5 [1ors0a+ ¢ [ow rEn s (7)
C ¢
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‘Rovnici (7) 1ze zjednodué{t. Ptipomenime si identitu (23), §41

—f 2 ) do= 3 F(@)

ktera plati pro kazdou funkei ¥ (2), reguldrni v D. V § 42 jsme zjistili, Ze
¢'(z) je regularni v D, a proto

-—f ) Tz 2) do = 3 97(@).

PoloZzme v této identité z = a. Odecteme-li, dostaneme:
1 (——
Ef‘r'(C) {T(2; &) — T(a; £)} do = 0. (8)
&

Identitu (8) niasobme z a odeé¢téme od (7). TTreti élen nalevo v (7) se
transformuje takto: '

——fc D T 0) do =

=——f {[(c—z (zﬁC)-I-zT(a,i)]%%},dZ‘:

1 f {c—zm )+zT(a,¢)1‘§—‘g}da. (9)

Derivace ¢'(£) je tedy z rovnice (7) vyloudena. Viimnéme si jesté, Ze aZ
na logaritmické séitance je jadro integralu (9) spojité v oblasti D
i s hranici. Jadro integralu (9) budeme znaéit K(z; {).

Vratme se ke druhému élenu nalevo v (7). Podle defmlce a podle
vzoree (27), § 41

L (50190 T £) do= 122 f P(0) T ¢)do =

47 47
¢ L

Ltx 90 4, 1Hx ,
=L [Fa [e0 Pmode o)
L

2m
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Piejdéme k pravé strané rovnice (7) a oznaéme

1 - .
i [10TEDd = Te, oy
c

n Ck n
ﬁ f 00 T do=— > 2% [T ) do= SO Fa) (12
C

Yk

Dale podle definice

kde jsme oznadili ;
1
Fiz) = i T(z; ¢) do.
g’

Vzorce (9) a (12) dovoluji upravit rovniei (7) na tvar

Z’_l+xf¢ t—— [0 P 0do +
L
+ o f K@ 0do=F@) + 5 Py (13)
k=1

Necht nyni z — ¢, kde ¢ je bod na L. UZijeme-li ‘véty o limitnich
hodnotéich integrilt typu Cauchyho, dostaneme singuldrni integralni
rovnici

(x — 1) glt) — ";lfcf)t (5 [ee P do

I
1 - n

+5- f (0 K(t, ) do=2F() + 2 2 CuFylt).  (19)
" =

Prevedme druhy a tfetf integral napravo a tak ziskanou pravou

stranu oznatme @(t). Potom

(x— Do) — 2 fg;(_%dc — &(1). (15)
L

Uvazujice dotasné @(t) jako velié¢inu znimou, miZeme rovnici (15)
fesit. Podle vzorce (8), § 27
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___x—l -_x—l—l" b —oap \™ 28 —B\™ D)
(t) = 43 o) 4%ni£(t—ﬂk) fn(C—ak) é—tdc+

7 k=1
N Qacyt) Comel (_i).
[T —empme—por 7\
k=1

Podrobme toto FeSeni podmince, aby ¢(¢) byla spojitd v bodech «,.
K tomu je nutné a stadi, aby @,-(¢) = 0, a potom

na L
iy x—1 x—f—l t — o B\™ D(¢
¢lt) = — dx P — dxmi (t—ﬂk) fn(c—cx) C—tdé-
(1

Naznadme struéng dalif postup Feden. Konstanty C,, jeZ byly dosud
libovolné, lze zvolit tak, aby ¢(¢) byla spojitd také v bodech §;. Do-

sadme tyto hodnoty do (13) a (16). Dale v integrélu — _12;% f c¢(C)z ac

nahradme @({) jejim vyjddfenim ze (16). Potom bude jadro uvedeného
integrdiu absolutné integrovatelné. Nechme nyni v (13) z — ¢, kde ¢
tentokrat znadf Hbovolny bod na hranici C. Limitni pfechod lze provést
za integraénim znaménkem v3ech integrald a to nas pfivede k integralni
rovnici tvaru /

xglt) — [K'(5, ) p(0) do — [K"(C, ) 9(Q)do = (), (17)

kde Q(t) je znama funkce. Oddélime-li v této rovnici redlné a imaginarni
&asti, dostaneme soustavu dvou integralnich rovnic Fredholmova typu.
Lze dokézat, Ze tato soustava a s ni i rovnice (17) je Yesitelnd. Refenfm
rovnice (17) uréime hodnoty ¢(f) na hranjci, a potom lze @(z) urdit z je-
jich hraniénich hodnot pomoci Cauchyho integralu.

Regeni smiSeného problému theorie pruZnosti je podrobné vyloZeno
v pracich D. I. Sermana [37h, k]. Podotykime, Ze rovnice (15) je
v [37h] feSena neobydejns sloZitou methodou.
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§ 73. PFipad oblasti racionalné zobrazené na kruh. Ve shora citovaném
¢lanku [37h] dokazal D. I. Serman nasledujici vétu:

Jestlize oblast D je konformné zobrazena na kruhk pomoci raciondlni
funkce, je smiSeny problém theorie prufnosti pro tuto oblast feSitelnl
v konetném tvaru a to kvadraturams.

Uvahy D. I. Sermana se v mnohém shoduji s Gvahami, jichZ uzil
N. I. Muschelisvili pFi dukaze analogickych vét pro zakladni problémy.
Uvedeme zde tivahy D. 1. Sermana s nékterymi nepodstatnymi zmé-
nami. '

Necht z = w(t) je funkce konformné zobrazujici oblast D na kruh
[t] < 1. Hranice O je pfitom zobrazena na kruZnici |7| = 1, kterou
budeme v dalsim znadit I', a mnoZina obloukt L a M prejde v néjakou
mnozinu obloukd L" a M’, p¥i éemz L' + M’ = I'. Oblouky y, piejdou
v néjaké oblouky y; kruZnice I'. Koncové body obloukt y, oznaéme
«p a Br. Oznadme jests

¢ = (o), p(o(7)) = P(7), p(w(7)) = ¥(7), f(w(o)) = F(o),
 8(a(0)) = 84(0), C(w(0)) = Cs0).

Provedme nyni ve vzorci (6), § 72 transformaci { = w(s). Uvedeny
vzorec nabude tohoto tvaru: '

w(o)

# ®(o) — 8,(c) D(o) — =) @'(0) — P(0) = F(o) + Cy(0). (1)

Podle predpokladu je funkce w(o) racionalni:

kde a(o) a b(c) jsou polynomy. Odtud

b(o) a'(0) — a(o) b'(0) _ ay(o)
b*(0) ~ by(0)’

w'(c) =

kde a,(o) a b,(0) jsou také polynomy. Dile

o’ . . al(o-)
YO =35

Oznaéme @,(c) a b,(c) polynomy, jet dostaneme z polynomi a,(c)
a b,(c) zdmé&nou viech koeficienttd komplexné sdrufenymi.
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Potom a,(0) = @,(9), b,(0) = b,(3).

. - 1
Protoze viak |o| =1, je o = — 8 proto

_ (1) — - (1
a,(0) = @, (?), b,(c) = b, (7)

Odtud je patrno, Ze w'(s) je raciondlni funkce g; totéZ lze fei o funkei

w(o)

. Tato funkce, protoze je racionalnf, mize byt vyjidiena jako

w (a)
podil dvou polynomii: S .
ole) 5™ _ o)
w'(o) i book = o) (2)
2 %

Vsimnéme si, Ze se polynom 7(c) neanuluje na I'; v opatném piipadsé
by se w'(c) anulovala na I' a zobrazeni by nebylo konformni. AvSak
uvnitt I' miZe mit r(c) nulové body. Jejich pocet oznadme I'. Zrejmé
r<i,. .
Rovnici (1) ndisobme vyrazem
1 7o)

3

kde 7 je bod uvniti I', a integrujme podél I Piipomer;eme-li si definici
funkei d,(c) a C,(c), dostaneme rovnici:

% r(T) ¢(T) _% +1fT(U) ¢(0) dO’——lfg(G) @'(o’) do —

2m c— 7T 21 c—7T
LI
- [,
2m c—T
r
_ 1 F(a)r(o) Gy [ rlo)
2x fa—r do + kglﬁfa—tda' (3)

Vysetime levou stranu v (3). Ze znamé identity
1 fo'do [ T (s20),
2 J o—< 0 (s<0)
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plyne: jestlize to
Afo) = 2 A0,

§=—c

pak 1 (0)
%fa—rd —ZAT

r

Tato poznidmka nim dovoluje jednoduse vypoéitat posledni dva in-
tegraly v (3) nalevo. Necht '

@

D(7) = ): LT, P(1) = D »ed

8= §=1
Potom 1 1—s
0l0) @(0) = 2, osLZO (k + 1) Brrr@rts
l—s
r(0) ¥(o _Z o 2 Fibirs
Nyni je zfejmé, Ze
1 o) D'(o = _
o f%d Z‘fs Z T 1) fr41@sta (4)
r
A l—s
51—. f @) Plo) g, _ > D Vbirs. (5)
7l o—1 S0 4 N
I .

Koeficienty v (4) a (5) ozna¥me 4, resp. B,. Krom& toho zavedme

jesté oznaceni 1 [F(o)r(0)do
2me s—z = M),
Ir
1 r{o) B
2m fa—rda = ()
"

Dosadime-li toto ve do (3), dostaneme:

% (%) q)(z)—"+.1fr(") 20) 4o — M) + S Oy rufz) —
k=1

2w o —
i

l A
— > As1°— 3 Bt (6)
$=0 §=0

1 Klademe tedy ¥(0) = 0. To lze vidy od poéitku predpoklddat.
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V&imnéme si, Ze prava strana rovnice (6) je regularni uvnité I'. Pro
struénost jeSté oznatme jako N(z):

' n l 1,
N(z) = 2{M(v) + 2, Cura(z) — 2 Ay* — 2, Bir'}.

Nechme nyni 7 — g,, kde o, je libovolny bod na I'. UZijeme-li véty
o limitnich hodnotach Cauchyho integralu, dostaneme jako v pfedcha-
zejicim paragrafu singuldrni rovnici

1 g — 0y
I

(2 — 1) (0,) Blog) — ZT1 f r(0) ) 45 _ N(g). (7)

Tato rovnice se v podstaté shoduje s rovnici (15) pfedchazejiciho para-
grafu a jeji feSeni lze napsat podle analogie se vzorcem (16), § 72:

na L/ (00) Blow) = —* L+ N(ag) —

x4 T — Ox o — B\™ N(o)
: 4rmi1—[( ﬂk) fH(cr——ock a——aoda' ()
Vzorec (8) upravime. Podle véty o limitnich hodnotich integralu
Cauchyho typu mame:

U—ﬂk N(O’ 1 .= Go_ﬂ;c m
ZT”.[H( “k) o—aoda=_7n(m) N(oo) +

b [T(E=20) 55)

Dosadime-li toto do (8), dostaneme:

na I/ r(oy) Plor) = 5 N(p) —
(e + 12t —a)\* 20— B\™ N(o)
—I,I_If,l,,{élnix E(r——ﬁ;) fkljl(o—zxZ) a—rdo}' (9)
3

Funkce na obou stranich rovnice (9) jsou analytické, regularni
uvpit? I' a jsou si rovny na mnoZiné obloukd L’. Na zikladé analytic-

o 321



kého pokratovani miZeme tvrdit, Ze se uvedené funkce rovnaji iden-
ticky uvnitt I 1 .
r(r) D(v) = gN(T) —

x+ 1.2 (t—a\™ 2 [0c—BA™ N(o)
T dmix 1—-[(‘[—[32) f,;l:[l(a—c\’,i G—‘rda' (10)

k=1.
'

Prava strana vzorce (10) obsahuje n -+ I + I, neznamych konstant
C, s, vs. Jestlize budou uréeny, dava vzorec (10) feSeni problému.
Tyto nezndmé lze uréit z téchto podminek:

1. &(7) je spojitd v bodech ;.

2. Uvnitt I se pravd strana v (10) anuluje v tychZ bodech jako
r(t); to je nutné k tomu, aby @(r) byla regularni v I.

3. Taylorovy koeficienty napravo i nalevo se sob& rovnaji.

4. V rovnici (1) pfejdeme k hodnotam komplexné konjugovanym,

vynasobime ji vyrazem -— a integrujeme podél I'. Potom do-

2nio—rt
staneme:
1 [ ol @) %+ f D (o) e
Pir) + 270 fw’(a) a—rdo_l_ 27e a—rdc —#P0) =
r r
1 [ F(o) no do
= —— — 7 3 2
2 fa—rd” kglzni-fo—r' ()
I‘ ’

Y
Dosadme do (11) misto P(z) jeji vyjadieni z (8). Porovname-li Taylo-
rovy koeficienty pfi stejnych mocninich 7 napravo i nalevo, dosta-
neme posledni skupinu podminek. '
Viechny tyto podminky vedou na soustavu linedrnich rovnic, z nichz
uréime hledané konstanty.

§ 74. Problém obtékani oblouku daného tvaru. Uvazujme problém
obtékani dostatedné hladkého, neuzayieného oblouku AB (obr. 22).

Tento problém lze FeSit methodou § 35, aviak tato methoda vede
v pfipadd neuzaviené hranice na integralni rovnici znaéns slozité struk-
tury, jez neni Fredholmova. Budeme proto Fesit problém jinym zpfi-
sobem; ukdZeme totiz, Ze jej lze prevést na jistou singuldrni integralni
rovnici. .
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Na rozdfl od § 35 budeme predpoklddat, Ze rychlost proudu v ne-
koneénu m4 libovolny smér vzhledem k ose z. Necht slozky rychlosti
proudu v nekoneénu jsou U a V. Potom komplexni potencial rychlosti
w(z) = @(x, y) + ¢ y(x, y) vyhovuje v nekoneénu podmince

lim{w’(z) — (U —4V)] = 0. (1)

Budeme pfedpokladat, Ze se oblouk 4B mepo-
hybuje. Potom na ném musi platit rovnice (viz

(3), §35) p=C". @)

N&a§ problém spocéivd v tom, abychom uréili
funkei w(z), analytickou vné oblouku AB a vyho-
vujici podminkam (1) a (2). V takovém tvaru
neni problém tiplné uréen, a proto pripojime jesté
dopliiujief podminku.

Rychlost proudu na celém oblouku 4B, aZ Obr. 22.
snad na bod 4, je koneéna.!
Oznagme w'(z) — (U — i¥) = o(x). (3)

Funkee w(z) je regularni vné AB a rovna nule v nekoneénu. Uréeme
podminku, ji# musi vyhovovat na 4B. Oznadme ¢ komplexni soutad-
nici libovolného bodu C na oblouku 4B a s délku oblouku AC. Z (2)

plyne, Ze na AB % = 0. Dale

e b %)

ds  ox ds | oy ds ds

6znaéme # thel sevieny tetnouk A Bvbodé Caosou z. Potom % =%,
Nyni z poslednich dvou rovnic plyne
Im{w(?) €} = V cos® — U sind. (4)
Funkci w(z) budeme hledat ve tvaru integralu Cauchyho typu to-
hoto tvaru:

) = 5 t—z m) —z

AB AB

.1fT(c)e—i"dc_i T(¢) do 5)

1 Viz [21].
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kde do = [dZ]| a & je tihel.sevieny tetnou k AB v bodé { a osou z
O funkci 7'() budeme predpokladat, Ze je redlnd. Integril v (5) lze.
interpretovat jako soudet elementirnich viri, rozloZzenych podél AB
s hustotou 7T'({). V souhlase s tim nazyva M. A. Lavrentjev funkei T({)
,,virovou funkei®.

Necht bod z konverguje k bodu ¢ na oblouku 4 B. Podle véty o hmlt-
nich hodnotach integralu Cauchyho typu

1 '(§) e~®dL
Znif C—t ’

AB

Dosadime-li tote do (4), dostaneme singuldrni integrdlni rovnmici pro
neznamou 7'

w(t) = :E%T(t) e

1 T()ef?-d .
Im{zni _[T = V cos# — U sind. (6)
4B
Rovnici (6) 1ze pondkud upravit. Oznadéme @ thel, ktery svird vektor
t— (¢ s osou x a r délku tohoto vektoru. Potom ¢ —¢= — re®®,

a tedy

. 1 T(C) el(®—9) . 1 T(C) ei(?~-0) _
AB AB

_1 T({) cos(d —0O) do
2n 7 )
4B
Rovnice (6) nyni nabyva tvaru
lf 1) cos(® —O) do = V cos# — U sind. (69)
21 r

4B
Veli¢ina & —@ je thel, sevieny vektorem t—{ a teénou k 4B
v bod$ ¢. Zavedeme-li thel (r, n) sevieny vektorem ¢ — ¢ a normalou
v bodé C k oblouku AB, mime:
cos(? —O) = sin(r, n).
To dava novy tvar rovnice (6):

1 [LQ)sintrn) 3y eoss — U sind. (62)
27 r
AB
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Rovnice (6) ma nekoneéné mnoho feSeni. Dosazena do rovnice (5)
davaji vSechna w(z) (a tedy i rychlost proudu) koneéné az snad na
body A a B. Podle naseho predpokladu musf byt rychlost v bodé B ko-
neéna. Avsak potom w(z) v bodé B musi byt koneéni; k tomu je nutné,
aby se T({) v tomto bodé anulovala. Vskutku, oznaéme komplexni
soufadnice bodi 4 a B jako « a 8. Dale

1 [Ty — Ty T.(6) ﬂ
w(z) = ﬁf?dé'ﬁ- lg — (7)
B
T,(8) =T({) ™.

Lze dokazat, Ze integral v (7) je spojity pro z — B, jestlize v ném 7T'({)
chipeme jako libovolné FeSeni rovnice (6).! Aviak v takovém pripadé
bude w(z) omezens pro z = f tehdy a jen tehdy, kdyz T,(8) = 0, t. j.
kdyz T(f) = 0. Této podmince také podrobime FeSeni rovnice (6).

Rovnice (6) se v obecném prlpade nefesi v koneéném tvaru; M. A.
Lavrentjev v citovaném ¢&lanku [21] uvddi methodu jejiho pfiblizného
Tedeni. Dole uvedeme piesné feSeni ve dvou nejjednodussich pripadech,
kdy AB je bud tsecka, nebo oblouk kruznice.? .

a) Necht AB je interval (— a, a) realné osy. V tom piipadé 4 =
= § = 0, veli¢iny  a ¢ jsou realné a rovnice (6) se zjednoduSuje:

1T,

Reseni rovnice (8) napifeme podle vzorce (26), § 26:

2V Ve —a? c
; d¢ .
Ttl/tz_—a2_a ¢—t S+Vtz—'a,2 ‘

Integral vyskytujici se v tomto vzorei byl vypodéten v § 68:
2 ___ 2
€ u At =

— . , !
1 Dakaz toho lze najit v élanku M. A. Lavrentjeva [21].

Ve &lanku [22] M. A. Lavrentjev, Ja. I. Sekerz-Zeiikovit a V. M. Sépelev sestro-
juji soustavu singuldrnich rovnice pro problém obtékéni dvou oblouckﬁ a Fesf ji
pomoci zobecnéného Schwarzova algoritmu.
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a tedy ,
ﬂg:%%{%;cr=u4a (9)

V bodé ¢ = a se funkce 7'(¢) musi rovnat nule. Odtud uréfme ¢’ =
= 2aV a

—t

T(t) = —2V a+t (10)
Nyni a
4 —t d
o) =— P17 fl/Z—kzt—tz' (11)

—a

Abychom vypodetli integral v (11), polozme
f a—t n—t dt
271:1, a —{— tt—z2
kde C je hranice na obr. 19. Mame:
]/a —t a—t
a—+t ifr—a

Pti vypoétu T'(¢) jsme zvolili tu hodnotu odmocniny, kterda ma v ne-
koneénu rozvoj

2
g g &
Ve —ar=1t TR

Dosadime-lj toto do pfedchazejici rovnice, nalezneme, ze

. a—1
lim =
t-—+m a’+t

a—t . P < . y
Funkce V je regularni vné C a rovna ¢ v nekoneénu; odtud

a-+t

1 , Ze —
Plyne, z Q(z)=l/a z
a—+ z

Nahradme hranici ¢ dvakrat probéhnutym intervalem {—a, a).

PR v a—z2 , o . . o
Vezmeme-li v Gvahu, Ze ]/T m riznd znaménka na riznych stra-
a+ 2 ,

nach uvedeného intervalu, najdeme:
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_f-l/a—t dt ]/a—z .
a+tt—=z a,—|—z_1“

al .
. a—z
w(z) =1V —V ]/a T (12)
Nakonec v
N T a—z
wEz)y=U—V l/a = (13)
b) Necht nyni 4B je oblouk kruZnice
= 1. Komplexni soufadnice koneii oblou- > 1Y
=1 Komeo i oios e

ku oznaéme & a f. Osu z orientujme rovno-
bézné s rychlosti proudu v nekoneénu, takze  «
V = 0. Z obr. 23 je patrno, %e argt = & +

+ 3w, & tedy t = i®+™) = {ei®. Obdobné z
¢ =ie®. Upravme integral (6) na jednodussf

tvar. Pedevsim ¢i0—0 — % Déle obe. 23
.8
mf 19198}t fromef 12 )
Na druhé strané )
2he { ¢(tcd—c t)} - c(tcd—c t) ”(tzd_c'z)‘

Protoze na kruznici ¢ % e ? dostaneme po jednoduchych vy-
potech 1 e ea

2Re{c<tc—t)} i

Dosadime-li toto do (6), dostaneme rovnici

B
L (71 C—L‘E — 2U sind.

{—t ¢
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Avsak 1 1
2sind = — (¢ —e %) = —(t + —)

a definitivni tvar rovnice bude

[}
L fppittde [, 1
. o [TOsE %= (t+t)U. (14)
Pristupme k Fefeni této rovnice. Vysetfme integral
B
1 d
Fe) = 5 f () = (15)

o

F(2) je zfejmé regularni na celé roving, rozdélené fezem podél oblouku
{&, B>, PFi ¢emiZ

Protoze se jadro

lisi od Cauchyho jadra pouze konstantnim soulinitelem a regulirnim
séitancem, plati pro integral (15), jak lze lehce nahlédnout, tytéz véty
o limitach jako pro integral Cauchyho typu:

8 .

d'—

F =10 + 5 [TOFG T
N (16)

d

F) = =10+ 5 [TOF T
.Dosadime-li toto do (14), dostaneme:

Filt) + Fut) = —2i (t + %) U. .oan

PoloZme

F@E) Ve —a)z — p) = D).
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Funkce @(z) je regularni v roziiznuté roviné s vyjimkou bodu v ne-
koneénu, v némz ma pél prvého fadu. Zvolme tu hodnotu odmocniny,
jejiz rozvoj v nekonedénu za¢ind ¢lenem -+z. Potom lze napsat

Oz) = Az + Byf2),

kde Dy(z) je reguldrnf pro z = oo. Dosadime-li do (17) misto F(z) jeji
vyjadfeni pomoci @(z) a uvédomime-li si, Ze na riznych stranich
oblouku <{«, /) ma odmocnina rtzni znaménka, pfevedeme rovmici
(17) na tvar

Bift) — Dult) = — 2i (t + %)V(t — )t —p) U.

Avsak

Qi(t) = At + (Dm'(t):

D(t) = At + Py, (8).
Odtud '

Bolt) — Boall) = — 2 (t + ) VE—a6— ). (18)

Partikularni feseni této rovnice je:

=——f(c+ ) T—at—Az a9

Vyraz (19) se rovna nule pro z = oo0. O funkei @y(z) miZeme viak pouze
tvrdit, Ze je reguldrni v nekonecnu, a miZe se tedy pro z = oo rovnat
ndjaké konstants. Obecné feSenf rovnice (17) dostaneme, jestliZe k (19)
piipcéteme libovolnou konstantu:

at
=——f(c+ FVT=aE = + o

Abychom vypodetli posledni integral, uvaZujme integral

() =§lrzf(¢ +%)l/(c—a)<c—ﬂ> ——
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Hranice I" je zobrazena na obr. 24; bod zlez{ vné I'. V okoli bodu { = o
lze odmocninu rozvinout v Laurentovu fadu tohoto tvaru:
« + B (x—B)p

st T
Integral ve vyrazu pro 2(z) se rozpada na dva. Prvy z nich vyjadiime
ve tvaru

Ve—at—8) =¢—

1
Zm,

{dc—a C—f—o+

N\

_|_(a'-|-2f3)é_i'_(oc;/3)2} dg L

{—z2

) (x +8) ¢ '"(x—pP\dL
T o zm (Cz_ 2 T8 )?
r

Ve druhém ini:egré,lu je integrand reguldrni uvnitf I" a integral se
rovna nule. Prvy integral je pak integrél Cauchyho. Tedy

— fcb(c—a E—h s =2Ve—oe—h —=+
G + Bz cx;ﬂﬁ
Vnekoneénu je funkce ](C_C)_C)ﬂ reguldrniamd tam residuum — 1.

V koneéné vzdalenosti vné I" ma pély v bodech { = 0a { = z s residui
/ rxﬂ l/z—_————

)(z — B). Viimneme-li si, Ze I"je probfhana ve sméru

hodmovych rucicek a uzijeme-]i véty o residuich, najdeme:

2mfc TRy = Ve =26 — B —

Seétenim dostaneme:

szﬂ L

Q(Z)=(z+—i—)V(—z——z3‘)(Tﬂj—zz+ (o +2‘8)z + (“;ﬂ)z—l—

Vi
z
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Hranici I' 1ze nahradit dvakrat prob8hnutym obloukem {«, 8>. To da
. Wy—5
o) = —i[s + 5| VE—E =P +
+4ﬁ_&%ﬁﬁ—giﬁ+l hﬂ+a (20)

ted
ne ma=—wk+ ﬂu—wz—m+

+i(zz_a+l3—2zAz_(oc—ﬂ)2+1+y°;_ﬂ)+0_ (1)

2 ’ 8
‘Odtud
: 1 i x4+ f—2id
F(z) = — — _ 2 __ 2 —
© %“')+ru—wu—mk 2
(x — B)? Vw) c
——— 1+ o 22
Ve —a)z—p) #2)

Nyni ze vzoreid (16) plyne
T(t) = §[Fi(t) — F(t)] =

= s [tz_wt_(“—ﬂ)z+1_0'+
Ve —a)t —p) _ 2 8
+%ﬂ;0=_m. 23)
Konstanta C’ je uréena podminkou 7'(8) = 0 a konstanta A rovnici
i
1 o A
4=— 2?@ ()5
Nyni s
o1 [T e ?dg
Wi =g [ R Mj}5_4 (24)

o

Integril (24) lehko vypoéteme, vyjdeme-li z integralu typu Cauchyho

2mf€_.’§—z

kde I je hranice na obr. 24. Nebudeme uvadét defm1t1vn1 vy]adrem
w(z) pro jeho tézkopadnost.
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