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KAPITOLA I

ABSOLUTNI GEOMETRIE

9. Primitivni pojmy. V nasledujicim vykladu geometrie jsme zvolili
jako primitivni pojmy bod, pFimku, rovinu, incidenci, rozmisténi a shod-
nost. Pfedpoklddame, Ze mame danu mnoZinu, jejiz prvky se déli do
t#{ skupin. Prvky jedné se nazyvaji body, prvky druhé pfimky a prvky
tieti roviny. Pfedpokladdme déle, Ze prvky celé mnozZiny jsou v uréi-
tych vzajemnych vztazich. Tyto vztahy jsou t¥i, a vyjadiujeme je slovy
incidentni, mezi a shodny.

Slova bod, pfimka, rovina, incidentni, mezi a shodny jsou pro nas
dosud spise symboly, jeZ samy o sobé nic neznamenaji. Smysl jim daji
teprve axiomy, které postupné uvedeme. To tedy znamend, Ze ne-
smime s témito slovy spojovat viechny bézné vlastnostl jak jsme na to
zvykli. Naproti tomu si miZeme pod pr1m1t1vmm1 POme predstavovat

Jjakékoli vecl, JestliZe nade ax1omy 'Bu'&'ou spra,vne vyroky o téchto

Axiomy rozdélime do tfi skupin podle toho, kterého ze tfi primitiv-
nich vztaht si hlavné viimaji. Skupiny budeme nazyvat takto:

axiomy incidence (symbolicky ),
azxiomy rozmisténi (symbolicky R),
axiomy shodnosti (symbolicky &).11)

Primitivii pojmy budeme oznaéovat symboly, které utvoiime béhem
vykladu.

10. Axiomy incidence a jejich duisledky. Body budeme oznatovat
velkymi latinskymi pismeny 4, B, C, ..., pfimky malymi latinskymi
pismeny a, b, ¢, ..., roviny malymi feckymi pismeny «, 8, v, ... a vztah

11) Na§ axiomaticky systém je v podstatd systém Hilbertav. Axiomy inci-
dence jsme zde upravili podle Glagoleva (N. A. Glagoleff: Sur les axiomes
d’appartenance de la géométrie euclidienne, Mat. Sbornik 6 (48), 1939). Axiomam
rozmisténi se Sastéji Fikd axiomy uspofadani; tohoto ndzvu se viak v této knize
uZivé jiZ v jiném, byt velmi pfibuzném smyslu (viz odstavec 6). Axiomy odpo-
vidajici Hilbertovym axiomum spojitosti jsme zafadili tak, e Cantorav axiom
(jenZ je ekvivalentni s Hilbertovym axiomem uplnosti) je mezi axiomy roz-
mistént, axiom Archimeduv mezi axiomy shodnost:.
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incidence symbolem V7. Vyrok ,,pfimka a je incidentni s bodem A*‘12)
zapisujeme symbolicky ,,a V A“. Misto ,,4 V a a soucdasné B V a*
piSeme struéné ,, 4, BV a*. Analogicky vyznam mi ,,4 V a, b
Vyraz ,,4, BV a, b tedy znamena: ,,plati soudasné A V a, AV b,
B Y a, BV b“. Misto ,,non(4d V a)‘%) pieme ,, A 77 d*“. JestliZe
4 a B oznacuji tyz bod, pak piseme A = B, oznaduji-li rizné body,
potom 4 + B. Podobné pro pifmky a roviny.

AXIOMY INCIDENCE, 5. )

3, 1. Vztah incidence je reflexivni a symetricky.

3, 2. Vatah incidence neni obecné tramsitivni; je-li viak A Y a
a aV o, pak jetaké AV «.

3,3. Jeli aV A,Ba A, BY «, pak jetaké a ¥/ «.

S, 4. Jsou-li A, B dva razné body, pak existuje prdvé jedna takovd
pfimka a, 2e A, BY a.

DerFinicE. THi razné body 4, B, C jsou kolinedrni, jestlize existuje
takovi piimka a, Ze je 4, B, C V a. V opatném pfipadé Hkame, Ze jsou
nekolinedrnd.

%, 5. Jsou-li A, B, C tFi nekolinedrni body, pak existuje prdvé jedna
takovd rovina «, %¢ je A, B, C V «.

3, 6. Jsou-li roviny o, f takové, Ze existuje bod A, pro ktery je A V o, B,
pak existuje je§té alespori jeden bod B + A, pro ktery je také B \J «, B.

3, 7. Kazdd primka je incidentni alespori se dvéma razngmi body.

3, 8. KaZdd rovina je incidentni alespori se tfemi nekolinedrnimi
body. '

Derinice. Ctyfi rizné body 4, B, C, D jsou komplandrni, jestlize
existuje takovd rovina o, Ze je A, B,C, D Y «.V opadéném pifpadé
fikame, Ze jsou nekomplandrni.

S, 9. Existuji alespori &tyri nekomplandrni body.

Uvedeme nyni nékolik modeli axiomatického systému incidence.

MopeL 1. Pojmy bod, pFimka, rovina a incidentn! miaZeme chdpat v obvyklém
smyslu ndzorné geometrie. Pak jsou zfejm& axiomy J splnény.

13) Vyrok ,,Pfimka a je incidentni 8 bodem A'‘ znamend totéZ, jak jsme jiZ
dfive uvedli, jako réeni ,,pfimka a prochdzi bodem A‘‘ nebo ,,pfimka obsahuje
bod A* nebo ,,bod A lezl na pfimce a*', ,,A je bod pFimky a** a pod.

12s) Je-li p n&jaky vyrok, pak ,,nonp‘‘ znamend negaci tohoto vyroku, tedy
vyrok ,,neni pravda, Ze plati p*'.
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MobpkeL 2. Bodem budeme rozumét jakoukoli skupinu t#f redlnych &sel

(@, ay, ay), (1)

pfimkou jakoukoli skupinu osmi redlnych &fsel, psanych ve dvou fddeich (ve
tvaru t. zv. matice)

Pr» Pas Pas Py
’ 2
(Qv 92 s 44) 2)
. . . P P2 P3
pli emnZ vyloudime ty matice, pro které joe — = — = —nebop, = p, =p; =0

/41 qa s
nebo ¢, = g3 = g, = 0, a pii dem¥ budeme piedpokladat, Yo matice (2) a matice

T1s Tos Ty Ty

8, 8y, 8y, 84
ptedstavuji tutéZ primku, jestliZe plati r, = kp, + g, (i = 1,2,3,4) a 5, =
=k'p; + Uq; (¢ = 1, 2, 3, 4), kde k, I resp. k', l” jsou dv& libovolné &isla nikoli
soucasnd rovna nule. Rovinou budeme rozumsét jakoukoli skupinu &tyt redlnych
&fsel

(tl' tﬂ’ ts’ t‘)’ (3)
pro kterou nikdy neni ¢, = ¢, = t3 = 0, pfi éemZ budeme piedpoklédat, Ze
Stvefice (3) a &tvefice (kt,, kt,, kty, kt,) predstavuji tutéZ rovinu, jestlize k je
libovolné éislo rizné od nuly. Incidence koneénd budiZz déna takto: bod (1) je
incidentni s piimkou (2), jestliZe plati

P01 + Poay + Pudy + Py = 0,
€18, + G20z + @333 + ¢4 = 0,
bod (1) je incidentn{ s rovinou (3), jestliZe plati
6,a; + taay + tyay + 8, = 0,
primka (2) je incidentni s rovinou (3), jestliZe existuji &isla g, & tak, Ze je
gp; + ha;=t; 6=1,2,3,4).

Pojiméme-li takto zavedenou incidenci jeitd také jako vztah reflexivni a sy-
metricky, pak jsou spln&ny axiomy J. Dukaz je zile¥itosti algebraickou a je
pfedmétem kaZdé udebnice prostorové analytické geometrie.

MobpEL 3. Bodem budeme rozumé&t jakoukoli skupinu &tyf redlnych &isel

(al, g, Gg, Gy), (1)

z nichZ alespoii jedno je ruzné od nuly, a pfi tom budeme ptedpoklédat, Ze tato
skupine & skupina (ka,, ka,, ka,, ka,), kde k + 0, pfedstavuji tyZ bod. Pfimkou
budeme rozumét jakoukoli matici

2

(pp P Ps p¢)
9 99 9 9)’
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ve které v ka?dém Fddku je alespon jedno &fslo rizné od nuly a nikdy nen{

P P _ B ﬂ, pfi dernZ budeme pfedpoklédat, Ze matice (2) a matice
41 9 9s 4

T T T3y Ty
81» 82, 835 84

predstavuji tutéZ pfimku, jestlife plati r; = kp, + lg; ({ = 1,2,3,4) a &, =
=k'p; + U'q; i = 1,2, 3, 4), kde %, ! resp. k’, I’ jsou dv& libovolné &isla, nikoli
soudasnd rovna nule. Rovinou budeme rozumgt jakoukoli skupinu étyt redlnych
&isel

(tlv tS’ ts' tl)v (3) :
z nich% alespoii jedno je rGzné od nuly, pti SemZ budeme predpoklédat, %e tato
skupina a skupina (kt;, kt,, kty, kt,), kde k + 0, pfedstavuji tuté rovinu. Inci-
denct zavedeme takto: bod (1) je incidentni s pifmkou (2), jestliZe plat{

181 + Pa8;3 + P333 + Py = 0,
0101 + 9283 + 9385 + 942, = 0,

bod (1) je incidentni s rovinou (3), jestliZe plat{
’ 1,8, + 38y + 35 + £,8, = O,
pHimka (2) je incidentni 8 rovinou (3), jestlife existujf &isla g, h tak, Ze je
gp; + hq; =1, (1 =1,2,3,4).
Zde opé&t bereme incidenci jako vztah reflexivni a symetricky a op&t se d4 po-
mocf algebry dokézat, Ze jsou splndny axiomy J. Tohoto vyjidieni se také uzivéd
‘v analytické geometrii, pfi fem¥ &sla (1) jsou t. zv. homogennf soufadnice
bodu. '
MobpEL 4. Vezmé&me mno%inu &ty prvka {4, B, C, D} A
a uvafujme jeji podmnoZiny; podmnoZiny o jednom
prvku pojimejme jako body, podmnoZiny o dvou prv-
cich jako pFfimky a podmnoZiny o tfech prveich jako
roviny. Incidenci pojimejme jako mnoZinovou inklusi;
na pi. bod { 4} je incidentn{ s pfimkami {4, B}, (4, C},
{4, D} a s rovinami {4, B, C}, {4, C, D}, {4, B, D};

pimka (A4, B} je incidentni s rovinami {4, B, ¢} 8 0
a {4, B, D}. Snadno se pfesvédéime, Ze pak jsou axi- ¢

omy S splndny (nézorn¥ si tento model muZeme pred-

stavit jako &tyrst&n, viz obr. 2). Tento model ukazuje, Obr. 2.

%o z axiomi J neplyne, %e by pifimmka musela obsaho-

vat nekoneén¥ mnoho bod, a je soudasnd jednim z nejjednodussich pFiklada t.zv.

koneénych geometrii, kterymi se podrobns zabyvé studium zikladi geometrie.
Ve zbyvajicf &asti tohoto paragrafu odvodime nejduleZit&jsf diusledky axio-

mu .
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OznalENi. Misto ,,pfimka tncidentni s body A a B budeme psit
kratce ,,pFimka A_B“. Je-li to pfimka a, budeme psit LAB = a“.

VETa 10,1. Jsou-li body A, B, C rizné a takové, Ze C nent incidentns
8 pFimkou AB, pak body A, B, C jsou nekolinedrn.

VETA 10,2. Dvé riizné pFimky jsou incidentni nejvyde 8 jednim bodem.

DUoKrAz obou vét plyne bezprostiedné z axiomu S, 4.

OzxalENE. Misto ,,rovina incidentni s body A, B, C** budeme psit
kratce ,,rovina ABC*. Je-li to rovina «, budeme psat ,,o0 = ABC*.

VETa 10,3. Je-li ddna pFimka a a bod A, pfi dem% a 7 A, pak existuje
prdvé jedna rovina « tak, e a, A V «.

Dogaz. Podle 5, 7. existuji body B, C tak, Ze a V B, C. Podle
VETY 10,1 jsou body 4, B, C nekolinearni, podle J, 5 existuje pravé
jednarovinax V 4, B,C,podle J,3za V B, C plynea V «.

VETaA 10,4. Existuji alespori t#i nekolinedrni body.

Dvkraz. Kdyby vSechny trojice bodu byly kolinedrnf, pak by v kaz-
dé &tvefici bodt byly kazdé tii body kolineérni, tedy by podle J, 5
ka¥dé &tyf body byly incidentni s rovinou, coz by bylo ve sporu
85, 9.

VEtaA 10,5, Je-li dina pfimka, pak existuje vidy bod, jenZ s ni neni
tncidentnd.

Dtoraz. Podle §, 7 existuji alespofi dva body 4, B incidentn{ s da-
nou piimkou. Kdyby pro kazdy bod C byly body 4, B, C kolinedrni,
bylo by to ve sporu s VEToU 10,4.

VETA 10,6. Je-li A, B Y «, pak pro kaZdyj bod C V AB plati C Y .

Dvkaz plyne bezprostiedné z axiomu J, 2 —3.

ViEra 10,7. Jsou-li A, B dva rizné body a o, f dvé rdzné roviny, pfi
éemf A,BV «,8, pak C ¥V AB nastivd tehdy a jen tehdy, kdys
CV B

Doxaz. Budiz 4, B,C V «, 8. Kdyby nebylo C V 4B, pak by
podle VETY 10,1 body A4, B, C byly nekolinearni a tedy podle &, 5 by
existovala pravé jedna rovina y V A, B, C. Protoze «, VA, B,C,
znamenalo by to, Ze plati « = y a § = y,tedy také « = g, coz by byl
spor. Obracens implikace je dtsledkem VETY 10,6.

VETA 10,8. Dvé riizné roviny bud mejsou incidentni s Zddnym spo-
leénym bodem nebo jsou incidentni se véemi body néjaké pFimky.

Dokaz plyne z VETY 10,7.
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ViETa 10,9. JestliZe rovina a pfimka nejsou incidentni, pak jsou inci-
dentni nejvyde s jednim spoleénym bodem.

Dtxaz. Kdyby byly incidentni se dvéma riznymi spoleénymi body,
byly by podle J, 3 incidentni.

ViTa 10,10, Jestlite dvé rizné pFimky jsou incidentni s tymZ spoleé-
nym bodem, pak existuje prdvé jedna rovina incidentni s obéma pfim-
kamsi.

Dioxraz. Alespori jedna: Necht @ + b; a, b V M. Podle §, 7 existuji
body A + M B, AV a, BYVb Podle VEry 10,2 je 4 + B a
A, B, M jsou nekolinearni. Podle §, 5 existuje rovina ABM, pfi demz
a, bV ABM. Nejvyde jedna: Kdyby pro roviny « + f platilo «, 8 a,b,
pak by body A4, B, M byly incidentn{ se dvéma riznymi rovinami, coz
by vzhledem k J, 5 byl spor.

Oznaceni. Podle VETY 10,3 resp. 10,10 rovina incidentnf spf‘irnkou
a a bodem 4 mimo ni resp. s dvéma pf¥imkami a, b, které maji spolecny
bod, je jedind, a proto budeme Fikat, Ze je piisludnymi prvky jedno-
znaéné uréena nebo prosté uréena. Je-li to rovina «, budeme psit sym-
bolicky « = aA = Aa resp. x = ab.13)

VETa 10,11, Ze &tyF nekomplandrnich bodd jsou kaZdé tFi nekolinedrnd.

Dtkaz. Kdyby mezi nimi byly nékteré tfi body kolinearni, pak
by existovala rovina incidentni s jejich pfimkou a zbyvajicim étvrtym
bodem, takze by viechny &tyfi body byly komplanarni.

V tomto paragrafu jsme se pfi vyjadiovéni disledn& drZeli pojmu incidence,
aby vynikla jeho role jakoZto pojmu primitivniho v rasi axiomatice. V dal8im
se viak takovéto formulace nebudeme pfisng drZet, protoZe by to vedlo leckdy
k tézkopadnostern, a budeme uZivat také takovych réeni, jako bod leZi na primce,
ptimka prochazi bodem, piimka leZi v roving, pfimka protinéd pfimku, prisecik
dvou pfimek atd.

13) V nasi kni’ce bude pruh v symbolech mit zpravidla vyznam t. zv. linedr-
niho obalu: je-li M mnoZina n&jakych elementd, t. j. bodd, piimek a rovin, pak
linedrn{ obal mnoZiny M, symbolicky M, bude linedrni prostor nejmenst dimense,
ktery je incidentni se véemi elementy z M. PFi tom linedrnim prostorem dimense 0,
resp. 1, resp. 2, resp. 3 budeme rozumsét bod resp. pfimku, resp. rovinu, resp. oby-
¢ejny prostor. Je-li tedy na pf. a V A4, pak @4 = a. Jsou-li A,B,C, D Etyti
razné body, pak A BCD je bud piimka, rovina nebo oby&ejny prostor, podle toho,
lezi-li tyto body v pifmce nebo v roving (a pfi tom ne v Jedné pfimce) nebo v pro-
storu (a pfi tom ne v jedné roving&).
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11. Axiomy rozmisténi a jejich dasledky. Vztah ,bod B lefi mezi
body A a C“ budeme symbolicky psit u(4BC).!*) Misto ,,non
#(ABC)* budeme psit ,,u(4BC)“.

AxiomMY RozmisTENI, R.

R, 1. Jsou-li A, B, C tFi rizné kolinedrni body, pro které je u(4 BC),
pak je také u(CBA).

R, 2. Jsou-li A, B dva rizné body, pak existuje alespori jeden bod C
tak, ¢ C V AB a u(ABQC).

R, 3. Ze ti kolinedrnich boda nejvyse jeden les{ mezi ostatnimi dvéma.

c
A 8

A /a 8

Obr. 3. Obr. 4.

DEerINICE. Skupina dvou riznych bodi 4, B se nazyva #dsetka; sym-
bolicky ji budeme znadit AB. Body M, pro néz je u(AMB) se nazyvaji
vnitfni body iseéky nebo prosté body usecky, body A, B jsou koncové
body tselky. Ostatni body p¥mky 4B jsou vnéj¥ body vzhledem
k tGseéce AB. '

DerinicE. Skupina ti{ nekolinearnich bodu A4, B, C se nazyva
trojithelnik, symbolicky A ABC. Usetky AB, BC, AC jsou jeho
strany a body A, B, C jeho vrcholy.

R, 4. Budif ddn trojithelnik N ABC a necht pfimka a je incidentni
8 rovinou ABC, pfi éemZ a nent incidentni s Zddnyjm z vrcholi trojihel-

nika A ABC (viz obr. 3). Je-li a incidentni 8 bodem useCky AB, pak je
incidentni jesté bud s bodem iselky BC nebo AC.

Pojem ,,mezi'‘ 8 vlastnostmi uvedenymi v axiomech R lze zavést na ndkterych
modelech minulého paragrafu. Na MopeErLu 1 mé obvykly nézorny vyznam.

%) Symbol u{ABC) jsem pievzal z rukopisu prace E. Cecha Zdklady geo-
metrie.
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UMoDELU 2 lze pojem ,,mezi‘‘ zavést takto: bod (b,, b,, by) je mezi body (a,, ay, ay)
a (¢, €y C3), jestliZe vechny tfi body leZi na pfimce a jestliZe plati a; < b; < ¢;
resp.a; = b; = ¢; (1 = 1, 2, 3), pti demZ alesponi pro jedno ¢ plat{ ostré nerovnost.
U MopEeLU 3 nelze pojem ,,mezi‘‘ zavést tak, aby byly spln&ny axiomy R, nebot
piHimky tohoto modelu se chovaji jako uzaviené éary (protoZe zde kaZdé dvé
piimky v roving maji spoleény bod, takZe lze kaZdému bodu piimky ptitadit

3

Obr. 5. Obr. 6.

jednojednoznaéng pfimku svazku, jehoZ stfed leZi mimo uvaZovanou piimku;
pohybu bodu po pfimece v jednom z obou smysli odpovidé otdéeni piimky ve
svazku) a na uzaviené éafe neplati VEra 11,2, nebot kterykoli bod miZeme po-
vaZovat za leZici mezi ostatnimi dvdma (viz obr. 4). Diasledkem axiomua 5§ a R
je m. j. v&ta, podle které ptimka obsahuje nekone&nd mnoho bodt (viz Vira
11,7), takZe ani na MODELU 4 nelze zavést pojem ,,mezi‘‘ tak, aby byly splnény
axiomy .

Postup pfi odvozovéni vét v tomto paragrafu je nasledujici: nejdfive jsou
odvozeny zékladnf vlastnosti vztahu ,,mezi‘“. Prvni dualeZity vysledek je véta
(11,8), podle které kazdy bod rozdé&luje pifrnku na dvé razné &asti, které pak
definujeme jako polopfimky. Pomoci vlastnosti polopfimek (véty 11,9 a% 11,14)
zavadime potom uspofdddni (ve smyslu odstavce 6) boda na pfimce a pojem
orientace pitimky. Nato obracime svoji pozornost na rozmisténi boda v roving
a dokazujeme vé&tu (11,18), podle které kaZzda piimka roviny rozdéluje rovinu na
dvé razné &asti. Tato v&ta slouZi jako podklad k definici poloroviny. Zbytek
paragrafu je pak vénovén zavedeni pojmu @hlu.

DEerFINICE. Budeme Fkat, Ze pfimka protind isecku, jestlize pfimka
je incidentn{ s nékterym vnitinim bodem této useky.

VETA 11,1. Jsou-li A a C dva rdzné body, pak existuje vidy na piimce
AC bod B tak, Ze je u(ABC).
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Dogaz. Podle VETY 10,5 existuje bod D, ktery nelez{ na pifmce AC
(viz obr. 5), podle R, 2 existuje bod £ V 4D takovy, ze u(4DE), podle
VETry 10,6 je E V ACD, podle R, 2 existuje bod F V EC takovy, %e
u(ECF), a podle VEry 10,6 je F \V ACD. Body A, E, C jsou nekolinear-
ni a pfimka DF protina tiseSku A E, takze podle R, 4 protind DF bud

Bl ¢\ O A ] o D

Obr. 7. Obr. 8.

tiseéku AC nebo EC. Usetku EC viak protnout nemiiZe, protoze pak by
méla FD s EC dva prusetiky. Tedy DF protin tisetku AC, ¢imz je
dokazana existence bodu mezi 4 a C.

VETA 11,2. Ze tFi kolinedrnich bodi prdvé jeden je mezi ostatnimi
dvéma.

DUkaAz. ProtoZe podle R, 3 nejvyde jeden z kolinedrnich bodu 4, B, C
lezi mezi ostatnimi dvéma, zbyvéd dokazat, Ze alespofi jeden lezi mezi
ostatnimi dvéma. Pfedpokladejme, Ze ani 4 ani C neleZi mezi ostat-
nimi dvéma a zkoumejme, co potom plati o bodu B.

Zvolme bod D (viz obr. 6) tak, Zze D ¥/ AC (to lze podle VETY 10,4).
Podle R, 2 existuje bod @ tak, e G V BD, u(BDG). Body B, G, C jsou
nekolinedrni, podle R, 4 ptimka 4D protina tGseéku CG v prisetiku,
ktery oznaéme E, takie je u(CEG). Body B, 4, G jsou nekolineirni,
podle R, 4 ptimka CD protina tsetku 4G, prisedik oznaéme F, takze
je u(AF@). Body A, E, G jsou nekolinedrni, pfimka FC neprotina
ase¢ku GE, takz- podle R, 4 je u(ADE). Body A, C, E jsou nekolinear-
ni, podle R, 4 ptimka DG protina tsetku AC. Prusedikem je ale bod B,
takze je u(ABC).
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ViETa 11,3. Je-li u(ABC) a u(BCD), pak je také u(ACD) a u(ABD).

Dokaz. Zvolme E (viz obr. 7) tak, ze E V AB (to lze podle VEry
10,4), a zvolme F V EC tak, Ze u(CEF) (to lze podle R, 2). Podle
R, 3 a R, 4 existuje bod G tak, ze GV AE, BF, u(AGE), u(BGF),
a existuje bod H tak, 2e H V CE, GD, u(GHD). Podle axiomu R, 4
aplikovaného na trojuhelnik A ADG a piimku EH plati pro bod C
vztah u(ACD), coz jsme méli dokizat.

Nyni mizeme pfedpoklad psat u(DCB) a u(CBA) a podle pravé
dokazaného je u(DBA) ¢ili u(DBA).
~ VEta 11,4. Je-li u(ABC) a u(ACD), pak je také u(BCD) a u(ABD).

DUKAz. Zvolme bed G tak, ze G V AB (viz obr.8), a bod F tak, Ze
F ¥ BG, u(BGF). Ptimka CF neprotina ani tsetku AB, ani tGse¢ku
GB (podle %, 3 a J, 4), tedy podle R, 4 neprotind ani Gsetku GA.
Podle axiomu R, 4 aplikovaného na trojiahelnik A AGD protind pfimka
CF tsetku GD v prisediku, ktery oznaéme H.Je tedy H V GD,C¥
a u(GHD). Vzhledem k trojuhelnfku A BDG a piimce FH plati podle
R, 4 u(BCD). Protoze je u(ABC), u(BCD), pak podle VEry 11,2 je
w(ABD).

VEra 11,5. Je-li u(ABC) a uy(ABD) a C £ D, pak plati pravé jedna
z moZnosti u(BCD), u(BDC) &li plati u(CBD).

Dvkaz. Body B, D, C mohou splitovat pouze jeden ze tif vztahi:
u(BDC), u(BCD), u(CBD). Treti viak splilovat nemohou, nebot tvrzenf,
Ze by mohlo byt soudasné u(ABC), u(ABD), u(CBD), vede ke sporu.
Podle VEry 11,4 plati totiz soucasné u(ABC), u(ACD), u(BCD),
u(ABD), takie podle VETY 11,2 nemiZe uz byt u(CBD), vedle u(BCD).

Snadno lze nyn{ verifikovat, Ze prvni dvé moZnosti ke sporu neve-
dou, nebot plati:

u(ABC), W(BDC) = u(DBA), u(CDA) (podle VETY 11,4),
u(4BC), u(DCB) = u(ACD), u(ABD) (podle VETy 11,3),
u(ABD), u(BDC) = u(ADC), u(ABC) (podle VEry 11,3),
u(ABD), u(DCB) = u(CBA), y(DCA) (podle VETY 11,4),
PIi cemZ zddna z téchto ¢tyT eventualit nevede ke sporu.
VEra 11,6, Je-li u(ABD), u(ACD) a B + C, pak plati prdvé jedna
z obou moZnosti: u(ABC), u(CBD).
Dtokaz. Pro -body 4, B, C muZe a priori nastat jedna ze t¥{ moz-
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nosti: u(ABC), u(BAC), u(ACB). MoZnost u(BAC) neni viak podle
VEry 11,3 sluditelnd s predpoklady u(ABD), u(BAC) = u(DAC).
Proto plati pravé jeden z obou vztaht u(4BC), u{ACB). Je-li u(ACB),
pak podle VETY 11,4 vzhledem k u(ABD) je u(CBD).

VEra 11,7. Jsou-li A, B dva razné body, pak mno¥ina viech bodi mezi
A a B md nekoneéné mnoho proki.

Dokaz. Podle VETY 11,1 existuje bod C, tak, ze C, V AB, u(AC,B),
a podle téZe véty existuje bod C, V AB tak, ze u(AC,C,). Podle
VETY 11,4 je také u(AC,B). Body A4, C,, C,, B jsou ruzné. Nyni po-
dobné existuje bod C; V AB, pro ktery je u(4AC,C,), a tedy také
#(ACyB) a tak miZeme stile pokradovat.

DEerFiNicE. Body A, O, B budtez kolinearni. Jsou-li body A4, O, B
v takovém vztahu, Ze neni u(4A0B), pak ifkdme, Zze body A a B leZi po
téZe strané bodu O. Je-li u(AOB), pak f{kame, Ze body A4 a B lezi na riz-
nych strandch od bodu O.

VEta 11,8. KaZdy bod O pFimky rozdéluje body této primky, které jsou
rizné od O, na dvé disjunkint tFidy tak, Ze do tése tFidy patfi body leict po
téZe strané od bodu O, do riznych tFid patii body, lefici na raznyjch stra-
ndch od bodu O.

Doraz. BudiZ na pifimce didn bod O. Vezméme na piimece bod
A # O a utvofme dvé tiidy, které oznaéime S, a §,, takto: do t¥idy
S, dime bod A4 a kazdy bod X, ktery lezi od O na téZe strané jako 4,
do t¥idy S, dime bod Y, jestlize body Y a A leZi na riznych stranach od
bodu O. Nyni musime dokazat:

1. KaZdy bod pfimky mimo bod O pat#i prdvé do jedné z obou tFid. To
je ale zfejmé. Je-li totiz X jakykoli bod O + X + A, pak ze tfi bodd
0, A, X leii pravé jeden mezi ostatnimi dvéma.

2. KaZdé dva body téie tFidy lezi na téfe strané od bodu O. Vezméme
dva body X a Y ze t¥idy §,. MuZeme vzit hned X #+ A4 3 Y. Podle
konstrukee tiid §,, §, plati pro bod X bud u(0AX), bud u(0XA4) a pro
bod Y bud u(0OAY), bud u(0Y A). Potom nemuze platit u(XOY), pro-
toze jinak by platilo u(X0Y), u(0AY) = u(AOX) (podle VETY 11,4),
coZ je spor, nebo u(XO0Y), u(OYA) = u(X0OA), coz je také spor.
Jsou-li X a Y body tfidy S,, pak podle konstrukce t¥d je u(XOA) a
#(YOA) a podle VETY 11,5 nenf u(X0Y).

52



3. Body raznijch tFid lei na riaznygch strandch od bodu O. BudiZ bod X
z t¥idy §,, t. j. u(OAX) nebo u(OXA) a bod Y z t¥dy S,, t. j. u(YOA).
Potom je podle VETY 11,3 u(0OAX), p(YOA) = u(YOX) a podle VETY
11,4 u(OXA), u(YOA) = u(XO0Y).

DEeFiNicE. Polopfimka, uréend body O a A, symbolicky (0A4), je
mno#ina bodd, do ni% patfi bod O, bod 4 a viechny body pfimky 04,
které leii po téZe strané bodu O jako bod A. Bod O se nazyva pocdtkem
polopiimky (OA4). Kazdy bod polopiimky rizny od jejiho poéatku se
nazyva vnitfni bod polopfimky. Polopiimky znaéime také malymi
latinskymi pismeny.

Kazdy bod O pfimky uréuje podle VETY 11,8 na ni pravé dvé polo-
piimky, jeZ maji tyZz poditek a nemaji mimo bod O spoleény bod.
Tyto polopfimky se nazyvaji opaéné. Opadné polopfimka k (04) resp. &
se znadi (04)* resp. h*. Je-li % polopfimka, pak pfimku, jiZ je A ¢astf,
znadime /.14)

VEra 11,9. Je-li B bod polopfimky (OA), pak je (OA) = (OB).

DUKaz. Zvolme M tak, 7e je M V OA a u(MOA). ProtoZe B je na
(OA), lezi B na opaéné strané od O nez M. Je viak (OB) = (OM)*
a také (0OA) = (OM)*, takie (OB) = (0OA).

Nasim nejbliZzSim ukolem bude definovat uspofddani mnoZiny vS8ech boda
na pfimce a to tak, aby mezi bindrnf relaci tohoto uspofédéni, kterou budemse
znadit -3, a ternarni relaci z byl tento vztah: je-li u(4BC), pak jebudd4d 4B < C
nebo ¢ <3 B -3 A a obrécens.

DEriNicE. Uspofadani bodd pifmky pomoci binarni relace -3, pro
které plati ekvivalence

wWABCYy<=>A 3 B3C nebo C 3B 3 4

budeme nazyvat pfirozenym uspordddnim.

V dalgim nam pujde nejdiive o dukaz existence pFirozeného uspofddéni. Za
tim uBelem ukéZeme, Ze kaZdému bodu X piimky lze pfifadit polopfimku, kterou
oznaéime p(X), tak, %e pro kazdé dva body X a Y na pfimce je jedna z obou polo-
primek p(X) a p(Y) 8asti druhé, &ili Ze jsou ve vztahu inkluse. Nejdfive viak
nékolik pomocnych vét.

VETaA 11,10. JestliZe je na primce ddna polopfimka (OA) a bod X, pak
z obou polopiimek na AO, jez maji poldtek v bodé X, prdvé jedna je
8 polopFimkou (OA) ve vztahu inkluse.

14) Viz poznéamku !3) na str. 47.
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" DURAz. Je-li X = 0, je véc zfejmi. Necht X je na polopiimee
(OA). Podle R, 2 existuje bod M V OX tak, ze u(OXM). Potom podle
VETY 11,9 je (0A) = (0X) = (OM) a polopiimka (X M) je &asti polo-
pifmky (OA) = (OM), nebot pro kazdy bod ¥ V XM, pro ktery je
wW(XY M) resp. u(XMY), plati u(OXM), w(XYM) = u(OYM) (podle
VETY 11,4) resp. u(OXM), wW(XMY) = u(OMY) (podle VETY 11,3).
Naproti tomu polopfimky (XM)* a (0O4) = (OX) nejsou ve vztahu
inkluse; zvolime-li totiz Z V OA4 tak, 7e u(ZOX) (podle R, 2 to lze),
pak Z nenfina (0X), je viak na (X0) = (X M)*. Vedle toho bod M je na
(OX), neni viak na (X M)*,

Neni-li X na polopfimce (0O4), je polopfimka (OA) éasti polopfimky
(X A), nebot je-li u(OY 4) resp. u(0OAY), je u(X0A), u(OY A) = u(XY A4)
resp. u(X0A), p(OAX) = u(XAY) (podle VETY 11,4 a VETY 11,3).
Naproti tomu polopfimky (04) a (XA4)* nejsou ve vztahu inkluse,
nybrz jsou dokonce disjunktni, nebot pro kazdé Y, pro néz je u(Y XA4),
plati u(XO0A), p(YXA) = u(Y0A) (podle VETY 11,4), takZe neni Y
na (OA). .

Sledujeme-li vztahy mezi pary polopfimek téZe pfimky podle jejich pruniku,
vidime, Ze nastavaji pouze tyto moZnosti:

1. dvs polopiimky nemaji spoleény bod,

2. dvé polopiimky maji spoleény pravé jeden bod — poéatek obou polo-
primek,

3. dv& polopiimky majf spoleéné viechny body né&jaké usetky — podatedni
body obou polopfimek jsou pak koncovymi body této usecky,

4. dvé& polopiimky maji spoleéné viechny body néjaké poloptimky, t. j. bud
obé& polopiimky splyvaji nebo jedna obsahuje druhou.

V piipadech 1, 2, 3 nejsou ob& poloptimky ve vztahu ihkluse, v ptipads 4
pak ano. )

VETA 11,11. Je-li polopfimka h obsaZena v polopiimce k, pak je k*
obsaZena v h*.

Dioraz. Budiz u(0,0,4) a mecht k= (0,4), k= (0,4). Je-li
u(Y0,4), pak je u(YO,A4) podle VETY 114, takZe (0,4)* je &asti
(0,4)*,

VETA 11,12, Jestlife dvé polopFimky obsahuji soudasné polopfimku
tieti, pak jsou ve vztahu inkluse.

Dikaz. Necht polopiimky 4, k, (OA) jsou rtzné a na téZe primce
a nechf i.k obsahuji polopifimku (0A). Oznaéme poééitedni bod polo-
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piimky A pismenem O, a pocéatedéni bod polopfimky % pismenem O,.
Podle VETY 11,9 lze psat b = (0,4), k = (0,4). Bod O, nemuze patftit
do (0OA), protoie pak by (0,4) = h neobsahovala bod O. Podobné
nemize patfit do (0O4) bod O,. Je tedy soucasné u(0,04) a u(0,04).
Podle VETY 11,5 je tedy bud ux(0,0,0) nebo u(0,0,0). Je-li na pF.
#(0,0,0), pak je u(0,0,4) podle VETY 11,4 a pak (0,4) je &asti
{0,4),nebot je-li u(0,Y A)resp. u(0,4Y), pak je u(0,Y A) resp. u(0,AY).

JETA 11,13. JestliZe dvé polopfimky jsou soufasné obsaZeny v polo-
pFimce tfett, pak jsou ve vztahu inkluse..

DUKAzZ plyne bezprostiedns z VETY 11,10 a 11,9.

VETA 11,14. Viechny polopfimky dané pfimky lze rozdélit do prdvé
dvou disjunkinich t¥id tak, Ze v téfe t¥idé jsou katdé dvé polopFimky ve
vztahu inkluse, v riznych tfiddch jsou polopfimky, je ve vztahu inkluse
nejsou.

Dv9xaz. Na dané pifmce zvolme polopfimku g. Do tfidy §; dejme
viechny poloptimky, jez jsou s ¢ ve vitahu inkluse, do tfidy S, dejme
viechny ostatni. . )

1. Ve tFidé S, jsou kazdé dvé polopfimky ve vztahu inkluse. Méjme dvé
rizné polopfimky % a k ze t¥idy S,. JestliZe k obsahuje ¢ a ¢ obsahuje k&
nebo obracené, jestlize k obsahuje ¢ a ¢ obsahuje &, pak je véc ziejma.
Je-li & a k obsaZeno soucasné v ¢ nebo obsahuje-li 2 a k soucasné polo-
piimku ¢, pak je tvrzeni zfejmé podle VET 11,12 a 11,13.

2. Podle VETY 11,10 nemie tfida S, obsahovat s polopFimkou h také
polopFimku h*. T¥ida S, obsahuje tedy opaéné polopfimky k polopfim-
kam tiidy S, a podle VETY 11,11 t¥ida S, ma také tu vlastnost, Ze
kazdé dvé polopfimky v ni jsou ve vztahu inkluse.

VETA 11,15. Existuji prdvé dvé pfirozend uspordddni pfimky a ta jsou
navzdjem inversni.1%)

DUxkaz. Pro body na pfimce p zavedeme uspofadani takto: rozdélme
viechny polopiimky na p¥imce p na dvé t¥dy, jak o tom mluvi VETA
11,14, Kazdému bodu X piitadme ze tf¥idy §, tu polopfimku, kterd ma
v bodé X pocatek, a ozna¢me ji p(X). ProtoZe polopfimka mé privé
jeden pocitek, maji dva rizné body pfFifazeny ruzné poloptimky
a naopak. Jsou-li body X a Y rdzné, pak budeme fikat, Ze X je pied Y,

1) Definici inversniho uspofddéni viz odst. 6, str. 30.



symbolicky X 3 Y, jestliZe polopfimka p(X) je obsaZena v polo-
pfimee p(Y).

Je vidét, Ze takto definované uspofadani boda vyhovuje obéma
axiomim 1 a 2 pro uspofiddani z odstavee 6. Dokazme jesté, ze je-li
w(ABC) a A <3 B, pak je také B <X C. Aviak A ~3 B znameni, ze p(4)
je obsaZeno v p(B). Sestrojme polopfimku A tak, Ze do n{ dime vSechny
body p¥imky AB, které jsou od C po téZe strand jako bod B. Je tedy
h = (CB) a k obsahuje p(B). Aviak podle VETY 11,10 existuje k bodu C
pravé jedna polopfimka, jez je s p(B) ve vztahu inkluse, je tedy
(CB) = p(C) a p(B) je obsazeno v p(C).

Z definice pfirozeného uspofadin{ a z VETY 11,14 plyne, Ze existujf
dvé prirozend uspofadani bodid na pfimce. Druhé uspofadani bychom
dostali, kdybychom v definici vzali misto tfidy §, tfidu §,. Obé pfiro-
zena uspofadani jsou navzijem inversni.

DEFINICE. Zvolime-li urdité pfirozené uspoiddini bodi na p¥imce,
budeme fikat, Ze jsme piimku orientovali nebo Ze jsme na nf zvolili
uréitou orientaci. Orientace pifsluSejici obéma inversnim piirozenym
uspofaddnim bodu prinky budeme néz;’rvat opalnymi orientacems.
Pifmku p, na niz jsme zvolili uréitou orientaci, budeme nazyvat orien-
tovanou a budeme ji znadit P, v opaéné orientaci symbolem p*.

OzNACENE. PHmku AB, na ni%z jsme zvolili orientaci tak, Ze je
A4 = B, budeme znadit AB. Polopfimku na orientované primce p, jez
mé podatek A a pro jejiz body X plati A < X, znaéime (47p).

VETa 11,16, PFimka, kterd s body A, B, C leZ{ v téZe roviné a kterd pro-
tind jednu ze t# useCek AB, BC, AC, protind jesté alesport jednu z nich.

DtrAz. Jsou-li body 4, B, C nekolinearn{, iika véta totéz jako
axiom R, 4.

Budte? tedy body 4, B, C kolineirni. Piimka p + AB necht protina
useku A B, takZe (podle definice) je incidentni s vnitfnim bodem M
use¢ky AB, tedy u(AMB). Pro body 4, B, C plati pravé jedna z moz-
nosti: u(ABC), p(BCA), u(CAB). Odtud dostivame pro bod M
vztahy:

u(AMB), u(ABC) = u(AMC) (podle VETyY 11,4),
wWAMB), u(CAB) = u(BMC) (podle VETY 11,4),
W(AMB), u(BCA) = bud u(AMC), bud u(CMB) (podle VETY 11,6).
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ViETa 11,17. PFimka, kterd protind dvé ze tF{ raznych iseéek AB, BC,
CA neprotind tfeti. '

DorAz. 1. Pfedpoklidejme pfedné, Ze body A, B, C jsou kolinearni:
Necht pfimka @ protina tseéky AB a BC v bodé oznateném pismenem
M, takze plati y(AMB) a u(BMC). Pfi tom nemiZe byt u(4AMC),
nebot kdyby tomu tak bylo, pak by podle VETY 11,5 platilo u(4AMC),
u(AMB) = u(CMB), coz by bylo ve sporu se vztahem u(BMC).

2. Necht za druhé body A, B, C jsou nekolinedrni. Necht piimka a
protina Gseéku A B v bodé P, tiseéku BC v bodé . Pak a nemiiZe proti-
nat useéku AC. Pfedpoklidejme naopak, Ze protina také usetku AC,
a to v bodé R. Body P, @, R jsou kolinedrni, néktery z nich musi
byt podle VETY 11,2 mezi ostatnimi dvéma. Predpoklad, Ze je u(PQR),
vede ke sporu, nebot body P, R, A jsou nekolinearni, pfimka CB pro-
tind usecku RP a tedy podle axiomu R, 4 musi protnout bud AR,
bud AP, ale oboji je nemoiné podle R, 4. Pravé tak vede ke sporu
predpoklad, ze u(@RP) nebo u(RPQ). Znameni to tedy, Ze piimka a
nemuze protinat dsecku AC.

DEFINICE. Necht body 4, B a piimka p lezi v téZe roviné, pti éemz
A, B nelezi na p. Potom iikame, %e body 4 a B léii po téZe strané
piimky p, jestlize p neprotina tsecku AB. Protina-li pfimka p tsecku
AB, pak fikdame, Ze body 4, B leii na raznijch strandch pFimky p.

'ETA 11,18. KaZdd pfimka p roviny rozdéluje body této roviny, které
nele#{ na p, do dvou riznych disjunktnich trid tak, Ze do téZe tfidy pat¥i
body leZict po téZe strané pfimky p, do razngch tFid patFi body, jeZ leZi na
raznych strandch primky p.

Dtoxaz. Budiz v roviné dana piimka p. Vezméme v roviné bod P,
jenz neleZina p, a utvoime dvé tfidy, které oznacime S, a §,, takto: do
S, ddme bod P a bod X roviny pP dame do t¥idy S,, jestlize X a P lezi
na téze strané od p, bod ¥ dame do tfidy §,, jestlize body Y a P lezi na
riznych stranach od p.

Nyni musime dokazat: 1. Kasdy bod A roviny, ktery nelefi na p,
patfi pravé do jedné tiidy. To je ale zfejmé, nebof tsetka AP bud ma
8 p spoleény bod nebo nemai.

2. Kazdé dva body téZe tFidy lesi na téZe strané od primky p. Nechf
body X a Y patii do tiidy S,, X + P + Y. Pfimka p neprotini usecky
PX, PY, nemize tedy podle VETY 11,16 protinat ani XY . Necht body
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X-a Y patii do ti¥idy S,. PHimka p protind use¢ky PX, PY, nemiZe
jiz tedy podle VETY 11,17 protinat tsec¢ku XY

3. Kaidé dva body riznych tFid lefi na ruznijch strandch primky p.
Necht X je z tfidy §,, Y z t¥idy S,. Pfimka p protind tedy usecku PY,
ale neprotina usecku PX. Podle VETY 11,16 protina tedy p tseéku XY.

DEFINICE. Polorovina, uréend pfimkou p a bodem P — symbolicky ji
budeme znacit (p, P) — je mnozina bodu, do niz patii body piimky p,
bod P a viechny body roviny pP, jez lei od p po téZe strané jako bod
P. Piimka p se nazyva hranici poloroviny (p, P). Poloroviny zna¢ime
nékdy také malymi feckymi pismeny. )

Podle VETY 11,18 rozdéluje kazdd pfimka rovinu, ve které leii, na
dvé poloroviny. Obéma polorovinam fikdme, Ze jsou opacné. Opaénou
polorovinu k (p, P) znadime (p, P)*. A

Vira 11,19. Necht body A, B, C jsou nekolinedrni. Pfimka AB nemd
s polorovinou (AC, B) jingjch spoleényjch bodi kromé téch, které leZi na
polopfimce (AB).

Doxkaz. Je-li D bod ptHimky AB, ktery nelezi na polopfimce (4B),
pak plati u(DAB) a podle definice poloroviny nemtze bod D lezet
v poloroviné (AC, B). )

DEeFINICE. Rikdme, Ze bod le# uvnité poloroviny, jestliZe lezi v polo-
roviné, ne v8ak na jeji hranici. Podobné fikdme, ze polopfimka lezi
uvnitf poloroviny, jestlize kazdy vnitini bod polopiimky lezi uvnitf
poloroviny.

DeriNicE. Necht p, ¢, r jsou tii polopiimky v téZe roviné a s tymiz
podatkem, p¥i éemz necht p a r nelezf na jedné pfimce. Rikédme, Ze polo-
piimka g lezi mezi polopfimkami p a r, symbolicky u(pgr), jestlize polo-
pfimka g protina tse¢ku spojujici libovolné dva body, lezici na polo-
piimkéach p, r. (Podle R, 4 nezalezi na volbé obou téchto bodi.)

DErFiNICE. Budtez dany dvé polopiimky p, g se spoleénym poc¢atkem
S, které nelezi na téze piimece. Uhlem < pg rozumime mnoZinu polo-
piimek, do niZ vedle poloptimek p a g pati{ kazd4 polopfimka r roviny
pq s podatkem 8, pro kterou plati u(prq). Polopiimky p, q se nazyvajf
ramena Uhlu < pq, o viech ostatnich polopfimkach Ghlu < pg Hkame,
ze leZi uvnit¥ ného. Bod S se nazyva vrcholem whlu.

M4-li Ghel vrchol B a ramena (BA) a (BC), pak ho znadime také
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X ABC. Rikame, zé bod X lezi uvnit¥ dhlu < ABC, jestlize uvnit# to-
hoto tihlu lezi polopfimka (BX).

Nékdy znadime tihel s rameny (PM) a (Pp) také kratce <t MPp.

ViTa 11,20. Méjme thel <t ABC. Bod M resp. polopfimka (BM)
les{ mezi (BA) a (BC) tehdy a jen tehdy, kdyZ M resp. (BM) leZi soutasné
uwnitF obou polorovin (BC, A) a (B4, 0).

Dvoraz. 1. Lezi-li M mezi rame-
ny (BC) a (BA) (viz obr. 9), pak A
(BM) protina tasetku AC, pri- M
setik oznaéme D. Vnitini body
tsecky AC a tedy i priseéik D
lezi uvnit¥ polorovin (BC, A),

(BA, C), takie poloptimka (BM) D
lezi souasné uvnitf obou poloro-
vin a tedy i bod M.

2. Necht M leii soucasné uvnitf £ 8 ¢

obou polorovin (BC, 4), (B4, C) Obr. 9.

a budiz E = B bod polopfimky

(BC)*. Uvaiujme trojihelnik A ACE. Piimka BM protini stranu
CE, tedy podle R, 4 musi jeité protinat bud £4 nebo AC. Podle
VETY 11,19 v8ak stranu EA4 protnout nemuze, nebot body tsecky EA
a bod M leii po riaznych stranach ptimky AB.

VETA 11,21. Méjme dhel < pq. Polopfimka r + q, kterd md poldtek
ve vrcholu 1thlu <X pq a le£t uvnitf poloroviny (D, q), je bud mezi paq nebo
mezi p* a q. '

- DURAZ. Necht M je bod na polopiimee r riazny od jejfho poéatku.
Bod M lezi uvnit¥ poloroviny (p, q), nelezi viak na ¢, nebot r + ¢. Bod
M apodle toho tedy i poloptimka r je bud uvnit¥ poloroviny (g, p) nebo
(4, p)* = (¢, p*). Je-li uvnit¥ poloroviny (g, p), je podle VETY 11,20
mezi p a g, je-li uvnit¥ poloroviny (g, p*), je mezi p* a q.

VETA 11,22. Jestlize tFi polopFimky maji spoleény poldtek a leZi v téZe
roviné, pak nejvyde jedna lesi mezi ostatnimi dvéma.

Dtoraz. Necht polopfimky p, g, 7 spliiuji podminky nasi véty a
necht na p¥. q lezi mezi p a r. Je-li tedy A resp. B bod na p resp. na r,
pak polopfimka ¢ protina Gsetku 4 B. Prisecik oznaéme C, takze je tedy
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#(ACB). Kdyby nyni polopfimka p leZela mezi polopfimkami ¢ a 7,
museélo by byt u(BAC), coz je nemozné vzhledem k VETE 11,2.

Vztah g pro polopfimky nemé vSechny vlastnosti jai{o vztah g pro body ne
ptimce. Neplatf toti% véta obdobné VT 11,2, Ze by ze ti{ polopfimek se spole-
nym poéitkem a leZicich v téZe roving prdvé jedna leZela mezi ostatnimi dvéma.

O torn se muZeme pfesv&déit na pi-

P kladé& polopfimek p, g, r, jestliZe na pf.

poloptimka r leZi sou¢asnd uvniti po-

lorovin (p, g)* a (g, p)*. Potom #idné

z polopfimek p, ¢, r nelezi mezi ostat-
nimi dv&ma. (Viz obr. 10.)

Podobns jako jsme definovali pojem
polopfimky & poloroviny, zavadi se
pojem poloprostoru: je to mnoZina, do
9 nf% patii body n&jaké roviny a viechny

body prostoru, leZici po téZe jeji stra-

né, pii éemZ opst definujeme, Ze body

A, B leii po téZe strané roviny « tehdy

a jen tehdy, jestlie uselka AB nema

8 rovinou « spoleénych bodt. Nebude-

me zde vSak vlastnosti poloprostora

bliZe rozvadét.

12. Axiomy shodnosti a jejich disledky. Vztah ,,ise¢ka A B je shodnd
s usefkou CD*‘ budeme symbolicky psit ,,AB = CD* a vztah ,ihel
<X pq je shodny s dhlem < r3‘‘ budeme psit ,,<x pg = <X rs*.

Obr. 10.

Axiomy sHODNOSTI, &:

&, 1. Shodnost uselek je vztah reflexivni a transitivni.

S, 2. Je-li u(4,B,C)), p(4,B,C,), A,B, = A,B,, B,C, = B,C,, pak
je také A,C, = A,C,.

&, 3. Budtes ddny body A, + B, a nech? p je polopFimka s poédtkem A,.
Potom na polopFimee p existuje vidy alespori jeden bod B, + A, tak, e je
A,B, = A,B,.

&, 4. Jsou-li p, q polopFimky s tymZ poldtkem a p + q, pak je vidy
X pg = < gp.

&, 5. Je-li ddn thel <X p,q,, polopFimka p, s poédtkem S a polorovina w
s hranict p,, pak v w existuje prdvé jedna polopfimka g, 8 poédtkem S
a takovd, Ze < p1gy = <X Pofs-

S, 6. BudteZ diny dva trojihelniky N A,B,C, a A A,B,C,. Jeli
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A,B, = A,B,, A,C,=A,C, a < B,A,C,= < B,A,C,, pak je také
< 4,B,C, = < A,B,C,.

Pojem shodnosti mé v MopELU 1 obvykly vyznam: dvé&iseéky resp. dva thly
jsou shodné, jestliZe je 1ze pfemistit tak, Ze splynou. V MobeLU 2 Ize pojem shod-
nosti zavést tak, %e vsedky AB a CD (kde A = (a,, @y, a;), B = (b, by, by),
C = (¢, €y, €), D = (d,, d,y, dy)) jsou shodné, jestliZe je :

@y — b1 + (@83 —by)® + (a3 — b)* = (6, — d))* + (63— d;)* + (cg — ).
Shodnost dhlt miiZeme zavést pomoci shodnosti vise¢ek na piiklad takto: dhly
< ABC a < DEF budoushodné, jestlizebude AB = DE, BE = EF,AC = DF.
Pak MopEL 2 bude spliiovat axiomy &.

V dal3fm odvodime nejduleZit&jsf disledky axiomu shodnosti. Po vétach
o shodnosti trojuhelnika (12,4; 12,5; 12,8) zavedeme n&které nové pojmy: tvhly
vedlej$t a vrcholové, Ghel pravy (existuje alespoti jeden \ihel pravy — VitTa 12,14;
vSechny pravé tthly jsou shodné — Vira 12,15), déle pojem stFedu tiselky a osy
use&ky i hlu. Na zdklad® primitivnich pojmu ,,mezi* a ,,shodnosti‘‘ je zaveden
vztah ,,men#l — vét¥l‘ pro viseCky a vihly. Nasleduje v&ta pro dalsi vyklad funda-
mentélni daleZitosti, totiZ véta o vnéjsim dhlu trojdhelnika (VETA 12,23).

Pomocf primitivnich pojmu ,,mezi‘‘ a ,,shodnosti' lze také zavést séitdni
vuselek a uhly. Pritom je vSak nutno rozéifit ndmi zavedeny pojem uhlu (ktery
odpovidé dosud jen t. zv. dhlim dutym), aby zahrnoval také thel pfimy a vy-
pukly. Déle je zaveden pojem vzddlenosti dvou bodi A, B jakoZto tiidy vsech
useéek shodnych s tsekou AB a podobnd i pojem veltkosti whlu <X pq jakoZto
tfidy vSech dhli shodnych s ihlem < pg. Nezaviddime tedy vzdalenost a veli-
kost dhlu jakoZto éisla, protoZe v naSem dalsim vykladu se bez toho miiZeme
obejft. V&ta o délce lomené Sary spojujici dva body (VEra 12,32), jeZ je zobec-
nénim duleZité trojuhelnikové nerovnosti (Vira 12,26), uzavird probirané vlast-
nosti vztahu shodnosti v roviné.

Zbyvajici 8ast tohoto paragrafu je vénovéna wdtvardm prostorovym. Jde ze-
jména o zavedeni st&nového ihlu a o pojem kolmosti piimek a rovin. Zavére&né
véty (12,45 a 12,48) se zabyvaji v podstatd tvrzenimi o vztazich mezi thlem
a jeho kolmym primstem.

Vira 12,1, JestliZe pro tFi kolinedrnt body A, B, C plati u(ABC), pak
nemase byt AB = AC.

Dtokaz. Necht je u(4BC) a necht naopak plati 4B = AC. Mimo
pHmku AB zvolme bod D (viz obr. 11). Protoze AB = AC, AD = AD,
X BAD = 4 CAD je podle &,6 <X ADB= < ADC. Proto’e je
#(4BC), body B a C jsou v téze poloroviné (4D, C). Podle &, 5 je
poloptimka DB totozné s poloptimkou DC, coZ je spor, nebof D nelezi
na BC.
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VETA 12,2, BudteZ diny body A, + B, a necht p je polopfimka s po-
édtkem A,. Potom na polopfimce p existuje vidy prdvé jeden bod B, tak, Ze
plati A\B, = A,B,.

Dokaz. Kdyby byly takové body dva, B, a B,, pak by bylo 4,B,=
= A,B, a soudasné by platilo bud u(4,B,B,) nebo u(A,B,B;). Podle
VETY 12,1 jsou viak ob& moZnosti ve sporu se vztahem A4,B, = A4,B,.

D,

|
)
[}
]
i
!
!
I
]
|
i
1
)
]
5 A B C
Qbr. 12.

8,

Obr. 11.

PozNAMEA. Shodnost viseCek je vztah symetricky a md tu vlastnost, Ze
vidycky plati AB = BA, jak se da z axiomi & snadno dokéazat. Plati-li
totiz AB = CD, pak podle &, 3 existuje na polopfimece (4.8) bod B’,
pro ktery plati CD = AB’, ¢&ili vzhledem k transitivnosti shodnosti
usebek také 4B = AB'. Podle VETY 12,2 je véak B = B’, nebot Ba B’
lez{ na téZe polopi¥imce (4B), takze plati také CD=AB. Ze vidycky
plati AB = BA, plyne z toho, Ze shodnost Gseéek je vztah reflexivni
a Zze symboly AB i BA oznaduji touz usedku.

Pozdéji dokdzeme, ze také shodnost uhlu je vztah reflexivni, sy-
metricky a transitivni.

VETa 12,3. Jestlife body A,, B,, C, jsou kolinedrni a body A,, B,, C,
jsou kolinedrni a jestlife plati u(A,B,C,) a u(A,B,C,) a jestlize ze vztahd
A,B, = A,B,; B,C,= B,C,; A,C, = 4,C, plati alespori dva, potom
plati také treti.

Dtoraz. Necht je u(4,B,C,) a u(d,B,C,). Jestlize je A,B, = A,B,
a B,C, = B,C,, potom je také A,C, = A,C, podle &, 2. Budiz tedy
AB, = A4,B,; 4,C, = A,C,. Kdyby neplatilo B,C, = B,(,, bylo by
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B,C, = B,C,. Podle &, 3 existuje viak na polopiimee (B,Cy) bod C,
tak, Ze B,C, = B,C,. Bylo by tedy C, # C,. ProtoZe je u(4,B,C,),
w(A,B,C,), A,B, = A,B,, B\C, —BCz,bylo by podle &,2 A,C, =
= A,C,, takie by platilo 4,C, = A,C,. To viak je ve sporu s VETOU
12,2, nebot C, a C, jsou na téze polopiimee (4,B,) a pritom C, * C,
Jestlize je B,C, = B,C,a A,C, = A,C,, potom diikaz probfha stejné.
Lisf se pouze zdménou pismen 4 a C.

DEFINICE. O dvou trojahelnicich A 4,B,C, a A A,B,C, ikime, Ze
jsou shodné, symbolicky A A,B,C, = A A,B,C,, jestliZe plat{ vztahy:
A,B, = A,B,; A,C,= A,C,; B,C, = B,C,,
XCi=<9Cy LB =L By g4 4,=<4,,
ve kterych piSeme < C, misto < 4,C,B; a pod. (tohoto oznadeni,

pokud nepovede k nedorozuméni, budeme pouzivat i nadaile).

Viita 12,4, JestliZe pro dva trojihelniky A A,B,C, a A A,B,C,
plati A,B, = A4,B,, 4,C,= A4,C,; X A, = X A,, pak jsou shodné.

Dékaz. Mame dokazat, ze plati B,C,= B,C,, < C,= < C,,
<& B, = < B,. Staéi viak dokizat pouze B,C, = B,C,, protoZe plat-
nost vztahu < B, = < B, potvrzuje axiom &, 6 primo a vztah
J C, =< C, plyne z &, 6,
kdyZ v ném zaménime pismena
BaC, coZ miZzeme uéinit vzhle-
dem k &, 4. Kdyby bylo B,C,=
= B,C,, pak by na polopfimce
(B,C,) existoval bod D (obr. 12)
tak, Zze B, + D % C,, B,C,=
= B,D (podle &, 3). Protoze A,
A,B,=A4,B,,byloby podle &, 6
< B,A,C, = <X B,4,D a body
C,a D by lezely v téze poloro-
viné (B,4,, C,). Podle &, 5 by Obr. 13.
tedy polopfimky (4,C,)a (4,D)
byly totoZné, co% je spor, nebot A, nelezi na DC, = C,B,.

Vira 12,5. Jestlife pro dva trojihelniky A A,B,C, a A A,B,C, plati
AB =A,B,, S A, =< A,, < B, _{B2,pak7.soushodné

Dtkaz. DokaZeme-li, Ze 4,C, = A,C,, jsme vzhledem k VETE 12,4
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hotovi. Kdyby bylo A4,C, == A4,C,, pak by na polopiimce (4,C,)
existoval bod D (viz obr. 13) tak, Ze 4, + D + C,, A,C, = A,D.
Podle &, 6 je za tohoto predpokladu < B, = < A,B,D. Protoze je
také < B = < A4,B,C, a protoze body C, a D jsou v téZe poloroviné
(4,B,, C,), jsou podle &, 5 také poloptimky (B,C,) a (B,D) totoiné,
coZ je spor nebot B, nelezi na C,D = 4,C,.

VETA 12,6. Necht kaZdd trojice polopfimek py, q,, 71 @ Dy, ¢, 7o md tYE
pocdtek, leZi v téfe roviné a plati pro ni u(p,qiry), p(Pegar,)- Jestlize ze tri
vztaht L pigy = X Pofs, L P171 = <L Pafs, L Q171 = <L Qo7 plati ale-
sponi dva, je splnén 1 tfeli.

Dtraz. Spoleény poéitek trojice p,,q,,r, oznaéme O,, trojice
Ps, ¢a, s pismenem O,. Necht plati nejprve <X p,g, = <X p,g, a
X ¢,7y = <X qory, a piedpoklidejme, Ze jest <X p,r; == < pyr,. Pak
v poloroving (p,, r,) existuje polopfimka r’ s poditkem O, (viz obr. 14)
a takova, ze <L p,r; = < por’, pfi CemiZ jest ' F r,. Budiz A, resp.
A, bod na polopfimee p, resp. p, tak, ze 0,4, = 0,4, a bod B, resp.
B, na polopfimee 7, resp. 7’ tak, ze 0,B, = 0,B,. ProtoZe je u(p,q.r1),
protina ¢, GseCku A,B,;; pruseéik oznaéme C,. Na polopfimce (4,B,)
zvolme bod C; tak, ze A,C, = 4,C,. Protoze podle* VETY 124 je
A, B, = A,B,, je podle VEry 12,3 také OB, = C,B,. Ze vztahu
0,4, = 0,4,, 0,B, = 0,B,, < p,r, = < pr’ plyne podle VETY 12,4
X 0,4,C0,= X 0,4,C, a X O,B,C, = X 0,B,0,. Ze vztaht 0,4, =
= 0,4,, 4,C, = 4,C,, < 0,4,C, = < 0,4,C, plyne podle VETY 12,4
< A,0,0, = < A,0,0C,, takie podle- &, 5 lezi C, na q,. Protoze plati
B,C, = B,C,, 0,B,= 0,B,, < 0,B,C,= < 0,B,0,, dokdzeme po-
moci VETY 124, %2¢ <X C,0,B, = < C,0,B, ¢li < ¢,r;, = <X ¢,r'. Pro-
toZe je také <X q,r; = <L q,r, a pii tom je ry += 7" a r, a v’ lezi v téze
poloroviné, je zavér ve sporu s &, 5.

Analogicky probihd dikaz v obou ostatnich p¥padech.

VETA 12,7. JestliZe v trojihelniku A ABC je AC=CB, je ¢ A=
= <X B.

DUkAz je disledkem axiomu &, 4 a axiomu &, 6, pouZitého na
A CAB a A CBA. B

DeriNicE. Trojthelnik, ktery ma dvé shodné. strany, se nazyvi
rovnoramenny.
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Vira 12,8, Jestlife pro dva trojihelniky A\ A,B,C,a A A,B,C, plati
A,B, = A,B,, A,C,= A,C,, B,C, = B,C,, pak jsou shodné.

DORaz. Vzhledem k VETE 12,4 staéi dokazat, Ze <& 4, = < A,.
Kdyby naopak bylo <t 4, = < A,, existovala by podle &, 5 polopfim-
ka (4,D) v poloroviné (4,C,, B) (viz obr. 15) tak, ze <t 4, = < C,4,D,

C,

Obr. 14. ) Obr. 15.

pii ¢emZ by bylo (4,B,) + (4,D). Podle &, 3 lezi na (4,D) bod B, tak,
te A,B, = A,B,. Protoze plati 4,0, = 4,C,, A\B, = A,B,;, X 4, =
= X C,4,B,, je podle VETY 12,4 také A A,B,C, = A A,B,C,, spe-
cialné tedy B,C, = B,C,. ProtoZe shodnost tiseéek je vztah symetricky
a transitivni, trojahelniky A A4,B,C; a A A,B,C, majf shodné strany.
Podobné sestrojme trojuhelnik A A,B,C, s vrcholem B, na opaéné
strané od 4,0, nez je B,, pro ktery plati <t A4, = < C,4,B,a 4,B, =
= A,B; a tedy také A A4,B,C,= A A,B,C,. Uvaiujme trojahelniky
A A4;B,B; a A C,B,B;. Protoie je A,By=A,B; a C,B, = C,Bj, plat{
podle VETY 12,7 X A;B,B; = < 4,B;B, a < C;B,B; = < C,B;B,
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¢ili podle VETY 12,6 je. & 4,B;C, = <X A,B,C,. Odtud pomoei VETY
12,4 plyne, Ze A A,B;0, = A A,B,C,, speoidlné tedy < C,4,B; =
= < C,4,B,. Analogicky dokaZeme, Ze <X C,A,B;= < C,4,B;.
Protoze je (4,B,;) + (4,B3), mame vzhledem k &, 5 spor.

VETA 12,9. Je-li L p1gs = X Poga @ XL PoGe = X Pals, Pak je také
X D191 = <L Pafs.

Dokaz. Zvolme body O,, O,, O,, A,, 4,, A;, By, B,, B, tak, aby
platilo 0,4, = 0,4,, 0,4,= 0,4,, O,B,= 0,B,, 0,B,= 0,B,,
X 4,0,B,= <X P1dry L A,0,B; = < pgsy, X A30,B3 = X pyq,. Podle
VETY 12,4 je potom A,B,= A,B,, A,B,= A,B,. Protoze shod-
nost tsedek je vztah symetricky a transitivni, je 0,4, = 0,4,,
0,B,=0,B,, A,B, = A,B,, takie podle VETY 12,8 plati A 0,4,B,=
= A 0,4,B,, speciilné tedy < 4,0,B,= 4 A,0,B, ¢&ili 4 pyg, =
= < Pags-

PozxAmMErA. Shodnost 4hli je vztah reflexivni, symetricky a transitivni.
Podle &, 4 plati totiz < pg = <X ¢p a soudasné <X gp = <X pq, takie
vzhledem k transitivnosti, o které nas poucuje VEra 12,10, plati
<X pg = <X pg. Dokazme tedy jesté, ze shodnost uhli je také vztah
symetricky. Plati-li < p,q, = < ps¢,, pak podle &, 5 existuje v polo-
roviné (p,, ¢,) poloprimka q: (jeZz ma spoledny polatek s p,) tak, Ze je
X Pgs = <L Pigs- Vzhledem k transitivnosti tedy plati < p,q, =
= < P,q;, 8 protoze 9, i ¢, lezf v té%e poloroviné (py, ¢,), plati podle
&, 5 ¢, = qi, takie jest X pogs = X Piqy.

VETA 12,10. Necht body A, B, C a D, E, F jsou kolinedrni, pfi emé
necht je u(ABC) a E lezi na polopfimce (DF). Je-li AB= DE a AC =
= DF, pak je také u(DEF).

Duxaz. Predpoklidejme, Ze naopak plati u(DFE). Na polopfimee
(CB)* zvolme bod @ tak, aby bylo CG = FE. Protoie je u(ACG) a
w(DFE)a AC = DF,CG = FE, je podle &, 2také AG = DE. Protoze
je také AB = DE a piitom G + BaGa B jsou na téZe strané od A4,
je to vzhledem k VETE 12,2 spor.

VEra 12,11. Budtef ddny dva shodné whly < ab = <X pq. Jestlife ¢ je
polopfimka ihlu < ab, pak eristuje polopFimka r, jeZ je polopFimkou
dhlu <X pq a jeZ spliuje vztahy <X ac = <X pr, L cb= <X rq.

DUKAz. Zvolme body A4, B, C, P, Q, R tak, Ze uhel <t ABC je tyz
jako < aba < PQR tyz jako <¢ pq, pfi éemz vzhledem k &, 3 mizeme
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pfedpoklidat, Ze jest AB = PQ, BC = QR. Pak je také AC = PQ,
<X BAC = < QPR, & BCA = < QRP. Protoze c¢ lezi uvnitf uhlu
<X ab, protina ¢ usedku AC. Priseéik oznaéme D. Zvolme S na polo-
piimce (PR) tak, ze AD = PS8. Podle VET¥ 12,10 je u(PSR), takZe
podle VETY 12,3 je také CD=RS. Podle % -
axiomu &, 6 aplikovaného na trojahel- \ ,
niky A ABD a A PQS je <X ABD = \ m
= X PQS a podobné je < CBD = v
= < RQS. Polopfimka (©S) ma tedy \
vlastnost polopfimky r, o niZz je feé \
v na8i véte.

DEFINICE. Dva Ghly nazyvime vedlej- pf P,
&, jestlize maji spoleéné jedno rameno
(a tedy 1 vrchol) a jestliZe jejich zbyva-
jici ramena jsou opaéné polopfmky. 9z

VETA 12, 12. Vedlejdi ihly shodnyjch
uhla jsou také shodné.

Dtogaz. Necht body trojic 4,, B,, C,
a A4,, B,, C, jsou nekolineirni, pfi éemz
necht < A4,B,C, = < 4,B,C,. Na po-
lopiimece (B,C,)* resp. (B,C,)* zvolme _
bod C resp. Cj. Ps Pr

MuZeme predpoklidat, Ze B4, = Obr. 16.
= B,4,, B,C, = B,C,,B,C, = B,C,.
Podle &, 2 je potom C,C| = C,C,. Podle Viry 12,4 aplikované na
trojuhelniky A B,4,C, a A B,A,C, jeCiA, = C,A,, < C, = <X 4,a
podle VETY 12,4 aplikované na trojihelnfky A C,C14, a A C,Cod, je
CiA, = Cy4,, < 0,014, = ¥ C,Cy4,. Podle axiomu &, 6 aplikova-
ného na A C1B,4, a A C,B,4, je < C;B,A, = < C,B,A,.

VETA 12,13. BudizZ ddn ihel < pq. Pak plati < pq = X p*q*.

Dvxaz plyne z VEry 12,12.

DeriNIcE. Uhly < pg a < p*q* se nazyvaji vrcholové.

DerFiNIcE. Uhel shodny se svym vedlej§im se nazyvéa pravy.

VETa 12,14. Existuje pravy dhel.

DokAz. Vezméme libovolny thel < AOB. Podle &, 5 existuje polo-
piimka OB’ (viz obr. 16) tak, Ze <t AOB = < AOB’, pfi éemi body
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B a B’ jsou na ruznych stranich ptimky 4O a pfi éemz podle &, 3 je
OB = OB'. Oznadme prisedik OA a BB pismenem M. Podle &, 6 je
<X BMO = <& B'MO, takie uhly <t BMO a < B’MO jsou pravé.
VETA 12,15. Viechny praveé tihly jsou shodné.
DUxaz. Méjme dva pravé thly < p,g, a < p,g,- To znamend, Ze
I i = LGPy, L Pga= X ¢:p;. Za predpokladu, Ze neplati
X 141 = <L Pofa, eXistuje podle &, 5
/ pravé jedna polopiimka m (viz obr.
/) 17) s poditkem ve vrcholu 1hlu
< py¢, a v poloroviné (p,, q;) tako-

o~ |~ A4
\\
N
N
N
\\
N \?
AN
. ]
~
Obr. 17. Obr. 18.

va, Ze platf < pym = < p.g,, & piitom m #+ ¢,. Podle VETY 11,20
je bud u(p,mq,), bud u(g,mpy). Je-li na pt. u(p,mq,), pak existuje podle
VEry 12,11 polopfimka n tak, Ze je u(q,np¥) a < pym = X pfn a pFi
tomn + m.Jeale < p,gs = X pin ataké (podle VETY 12,12) X pag,=
=  q,pr = < mp}, coi je vzhledem k &, 5 spor. Je zfejmé, Ze ke
sporu vede také zbyvajici pfedpoklad, ze plati u(g,mp;).

OzNACGEN{. Pravy Ghel budeme v textu znadit také pismenem R. Na
obrazcich budeme pravy uhel vyznadovat malym ¢étveretkem, jako je
to na obr. 18.

Vira 12,16, Budif ddna polopfimka p a polorovina s kranici p. Pak
v této poloroviné existuje prdvé jedna polopfimka, majici poldtek spo-
leény s danou polopfimkou p a svirajici 8 ni pravy vhel.

Doxaz. Existence takové polopiimky plyne z VETy 12,14. Kdyby
existovaly takové polopfimky dvé, q a ¢', pak by podle VETY 12,15
bylo < pg = < pq’ a to by byl vzhledem k &, 5 spor.
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DEeFINicE. Nechf polopfimky p a ¢ maji spoleény poditek a sviraji
pravy uhel. Pak ¥ikdme, Ze pFimky p a g jsou k sobé kolmé, nebo Ze jsou
to kolmice. Symbolicky to znaéime p | q.

VEra 12,17. Dangm bodem na pfimce lze vést v dané roviné (incidentn
8 pfimkou) prdvé jednu kolmici k této pFimce.

DUrAz plyne z VETY 12,16.

Obr. 20.

DEFINICE. Bod O piimky AB se nazyvi stfedem dseCky AB, jestlize
plati 40 = OB. '

Za pomoci VETY 12,1 lze sporem snadno dokézat, Ze stied Gsecky leZf
mezi jejimi koncovymi body. '

ViTa 12,18. KaZdd dseka md stied a to prdvé jeden.

DUYraz. Ezistence: méjme usecku AB (viz obr. 19) a nechf body C
a D jsou v opaénych polorovinich s hranicf AB a pfi tom necht
¥ BAC = X ABD a AC = BD. Usetka CD protiné pHmku AB,
nebot C a D jsou na riznych strandch od AB, priseéik oznaéme S.
Podle VETY 12,4 je A ABC = A BAD, &ilitéz CB == DA. Podle VETY
12,8 je A ACD = A BDC, tedy < ADS = < BCS. Padle VEry 12,5
je A ADS = A BCS, ¢&ili AS = BS.

Jednoznalnost: necht Gsetka AB mé dva stiedy O, a O, je tedy
A0, = 0,B, A0, = 0,B a u(40,B), u(40,B). Bez Gjmy na obecnosti
muZeme predpoklédat, Ze je u(40,0,). Budiz nyni 0’ takovy bod polo-
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piimky (40,), ze je AO" = BO,. Podle ViTY 12,10 plati soudasné se
vztahem u(BO,0,) vztah u(A0°0,), takze je jisté O’ + O,, pti emZ oba
body lezf na polopfimce (A0,). To je ale vzhledem k 40" = A0, spor
(VETa 12,2).

DEeFINIcE. O polopiimee r s poédtkem ve vrcholu uhlu < pg, ktera
leii v jeho roviné a splituje vztah < pr = < rq, Fikdme, %e ihel pali
nebo Ze je to jeho palict polopFimka.

VETA 12,19. Méjme rovnoramenny trojihelnik N\ ABC, AB = AC.
Paulici polopFimka 4hlu <t A stoji na stranu BC kolmo a pali ji.

Dtraz. Oznaéme pruseéitk BC s piliei polopfimkou thlu < 4
pismenem 0. Podle VETy 12,4 je A AOB= A AOC.

ViEra 12,20. KaZdy dhel md pilici polopfimku a to prdvé jednu.

DtoErAz plyne z VETY 12,19 a VETY 12,18.

VETa 12,21, Bodem mimo piimku lze k ni (v roviné uréené danym bo-
dem a danou pFimkou) vést pravé jednu kolmics.

DUkaz. Eristence. BudiZ dina piimka MN a mimo ni bod 4 (viz
obr. 20). Uréeme bod A4’ v poloroviné (MN, A)* tak, aby bylo
X AMN = X A'MN, AM = A’'M. Usetka AA’ protne piimku MN,
pruselik ozna¢me S. Trojahelnik A AMA' je rovnoramenny, podle
VErY 12,19 je tedy A4’ kolmice na MN.

Jednoznaénost. Predpokliadejme, Ze bodem A prochizeji dvériizné
kolmice na pi{mku MN, kterou protinaji v bodech 8, a §,. Jetedy
S, #8, a bez Gjmy na obecnosti miZeme predpoklidat, Ze plati
M +8, +NaM +8, £ N. Na polopfimce (§,4)* uréeme bod A4’
tak, aby platilo S,4 = §,4’; podobné uréeme na (S;4)* bod A", pro
ktery plati 8,4 = 8,4". Pomoci vét o shodnosti trojﬁhelnfkﬁ snadno
dokdzeme, 7e AN MNA = A MNA"a A\ MNA= A MNA", z &ehoZ
plyne, fe A’ = A”. PH{mky A8, a AS,, které jsou riizné, maji tedy dva
rizné priseéfky 4 a A" = A", coZ je ve sporu s J, 4.

DerINICE. PH{mka se nazyvé osou iselky, jestlize ji protind v puli-
¢im bodé a stoji na ni kolmo. Je-li p pilici polopfimka whlu, pak
piimka P se nazyvi jeho osou.

ViTa 12,22, BudiZ ddna siseka AB. Pro bod P plati vztah AP = BP
tehdy a jen tehdy, jestliZe bod P leZi na ose vsetky AB.

Ditxaz. Plati-li AP = BP, pak trojahelnik A ABP je rovnoramen-
ny a véta je podle VETY 12,19 spré,\.rn:i. Je-li bod P na ose usedky AB
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a oznadime-li prusetik osy s AB pismenem H, pak trojihelniky
AN AHP a A BHP jsou shodné. Odtud plyne nase véta.

DEFINICE. Necht 4,8, a A,B, jsou'dvé Gsecky. Jestlize C je vnitini
bod useéky 4,B, takovy, Ze je A4,C, = A,B,, pak f{kime, Ze uselka
A, B, je vét§ nez tisecka 4,B, ¢ili Ze tsedka A4,B, je mendi nez tsecka
A,B,, symbolicky A4,B; > A,B, nebo 4,B, < A,B,.

Z vlastnosti relace u plyne, Ze je-li A,.B, > 4,B, aA,B, > A,B,,
pak také A,B, > A,B,, takie relace < pro uselky je transitivni.

DEFINICE. Necht < p,q, a <L p.gs jsou dva nhly. Jestlize uvnitf
uhlu < p,q, existuje polopfimka r tak, Ze je < p,;r = <X pug,, pak -
kame, Ze Ghel <X p,q, je vEt3f neZ <L p,g, nebo Ze < p,q, je mensf nez
< P1g1, coZ -symbolicky piSeme < pig; > < pogs mnebo <X pyg; <

< X Pt .
Je vidét, ze relace < pro ahly je také transitivni.

DerinicE. Uhel mensi neZ pravy se nazyvéa ostry, thel véts{ nez
pravy je tupy. '

DEFINICE. Vnéj&i dhel trojihelnika je vedlejsi uhel nékterého jeho
thlu. Uhly trojihelnika nazyvame také vnitnimi.

ViTa 12,23, Vnéjsi dhel trojihelnika je vétsi nef kterykoli vnitind,
ktery s nim nent vedlejdi.

Doxaz. Budiz dian trojahelnik
A ABC a necht bod 4’ je na polo-
piimce (BA)*. Dokdzeme, Ze je
X A’'BC > <t ACB.

Budiz D (viz obr. 21) pulici bod

strany- CB a E bod na polopfimce
(DA)* takovy, ze AD= DE. Bod
E je uvniti poloroviny (4B, C),
protoze polopiimka (4D)leziv této
poloroviné a je také uvnitt poloro-
viny (BC, A)* &ili (CB, A’), protoze Obr. 21.
je na opaéné strané od BC nez A.
Proto polopfimka (BE) je uvnitf thlu <t CB4’, takie je <t CBE <
< X CBA'. Je viak <X CBE = <¢ ACB, nebof podle VETY 12,13 je
<X ADC = < EDB a podle VETY 12,4 je tudiz A ADC = N\ EDB.
Skuteéné tedy <t ACB < < A'BC.

£
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Podobné se dokaze, ze < CAB << < CBA’.

VETA 12,24, JestliZe pro dva trojihelniky A A,B,C,a N A,.B,C, plati
A,B, = A,B,, X B, = < B,, < C, = & C,, pak jsou shodné.

DURAzZ. Vzhledem k VETE 12,5 stacf dokdzat, Ze plati C,B, = C.B,.
Predpokladejme, Ze jest C,B; == C,B,, takZe potom pro bod D polo-
pHimky (B,C,) (viz obr. 22), pro ktery je B,C, = B,C,, plati C, + D.

Obr. 22. Obr. 23.

Podle VEry 12,23 platf < 4,C,B, > < A,DB,, zatim co ze vztahu
A AB,C, = A A,B,D plyne, ze jest X A,DB, = < A,C,B,. To vede
viak ke sporu s pfedpokladem, Ze je <£ C, = < C,.

VETa 12,25, V trojihelniku leZi proti véti strané vét&i vdhel a naopak
proti v&t¥imu dhlu vét¥l strana.

Dikaz. Budiz dén trojihelnik A ABC. Mame dokazat, Ze z AC <
< CBplyne x ABC < qt CABanaopak,Zez X ABC < < CAB plyne
AC < CB. Oboji se ale snadno dokaze pomoci VETY 12,7 a VETY
12,23.

DEeFINICE. Soudtem dsefek A,B, a A,B, rozumime jakoukoli Gsedku
AC té vlastnosti, Ze existuje vnitini bod B usecky AC takovy, Ze je
AB=A,B,, BC=A,B,. Pak piSeme symbolicky AC = A,B, + A4,B,.

Je-li AB < CD, pak rozdilem tiseéek AB a CD rozumime tiseéku M N
takovou, %e je AB= CD + MN. Potom piSeme MN = AB —CD.

Vztah AB=CD 4+ CD + ... +CD, pii demZ na pravé strané
je n s¢itancl, budeme psat struéné AB = n . CD nebo také

CDEA—B--
n
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Diive ne% budeme definovat soudet Ghli, rozSifime nAmi dosud zavedeny
pojemn thlu. Souéet Ghla <X p,q, 8 X P,¢; bychom mohli zavést oviem jiZ nyni
a to na pf. jakoZto jakykoli uhel < pg takovy, Ze existuje polopfimka r, jeZ mé
v jeho vrcholu podétek, leZi v rovind pg a ma tu vlastnost, ¥e je < pr = X p,q,
& < r¢ = < Pyq,- Potom by ale pro vzdjemnou polohu polopiimek p, r, ¢ mohly
nastat tyto moZnosti:

1. budto je u(prq), na p¥. v piipads, %e séitdme dva ostré Ghly;

2. nebo nenfi u(prq), takZe potom %4dna z poloptimek p, r, ¢ neleZ{ mezi
ostatnimi dv&ma. To nastane, kdyZ na ptiklad s¢itdme-dva tupé uhly;

3. nebo otézka, je-li u(prq), neméa smysl, protoZe polopfimky p a g jsou opaéné.
To nastane, kdyZ s¢itame na pi. dva vedlejsi uhly.

V piipadd 1 by nafe definice pln§ vyhovovala, kdeZto v pfipads 2 by méla
jistou nevyhodu: jestlize by na pt. «, f, y byly uhly a jestlife by « + ya f +
byly souéty podle ptipadu 2 potom by se mohlo stét, Ze a8koliv by bylo & < f,
pfesto by pro a 4+ y a 8 4+ y pojimané jako uhly v dosavadnim smyslu platilo
a+ y> B+ v (viz obr. 23). V piipad8 3 by pak nemé&lo viibec smysl mluvit
o Ghlu < pq. Abychom se vyhnuli viem témto potiZim, roziifime dosavadni
pojem uhlu zavedenim nevlastnich whldi.

DeFinice. Uhly, které jsme dosud definovali, budeme nazyvat
vlastni. Nevlastnim ithlem < pq, kde p, g jsou dvé polopi{mky se spo-
leénym poditkem S, které nelezi na téZze pfimce, rozumime mnozinu
polopfimek, do nfiz vedle polopfimek p a ¢ pati kazdd polopiimka r
roviny pq s poéatkem S, pro kterou neplati u(prq). Mnohdy nevlastnf
ahel nazyvime také uhel vypukly, zatim co kaidy uhel vlastni se na-
zyva také hel duty.

DEeFINICE. Jsou-li p, ¢ dvé opaéné polopiimky s poditkem S, pak
mnozina polopfimek, do niZ vedle polopiimek p a g patii kazda polo-
pHimka majici podatek S a leici v uréité poloroving s hranici p = g,
je.nevlastni ihel <X pq, ktery se nazyva hel pfimy.

DEeriNicE. BudiZ p polopfimka s poéitkem S. MnoZina v&ech polo-
piimek roviny, které majf potatek v bodé S, je nevlastni thel < pp,
ktery se nazyva whel plny.

Podobné jako u thlu vlastnfho nazyvaji se u nevlastnfho thlu < pgq
polopiimky p, g jeho ramena a o vSech ostatnich polopfimkach
ahlu <X pq se ¥ikd, Ze le#? uvnitF ného. Také zde se spoledny polatek
ramen nazyva vrcholem 4hlu. Nevlastnfi thel s vrcholem B a rameny
(BA), (BC) znadime také <x ABC.

PoznAMEA. Pro nevlastni thly jsme zavedli totéZ oznadenf jako pro
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uhly vlastni. V dalSim budeme v8ak pod symboly <t pqa <t 4BC rozu-
mét jen Ghly vlastni, pokud nebude vyslovné uveden opak. Nékdy
budeme také Ghly, at uz vlastninebo nevlastn{, znadit jedinym malym
feckym pismenem «, £, y atd.

DeriNicE. Shodnost pro thly nevlastni budiZ zavedena takto:
vBechny pfimé dhly jsou shodné; jsou-li < p,q; a <L p,qa dva vypuklé
uhly, pak ikdme, Ze jsou
shodné tehdy a jen tehdy,
kdyz jsou shodné vlastnf
uhly < p1gy, <X Pago.

PoznAmka. NaSe definice
relace < pro uhly vlastni
m4é smysl i pro ihly nevlast-
ni. Podle této definice je tihel

Obr. 24. duty vidy mensf nez thel

pi{my nebo vypukly, thel

piimy je vidy mensf nez ihel vypukly a thel vypukly je vidy mensf
neZ uhel plny.

v vz

DErINICE. Jsou-li <L p,q;, a < pug, dva thly, znich# Zidny neni vy-
pukly ani plny (jsou tedy bud oba duté nebo jeden duty a druhy pimy
nebo oba piimé), pak souctem téchto thlt budeme rozumét jakykoli
uhel < pg (vlastni nebo nevlastni) té vlastnosti, Ze existuje vnitini
polopfimka r tohoto thlu, pro kterou plati < pr= < p,q, a <X rqg =
= < pog,. Ze tihel & je soudtem whla § a y piSeme symbolicky « =
=8+

PozvAMKA. Je ziejmé, Ze soudtem dvou pravych ahlt je thel piimy,
ktery proto znadime také dasto 2R. Nékdy misto nazvi whel duty resp.
pfimy resp. vypukly se uziva nazvu thel mendi resp. rovny resp. vétdi
neZ dva pravé uhly (nez 2R). Déle je ziejmé, %e soudtem dvou piimych
ahli je tthel plny, ktery se proto éasto znad{ 4R.

DEFINICE. Je-li « < B, pak rozdilem 4kl « a B budeme rozumét ten
uhel y, pro ktery je g;/ B + v. Potom budeme psat také y = o — B.

Jestlize je x = # + B + ... 4+ B, pfi éemZ na pravé strand je n sdi-

tancd, budeme psit struéné « = n. B nebo také g =%.
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VETa 12,26. KaZdd strana trojihelnika je mendi neZ soudet a vét¥i net
rozdil obou zbyvajicich stran.

Dtkaz. Méjme dan trojahelnik A ABC a necht bod C’ (viz obr. 24)
lezf na polopfimce (BA)*, pii éemZ BC = BC'. Je ziejmé, Ze
X ACC' > 4 BCOC' = & AC'C, tak¥e podle ViTY 12,25 v trojthel-
niku A ACC’ je AC' > AC,

AC' = AB + BC. Budi# nyni B, B,
na pf. AB > CB. Pak existuje
na tseéce AB vnitini bod C"tak,
e C"B= CB. Uhel <x AC"C
je vedlejdi k thlu < CC"B =
= X C"CB, thel < ACC” je

mensi nez vedlejsf dhel dhlu 4 D
X C'CB, tedy mend{ nez A, A,“—
<X AC"C. Odtud podle VETY S ,

12,25 plyne nade tvrzenf AC <
AC" = AB — CB. Obr. 25.

VETa 12,27. BudteZ ddny troj-
dthelniky N\ A\ B,C, a N\ A,B,C, lakové, Ze A\ B,=A,B,a A,C,=A4,C,.
Potom z <& B,A,C, > < B,A,C, plyne B,C, > B,C, a obrdcené.

Dtkaz. Necht trojuhelniky A 4,B,C,, A A,B,C, splituji pod-
minky véty. V poloroviné (4.B,, C,) uréeme bod C (viz obr. 25) tak, Ze
A A,B,C = A A,B,C,. Je-li < B,4,C, > X B,A4,C,, pak strana 4,C,
bude uvnitf dhlu < B,A4,C a pilici polopfimka Ghlu <t C,4,C bude
také uvnitf uhlu < B,4,C, takze tato pulici polopfimka protne usecku
B,C v bodé, ktery oznatime D. Ziejmé plati A 4,C,D = A 4,CD,
takie také DC=DC,.V trojahelniku A B,C,D je B,Cy, > B,D +DC,=
= B,C, coZz jsme méli dokazat.

Jestlize je B,C, > B,C,, pak nemiZe byt <t B,4,C, << < B,A,C
(podle pravé provedeného dikazu) ani nemohou byt oba ihly shodné
(podle vét o shodnosti trojuhelniki).

VETA 12,28. V trojihelniku je soucet kterychkoli dvou vnitinich d4hld
mendi net dva pravé.

Doraz. Budiz dan A ABC. Mame-li dokédzat, e << A - X B <
< 2R, pak uvaiime, ze <x A < < B*, kde < B* je vnéjii uhel pii
vrcholu B, a Ze < B + < B* = 2R.

75



Vira 12,29. Budif ddna pFimka p a bod P mimo ni. Je-li S priseéik
primky p 8 kolmici vedenou bodem P k pfimce p, pak pro kaZdy bod
A + S pFimky p plati AP > SP.

Doxraz. Necht 4’ je bod polopfimky (SA)* (viz obr. 26). Podle
VETY 12,23 je <L PSA = < PSA’ > < PAS, takZe podle VETY 12,25
je opravdu PS < PA.

Obr. 26. Obr. 27.

Derivice. Vzddlenostt dvou bods budeme rozumét kaZdou tsedku
chodnou s tseckou spojujici oba body. Podobné velikosti #ihlu budeme
rozumét kazdy 1dhel s nim shodny.

- DEFINICE. Vzddlenosti bodu A od mnoZiny boda S, do niz A nepatii,
budeme rozumét vzdélenost M N takovou, Ze

1. pro viechny body B z § plati MN < AB,

2. je-li vzdilenost M'N’ takova, zZe plati MN < M'N’, pak emstu]e
v § bod P tak, ze AP << M'N'17)

DEFINICE. Vzddlenosti bodw od pfimky resp. roviny budeme roz-
umét vzdalenost od mnoZiny viech jejich bodi.

VEra 12,30. Budif ddna pfimka p a bod P mimo ni. Vzddlenost bodu P
od primky p je usecka, spojujici bod P a prisetik pfimky p s kolmici
vedenou bodem P na pfimku p.

17) Je tedy vzdélenost bodu 4 od mnoZiny § infimum vSech vzdédlenost{ 4X,
kde bod X probihé vechny body z mnoZiny S. Existuje-li tedy mezi vzdéle-

nostmi AX vzdalenost nejmendt, je to pfimo také vzdélenost 4 od S. Toho je
pouZito pfi dukazu ViTy 12,30.
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DUrAz plyne okamzité z VETY 12,29,

VEra 12,31, Jsou-li AB a AC dvé pFimky a je-li p osa whlu < BAC,
pak v¥echny body osy p maji od obou pFimek AB a AC stejné vzddlenosts.

Dtxaz. Zvolme na ose p bod D #+ A4 (viz obr. 27) a vedme jim kol-
mice DC’ a DB’ na pHmky AC a AB. Podle definice osy a podle VETY
12,13 je <x B'AD = < C'AD. Podle VETY 12,24 0 shodnosti trojtahel-
nika je A AB'D = A AC'D, takze vzdéle-
nosti bodu D od p¥imek AB a BC jsou stejné.

OzNACGENE. Vzddlenost dvou bodi 4 a B
znaéime stejné jako usefku, tedy 4B. Po-
dobné vzdalenost bodu 4 od pfimky a = BC
znadime a4 nebo 4a nebo 4 BC a od roviny
o = BCD symbolem Ax, A BCD. Podobné
velikost hlu znaéime stejné jako thel nebo
také nékdy malymi feckymi pismeny.

DEFINICE. Lomenou darou spojujici body
A, B nazyvame jakoukoli mnozinu n tsedek A
(n > 1), A,B,, 4,B,, ..., A,B, takovych, 7e Obr. 28.
A=A, ,B =4, B,=A4,, ..,B,.,=A4,,

B, = B, pfi femZ alespoit jeden z bodu A4,, 4,, ..., A, lezi mimo
tselku AB.

VETa 12,32. Usedka AB je kratsi ne? jakdkoli lomend &dra spojujici
body A a B.

DtAz. Pro lomenou &ru se dvéma tisekami bylo tvrzeni dokizéno
ViTou 12,26. Pro lomenou &iru s vice tisetkami (jejich poéet oznaéme
n) dokidZeme vétu takto: Vezméme v Gvahu posledni dsec¢ku 4,B,
(viz obr. 28). Podle predesdlého je AB << AA,, + A.B,. Zbytek lomené
¢ary mezi A a A, = B,_, obsahuje jiZ jen n — 1 useéek a pro pfipad
n — 1 Useéek miZeme vétu povaZovat za sprivnou, nebot podobné
jako jsme presli od pripadu s » tsedkamik piipadu s n — 1 tise¢kami,
mohli bychom piejit od n — 1k n—2,0d n — 2k n — 3, a tak déle
a%z k pfechodu od » = 4k n = 3 a posléze od n = 3 k n = 2, pro kte-
ryzto pripad je jiz véta dokdzina. MuZeme tedy psat 44, < 4,B, +
+ A4,B, + ...+ A,-,B,-,, takie je AB < A,B, + A,B, + ... +
+ Au—IBn—l + Aan'

Nynf se budeme zabyvat dusledky axioma shodnosti pro geometrii prostoru.
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VETA 12,33. Necht pFimka OA je kolmd ke dvéma réznym piimkdém
OB, OC. Ptimka OA je kolmd na pFimku OD, p¥i Sem# OB + OD + OC
tehdy a jen tehdy, kdy% pFimka OD le#i v roviné OBC.

Dtkaz. Necht piedné pfimka OD lezi v roviné OBC (viz obr. 29).
Bez (jmy na obecnosti miZeme piedpokliddat, Ze body B, C, D jsou

kolinedrni, pfi demz je

A #(BDC). Budiz A’ bod po-

lopfimky (OA)*, pii Cfemz
04=0A4'. Potom AOBA=
= ANOBA’ a N OCA=
= A 0CA’, takie je AB =
= A’'B, AC = A'C. Protozie
také BC= BC, je A ABC =
= NA'BC &ili < ABD =
=X A'BD == A ABD =

= AA'BD, AD=A’'D. Od-
tud je vidét, ze A OAD =
= AOA’'D, takie < AOD=
Obr. 29. = ¥ A4'0D éili piimky OA4

a OD jsou kolmé.

Nyni naopak ptedpoklidejme, Ze pHmky O4 a OD jsou kolmé.
Dokazeme, ze OD lezi v roving OBC. Roviny A0D a OBC maji spoleény
bod O, maji tedy spoleénou celou p¥imku. Tato p¥imka i ptimka OD
lezi v rovind AOD, obé prochizeji bodem O a obd stoji kolmo na 04
(0D podle pfedpokladu, druhs podle prvn{ ¢4sti naseho dikazu), takze
podle VETY 12,17 obé splyvaji.

DEFINICE. Pfimka je kolmd na rovinu, jestlize ji protind a stoji
kolmo na viechny p¥mky roviny, jez prochazeji jejim priseéikem
s rovinou. V tomto pfipadé také fikame, Ze rovina je kolmd na pfimku.

Protoze dvé kolmice jsou vidy rizné, nemize piimka lezet v roviné,
na kterou je kolma.

ViETA 12,34, Pfimka, jeZ md 8 rovinou « spoleény bod A, je kolmd na
tuto rovinu, jestliZe je kolmd alespori na dvé rizné pfimky roviny o, které
prochdzeji bodem 4.

Didraz plyne z VETY 12,33.
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VEra 12,35. Bodem na pFimce prochdzi pravé jedna rovina kolmd na
tuto pFimku.

Dtraz. Pfimkou vedme dvé rizné roviny a v kazdé vedme danym
bodem na pfimce kolmici k této pifmce. Podle VETY 12,33 a definice
kolmosti pfimky s rovinou je rovina uréena obéma kolmicemi kolm4
na danou p¥mku. Ze tato rovina je jedind, kterd ma vlastnost uvede-
nou v nasi vété, lze za pomoci VETY 12,17 snadno dokdzat sporem.

Vira 12,36. KaZdym bodem roviny lze k ni vést prdvé jednu kolmics.

Dtokaz. Bodem v dané roviné vedeme v ni dvé rizné pifimky a ke
kaZ?dé vedeme danym bodem rovinu kolmou. Obé roviny maji spoleény
bod, tedy i celou pifimku. Ta je podle VETY 12,33 kolm4 na danou ro-
vinu; %e tato kolmice je urdena jednoznaéné, dokaze se pomoci VETY
12,17 snadno sporem.

VETA 12,37. BudiZ ddna vsetka. Bod prostoru md od koncovych bodd
tseéky stejné vzddlenosti tehdy a jen tehdy, leZi-li v roviné, jeZ prochdzi
stfedem iselky a je kolmd na pFimku tisecky.

Dtraz. Vedeme-li pfimkou tse¢ky néjakou rovinu, pak bod této
roviny ma podle VETY 12,22 od koncovych bodu Gsetky stejné vzdaile-
nosti tehdy a jen tehdy, leZi-li na ose useéky. Viechny osy tsecky le%f
podle VETY 12,33 v roviné kolmé na pfimku tsedky a tato rovina pro-
chdzi ziejmé stfedem uvazované usecky.

DEriNicE. Dvé poloroviny se spoleénou hranici, které se nedopliiuji
na rovinu, nazyvame sténovym dhlem. Obé poloroviny jsou sténami
sténového 1hlu a spole¢na hranice je jeho hranou.

Rovina, ktera neobsahuje hranu sténového uhlu, ma s timto sténo-
vym thlem spoleéné dvé polopfimky. O 1ihlu (vlastnim) uréeném té-
mito polopfimkami budeme ¥kat, ze vznikl prisekem sténového 1hlu
s rovinou.

"ETa 12,38. Uhly vzniklé prisekem sténového 1ihlu s jakymikoli dvéma
rovinams kolmymi na jeho hranu jsou shodné.

Dtkaz. Budtez O, a O, dva body hrany sténového uhlu a < 4,0,B,
a < A,0,B, oba thly vzniklé prisekem sténového Ghlu s rovinami
A,0,B, a A,0,B,, jez jsou kolmé na hranu 0,0,. Budiz S (viz obr. 30)
stfed tse¢ky 0,0, a budiz 4, bod na poloptimce (SA4,)* a B, bod na
polopiimce (SB,)*, pfi éemi SA, = SA,, SB, = SB,. Ze shodnosti
A SO0, A,= A 80,4,a A 8O,B, = A SO,B, plyne, ze tihly < 4,0,S a
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& B;0,8 jsou pravé, protoze <t 4,0,8 a < B,0,S jsou pravé, takie
body A4, a By lei v roviné 4,0,B,. Pfitom A, lezi v roviné 0,0,4,
a B, lezi v roviné 0,0,B,, takie < 4,0,B, = X A,0,B;, jeito jsou
vrcholové. Protoze uhly < A4,8B, a < A,SB, jsou také vrcholové,
plati A 4,8B,= A A,8B,, takie A,B, = A,B,. 0dtud plyne shodnost
A A,0,B,= A A;0,B, a odtud
vztah X 4,0,B, = < A4,0,B;,
takZe nakonec také plati
X 4,0,B, = < A,0,B,.
DEFINICE. Velikosti sténového
1hlu budeme rozumét velikost
uhlu, vzniklého prisekem sté-
nového thlu s rovinou kolmou
na jeho hranu. Sténovy uwhel
nazveme pravy, jestliZe bude
mit velikost pravého thlu.

DEerFINICE. O dvou rovindch,
které tvorf pravé sténové uhly,
budeme fikat, Ze stoji na sobé
kolmo nebo Ze jsou k sobé kolmé.

VETA 12,39. Dvéroviny, které
maji spoleény bod, stoji k sobé
kolmo tehdy a jen tehdy, kdyZ
kolmice vedend spoleényym bodem na jednu rovinu lef v roviné druhé.

Doraz. Budiz pfedné pfimka p kolma na rovinuz a budiz P jeji
prisedik s 7. JestliZe g je rovina prochézejici pfimkou p a s priseénice
o a 7, pak rovina ¢ vedend bodem P kolmo na s obsahuje pfimku p
a prusednice rovin o a 7 musi byt kolma na p podle definice kolmosti
pfimky p s rovinou z. Tedy sténovy tGhel rovin z a ¢ je pravy.

Jsou-li naopak roviny x a ¢ k sobé kolmé a bod P na jejich priiseé-
nici s a § rovina vedend bodem P kolmo k s, pak prasecnice g a d stoji
kolmo na 7, nebot je kolm4 na s i na prisecnici # a 6. Obsahuje tedy ¢
kolmici vedenou bodem P na rovinu =n.

Viita 12,40. KaZdym bodem prostoru lze k dané roviné vést prdvé jednu
kolmicz.
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Dtxaz. Je-li dany bod na roviné, je véta spravnd podle VEry 12,36.
Budi% tedy bod 4 mimo rovinu z (viz obr. 31). Necht b je libovolna
piimka roviny =, B takovy bod na b, Ze AB | b, a budiZ pf{mka
¢V B, n kolmé na b. Je-li AB 146, jsme s ditkazem hotovi. Nen{-li
tomu tak, vedme v roviné Ac bodem A4 kolmici k pfimce ¢, jeji pri-
seéik s ¢ oznaéme C. Roviny z a Ac jsou kolmé, jeito 7z obsahuje kol-
mici b na Ac, a proto p¥mka
d YV C, vedend kolmo na 4e, . A
lezi v n. Je tedy p¥{mka AC
kolmé ke dvéma pimkam ro-
viny 7 a tedy kolma %k ». Nyni
snadno dokéZeme sporem, Ze
bodem P lze k roviné x vést nej-
vyse jednu kolmici. Kdyby to-
tiz existovaly dvé, pak v roviné
¢ proloZené obéma kolmicemi
by existovaly dvé kolmice ve-
dené bodem P k priseénici ro-
vin 7 a g, coZ by byl vzhledem Obr. 3
k VETE 12,21 spor.

Vira 12,41. Vzddlenost bodu od roviny je ddna vzddlenosti tohoto bodu
od priaseéiku roviny s kolmici, vedenou k ni danym bodem.

Dtoxaz. Podle definice vzdalenosti sta¢f dokazat, Zze vzdalenost da-
ného bodu od kazdého bodu roviny, rizného od priseéiku roviny a kol-
mice vedené na ni danym bodem, je vétSi neZ vzdilenost daného bodu
od tohoto prisediku. To je vSak ziejmé podle toho, co plati o vzddle-
nosti bodu od pfimky.

VEra 12,42. KaZdym bodem prostoru lze k dané roviné vést rovinu
kolmou.

Dtraz. Podle VETY 12,40 lze kazdym bodem vést k roviné kolmiei
a podle VETY 12,39 kazd4 rovina incidentni s touto kolmicf je kolm4a
na danou rovinu.

VETA 12,43. KaZdgmi dvéma raznymi kolmicemi k roving lze prolofit
prdvé jednu rovinu.

Diuxraz. Kaida z obou kolmic uréuje s priseéfkem druhé kolmice
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8 danou rovinou rovinu, jeZ je kolmd na danou rovinu, takZfe podle
VEry 12,39 obsahuje i druhou kolmiei.

VEta 12,44. Kasdou pFimkou prostoru lze prolofit rovinu kolmou na
danou rovinu. .

Doxraz. Jsou-li dand pf{mka a rovina navzijem k sobé kolmsé, je to
patrné z VETY 12,39. '

Obr. 32. Obr. 33.

Neni-li dana p¥imka kolma na danou rovinu, zvolme na pfimce dva
body a vedme jimi kolmici k roviné. Podle VETY 12,43 lezi obé kolmice
v roviné, kterd je kolmd na rovinu danou.

VETA 12,45. Necht polopfimka (OA) md poddatek O v roving, v niZ véak
sama neleZi a k niz neni kolmd. BudiZ A, priselik roviny 8 kolmict vedené
k ni bodem A. Je-li B bod roviny, jen? nelef na polopfimce (04,), pak je
vidy X AOA, < <X AOB.

Doraz. Bez Ujmy na obecnosti miZeme pfedpoklidat, Ze je
04, = OB (viz obr. 32). Potom je AB > AA,, protoie <x A4, B je
pravy. V trojuhelnicich A 404, a A AOB je AO = A0, A,0 = OB,
AA, < AB, takZe podle VETY 12,27 je x AO4, < < AOB.

VETA 12,46. Necht polopFimka (OA) md poldtek v roviné «, v niZ véak
sama neleZi a k niz nent kolmd. BudiZ A, priseCik roviny « s kolmici ve-
denou k ni bodem A. NeleZi-li bod B roviny « na (04,) a pfitom < BOA,
je ostry, pak <x AOB > ¢ A,0B.

Doxraz. Bodem 4 vedme rovinu § (viz obr. 33) kolmou na piimku
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OB. Rovina § stoji kolmo na rovinu « a obsahuje pfimku A4, bodem
4, prochézi kolmo na OB priseénice rovin « a f, kters protinad pfimku
OB v bods C. Bod C lezi dokonce na polopiimce (OB), protoZe je
< BOA, < R. Trojthelnik A AA,C je pravouhly pfi 4,, proto AC >
> A,C. Uréime-li v poloroving (OC, 4,) bod A’ tak, ze A OCA’' =
= A OCA, pak bod 4’ lezi na polopiimce (4,0)*, takze ¢ COA4, <
< X COA' = < COA.

13. Spojitost. V tomto paragrafu se budeme zabyvat axiomem
Cantorovym a axiomem Archimedovym, jejichZ dusledky se tykajf
vlastnosti, jez obvykle shrnujeme pod nazev spojitost. Pfitom Can-
tordv axiom patii svou formulaci mezi axiomy rozmisténi, Archimedav
mezi axiomy shodnosti.

R, 5. (CaNTORUV AXIOM.) Je-li ddna takovd (nekoneénd) posloupnost
usedek A,B,, A,B,, ... na pfimce, Ze

1. kaZdd uselka posloupnosti lefi uvnitf dselky predchdzejici, t. §. pro
1 < k je u(4;4,B,), p(4,B.B;),

2. neexistuje dseCka, kterd by leZela wvnitf vdech tselek posloupnosti
A,B,, A,B,, ..

pak existuje na primce prdvé jeden bod, ktery leZi uvnitf vdech dselek
posloupnosti A,B,, A,B,, .

&, 7. (ARCHIMEDUV aXI0M.) Necht AB a CD jsou libovolné dsecky, pfi
éemZ AB > CD. Pak na pfimce AB existuje konetny pocet boda A,, A,,
e, A4, tak, Ze je u(AA,4,), u(d,4,4,), ... a A4, =4, 4,=...=
= A4, A, = CD a pfi tom u(ABA,) (&l vidy existuje pfirozené &islo n
tak, Ze je AB << n.CD).

V tomto paragrafu si nejdifve ukdZeme (VETa 13,2), Ze soudasni platnost
axiomu Cantorova a Archimedova je ekvivalentni s jistou v8tou o Dedekindov®
fezu, ktery jsme def.novali v odstavei 6. Jde totiZ o to, Ze podle VEry 11,8
kaZdy bod pfimky vytvofuje na mnoZind viech bodu pfimky Dedekindiv ez,
zatim co véta, Ze ke kaZdému Dedekindovu fezu existuje vytvoiujfef bod, nemusf
vidy platit (viz odstavec 6). Jsou-li vak splnény oba nase axiomy, pak tato v&ta
vidy plati a obrécend, oba axiomy se dajf z této v8ty dokézat.

V daldim pak ukdZeme, Ze tvrzeni analogické axiomim Cantora a Archimeda
plati také pro uhly. NejduleZitdjSimi duasledky obou axioma jsou tvrzeni,
Ze uselku (a thel) lze postupnym puilenim libovolné zmendit (VETyY 13,1 a 13,5),
a véta, Ze soulet vnitfnich uhli trojihelntka nent vétst ne dva pravé (VETaA 13,6).
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Vira 13,1. Jsou-li AB a CD dvé iselky, AB > CD, pak existuje vidy
AB
prirozené &islo n tak, Ze o < CD.
AB
DvYraz. Kdyby pro kazdé = bylo o > CD, pak by neexistovalo

pfirozené &islo k tak, Ze by platilo k£ . CD > AB, co? by bylo ve sporu
s Archimedovym axiomem.

Viira 13,2. Tvrzent, Ze ke katdému Dedekindovu Fezu mnofiny bod4d na
piimce (s pfirozenym uspordddnim) existuje bod, ktery tento Fez vytvoruje,
je ekvivalentni se souéasnou platnosti axiomu Cantorova a Archimedova.

Dtoraz. I. Pfedpoklddejme nejdiive soucasnou platnost Cantorova
i Archimedova axtomu a dokatme, Ze pak existuje vytvorujici bod libovol-
ného Dedekindova Fezu. Necht tedy (S,, S,) je Fez na mnozing bodi
piimkyabudiz4,bodzS,a B, bodzS§,. Pilici bod X tsecky 4,8, jebud
vytvorujicf nebo nenf, takze X lezi v jedné z obou tiid fezu. V tomto
druhém piipadé oznaé¢me A4,B, tu z obou poloviénich tselek 4,X, XB,,
kterd ma koncové body v riznych tiidach, pfi éemz A, je v §,. Nyni
miZeme opakovat pravé provedenou tuvahu s pilicim bodem usecky
A,B,. Dostaneme bud vytvofujicif bod nebo tGseéku 4,B, a tak bud
jednou pfijdeme k vytvofujicimu bodu nebo dostaneme nekoneénou
posloupnost seéek A ,.B,, A,B,, ... pii ¢emz vechny body 4,lez{ v §,.
Tato posloupnost mé z¥ejmé vlastnost 1 Cantorova axiomu a podle
ViEry 13,1 i vlastnost 2. Existuje tedy podle R, 5§ pravé jeden bod D
spoleény vSem useékdm posloupnosti.

UkézZeme nynf, ze bod D je vytvoiujici. Podle konstrukce viechny
body A4, lezf jednak v §,, jednak po stejné strané bodu D. Neexistuje
tedy bod X z §, tak, Ze by bylo u(4,DX), protoZze podle vlastnosti 2
posloupnosti 4,B,, A,B,, ... existuje tsetka A,B,, kterd neobsahuje
bod X, takZe nemuze byt u(A4,XB,). Protoze je u(A,A4,D)a u(4,DX),
je p(A.DX) (podle VETY 11,4). ProtoZe je u(A4,.DX) a u(A,DBy), je
bud u(DXB,), bud u(DB,X) (podle VETY 11,5) éili bud x(4,XB,), bud
p#(A4B.X). Musi tedy byt u(A4,B,X), takze X patii do S,, coz je spor.
Podobné dokidZeme, Ze neexistuje bod Y z S, pro ktery by bylo
4(B,DY).

I1. Pfedpoklddejme nyni, Ze ke kafdému Dedekindovu fezu existuje vy-
tvorujici bod, a dokaZme odtud platnost Cantorova i Archimedova aziomu.
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a) Dakaz Cantorova axiomu: MéEjme posloupnost usedek A,B,,
A,B,, ..., kterd ma vlastnost 1 i 2 Cantorova axiomu. Sestrojme nyni
Dedekindiv fez (S, S,) na mnoZin& bodd ptimky A4,B, takto: pfimku
4B, uspotddime tak, ze 4, & B,. Body 4,, B,, 4,, B,, ... 1ze oznadit
vidy tak, Ze je jednak 4, 3 4, 3 4,3 ...,jednak B, &= B, & B, & .
Do t¥dy S, dame s kazdym bodem 4 vsechny body X, pro néz ]e
X <34, (proi=1,2,...). Do t¥idy S, ddme ostatni body pHimky
A,B,. Je zfejmé, Ze

1. pro kazdy bod X piimky 4,B, bud existuje bod 4 tak, Ze je
X < A,, nebo neexistuje. Jsou tedy splnény podminky a), b) definice
Dedekindova fezu (viz odst. 6, str. 34).

2. Budiz X bodz §, a Y bod z S,. K bodu X existuje bod 4, tak, ze
je X 3 A,. ProtoZe pro vSechna ¢ jest 4, 3 Y, je také 4, 2 Y, takze
je X 2 Y a je splnéna podminka c¢) definice fezu (viz odst. 6, str. 34).

Skupiny (§,,S,) tvoii tedy Dedekindiv ¥ez a podle pfedpokladu
existuje pravé jeden bod D, ktery ho vytvofuje. Tedy pro vSechna 3
plati 4, 2 D, D 3 B,,takie bod D le#i uvnitf viech useéek posloup-
nosti 4,B,, 4,B,, ...

2. Dakaz Archimedova axziomu. Pfedpoklidejme nyni, Ze jsou diny
usecky AB a CD, pii ¢emz na pi. AB > CD, a pfedpokladejme, Ze na
pfimce AB jsou dany body A,, 4,, 4,, ... tak, e A 3B, 4 34,3
<$4,3..,44, = A4 A,= ... = CD.Z pfedpokladu, Ze by pro vie-
chna ¢ bylo 4; 3 B, odvodime spor.

Necht tedy pro viechna ¢ je 4; =3 B. Rozdélme body ptimky AB do
dvou t¥id S, a S,. Do §, dejme viechny body 4, a viechny body X, pro
néz existuje 4, tak, ze X <3 4,. Do S, dejme ostatni body ptimky 4B
(do S, patii na pf. B). Je zfejmé, Ze (S,, S,) je Dedekindiv fez. Exis-
tuje tedy bod D, ktery ho vytvoiuje, takZe viechny body z S, leii
pfed, viechny body z S, za bodem D. Bod D nesplyva s zddnym bo-
dem A4;. Oznaéme E ten bod, pro ktery plati £ 3 D, ED = AA,. Pro-
toze E patfi do §,, existuje k tak, ze je £ < A, = D.Pak je A,.D <
< ED = AA,, takie pro bod F takovy, ie 4, 2 F, A, F = AA, platf
D 3.F. Je viak F = 4,., a to je spor.

Analogicky k Dedekindovu fezu mnoZiny bodi pfimky nebo isetky definu-
jeme Dedekindiiv fez mnoZiny polopFimek vlastniho vhlu v vytvofujici polopFimku
tohoto Fezu, pfi éemZ mnoZinu polopfimek vlastniho ihlu pfedpoklédéme uspofé-
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dénu vztahem u pro poloprimky. Zde musime tedy vzit v ivahu definici fezu
8 podminkami a), b), ¢’) — viz odst. 6, str. 34 a 35.

DokéZeme, Ze pro vlastni uhly plati tvrzeni, Ze ke kaZdému Dedekindovu
fezu existuje vytvoiujici polopiimka a Ze také pro né& plati Archimedav axiom.

ViEra 13,3, Je-li ddn Dedekindiv fez mnofiny polopfimek vlastniho
uhlu, pak existuje poloprimka whlu, kterd tento Fez vytvoiuje.

Dtxaz. UvaZujme Dedekindiv fez mnoZiny polopiimek vlastnfho
thlu < POQ. Kazdé polopiimee dhlu < POQ pfifadme bod na tsedee
PQ, totiz jeji prusedik s PQ. Je vidét, ze Dedekindiiv fez mnoZiny polo-
primek thlu < POQ uréuje Dedekindliv fez mnoZiny odpovidajicich
bodi tseéky PQ. Z existence vytvofujictho bodu D na tdseéce plyne
existence vytvorujici polopfimky, jiZ je ziejmé polopfimka (OD).

Vita 13,4. Cantoraw i Archimediv axiom zastanou v platnosti, kdyZ
v nich nahradime dseCku,resp. bod,resp. pfimku vlastnim aihlem, resp.
poloprimkou, resp. mnoZinou véech polopFimek s tymZ pocdtkem.

Doxaz. Podle predchizejici véty existuje ke kazdému Dedekindovu
fezu mnozZiny polopfimek vlastniho dhlu polopiimka vytvorujicf.
Zbytek dilkazu je analogicky II. ¢asti dukazu VETY 13,2.

VETA 13,5, Jsou-li ddny
dva duté ihly o> B, pak
existuje vidy pFirozené

. &
éislon tak, Ze o < B.

Dogaz. Tvrzeni plyne

z Archimedova axiomu
Obr. 34, pro thly analogicky jako
VETra 13,1 z axiomu &, 7.

VEra 13,6. V trojuhelniku soudet vdech tii vnitinich dhli neni vét&i net
dva pravé.

Duxraz. Budiz din trojuhelnfk A ABC a oznadme uhly pfi vrcho-
lech 4, B, C, postupné «, 8, y anecht x < 8 < y. BudiZ D, (viz obr. 34)
pilici bod strany BC a C, bod na polopfimce (D,4) takovy, Ze AD, =
= D,C,. Protoze A AD,C = A C,D,B, je soudet Ghli trojahelnika
A ABC, tyi, jako v A ABC. Pfi tom je < BAC, < }«, nebof podle
predpokladu je CA < 4B, takZe v trojuhelniku A ABC, je BC, <
< AB, &ili & BAC, < < AC,B= ¥ CAC,.

86



Nyni muZeme pomoci ptliciho bodu D, strany BC, sestrojit troj-
thelnik A AC,C,, potom A AC,C,, ... atd. P¥i tom bod D,., volime
vidy na té strané, ktera leZi proti nejmensimu z ahld v trojihelniku
A AC,_,C;abod C;,, spojime s jednim z obou bodii C; _, a C, tak, aby
jeho vzddlenost od C,,, byla men¥ nez od 4. Potom pro kazdy z troj-
ahelnikii A AC;_,C, miZeme opakovat podobnou dvahu jako pro thel

< BAC,, takZe pro uhly trojihelnikt pfi vrcholu 4 je ¢ C;_;AC, < Ea"'

Vedie toho soudet uhli téchto trojihelniki je stile tyZz jako u troj-
dhelnika A A4BC. Predpoklidejme nyni, Ze trojahelnik A ABC
mé soucet hla vétsi nez 2R, abudiz 6 takovy thel, Ze 6« + f + y =
= 2R + 6, Uhel ¢ je tedy vidy duty. Podle Archimedova axiomu

(VETra 13,5) existuje n tak, ze je 8 > 2%. Trojtbelnik A AC,_,C, mi

soucet 2R + 0, jeden jeho thel je viak mensi nei 4, je tedy soudet
zbyvajicich dvou vétsi nez 2R. To vSak neni podle VETY 12,28 moZné
a8 mame 8poT.
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