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necht pfisluseji ¢isla redlnd c, a, b. Podle pfedeslého odst. jest
TP 9
s'q” s p
Miame dokazati, Ze tento vysledek jest totoZny s vyrazem

| B ; R l
c :a=c.—a—. Celkem tedy mame dokdzati, Ze c. v =c.b,

¢ili 1/a=2a.
Budiz
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Zvolim-li n dosti veliké, je & nensi neZ libovolné malé
kladné &islo a tedy lim (A,B./102%)'=lim (a,.b,)=a.b=1,
¢ili b= V/a.
Cisla realnd spliinji tedy viechny postulaty nutné k vy-
budovini aritmetiky a jsou zaroveii (iCelnym rozsifenim pojmu
Cisel racionélnich,

= &n.

S

Dodatek ‘l‘l.

FUNKCE GONIOMETRICKE,

60. Definice a nastin postupu. UZivali jsme pkEi svych
tivahach funkci goniometrickych sin x, cos x atd., opirajice se
pfi tom o definice jejich, zaloZené na geometrickém nazoru.
ProtoZe jsme tohoto nepfesného zpiisobu definice nikde jinde
neuzili, jest nutno, abychom se oprostili i od tohoto zbytku
zavislosti na nazoru.

Budeme postupovati takto. Funkce definované mocninymi
fadami, konvergentnimi pro kaZdé reilné x (1)

x3 x
s(x)=x—ﬁ+?!——

R, M
c(x)=1 —74-4—!’—...
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spliuji ¢tyFi zakladni vztahy

I s(0) =0, c(@=1,
s _
IL xl"-T»lo x = 1,
HL s(—x) =—slx), c(—x)=c(x),
Iv. s(x+ y) =s)e(y) + s(y)e(x),

clx+y) = é(x)e(y) —sx)s(y).

AZ provedeme dikaz, Ze tomu tak vskutku jest, doka-
Zeme ddle, Ze vztahtm (I—IV) hovi pro kaZzdé realné x jenom
funkce (1) a Zddné jiné. ProtoZe pak vime, Ze vztahiim (I—IV)
hovi také geometricky dgfinované funkce sin x a cos x, pro-
hlasime vztahy (1) za aritmetickou definici zdkladnich funkci
goniometrickych.

61, Vztahy (I—III) a derivace funkci s(x), ¢(x). Rady pro
s(x) a c(x) jsou absolutné konvergentni a spliiuji zFejmé vztahy
1. a III. Mimo to jest

s(x) _oxr o oxt

x a5
a tedy podle véty o fadich se stfidavymi znaménky (odst. 14).
pro 0<<'x! <1 jest jist&

xt s (x)
1—F <—<I

a tedy lim s(x) : x =1, coZ jest vztah II.
x—>0

Dale dokaZeme, Ze s(x) i c(x) maji pro kaZdé realné x de-
rivaci a Ze tedy jsou vSude spojité.

ProtoZe vSechny uvaZované fady jsou absolutné konver-
gentni, jest (— n znaéi liché &islo)

s(x+h’3—s(x) —c)= ( (x—|—h)—x _1)

3
_3x.}+T{M—_}_‘ w}_ gL S

_nxn—l}i R

{(x+h)'—xs _

Na obecny &len uZijme véty o stiedni hodnotg

Wzn_gn—l, f=x+6,h 0<H, <1
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a tedy znovu podle v&ty o stfedni hodnoté pro n>1

(""‘h;l#_nxn—l-_—n(gn—l_xn—l):n(n —1) (E—x)pn—2,

=6,hn(n—1).9n—2

n=x+4+6. @lh=x+@2h, 0< @, <1
Z toho plyne, Ze
l(x+h)"—x"

—nxr—1 1< @ 'hin(n—1).x,1-2

kdeZ xo jest kladné &islo volené tak, Ze xo> 1] na pf. Xo=
=|x|+1, kdyZ se omezime na hodnoty h <l Jest tedy

s(x—l—h,)l S(X) C(X) <Ih {xo+ + 5l + }<|hl.exm

&ili s
m S M —c(x), tojest s'(x)=c(x).
h—>o
Zpisobem zcela obdobnym dokaZe se c¢'(x) =— s(x).
Z toho plyne dale, Ze ob& funkce maji vSechny derivace a
Ze jest

s"(x)—c'(x)——s(x) §(x) =—s'(x) = —c(x).s“’(x)zs(x),..l
() = — 5 (0) = — ), ()= — ¢'(x) = s, AV () = (¥

62. Adinf teorémy funkei s(x) ‘a ¢(x). Utvofme funkci slo-
Zenou
p()={c(@a+x)—c(@c(x)+s(@)sx)}+
+{S(ﬂ+x)—8(a)c(x)—s({)f(a)}”,
kdeZ a jest libovolna redlnd konstanta. Tato funkce méa patrné
v3ude derivaci a jest

% g’ ) ={c(@+x)—c(@c(x)+s@sx)}{— S(a+x)+C(a).S(X)+

s(@) . e+ {s(@a+x)—s(@cx) —s(x)c(@}{c(@+x)+
© s(@)s(x) —c(a)e(x)}=0,
nebot prvni a &tvrtd zavorka {} jsou identické, kdeZto druhd
a tfeti lid{ se pouze znamenim! O funkci »(x) mohu tedy
tvrditi @{x) =0*) a tedy také, protoZe soulet dvou &tvercil
redlnych &isel miiZe byti roven nule jen, kdyZ kaZdé z obou

*) Jest totiZ @(x) = konstants, Aviak @ (0)="0 a tedy kon-
stanta ona jest rovna nule.
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Cisel jest rovno nule, .
cla+ x) = c(a)e(x) — s(a)s(x),
s(a+ x) = s(a)e(x) + s(x)cla),
coZ jsou tak zv. soudtové vzorce, €ili adi¢ni teorémy IV pro
nase funkce. Z nich plynou néasledujici vztahy, kterych v dal-
§im upotfebime: '

s2(x) + c2(x) = 1, kdyZ poloZime a = — x;
h
c(h)y=¢c (%) — st (%). kdyZ poloifme ¢ = x = -5

a tedy
1—c(h)=2s (L)
. 2
Prvni z téchto vztahii ma za nasledek 's(x) <1, le(x)!<1.
63. Diikaz unicity. V pfedchazejicich odstavcich provedli
isme prvou &ist dikazu, nebof jsme zjistili, Ze fady (1) hovi
zdkladnim rovnicim (I—IV). Zbyva dokdzati, Ze kaZdé dvé
funkce, na pf. f(x) a g(x), které hovi vztahfim (I—IV) pro
kazdé realné x a y, jsou identické s funkcemi s(x) a c(x).
Ucifime tedy vskutku pfedpoklad, Ze dv& funkce f(x) a g(x)
hovi vztahim (I—IV) a nic jiného o téchto funkcich nepfed-
pokladejme. Jest tedy f(0) =0, 11m0 f(x) : x=1 a klademe-li

Fx): x =), ije ll'm e(x)=1. Jest tedy 11m flx) =

=lim x. @(x) = lim x llmqa(x)—O 1 =0, &ili llmf(x)—f(O)
x—>0 x—=>0 x=>0 x>0

To znamena, Ze funkce 7(x) jest spojitd v bod& x=0. Ze
vztahu lim @(x) =1 plyne mimo to, Ze lze nalézti okoli todu
x=0, na pf. 0 < |x|< 6, které ma tu vlastnost, Ze v ném
jest q:(x) >0 a tedy také |f(x)'! > 0.
Klademe-li v adi¢nim teorému
fx+ ) =Hx)egly) +Hy)glx), x=y=h,
obdrzime f(2h) = 2f(h)g(h) a tedy, volim-li 0 < A <4, je
_f@h__ 1@, fh)
EM=g:my= 210 " h "
Z toho plyne
. J(2h) I
=lim li =
AmEW =10 o oy 1= €O,
coZ znali, Ze g(x) jest spojitd funkce v bod& 0. Z adi&niho
teorému pro funkci g(x) vyplyva daile podobn& jako na konci
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pfede$lého odstavce A
_ 2 —&M)_"\2/, £),
1—gh)= 2f( )atedy “h =k f(2
lim1=8@®W _ | g_o 2
h>0 h

Nyni jiZ miZeme dokdazati, Ze funkce maji derivace. Podle
adi¢niho teorému pro f(x + h) jest

f(x+h) f(i):

g()atedy

Jim—— "~
h—>0

Podobné&
\ g(X—HI) gx) _ g(x )g(h) —F(0). f(h)

g(x), tili fr(x)= g’(x).

a tedy g (x) = —1(x).

Z toho plyne déle docela stejmé jako pfi funkcich s(x)

2 ) = po, 1700 = — 2, 1V () = £(0), atd.
g”(x) =—g(x), g (x) =f(x), &1V (x) = g(x), atd.
MiiZeme tedy uzZiti formule Maclauririovy libovolného

stupné pro kteroukoli z obou funkc1, ¢imZ vypoclteme, jako
v odst. 37

fO=x—3r+3r -+ R,

2 4 '
g=1-3r+5— . - +R?.
Zbytky maji pro kaZdé x vlastnost lim R{(x) =0,
n—> o

lim R®(x) =0, coZ oditvodnime zcela stejng, jako v citovaném
n-—» oo

odstavci, kdyZ uvazime, Ze 'f(x)! < 1, {g(x)'< 1, jak plyne ze
vztahu #2(x) + g2(x) = 1. Jest tedy #(x) =s(x), g(x) =c(x)
s. e. d. Rovnice (I—IV) maj{ za danych pfedpokladi jedno
jediné feSeni (1) a proto piSeme

. . x5
sinus x =sinx=—=x— 3! +5! -

: _ . _2_‘_ x _
cosinus x,,_,cosx_1—2!-—|-“
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64. Funkce sin x a cos x isou periodické. Spojitd funkce
¢os x ma hodnotu kladnou pro x=0 a ziapornou pro x =2,

nebof
2! 2: 20 2,
cos2—=1—— >T (1 3—.'4)_—6! (1—7_8)—

cos2<<1— a7 ( 3 4)—'

Proto musi miti rovnice cos&=0 aspoii jeden kofen
0< & <2, Tento koFen jest jediny, nebof, kdyby dvé& Cisla
spliovala vztahy 0 < &< & <2, cos £=0, cos & =0, bylo by
podle véty Rolle-ovy moZno nalézti Cislo tfeti » tak, Ze by
bylo (cos n)’=—siny =0, 0 <<y <£ <2 Aviak pro ta-
kové » vyraz

2 5 2
sin = (1= g5+ (17 +

jest jisté kladny, nebot vSichni s&itanci jsou &isla kladna. Rov-
nice cosE—O ma tedy v intervalu ©, 2) jed‘inv kofen, ktery

a tedy

oznacdime - 2 Podle pfedeslého jest jednak sin 2— >0, jednak

inz 7 2 7 _ r_
sin z+cos 2 =1 a tedy sin 5=

Z adi¢nich teorémi plyne dale
sin (x +%) = Cco8 X, cos (x + —%—) = —sin x,
sin (x-|—:r)=cos(x+ %) = —sinx,
cos (x4 )= — sin (x—{——'zl)': — COS X,

€0s (x +2x) =cos x, sin (x 4 2x)=sin x.

Funkce sin x a cos x jsou tedy periodické s periodou 2.
‘Ostatni funkce goniometrické definuji se pak vztahy fgx—=
‘=sinx:cosx, cotgx=cosx:sinx, secx=1:cos x, cosec x =
1:sinx, Pro tyto pfesné definované funkce plati vSechny
vzorce znamé z goniometrie, jak ¢tendf se sam pfFesvéddi.
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