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Dodate'k L.

NASTIN TEORIE CISEL REALNYCH.

55. Sporidanost Cisel redlnych a véty o limité. Nebude
zde poddna do vSech podrobnosti vypracovana teorie Cisel
redlnych, V tom ohledu odkazuji na pf. na knihu Loewyho
nebo Perronovu, které jsou citovany v odst. prvém. Zde
doplnime pouze dfikazy, Ze &isla realna, jak jsme je definovali
v odst.prvém a druhém, spliiuji tytéZ postulaty (A, B, C, D, E),
jako ¢&isla raciondlni.

Své uvahy navidZeme na odst. prvni a druhy aZ po defi-
nici limity v&etn&. Ctenaf udini dobfe, kdyZ si tuto Edst znovu
prette. Cisla reilnid tedy spliiuji postulaty spofadanosti (A4)
a definice limity zaloZena pou z e na téchto postuliatech (tedy
nikoliv na od¢itani ¢&isel) zni: Posloupnost as, @, as, ... ma li-
mitu a to jednu jedinou, jen kdyZ v ni eksistuji totoZné nebo
témefr totoZné tiseky definitivni kaZdého Fadu. Limita ta
jest realné Cislo urcené definitivnimi iseky. Z této definice
plynou ‘ihned véty:

1. Jestlize jest lim a,= a, jest lim (—a,) = —ua.

n— o

. Jestlize jest im an=a a jeli m<n<mn<...<
<M ... libovolnd posloupnost celistvych kladnych cisel, jest
}‘lg an, = a. Strucné Fikdme, Z¢ posloupnost vybrand z cleni

e <] .
posloupnosti konvergentni md tutéz limitu.

Obég tyto véty jsou pouhé disledky definice. DokdZeme
jeSté dalsi dvé véty o limitach, které s pfedeSlymi tvofi za-
klad vSech tvah dalSich. '

lll. JestliZze dvé posloupnosti a1, az, as,...: b, bz, bs...
maji éleny o koneéném poctu cifer a jestlize jest lim a, = a,
lim (b, — a,)=0, pak i druhd posloupnost jest konvergentni
a jest lim by=a. Také obrdcené, je-li lim a, = lim b,, jest
lim (b, — a,) = 0.

1V. KaZdd posloupnost monotoni a ohranicend md limitu.

Pii dikazu véty III nesmime se odvolati na odst. 4,
vétu d, nebot tam jsme uZivali jiZ s¢itdni a odCitini Cisel re-
dinych, které zde chceme teprve definovati, a to pravé na za-
kladé véty lII. Proto musime provésti dikaz novy, opfeny
pouze o po&itini &isly s konednym poltem cifer (a tedy ra-
cionalnich) a o definici limity. ,
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Definitivni tiseky posloupnosti @i, as, @,... vSech Fadf
mohou byti od n&jakého indeksu podinaje bud fofoZné nebo jen
témeF totoZné. Ditkaz rozdélime na &tyfi pfipady, tykajici se
prvé moZnosti a na pfipad paty, tykajici se moZnosti druhé.

Pripad 1. Definitivni tiseky posloupnosti ai, @, ... necht
jsou totoZné a od jistého Fidu polinaje koni samymi dev1t-
kami. (Na pr 3569 =a =al =ai = , 35699 = a?}
=a},=aly= ..., 356999-—a —ag, = a4, =

atd. PF¥i tom znadime symbolem a% usek fadu k-tého c‘tsla an)

Zvolme Fad k tak veliky, Ze def1mt1vm iiseky toho Fadu kond¢i
i"% devitkou pro viechna n vétsi neZ né&jaké &slo N(k). Toto
Cislo N(k) volme tak veliké, aby bylo pro takova n zarovei
b, — a, = &, << 10—*, Potom obsahuji také &isla @, na k-tém
desetinném misté devitku a &islo bn = @, + & ma zfejmé
tsek Fadu (& — 1)-ho bud 65" =af" nebo b5~ =af" 107!
pro n > N(k). Posloupnost b1, be... ma tedy definitivni dseky

totoZné nebo téméf totoZné jako posloupnost ai, a, ... Jest
tedy lim b, =a.
PFipad 2. Definitivni tiseky posloupnosti as, az, ... necht

jsou totoZné a kon&i od urgitého fadu samymi nulami. Zcela
stejnym postupem, jako v pffpadé 1. vyjde zdedt—!=a*~!
nebo bi—! = a¥—1 — 10—+ a tedy opét limbr,=a.

Przpad 3. Mezi definitivnimi tiseky posloupnosti a1, as, ...
necht jest nekonefny podet Cisel kongicich cifrou jinou neZ 9
nebo 0. Budi# na pr. af takovy tisek pro n > N(k). Pak také
piislu¥na Cisla @, maji na k-tém mist€ onu cifru rfiznou od
9 a 0. Je-li mimo to N(¥) tak voleno, aby & < 10=* pro
n > N(k), shoduje se Cislo bn=a,+¢€; § a, v liseku Fadu
(k— 1)-ho, to jest b5 ' =t af™" pro n > N(k). Protoze k& mohu
voliti libovolné veliké, ma posloupnost b1, be,... tytéZ defi-
nitivni useky vSech Ffada jako posloupnost ai, @, ... a tedy
jest lim b, = a.

PFipad 4. Definitivni tiseky posloupnosti ai, @, ... necht
od urCitého fadu poéinaje konéi bud devitkou nebo nulou a to
tak, Ze po kaZdé devitce (tfeba n&kolikrat opakované) objevi
se op&t nula a- Do kazdé nule zase devitka. (Na pf. 340 =
-—a’—a;:. 3409—010—0“_012_. ; 34099=
~al.,—als—a”_ 340990_ag,_a22—a,,— J)
Vybéfeme definitivni usek 0% kontici devitkami a to tak, Z%e
cifra na misté K<k jest nula a cifry na mistech K+ 1,
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K+2,...k jsou devitky. Zvolime N(k) tak veliké, Ze jednak
€a<<10~* a za druhé d; jest definitivni pro n> N(k). Pak
¢isla @, maji aZz po fad k-ty tyZ ciferny obraz jako a’rf a Cisla
b, = @, + €, maji nutng vlastnost 65" = a¥'. ProtoZe K Ize
zvoliti libovolné& veliké, jest opét lim b, = a.

PFipad 5. Necht ma posloupnost ai, as, ... tiseky jen témé&F
totozné (a tedy jeji limita a jest &islo s periodou 9 od uré&itého
fadu poéinaje). Vybéfeme mezi ¢leny posloupnosti ty, jimZ
piislusi definitivni useky koncici samymi devitkami. Tato vy-
brani posloupnost jest typu projednaného v pfipadé 1. Zby-
vajici Cleny jsou pak typu 2. Jest tedy opét lim b, =a

Pét probranych pfipadd vycéermpdava vSechny mozZnosti a
tedy véta III jest dokdzdna, nebotf jeji obriceni jest samo-
qqmé

- PFi ditkazu véty 1V nemiiZeme zase v celém rozsahu od-
volati se na odst. 5, a to z divodi jiZ vytéenych. Z dikazi
tam uvedenych pFfevezmeme beze zmény jen vétu: Kazda
shora ohraniGend posloupnost €isel kladnych a. neklesajicich
ma limitu. To miiZeme udélati, protoZe diitkaz ten jest tam
proveden pouze pomoci spofadanosti Cisel redlnych (to jest
pojmit »v&t3i neZ« a »mensi neZ«) a pomoci definice limity.
Dukaz plati také tenkrate, kdyZ nékolik pocate¢nich &lent po-
sloupnosti jest zdpornych a dal§i nezdporné. Zcela stejn&
provede se dikaz, Ze posloupnost &isel kladnych nestoupaji-
cich a zdola ohrani€enych ma limitu. Cely rozdil proti pfe-
deslému jest pouze ten, Ze misto tiseki pFibyvajicich vystoupi
iseky ubyvajici. M&me déale posloupnost &isel neklesajicich
vesmés zapornych a shora ohraniCenych. Posloupnost Cisel
k riim soumé&rnych je tedy nestoupajici vesmés kladna a zdola
ohraniCend; ma tedy limitu, Podle véty I ma tedy limitu také
posloupnost piivodni. Podobné dokaZeme, Ze také posloupnost
Cisel zapornych nestoupajicich a zdola ohrani¢enych ma li-
mitu, nebof ¢isla s opaénymi znaménky tvofi posloupnost
Gisel kladnych neklesajicich a shora ohranicenych. Kone&né
jest zfejmo, Ze posloupnost monotoni nemiZe miti souasné
nekoneéné mnoho Elenit zapornych i kladnych. Kdyby tomu
tak bylo, musily by vSechny &leny jednoho znaménka v po-
Fadi pFedchazeti élenim s druhym znamenim a tedy indeksy
viech t&chto Clenii by musily byti vét$i meZ libovolné &islo,
coZ neni mozZné. Véta 1V jest tédy dokazana.
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Po této piipravé miiZeme p¥ikroiti k teorii zdkladnich
pocetnich tkoni.

56. SCitidni a odlitani Cisel reéln)’/ch.. Redlna &isla a, b
necht maji tseky ai, az as, . ; by, be, bs,...bs .. Defi-
nujme zvétiené iseky vztahem a+— a,+2.10—, b+ b+
+2.10~" At &islo a jest kladne, zapormné nebo nula, vidy
posloupnost a;, af, 'a+, .. .jest stile klesajici a zdola ohrani-
Zend, nebot af,,— af = (Gnp1— @) —2. (1677 —10"""1) =
= (@nt+1—ax) — 18. 10—" -1, Je-li a kladné, jest (@ny1—an) <
<9.10—"1, je-li @ zaporné, jest dokonce (@r+1— @) X 0;
vidy jest tedy (a ,—a) <0, cili posloupnost jest klesajici.
Jest také zdola ohramcena, nebof a+ > Qp > a,— 1. Jeji limita
podle véty Ill. jest rovna a.

Utvofme posloupnost s,=a; +b}, 83 = af +bf, s,=at+
~+b7, . .. kterd podle pfedeslého jest klesajici a zdola ohrani-
Cena. Podle véty IV ma tedy urlitou limitu s. Posloupnost
(a,+5b)), (a,+5,), (a;+b,), . . . ma pak touZ limitu s, nebot
(ar +bF) — (@ + bx) = 4. IO-", coz odpovida podminkam
vety III.

Definice scitani:

Souéet dvou redlnych éisel a, b jest limita s posloupnosti
(a1 + b1), (a2 +b2), (as+ bs),... PiSeme s=a-+b.

P¥i-této definici plati zakon komutativni, nebot lim (@n +
+bp)=1lim (bp+a,) a tedy a + b=b + a.

Zakon- gsociativni jest rom&Z splnén. Jsou-li totiZ a, b, ¢
realnd Cisla; jest a+(b+ ¢) = (a + b) + ¢, jak plyne z této
livahy. Oznacme b + ¢ = d. Podle definice s&itani jest ¢ +d =
lim (af +d;). Dale posloupnost (at +bF+c}), (n=1,2,3,..))
jest klesafiici zdola ohramiCend a mé tedy limitu, kterdipodle
vEty Ul jest rovna a + d, nebof lim { (o} + b} + cF)—(af +
+d+)}—hm (b++c*—d+) 0. Stejnym postupem dokaZeme
pfi oznaleni a --h=e¢, Zc také posloupnosti (g} + b7 +:¢})
a (ef+¢;}) maji identickou limitu a tedy i poéloupnosti’ (af +
+d¥) a (ef4-cF) maji touZ limituy, s. e. d.

Cislo nula + 0000...=—0000... jest neutrdini element
pFi s&itani, nebot a —I—O— d. Zadné Jme &islo nemda této vlast-
nosti, nebof obsahuje-li &islo b aspoifi jednu cifru od nuly

riiznou, zm&ni se v definitivnich cifrich souctu (a + b) aspoii
jedna cifra v porovnani s a.
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Rovnice ¢ + x =0 ma feSeni x = (— @) a toto Fedeni jest
jediné. Neboft je-li b néjaké feSeni rovnice, to jest a +b=0,
pak také (—a)+ (@--b) = (—a)+0. Podle postulatii (V)
a (VI) jest tedy ((—a)+a)+b=—a, Cili 0+b=—a a
tedy b = —a. )

Odg¢itani dvou &isel redlnych definujeme vztahem (@ — b) =
=a- (—b).

Zakon monotonie (VII) jest rovnéZ splnén, nebof z nerov-
nosti a> b plyne a—b=¢>0, a tedy, je-li ¢ redlné ¢islo
a@at+c)—W+c)=¢¢cli @+c)>0--o).

Vsechny postulity skupiny B jsou tedy pro &isla reélna
splnény.

57. Nasobeni &isel realnych. Z iisekil rt-teho fadu a, a b,
dvou realnych ¢gisel a a b utvofme ndsobenim posloupnost
a,b,mn=1, 2,...). Tato posloupnost jest pfi stejnych zname-
nich Cisel @ a b neklesajici, pfi ritznych znamenich nestou-
pajici a v obou pfipadech ohraniCend; ma tedy vidy limitu.

Defintice ndsobeni. Soucin dvou redlnych cisel a, b jest
limita s posloupnosti a: b, az bs, as by, ... PiSeme s = ab.

Zikon komutativni jest splnén, protoZe @,b, = b,a, a tedy
také lim ap,b, = lim b, a,. Zakon asociativni a(bc) = (ab)c se
dokidZe obdobn& jako pfi séitini. Oznalime bc=d, ab—=ce.
Posloupnosti @,b, ¢, a a,d, maji obé limitu, posloupnost roz-
dilit @, bn cp— @ndy = ap (by o — dp) ma limitu rovnou nule,
jak vyplyva z tvahy, opfené o th, Ze b, €, a dn maji touz
limitu. Cislo (@a»' jest mensi neZ |@, +1 a to jest mensi neZ
n&jaka mocnina desiti10”. Dale jest podle véty Il pro v3echna
n v&tsi nez néjaké N(B): |bncy— dnl < 10—%—" at E jest jak-
koli zvolené kladné C¢Cislo celistvé. Celkem jest tedy cislo
o koneiném poctu cifer @y (bn ¢n — dn)<<10~*pro n>N(k) a
tedy lim a, (b, ¢» — dn)=0.Podle véty Il jest tedy lim a; b n
=ad. Podobn& dokaZeme, Ze také lim a,b,c, = eca tedy
ad=ec, q. e. d. Zakon distributivni a(b+c) = ab-+ac doka-
Zeme takto. Ozname b+c=d, ab=e, ac = g. Posloupnosti
aydy a Gy by + aycp maiji touz limitu, nebot lim {a@n dp —
(an bn+ an c")} —_ llm an {dn - (bn + Cn)} 0 JeSt tedy ad—
lim (a, by + ay ¢;). Dile jest podle definice s¢itani e + g = lim
(en + g2). Avsak' lim {@nb, + @nCo— (€ + gn)} =lim {(@n bn -
en) + (an Cn—gn)} =0%) a tedy podle véty Ill e - g=ad s.e.d.

*) Pro libovolné k£ a pro n> N(k) bude 'an bn — en | < 104,

\@n Cn— gn | < 10—k, a tedy, protoZe se jedna o &fsla s koneEnym po-
&tem cifer, (an bn — en)+ (An cn - gn)' < 2.10—4,
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Celkem jsme dokazali platnost postulatii skupiny C oznale-
nych &isly I1X, X, XI, XV. Abychom mohli dokazati i zbyvajici,
musime napted definovati vztah mezi ¢isly raciondlnimi a re-
alnymi.

58. Cisla raciondlni a redlna. Ke kaZdému raciondlnimu
Cislu kladnému p/q piifadime urgité Cislo redlné takto. Zvo-
lime-li libovolné celistvé kladné n, lze vidy urditi celistvé
kladné An. tak, Ze jest Aan/10" < p/q << (An+ 1)/10%. Cislo
racionalni 10" p/q jest totiZ obsaZeno mezi dvéma za sebou
idoucimi kladnymi Cisly celistvymi Ay a (A -+ 1), takZe An <
<10°p/q <(As+ 1), z CehoZ dé&lenim 10" plyne hledand ne-
rovnina. Cislo A, vypodteme {im, Ze zjistime, kolikrat aZ na
kladny (nebo nulovy) zbytek mensi neZ q jest &islo ¢ obsa-
Zeno v Cisle 10”7 p. To provedeme podie obycCejnych pravidel
pro déleni &isel celych, Z toho vyplyva okamzité, Ze &islo Anti
vznikne z Cisla A, tim, Ze k tomuto pFipojime napravo dal$i
cifru. Desetinnd Cisla A1 :10, A2 :10%, As:10%... tvofi tedy
iseky néjakého redln'ého Cisla a, které budeme povaZovati za
rovné &islu racionidlnimu p/q. Pii vypodtu &isla Ant1, zdvisi
patrné posledni cifra jeho na velikosti zbytku pfi déleni
10" p : g, na velikosti &isla ¢ a na niCem jném. ProtoZe pak
zbytkii menSich neZ ¢ jest pouze ¢ na polet — totiZ
0, 1, 2, 3,...g— 1 — nastane pfi vypoctu &isel A1, As, As,...
jedna ze dvou mozZnosti. Bud po urditém podtu krokiu do-
ideme ke zbytku O a pak redlné &islo @ méi jen koneény pocet
cifer od nuly ridznych. Nebo zbytek 0 se nikdy nevyskytne a
potom ovdem jeden ze zbytkli prvni musi se objeviti pFi po-
kraujicim déleni po druhé. Z toho plyne, Ze v tomto pFipadé
¢islo redlné a rovné Cislu raciondlnimu p’q jest bud ryze pe-
riodické nebo periodické s pfed¢islim (na pf. 234 : 999 = 0234
nebo 55 :30 = 183). Obricen& také kaZdé redlné C&islo s pe-
riodou jest rovmo ¢islu raciondlnimu; nebof jestliZe redlné
¢islo @ ma pfedéisli o £ cifrach-(za desetinnou tedkou) a pe-
riodu o n cifrach, pak rozdil ¢. 16" t* —gq.10* = B jest ¢&islo
celistvé, kteréZto rovnici pro e hovi ¢&islo racionalni
B :10(10"—1); a to, jak snadno nahlédneme, jest rovné
s redlnym Cislem a. Podobn& se definuje rovnost racionalnych
Cisel zdpornych a prislusnych &isel realnych.

Z rovnosti mezi &isly raciondlnimi a ur&itymi realnymi,
kterou jsme prave definovali, plyne, Ze kaZdy vypo&et, vzta-
hujici se k &islim raciondlnim, 1ze provésti dvojim zpiisobem:
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Bud podle obygéejnych pravidel pro &isla racionalni, nebo tak,
Ze je nahradime nejdfive pFisluSnymi Cisly redlnymi a pak
pouZijeme pravidel pro tato ¢isla platnych. Jenom v tom pfi-
padg, Ze vysledek pFi obou zptisobech podtu je totoZny, lze
tvrditi, Ze Cisla redlna tvofi ucelné rozsifeni pojmu ¢isel ra-
ciondlnich. TotoZnost obou vysledkii bude zarulena, jestliZe
dokiZeme, Ze soulet, souCin a podil dvou kladnych Cisel ra-
ciondlnich jest roven souctu, soucinu a podilu p¥islusnych Eisel
redlnych, nebot kaZdy jiny vypocCet lze redukovati na tikony
vytéené.

Necht jsou p1: g1 a p:2: g2 dvé racionalni ¢isla, k nimZ pfi-
slugi &isla redlna a, b. Celistva &isla An, Ba, Ca, DZn, definovana
vatahy A An+1 B —|—1

n P n Ps n

Tor Sg, < 10n ' 10n§q < fon
Co Py 0y Gt Don _pipy, _ Dan+1
TSt <o TmSgq, < 1o

jsou jednoznaéné stanovena, je-li m zndmo. Z prvych dvou

vztahti plyne
An-l-Bnpr_*_Pg An-i-Bn—I-z
100 =Tq, 10n

A

a tedy vzhledem k tfetimu vztahu Cnjest rovno bud (A.+ Bs)
nebo(Ar+ Bn+1).” ProtoZe posloupnosti (A,,+B,.) 16" a (An+
+Bp4-1):10" maji touz limitu (g 4 b), métouZ limitu také
posloupnost Cp:10" To znameni:. Redlné ¢islo pfisluné
k soultu dvou &isel racionilnich jest rovno soudtu realnych
Cisel pfistusnych k jednotlivym raciondlnim s&itanciim. Z toho
plyné mimo jiné, Ze také postulity (A4) jsou zachovany, nebof
nerovnost pi :qi > pe: Q2 jest provizena nerovnosti a > b.
Analogické relace obdrZime i pro sou¢in &isel racionalnich

a k nim pfislu§nych Cisel redlnych, nebot

An Bn SPl‘]l ArBn+ An+ Ba4-1

1027 = Paq, 102n

a tedy
AangDZH <Aan+An+Bn+1.,
ProtoZe
Aan'lOz"‘ a (Aan+An+Bn+l)'102"
maji touZ limitu @.b, m4 touz limitu i posloupnost Dan: 1027,
Dikaz pro déleni Cislem racionalnim a pnslusnym real-
nym provedeme aZ v odstavci pfiStim.
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59. Déleni &islem redlnym. Nyni jiZ miiZeme dokdazati, Ze
rovnice a.x = 1 m4 redlny kofen, jestliZe a jest Cislo redlné,
od nuly riizné. Useky jeho ai, a2, as... jsou &isla racionalni.
Je-li mezi nimi né€kolik prvnich rovno nule, vypusfme je
Zz tivahy a znalme tedy symbolem a1 prvni, od nuly rizny
usek, Utvofme posloupnost pfevratnych hodnot 1: a1, 1: a,
1:as,... Jsou to opé&t Cisla racionalni, kterym podle pfedes-
1ého jsou rovma urcita &isla redlna bud periodickd nebo o ko-
neéném poctu cifer. Tato posloupnost ma limitu, nebof pfi
kladném a jest nestoupajici, pfi zdporném a jest neklesajici
a v obou pfipadech ohraniGend. Tuto limitu mazveme b a
tvrdime, Ze jest a.b=1. Posloupnost realnych &isel 1 :a,
1:as... ma od urditého indeksu n(k) polinaje tseky Fadu
k-tého totoZné anebo téme&f totoZné s tisekem téhoZ fadu pfi
Cisle b. Jest tedy

al bn <10k a z toho 1 — @nba| <2.10—%, an|.

Pravad strana nerovnosti miiZe byti uCinéna mensi neZ
libovolng€ malé &islo kladné vhodnou volbou €isla k. Podle
véty Il maji tedy posloupmosti 1, 1, 1,...a a1 by, az be, as bs, ...
totoZnou limitu, to jest lim @,b, =ab = 1. Podle analogie &isel
racionilnich piSeme b= 1/a. Toto &islo jest jedinym FeSenim
Tovnice a.x =1, nebof z ni plyne ax.b=1.b, (ab)x=0»,
l.x=5b.

Déleni a : b=a/b definujeme jako soucin a. 1/b.

Podle definice nasobeni &islo 1 vyhovuje rovnici a. 1 =a,
at jii.je volime ve tvaru 1 =10 &i ve tvaru ekvivalentnim

1=09. Jest to jediné &islo té vlastnosti, nebot, kdyZ x hovi

- . . 1 1
rovnici a.x=a, jest také ax.z =a.-a a tedy x=1, pokud

oviem g ¥ 0.

Je-li a>b, ¢>0, jest a——b—=¢, €>0 a tedy a.c=
=0b-+e.c=b.cte.c>b.c.
) Postulit Archimediiv jest rovndZ splnén, nebof a
iest men3i ne celistvé &islo (a0 -+ 2).

Postuldty XII, XIII, XIV a XVI ze skupiny C a E jsou
tedy splnény.

Zbyva doplniti ditkaz z odstavce pfede§lého, Ze pfi dé&-
leni &islem racionalnim vyjde tyZ vysledek jako p¥i déleni jeho
redlnym ekvivalentem. K raciondlnim &slam r:s, p:q, ¢:p
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necht pfisluseji ¢isla redlnd c, a, b. Podle pfedeslého odst. jest
TP 9
s'q” s p
Miame dokazati, Ze tento vysledek jest totoZny s vyrazem

| B ; R l
c :a=c.—a—. Celkem tedy mame dokdzati, Ze c. v =c.b,

¢ili 1/a=2a.
Budiz
An A 1 B B, 1
s h <M g p<Ad
a tedy ‘
.’L,,S AnBatAnt+But1
102n 1027
Gili |

AnBn _ A+ Bnt1
016w <~ 1oz
Zvolim-li n dosti veliké, je & nensi neZ libovolné malé
kladné &islo a tedy lim (A,B./102%)'=lim (a,.b,)=a.b=1,
¢ili b= V/a.
Cisla realnd spliinji tedy viechny postulaty nutné k vy-
budovini aritmetiky a jsou zaroveii (iCelnym rozsifenim pojmu
Cisel racionélnich,

= &n.

S

Dodatek ‘l‘l.

FUNKCE GONIOMETRICKE,

60. Definice a nastin postupu. UZivali jsme pkEi svych
tivahach funkci goniometrickych sin x, cos x atd., opirajice se
pfi tom o definice jejich, zaloZené na geometrickém nazoru.
ProtoZe jsme tohoto nepfesného zpiisobu definice nikde jinde
neuzili, jest nutno, abychom se oprostili i od tohoto zbytku
zavislosti na nazoru.

Budeme postupovati takto. Funkce definované mocninymi
fadami, konvergentnimi pro kaZdé reilné x (1)

x3 x
s(x)=x—ﬁ+?!——

R, M
c(x)=1 —74-4—!’—...
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