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Ostatni neurdité vyrazy pievadime na pfedeslé identitou
{f(x)}#®) = e» @ /™), uzivajice véty o spojité funkci
lim eP@F®) — Jimp(x)If(x),

0 limx*=lime*=e =1.
x>0 x>0

l_ lcoax
100 lim(cosx) —lime” =ét
x>0 x>0
1 0+3
s lim (14 x)* =hme =e' =1

x—»oo

Velmi jednoduse lze limity podéitati, zndme-li pro funkce
uvaZované Taylorovy fady, platné v okoli bodu x = a. Na pf.

x?  xt
lim X—sinx _ . '3!_'5_!-+ 1
x>0 x? x>0 X9 —3r

Pozndmka. Funkce F(x) =1#(x) : g(x), jejiZ limitu v bodg
a jsme vyhledavali, byla vZdy spojitd v okoli toho bodu, nebof
méla tam derivace. V bodé a samotném neni F(x) definovano
a tedy jest tam nespojité. JestliZe vSak eksistuje limita

lim F(x) = A a pfitkneme-li funkci F(x) v bod& a pravé tuto
X—>a

hodnotu A, stane se tim F(x) spojitou i v bod& a. Proto se
fikava &islu A nékdy pravd hodnota neurcitého vyrazu.

arcsin x ex — 1 ax— 1
— =1, 5 1,

Cvideni 1. x> 0: - =>1a,

1‘:?9?‘:‘. l, sinx — x cos x >2, tgx—x 1 ax—1—xla N 15 a
sin® x 2 x—sinx X8 3 | x? 2
2. x> : : (tgx)'gzx»e_'; x>0: (s_n:x)xz_}e_‘xf

Kapitola VII.

FUNKCE DVOU PROMENNYCH.

44. Zikladni poimy. Funkce spojité. Funkce z dvou neza-
visle proménnych x,y z=~F#(x, y) jest definovina, kdyZ din
jest predpis, jak k dvojici &isel [x, y] se pFifadi &islo z. Ke
grafickému znazomeéni uZiva se obydejné tfi os v prostoru na
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sobé kolmych, jako v analytické geometrii v prostoru. Kazdé
trojici &isel (x, y, z), kterd spliiuje funkéni vztah, odpovida
uréity bod v prostoru, majici Cisla ta za soufadnice. Rovina
poloZena osami X, y jest rovina nezdvisle prom&mmych. Dvo-
jici &isel [x, y] budeme nazyvati bod (nezdvisle proménny).
Tuto dvojici budeme nékdy oznadovati jedinym symbolem o
a misto f(x, y) budeme pak psati struéné /(o). Viechny body
[x, ¥], vyhovujici nerovnindm a<<x =<b, c<y=d, kdeZ
a, b, ¢, d jsou konstanty, nazyvime (uzavreny) interval v ro-
viné x, y. Body ty vypliuji obdéinik o délce stran (b —a),
(d —c); strany ty patfi k intervalu. Interval ofevFeny lisi se
od pfedeslého tim, Ze hranice k nému nepolitame. Okoli da-
ného bodu [a, b] jest libovolny interval, ktery obsahuje [a, b]
jako bod wvnitfni s vyjimkou bodu toho samotného. Casto
byva uren Cisly kladnymi 8, ¢ a nerovninami

) ;x—a}gé, }’—b _él'; :x_a;+|y_bt>0'

Jestlize ke kazdému &islu z pfirozené fady ¢isel 1,2, 3,...n...
piifazen jest bod 01, 02, 0s,..., mluvime o posloupnosti bodi.
Posloupnost 01, 02, 0s, ... ma limitu [a, b, jestlize pfi oznaceni
0n =[x, ¥n] isou spinény vztahy: limx.=a, limya,=0>.
Posloupnost do sebe zafazenych intervalit (v rovin& x,y) In,
n=1,2,3,... definujeme nerovninami an=X=bn =<y <ds,
toho druhu, Ze < a1, b1 >, <as b2 > ... jsou do sebe zafazeny
a tedy definuji urgité &islo & (od§t. 9) a také <, dr>,
<cg,de>... jsou do sebe zafazeny-a tedy definuji urdité
&islo #. Bod [&, #] jest pak jedinym bodem, ktery leZi v kaz-
dém intervalu I, Is, Is,... Proto fikdme obdobné jako v od-
stavci 9, Ze posloupnost do sebe zafazenych intervali v ro-
ving I, I, Is,... definuje jeden jediny bod [£, nl.

Posloupnost bodii jest ohraniCend, jestliZe viechny body
jeii leZi v jistém intervalu I. O posloupnosti takové plati véty:

KaZdd ohranicend posloupnost md asponi jeden bod
zhusténi, to jest takovy bod, Ze v kaZdém otevFeném intervalu,
bod ten obsahujicim, leZi nekonecné mnoho bodi posloupnosti.

Je-li w bod zhu$téni dané posloupnosti, jest mozZno z ni
vybrati jistou rosloupnost 0y,. Oy, O,,..., kterd md limitu w.

Obg tyto véty jsou rozSifenim vé&t z odst. 9 a dokaZi se
stejné jako tam s tim jedinym rozdilem, Ze intervaly v roviné
hLyley s, ... rozdé€luji se pfi tom nikolivina dva, nybrZ na Ctyfi
shodné dily pomoci rovnobéZek s oshmi x, y.
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Budeme se v daldim zabyvati hlavné funkcemi spojitymi.
K jejich definici jest nutno nejdf¥ive definovati limitu funkce
dvou proménnych:

Funkce H(x,y) md limitu A, kdy? x > a, y > b, jestlize
E libovolné malému cCislu kladnému ¢ lze nalézti takové okoli
bodu [a, bl, 3e pro viechny jeho body |x,y] jest

)f (xv y) - A, <€
Fakt ten znadime symbolem

hmf(x,y)__A nebo také llmf(o)—A
o —>[a, 0]
y—)b
Z definice této plyne 1hned disledek témé&f samozfejmy:

Jestlize i(o)[—> A, pak kazda posloupnost o1, 02, 0s, ... 0n, -
o—>la, b
majici limitu [a, b], ma vlastnost: lim f(on) = A. Dikaz pro-
n—» oo

vede si Ctendf jako cviCeni. Nyni jiZ miZeme .definovati
funkci spoijitou:

Funkce jest spojitd v bodé oo = [a,b], jestlize lim (o) =
0 —> 0o

=f(0v). Funkce jest spojitd v otevieném intervalu 1, Jestltze
jest spojitd v kaZdém bodé toho intervalu.

V dal§im budeme mluviti také o funkci spojité v uza-
vEeném intervalu J. To bude funkce, ktera jest spojita v ur-
¢itém intervalu otevfeném, v némzZ J jest zcela obsaZen.

Spojitad funkce dvou nezivisle proménnych mi obdobné
vlastnosti, jako spojitd funkce jedné promé&nné. Jsou io ze-
jména tyto dvé zakladni vlastnosti:

1. Jestlize funkce spojitd v bodé oo jest tam od nuly riznd,
lze vidy nalézti takové okoli bodu o, Ze v ném (o) md totéz
znameni jako #(00).

Diikaz se nijak nelidi od dikazu provedeného v odst. 22.
Druha véta zni:

Il. JestliZe (x,y) jest spojitd v uzavFeném intervalu I,
nabyvd tam své nejvétsi i nejmensi hodnoty a jest tedy z obou
stran ohranicend,

Diikaz této véty provedeme podrobné, hlavn& z toho di-
vodu, Ze lze jej roz§ifiti na jakykoliv polet nezavisle pro-
ménnych. Rozdélme interval na Gtyfi mensi tim, Ze spojime
useCkami stfedy protilehlych stran. Ty nazveme intervaly
prvého déleni. KaZzdy z nich dé&lime podobng znovu. ObdrZime
4 intervalit druhého déleni a obecné& 47 intervali. n-tého d&-
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leni. . Jest patrno, Ze kaZdd nekoneéna posloupnost takovych
Intervalt do sebe zafazenych definuje jediny bod.-[x, y], ktery
jest vSem spoleCny. Také obracené lze vZidy nalézti posloup-
nost intervahi do sebe zafazenych, vybranych z pfedeslého
déleni, tak, aby bod [x, ¥] v pitvodnim intervalu libovoln& zvo-
leny byl v§em jim spoleény.

Sledujme funkei /[x, y] na_jedné stran€ n€kterého inter-
valu. Tam jest na pf. y nepromé&nné; jest tam tedy #(x,y)
@gl ‘spojitou jediné promé&nné x a tedy nabyvi svého maksi-
ma v uréitém bod& oné strany. TotéZ plati pro ostatni tfi
strany intervalu. Na obvodu intervalu nabyva tedy f(x,y)
v urditém bod& svého maksima pro obvedové hodnoty (toto
maksimum musime dobfe rozliSovati od maksimalni hodnoty
i(x, ) v celém intervalu). Sledujeme-li obvody viech intervalii
n-tého déleni, miZeme zajisté na jednom z nich nalézti bod
Op, ktery ma tu vlastnost, Ze f(on) = f(0) pro v8echna o leZici
na t&chto obvodech. Daile jest patrn& f(02)=f(0a—1), nebot
bod o0n—1 pFisludny k déleni (n— 1)-vému leZi na obvodé& to-
hoto déleni a tedy také na obyod€ déleni n-tého. Posloupnost
bodti 01, 02, 0s,...0n,... leZi v pitvodnim intervalu a ma tam
tedy aspon jeden bod zhuSt&ni w. O bodu tom tvrdime, Ze
v ném #o) nabyva svého maksima, to jest f(w) > (o), kdyZ
o0 jest libovolny bod piivodniho intervalu. Vybefme z posloup-

nostt novou, On,s Ony Ony - ..., kterd md limitu @ a sestrojme
dal$i posloupnost oo
f)SSf(0,)Sf (0 ).

Vzhtedem k predpokladané spojitosti funkce je klimf(onk)=
—>®

= How).

Vyvolme nyni v [ libovolny bod o. Podle pfedeslého lze
nalézti posloupnost intervalii do sebe zafazenych a patficich
postupné k (m)-mu, (m)-mu atd. déleni, takZe definuji prave
bod 0. Na obvodech téchto intervali zvolme body, tfeba levé
hotejsi vrcholy obdélnikil, Pa,, Prs Pns, ... Pak bude llmpn =0

a tedy vzhledem k spontostl llmf(Pn ) = (o). Av§ak vime,
e f(pn) =S (0n) a tedy take f(O)Sf(w) s.e.d.

Podobné se dokidZe eksistence absolutniho minima. Dalsi
vlastnosti spojitych funkci jsou: Soucet, rozdil, sou¢in a podil
spojitych funkci jest opé€t spojita funkce; pfi podilu musi
oviem jmenovatel byti od nuly rizny. Obecnéji plati: Spojita
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funtkce jinych spojitych funkci-jest opét spojita.: To znamena
presné: Je-li f(u, v) spojitd v bodé [ue, vo]-a jsou-li u = @lx, y),
v =1(x, y) spojité funkce v bodé& [xe, yol, majici tam hodnoty
o, vo, pak jest také Flp(x, y), w(x, ¥)) spojiti v bodé [xo, ¥e].
Véta tato vyplyva z ndsledujicich vztahi

lim f (4, v) =f (U Vo) = f (@ (X0 o), ¥ (Xo» Yo)),

u—» to
vV —=>V
lim f (Ll, V) =lim f((P (X, y)n ' (X, ,V))
u—>ro X = Xo .
V> y=>Yo
Pozndmka. Pojem limity lim f(0), ktery jsme v pfede§lém

0 —> 0o
definovali a uZivali, musime pfisné rozeznavati od t. zv. dvo-
jité limity lim lim #(x, y) =B,
y>bx—>a :

kterou rozumime tento pochod: v
Pokladéme y za pevné zvolené a urcime lim F(x, y) = (),
X-—>a !
jestliZe viibec eksistuje. Tato limita je ov§em jiZ nezavisla na
x. Po dokonani tohoto kroku provedeme novy: lim ¢(y) = B.
y>b

Pii tom jest pamatovati, Ze limitni pfechody Casto nelze za-
méniti beze zmény vysledku B.
Priklad 1. z=ax®-- by® jest funkce spojiti v bodé& [0, 0],
nebot lax? + byt < lax?| + |6y < ¢ pokud x| < Ve/2]al],
]

|yl <Vej2To'.

2. RovnéZz z=ux.y.sin (y/x) jest spojitd v bodé& [0,0],
kdyZ ji tam pfitkneme hodnotu 0, neboft

2! < x L lyi<<s, pokud x <Ve, ‘ypi<Ve.

3. Funkce z=4y%x: (® + x)2, v bodé [0,0] rovna nule,
neni tam spojitd. Jest sice limlim#f(x, ) =0 a pravé tak
y—>0 x>0 T

lim lim f(x, y) =0, av3ak pfesto limf(x,y) neeksistuje, nebot
x>0 y—>0 x—>0

v—>0

v kazdém sebe mensim okoli bodu [0,0] jsou body, v nichZ
Hx, ¥)=1, a jiné body, v nichz f(x, y) =0. Jsou to body
jednak na parabole x = y?, jednak na ptimce y =0.

Cviteni. 1. Jak se chova funkce poslednfho ptikladu, kdyz o >0
a) po pfimce y = kx, b) po parabole y2— kx?

2. Funkce definovand vztahem z =y .sin (1/x) 4 x. sin (1/y), po-
kud x£0, y =0, a rovna nule, kdykoliv x nebo y nebo obé& tato
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¢isla jsou rovna nule, jest spojitd v bod& [0,0]! Dokazte, Ze Z4adni
z dvoiitych limit neeksistuje!

3. Dokazte v&tu: Jestlize ob& dvojité limity funkce #(x, y) v bod&
0,0] eksistuji a jsou od sebe rizny, neni f(x,y) spojitd v bodé tom!
Na pf. z—y : (y

45. Parcialni (éésteéné) derivace. Funkce dvou promé&n-
nych z=1#(x, y) budiZ dina v né&akém intervalu, jehoZ jeden
vnitfni bod jest [x, y]. Pokladejme x, ¥ za pevné zvolené ve-
li¢iny a utvofme vyraz

fea+hy) —fx9
h

lim
E>0
Eksistuje-li tato limita, nazyvame ji parcidlni derivace Hx, y)
podle x v bodé [x,y] a znadime ji jednim %e symbolil
dz D
'a—x z'a—{’:sz: Dxf:f'x (X,J') =z'x'
> Parcialni derivace f(x, y) podle x v badé [x, y] jest tedy
obycéejna derivace, politana za pfedpokladu, Ze y jest kon-
stantni, kdeZto x jest promenne Podobné jest parcialni deri-
vace podle y
lim f(x’ J’+h)"f(x; .V) af D f'— atd.
>0 h T dy

Analogicky definujeme vy3§i parcidlni derivace. Tak na
pf. druhé derivace jsou &tyfi .

. Q ] 2z
Dy (Det BM=Dex (%)= 355 Dy (Dy)=Dyy= =
: N’z 22
Dx(DyZ):-DyxZ=3;,a—x, Dy(DyZ)_—-_Dtyyzz ay’

2
Vsimn&me si zv14§t& symbolu D?cy2 neboli aax 3, . Podle

definice jest nutno f(x, y) derivovati nejdfive parcialné podle x
a vysledek pak parciidlngé podle y. Ctenaf vyloZi si nynf #Z
sam vyznam symbolil

oz 2 0"z

, atd.
dx" T 3x" Ty T axtRayk
, 02 92
Priklady. 1. z=ax -+ by, Yl a—y =b; viechny

vy3si derivace jsou rovny nule.
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2. z2=x(x>0), a——y o1, E=x".1x,

dx oy
%2 —2 2z a Z —1 —1
—Z=y. (y-1D ., —= =x’ X x,
0 x? y-r=10 ox dy byax tr

2

2 _wrx atd

0y

Cviteni. 1. Vypoltéte parcidln{ derivace pgv,nfho a druhého
su:jpné pro funkce: (x cosy-l—y £¥), eXFDY QXD (x4 y) . sin (xy)
at

2. z=arc tg yr 2= 1 e+ y2 x-—|—y2. Dokazte, Ze tyto dv& fumkce

vyhovujf rovnici
922" 0%z

L2z =0.
o xt oy
dmtnry
3. Vypo&téte ————— pro funkci z=S(ax+by+¢) za pfedpo-
dx™M Iyt

Kladu, Ze f(u) ma vSechny derivace. [a™.b". F™t™ (ax + by +¢)]

46. Pokradovini o Iunkcich spojitych. V odst. 44 defino-
vali jsme funkci spojitou v bodé [x,y]. Zjistovani spojitosti
podle kritér'a tam uvedeného jest Casto obtiZné. Proto odvo-
dime si postacujici podminku, ktera ve v&t§iné pfipadd staci
k zjiSténi spojitosti.

Funkce i(x, y) jest spojitd v bodé [x, y), jestlize jest tam
spojitd v jedné proménné (na pr. x) a md-li mimo to v okoli
lx, ¥]1 ohrani¢enou parcidlni derivaci podle druhé proménné
(na pf. ' f4Yl<M).

Jest totiz

Fx+ny+ 8 —Hx,y)=tx+nvt k) —ix+hy T

o= h, y) — flx, »)
4 tedy podle véty o stfedni hodnoté
fx+hy+ R —Hx,y) = { {x+hy) —ix,y) }+
Ei'y(x+ 1,y T OF).

KdyZz h > 0 a k>0, ma zdvorka limitu 0, protoZe f(x, y)
jost spojité v proménné x a druhy s&itanec bliZi se nule,
protoZe |fy| jest tam mensi neZ M. Tak na pf. esn(+1):(x24-p?)
jest sponta v kazdém bod& o 3[0, 0].

Dale jest dobfe uvédomiti si, Ze ke spojitosti v bodé [x, y]
nestaci, jestliZe v bodé tom eksistuji obé parcielni derivace.
Tim li§i se funkce dvou proménnych podstatné od funkce
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jedné prom&nné, Tak na p¥. f(x, ¥) = xy : (x2 -+ »2), #(0,0) =
ma v bod& [0,0] ob& parcidlni derivace podle x i podle y

7., 0)_l|m(’%—0) h=0; f' ©, 0)_l|m(m—-0) k=0,

pres to v3ak neni spojita, nebof na pfimce y =x, (x ¥0) ma
funkce hodnotu 1/2 v libovolné blizkosti bodu [0,0] a neni
tedy spojita..

Prdvé tak nestadi ke spojitosti v bodé [xo, yi), jestliZe jest
tam I(x, yo) spojitd vzhledem k proménné x a také I(x., y)
spojitd vzhledem k proménné y. Tak na pf. pfi funkci z pfe-
de%lého pfikladu jest pro [xe, yol = [0,0]

f(x’ yO) =0s f(x(hy) =dv

at x a y jsou jakakoli &isla. Jest tedy f(x, yo) i f(xo, ¥) spojita,
nebof jest konstantni, aviak pfes to f(x, ¥) neni, jak jiZ vime,
v bodg [0, 0] spojita.

47. Funkce schopni diferenciace. V odst. 35 definovali
isme funkci jedné proménné, schopnou diferenciace vztahem

flx+h —Hxy=A.h+ k.5,

kdeZ A="F(x) bylo &islo nezavislé na %, a »(h) mé&lo vlastnost
lim »(h) =0.
A>0

_Mgjme funkci dvou proménnych f(x,y) definovanou
v okoli [x, y]. Analogicky jako pti jedné proménné definu-
jeme:

1(x, y) jest schopna diierericiace v bodé [x, yl, jestlize

fx+h y+B —fx,y)=A.h+B.E+{h +|kl}.& ()

kdez h, k jsou libovolnd Cisla, A, B jsou ¢isla nezdvisld na h, k
a ¢ jest funkci Cisel h, k takovou, Ze >0, kdyZ {|h]| + |k} —+0
(to jest, kdyZ h >0 a k > 0).

PFiklad. Oznaéme 'h| + k| = ¢. Funkce z=ux%.y jest
schopna diferenciace v kaZzdém bodé&, nebot

h? k h.k
(x+me.(v+E —x2.y=2xy.ht+x2.k+o { (y_—|-_)+2 O}

2 (p+k hok
Zde jest A=2xy, B=1x*, e= ”("+)+2x ;

[
Patrné jest e, < 'h!.ly+k +2!x'.'hl a ma tedy Zadanou
vlastnost.

Po tomto p¥ikladu vrafrigé" se k obecré uvaze. Cisla A, B
jsou funkce proménnych x, y, které miZeme uriti bliZe. Jezto
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h, E jsou libovolna, zvolme £=0, 1+ 0 a dé&me rovnici (1)
Cislem h

S+ —Fxy) i h
h —A+F.T

Jestlize h—> 0, ma prava strana limitu A, nebof - 0.
Leva strana ma tedy rovnéZ limitu A a podle pfedeSlého od-
stavce jest of

~-=A

dx
Volbou k£+0, h=0 dokiZeme podobng& ";'ZB. Vy-

sledek tento miZeme shrouti ve vé&tu: Eksistence prvnich par-
cidlnich derivaci jest nutd podmirtka, aby funkce byla schopna
diterenciace. Uvidime v pFi§tim odstavci, Ze to neni podminka
postadujici.

V rovnici (1) zavedme pro libovolna &isla h, k oznadeni
h=Ax, k= Ay a definujme Az vztaliem

df df
dz=f(x+dx, y+4y)-f(5, )= " dx+-=dy+
dx dy
{iaxi+|ayi}. e
Vyraz dz _E£4x+~£4y
dx dy

p . L. . 0 b} . <
nazyva se uplny diferencidl funkce, s f ax, afd Yy isou {d-
X y

steéné diferencidly. Toto oznafeni ma sviij diisledek, pro spe-
cidlni funkci z= x. Podle hotejsi definice je dz=1. 4z a tedy
protoZe z=1x, dx= Ax. Podobn& volba funkce z—=y vede
ke vztahu dy = Ay. T&chto specidlnich vysledkd jest zvykem
uZivati i pfi obecné funkci schopné diferenciace, takZe
0z
dz=—.dx —-I— —.dy.
dx -y
Pfi tom jsou dx, dy libovolna &isla. Tak na pf. funkce
z=x?.y ma uplny diferencidl dz =2xy.dx + x2.dy.
Pokldddme-li x, y za pevné& zvoleni &isla, jako dosud jsme
stale Cinili, jest dz linedmi funkci dvou proménrych_velicin
dx_a dy. Jinak jest fomu, kdyZ _#(x, ) jest schopno diferen-’
ciace nejen v bod& [x, y], nybrZ v né&jakém jeho okoli. Potom
prirozené dz jest vkaZdém bod& toho intervalu jiné &islo, nebot
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Dyxf a Dyf isou funkce obou proménnych [x, y]. Pak oviem
jest dz funkci ¢tyF proménnych x, y, dx, dy. Vzhledem k témto
moZnostem jest nutno pfi kazdém uZivani diferencidlu pfe-
dem definovati, co rozumime &isly x, v, dx, dy.

48. Vlasinosti funkce schopné diferenciace. Funkce
schopné diferenciace- maji nékolik jednoduchych vlastnosti,
které pravé jsou pfifinou toho, Ze funkcemi témi- se zv]aste
zabyvame.

Funkce f(x,y) v bodé [x,y] schopnd diferenciace jest
tam spojitd. Jest totiZ podle pfedes§lého odstavce

im{f(x+4ax, y+ap}=r(xy),
Adx—>0 ¢
Ady—>0
coZ pravé jest definice spojité funkce.

Diéle vime z pfede$lého odstavce, Ze funkce schopna di-
ferenciace v bodé [x, ¥] ma tam ob& prvni parcialni derivace.
Opak v3ak neplati, nebot na pf. funkce z=xy : (x2 4 y?),
rovnia nule v bod& [0, 0}, ma v bodé tom obé& derivace
Dyf=0, Dyf=0, pfes to vSak neni tam schopna diferen-
ciace. To plyne z té okolnosti, Ze v bod& tom jest nespojita,
iak vime z odstavce 46. Eksistence obou prvnich derivaci jest
tedy nutnou, nikoliv v8ak postadujici podminkou pro schop-
nost diferenciace funkce. Takové nutné a postacujici pod-
minky zde odvozovati neb-udg(ame a spokojime se pouze kon-
statovanim jednoduchého postaCujicitho kriteria, které ve vét-
Siné pfipadfi nam dobfe poslouzi:

Jestlize Hx, y) md v uréitém otevieném intervalu obé prvni
parcidlni derivace spojité, jest v tom intervalu schopna dife-
renciace.

K ditkazu uZijeme v&t o stfedni hodnoté:

Ix+h y+B—f,y) ={Hx+h y+ 8B —Ffxy+B}+
+ {Hx,y+ B —Hx,5)},

f,y+ k) —Fx,9) =k.Fy (x,y+ O1k).
faxt+hyt+k) —foyt+R)=h.f'y(x+6.h y+k)
Vzhledem ke spojitosti derivaci jest vSak

Fyle, vy + ©1k) =1, (x, ) + ey,
I+ Qo y HB) =Fy(x, y) + 2

kdeZ &1 > 0, e2 > 0, kdyz k>0 a k>0, a tedy f(x+h, y +
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+k)—F,Y)=hf x+kf' y+{’h+[k}{ +lh|-,lc-'k[ ‘}
s. e. d.

49, Derivace funkce sloZené. Budni z—f(u v) funkce
schopna dif. v bodé& [u, v]. Dosadime-li za u, v funkce schopné
dif. jediné proménné (parametru) u(r), w(f), je také z funkci

jediné proménné f. Jest iikolem vypoéisti derivaci 7 Zvét-

§ime-li ¢ o At, zvét§i sen o Au, v 0 dv a z 0 Az. Je tedy podie

odstavce 47
dz= :f du+—f Av—i—.c{uu +iavi},
u
Je-li du= Av =0, deﬁnujeme‘ e =0. Délime-li ob& strany A,
obdrZime
dz Of au  df av 1du |av
Gt T g, at a_v?rT""{ at T }
Jestlize 4t >0, pak také du >0, 4v - 0, e>0. Mimo
to je

Ju du av dy
lim —t-=u'(t='~, lim —=v({l)=——"

dt at dt
a tedy lim [idquitiav;: lim ‘ ‘_ , ,
__dt i= ~ \+I|m u' (), 4 v (t).
I jest celkem
df _df du 3 v of df
=L . , Gl df———du+——d
dt du dt dv at du dv

Mdme tedy pro diferencidl funkce sloZené touz formuli,
jako pro diferencidl tunkce Hu,v), v niZ u,v jsou nezdvisle
promeénneé.

Jsou-li u,v funkce dvou prom&nnych u(x,y), v(x,y)
schopné diferenciace, je analogicky

o _37 du ¥ ¥ 07 _3f Pu ¥ v
dx du dx v dx’ by_au dy  dv 9y

Z pravidla o diferenciaci funkce sloZené vyplyvaji jako
zvlastni pfipady vzorce, které znime jiz z dfivéjska:

dl=14 __”:_dv: ‘ﬂ"_,‘,’fl"
v 14 14 v
du)y=v.o""' . dut-u’ . lu.dv, df(u) =f'(u) . du 4 0. dv.
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Avsak také obracené, pfedpokladajice znalost t&chto for-
muli, miZeme velmi Casto vypod&isti 1iplny diferencial, aniZ
pocitame derivace parciilni, Tak na pf.

yl
dX
d arc sin »y; = X __—2Zytdx+2xydy
x X I’xl yl

l/ y4
1—':\"-

Z vysledku jest pak moZno zjistiti parcidlné derivace
S af 2%y

ox xVxi—pi' VF—Ty-"

nebot z rovnosti

Adx+ Bdy= afdx-l— f ay

blyne A=fx, B=1VYy, kdyZ poloZim dx=0, nebo dy =0.

50. Vztah D2,z = D%z, Pfi pod&itani riiznych piikladi se-
tkidvaime se téméf pravidelné s rovnosti v nadpise uvedenou
(viz na p¥. odstavec 45, pf. 1 a 2). Byl by v3ak omyl domni-
vati se, Ze jest tomu tak vZdy. Funkce z=xy2 (x — y) : (2 +
~+ »2), rovna nule v bodé [0,0], ma derivace

f(h y) —=Jf0,y) __ . h—

f'x(O..V) — "m :+ : =J
— i S K) f(x,O)
M= llm kll%xk ’+k’ =0
a tedy jest
f"xy(oiy)z__]' f"xy(oto):_li
"yx(xh 0)=0, "y;(ot 0)=0.

Kdy tedy jsou ob& derivace sobé rovny? Odvodime zde
opét jen zcela specidlni podminku postaditelnou, kterd ve vét-
$iné pfipadft nam dobfe poslouZi:

Jestlize obé druhé derivace f"xy a ") x eksistuji v néjakém
okoli bodu [x, y] a jsou-li v bodé tom spojité, jsou si tam
také rovny.

Abychom vétu dokdézali, vypoéteme tak zv. druhou di-
ferenci-

A= _JfGa+hy+h) f(x+h/ y) —f(x, }'+/I)+f(x. »)
[y lz

dvojim zptisobem. Po prvé poloZime
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tp(x) f(x.y+h) f(xy)auvéilme Ze A= —~—¢(x+h,3—‘p@;

po druhé polozxme

Y (y):f(x +h }2 —f'(x. ») auvdZme, %e A= ﬂg%‘ﬂ(}l

Podle v&ty o stfedni hodnoté jesf poprvé A =¢'(£1),
51—x+01h a tedy

ALyt D=1 d) _ gy

xy (&), m=y-+ A

Po druhé je A=wv'(n,), m=y+ 6,4
a tedy A=f"yx(E )y H=x+ i
. Z toho plyne fyx(Es, 7s) =f"xy (E1,m) a jestliZe h—>0, je

&, x, §5-x, n,~), 7y—=>y, coZ vzhledem ke spojitosti funkci dd
vysledek hledany.

Tuto zamé&nitelnost derivaci maZeme za obdobnych pod-
minek spojitosti roz§ifiti i na vyss$i derivace jako

% 'z ¥z antrz  mtn
dx'dy dxdydx  dydx? MYyt dy"dxm

a pod.

Jest totiZ na pf.
( 'z)  d%
axayax x oxay o dydx]  dyax?

51. Vys§i diferenciily. Necht f(x,y) jest v bodé& [x, y]
schopna diferenciace a necht také jeji derivace f'x a f'y maji
touZ vlastnost, z éehoZ plyne, Ze jsou definoviny v n&jakém
okoli bodu [x, yl. Uplny diferencial dz=f'x (x, y).dx+
+f'y (x,y) .dy lze v tom pfipadé pokladati za funkci pro-
ménnych x, y v onom intervalu; pfi tom pfedpoklidime, Ze
dx a dy jsou konstanty na x, y nezavislé. Samo dz jest tedy
funkce x, y schopna diferenciace. Jeji diferencidl oznadime
znakem 6 a pravé tak nové libovolné pfirlistky nezavisle pro-
ménnych oznaéime dx, dy. Je pak

(@) =(f"sx . 6x+f"xy.6y).dx+(f" .6x+f"yy.r§y).dy. (D)

U&inime-li pfedpoklad f“xy=f"yx a zvolime-li specialn&
é6x=dx, éy =dy, obdrZime tak zv. druhy diferencial /(x, y)

atd.
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v bodé [x, y]
d(dz) =dz=f"e, . dx*+2.f" . dx.dy+f",, . dy.
Podobné definujeme tteti diferencial
dllz =f"’x.rx . dxa _|_ 3 'fH! dx dy + 3 -fm.ryy dx dy +f" vy * S
obecné pak n-ty diferencial
n
d a dX + [ 0 ZI

dy

Kon.stanty €1, C2... jsou nezdvislé na tvaru funkce z a mi-
Zeme je tedy uréiti néjakou specialni volbou funkce na pf.
z=e*tr | je
dz=ex+y . (dx +dy), d'z = ex+u . (dx +dy), drz=ex+y. (dx + dy)n

Ll dy +---«+cn. a——dyﬂ
"

n
o dileZE et
* Dosazenim do prede$lé rovnice obdrZime =
(dx +dyyn =dxn+-¢,dxn—1 . dy .- -4 ¢ . dyn.
ProtoZe dx, dy jsou libovolna &jsla, musi byti

o= o= o= ()

K oznaceni prvého diferencidlu uzZiva se Casto symbolic-
kého nasobeni N

b' -\a'
dz =|{ dx -~ day--—~1.z,
( ax+ 'vax)

kdeZ »faktor« z pFijde do mist v Citateli ‘oznaenych te¢kami.
Pravé tak znacime, jiZ bez tedek,

d o\2 i d 2\
diz=|dx — +dy ).z aobecné¢ dz={dx— 4 dy —-}.z
x oy ox oy

Cvléeni. 1. Vypoltéte vy38i diferencidly funkeci uvedenych
v odst. 45.

2. Dokazte, Ze za pFedpokladi, které jsme ulinili na poatku
odstavce 0o z=1Ff(x, y), iest 8(dz) =d(8z) ien tenkrite, kdyZ JS'xy =
=/f"yx! [Uzijte rovnice (1)!

52. Véta Taylorova pro dvé proménné. O funkci f(x, y)
u¢iime pfedpoklad, Ze ona a vSechny jeji parcialni derivace
aZ po stupefi (n— 1)-vy inkl. jsou schopny diferenciace v in-
tervalu

a—h<xLat+h , b—k<y<b+k
A
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Funkce
o p®=Sf(at+h, b+k), 0L

zavisi potom na jediné proménné { a ma vSechny derivace
podle ¢t aZ po n-tou. PoloZime-li ¢« + ht=x, b--kt=0y, je
podle odst. 49

of dx | df dy_ »f

, of
YO=3att oy @™ '

+,

Pti tom jsou i, k konstanty na t nezavislé. Druha derivace jest
d2f dx 3 dy) ( 3% dx aﬂf dy)
() = ryJ ¢ ¢ VK ,
9O {(w at Voxayat)" T loxoy at T oy at

2
u(t)_{af +2,aa):,f +_‘[ k!} (h_+ka_)-f
x Oy ox oy

a tedy obecné
B a\"
pm @) ={h. a;‘—l—k. 3}' S(xop).
Pro t=0, &ili x=a, y=», je tedy
qa(’")(0)=( +k ) f(a,b),
coZ niam umoZiuje, abychom uZili formule Mac1aurin0vv
pO=pO + ¢ O+ +— w b+ - qv‘”’ (o,

(n
0 <O,
Dosadime-li sem ¢t =1, ziskdme vzorec Tayloriv

Sf(a+h, b+k) f(a,b)+(h - +k ) f(a,b)+
n—1

1
tailr e @it A(n 2k ) bR

Rn=h1!( k- )f(a+@h b+ Bk).
Nahradime-li zde znaky a,b, h, & novymi x,y,dx,dy a uZije-
me-li oznadeni z dfivéjSka znamého

fx +dx, y+dy) —f(x,y) = A1(x, »)
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( 2t ay 3) 7 (x, y)=adnf,

miuZeme Taylorovu formuli psati ve velmi struéném tvaru

_ axy , dyf dn—1f
ate=df+ 5+ Gl EL (B s ven
Indeksy u posledmh_o élenu znadi, Ze v derivacich obsaZenych
v d" f jest klasti viude x + @dx misto x a y + @dy misto y.
Vzorec Maclaurintiv obdrZime z Taylorova, nahradi-
me-li znaky a,b, h, £ novymi 0 0, x, y. NapiSeme zde ekspli-
citné prvni tfi é]eny

O, P)=1(0,0)+(x.f'x(0,0)+y. % (0,0)} +
+—21!{x=.f"xx(0, 042y . [y (0,0)+y* . f'"yy (O, 0)}—_}— -+--+ Rn.
VJako pFi jedné promé&nné, miZeme i zde definovati neko-

ne¢nou fadu Taylorovu nebo Maclaurinovu, jestliZze lim R,=0.
n—» 00

Pozndmka. Véta Taylorova prvého stupné
fla+hb+k)—f(a,b)=hf'a+Ohb+ @k +kf',(a+Ohb-+Ok)
byva &asto nazyvdna véta o stFedni hodnoté pro dvé pro-
ménné. s

53. Ekstrémy funkci dvou proménnych. Nechf fumkce
z=1(x, y) jest definovdna v intervalu, jehoZ vnitfni bod jest
[a, b]. JestliZe 1ze nalézti okoli bodu [a, b], v n&mZ f(a,b) >
> f(x, y), fikame, Ze #(x, ¥) ma v bod& la, b] relativni maksi-
mum. Obracena nerovnina definuje relativni minimum. V dal-
$im vySetfovani budeme pfedpokladati, Ze f(x,¥), fx(x, y) a
fy(x,y) jsou schopny diferenciace v bodé& [a,b], a Ze tedy
eksistuji v n&jakém okoli toho bodu. Mimo to necht f“xy=F"yx.

Ma-li nastati maksimum v bodé [a, bl, musi byti také
fa,b) > i(x,b); f(a,b) > 1@, y) a tedy funkce jedné prom&nné
f(x,b) musi miti v bodé x—=a maksimum a podobn& #(a, y)
v bodé y=2>. Podle odst. 38 musi tedy byti

Sy (x, 6)=0 pro x=a, [f',(a, y)=0 pro y=b,

TytéZ rovnice obdrZime, kdyZ pfedpokladime, Ze f(x,y) ma
v bodé [a,b] minimum. Nutnd podminka pro ekstrém v bodé
la,b] jest tedy

f (arb)— f (a b)—
Redenim téchto rovnic o dvou neznamych ziskame ony body
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[a, b, [a, bi], [as, b2] atd., v nichZ ekstrém muZe (aviak ne-
musi) nastati. Zbyva tedy rozhodnouti, zda v takovém bod&
ekstrém vskutku nastava. K tomu cili utvofime rozdil

Af=1fta+h b+ k) —1fa,b) ="'y (a+ Oh b+ Ok) +
+&f'y (a+ O b+ OF).

Je-li rozdil ten kladny pro viechny body la +h, b+ E] né-
jakého okoli bodu [a, b], jest v bod& tom minimum, je-li zd-
porny, Jest tam maksimum, nabyvi-li riznych znameni, af
hi, (k| usou jakkoliv mal4, neni tam ekstrému. Abychom roz-
hodli, uZijeme toho, Ze derivace jsou schopny diferenciace:
fx@+08h b+0k)=s",(a,b)Oh+f",(a,b)Bk+ e {{h+ik}B
fy@a+0hb+0k)=r",(a,b)Oh+f", (a,b) Okt {h+k}O
Pfi tom vime, Ze ¢y > 0, €, 0, kdyZ A’ +[k‘—> 0. Uzi-
jeme-li jestd zkratek A —f"xx(a b) B=f"xy(a,6),C=f"y(a,b)
a substituce h=r.cosep, k=r.singp, kterd urluje jedno-
znaén& r>0 a @ v mezich 0= ¢ << 2=, obdriime

fe@+8hb+0K=r.0{A.cosp+B.sing+a),

f'y(a—l— Ohb+6K=r. @{B .cosp+C. simp+.sg}'
£ >0, >0, kdyZz r > 0. Tedy dile

af=@r. {Acos’g)+2B . cos gsin@+ C. sin* g+ ¢},

kdeZ @.r2 jest kladné, s = e1cos @ + e2sin @ - 0, kdyZ r » 0.
Z vyrazu toho soudime:

1. JestliZe trojclen (A . cos®p-+ 2B .sin ¢.cos ¢ +.C. sinp)
jest v&t¥i nez néjaka kladnd konstanta*) m >0, at ¢ jest jaky-
koliv ihel, pak A1 jest kladné pro vSechna dosti mala r, Za
danych pfedpokladii 1ze totiZ vZdy nalézti takové Cislo o, Ze
€< m/2 pro viechna r=< ¢. Pak ov3em ta okolnost, zda ¢
jest kladné & zdporné, nema vlivu na znameni Af. Funkce
md minimum.

2. JestliZe troj€len jest mensi neZ uréiti zapornd kon-
stanta — m, funkce ma z tychZ diivodii maksimum.

3. JestliZze troj¢len pro rizna ¢ ma riizna znaménka, nema
funkce viitbec ekstrému.

4. JestliZe trojélen ma sice stile totéZ znameni, av3ak
anuluje se pro néktera ¢, nemiiZeme rozhodnouti, nebof pro
ona ¢ jest znaménko 4f urlovino znamenim ¢ o n&mZ nic
nevime.

*) To nastivd vidy, je-li trojlen ten v intervalu < 0,273 >
stile kladny, podle IIl. vty o funkcich spoijitych.
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Provedeme nyni tivahu uréujici, ktery z téchto pfipadi
nastiava. JestliZze vSechna tfi ¢isla A, B, C jsou rovna nule, na-
stava zfejmé pfipad 4-ty, kdy k rozhodnuti jest tfeba pfi-
hlédnouti k dal§im &lenim Taylorova rozvoje. Tim v3ak se
zde zabyvati nebudeme. U¢itime tedy nejdfive pfedpoklad, Ze
A=F0. Troj¢len uvedeme na tvar

(A cos ¢+ B sinq)2 + (AC — B?) . sin?g
A

Jestlize (AC — B?) jest kladné &islo, je <itatel zlomku
kladny pro kaZdé ¢. ProtoZe Citatel ten jest spojitd funkce
promé&nné ¢ s periodou 2z, nabyva v intervalu <0,z >
kdesi svého absolutniho minima m, které podle’ pfedpokladii
‘musi byti také kladné. Znaménko celého zlomku jest tedy
uréovano znaménkem d&isla A. Pro kladné A nastiva tudiZ
minimum, pro zaporné maksimum. JestliZe A¥0, (AC —
— B?) <0, md zlomek rfizni znameni pro ¢ =0 a pro «,

B , .
uréené vztahem cotgtp:—»A—. Neni tedy ekstrému. Jestlize

A0, (AC — B?) =0, nemtizeme rdzhodnouti, nebof nastiva
pf¥ipad Ctvrty.

Piedpoklddejme déile, Ze A =0. Trojélen se redukuje na
vyraz

sing. {2B.cosp+ C.sing }
\ P
Jestlize B £0, urdime thel 0 < < 5 tak, aby
'C. sin q>1.<}28 . €os @, ¢iii [C. tg q>1|<‘28{_

Takovy thel 1ze vidy nalézti a potom md uvaZovany sou-
¢in riizni znameni pro @ = ¢1 a pro ¢ — — 1. Neni ekstrému.
Jestlize A=0, B=0, redukuje se troj¢len na C.sin*y,
a mame opét pfipad &tvrty, nebot vyraz ten neméni sice zna-
'ménka, ale anuluje se pro ¢ =0, 1.
Celé vySetfovani shrneme do schematu
S'x(a, b)) =0, fly(a, b) =0

(rovnice uréujici a, b).

A :f"-“'x (a; b)v B:f"-vy (ar b‘\’ C=f"yy (ﬂ, b)'
AC—B:>0 AC—BE2<0 | AC—B*—=0

A <0, maksimum, neni ekstrému. pfipad nerozhodny
A >0, minimum, ' * ’ (semidefinitni).
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Cviteni. 1. z—=x3+ y3—3xy + 1. (Minimum [1, 1].)

2, z2—=xt+ yt —x2+2xy —y2. (Minimum [1, —1] a [—1,1]).

3. V pravoihlych soufadnicich v prostoru vedena jest pfimka
p=y=a+Ax; z=b+Bx, (@a¥0).

Jest urgiti nejmensi vzdailenost pfimky té od osy =z. 1Useéka ta

spojuje 'bod na piimce p o soufadnicich x;, y5. 21 a bod na ose z
o soufadnicich 0,0, zo. Ma byti minimem vyraz x2; + y2, + (2 — 2,)%,
&ili f(;xl. Zz) = x2; + (a + AXl)z + » + Bx, —'2'2)2-
Reseni jest kolmice na osu z, vedend z bodu o soufadnicich
’ aA a b aAB )]
( 14+ A2 14 A2 144/}’

DokaZte logickou itivahou ‘(bez po&itani), Ze dselka ta jest
kolma i k pfimce p! .

4. Trojahelnik jest dan v pravoihlych soufadnicich svymi
vrcholy [xy, 1], [x2 y2l, [xs, ¥al. Urgiti bod tak, aby soufet &tvercil
jeho vzdilenosti od vrcholll trojihelnfka byl co nejmensf! (T&Zi¥t&
trojiihelnika.) TotéZ pro n-ihelnfk!

5. Dv& ktivky v rovin& y =#f(x), y =g(x) nemail spolecného
bodu. Spojime-li bod P; na prvé kfivce s bodem P, druhé kf¥ivky,
milZe miti dseCka PP, ekstrém jen tam, kde spojnice ta jest spo-
le¢nou normilou obou kfivek! Provedte ditkaz! Vysetfte ekstrémy
bliZze za pfedpokladu, Ze PyPs jest osou y a te€na v bod& P, osou x!
(Ekstrém nastava, jestlize g7(0) —#7(0) > g(0).g"(0).47(0), kdyZ
g(0) > 0).

54. Funkce implicitni a jeji derivace. Budiz z=/#(x, y) funkce
spojitd v né&jakém intervalu roviny x,y. Klademe si otazkn,
kdy jest moZno rozfe$iti rovnici f(x, y) =0 podle y pf¥i libo-
volném x v daném intervalu, to jest, nalézti takovou funkci
v = @(x), ktera by aspoifi v ¢asti intervalu spliiovala identicky
rovnici f(x, @(x)) =0. V nékterych pfipadech takové Feeni
Ize snadno nalézti, jako na pf., kdyZ x* + y* — 1 =0, jest fe-
Senf y=+4)1—x nebo y =—)1— 2, pokud — 1< x <1.
Jindy zase jest FeSeni nemoZné, jako na pf¥. pfi x2- y2=0.
Zde jest moZino namitnouti, Ze rovnice sice nema redlného
feSeni, Ze v§ak ma feSeni kompleksni y = ix. Jsou viak znimy
rovnice, které nemaji ani takového feSeni, jako na pf. e¥t~=0.
Obecné platnou odpovéd na hofejsi otdzku nelze podati. Spo-
koiime se zde vytknutim nékterych postadujicich znakt funkce
f(x, ), které zaru€uji eksistenci feSeni. Zhruba jest moZno pa-
matovati si heslo: JestliZe f(x, ¥) jest rovno nule v jednom
bodé [x», ¥ol, pak lze o&ekévati, Ze rovnice f(x, y) =0 ma
feSeni y = @(x) definované v urditém okoli bodu x.. PFesné
podminky, za nichZ to nastane, jsou shrnuty ve v&t&:
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Necht i(x, y) jest spojitd v intervalu xo —k < x<x, + k.
VWw—h=y=y,+h Ve stfednim bodé jeho [xe, yo] necht
jest F(xo, yo) =0 a mimo to 1(xe, yo + u) >0, f(xe, yo — ) <0,
pokud 0 <y < h.)Pak Ize nalézti aspori jednu funkci y = o(x),
definovanou v urcitém okoli bodu x» a spojitou v bodé x.,

kterd md viastnosti o(xo) = yo, f(x, p(x)) =0. s
y
yghp— — - — -
ya"'t———._ _____IA++ 4+ ¥+ 4+ 4+ B
1
| -sv-qmﬁ
I
e
| I
' LA I B MEES B - K
‘ |
Yohp — ——- ——
ol |
l | x
0 P I TS
Obr. 16,

Pii dikazu uZijeme obr. 16, ktery nam poslouZi jako po-
miicka pamé&ti, nikoliv jako pomiicka vécna! Zvolme pevné
&slo kladné ¢=<h. Pak podle pfedpokladt f(xe, yo -+ &) >0,
t(xo, yo—¢) <0 a vzhledem k spojitosti funkce je #(x,y)
kladné na ur®ité usetce AB, jdouci bodem [xo, yo + €] rovno-
b&Zné k ose x a zaporné na jiné s ni rovnob&Zné usedce AiB,
jdouci bodem [xo, yo—¢]. To jest pouhy disledek prvé véty
o spojitych funkcich w odst. 22. Jest zfejmo, Ze obé& tyto
iseCky lze voliti stejn& dlouhé se stfedem v bodech svrchu
vytdenych, a dile, Ze poloviéni délku d(e) tise€ek tich lze po-
vazovati za funkci Cisla e.

Zvolme nyni x pevné v int. <xo—34, X0+ 6 >; funkce
spojita f(x, y) jedné prom&nné y.je zdporni-pro y=yo—e a
kladna pro y = yo 4 ¢. Podle druhé véty o spojitych funkcich
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(odst. 22) musi tedy eksistovati aspofi jedno &islo y, leZici
mezi Yo—e a Yo+ ¢ pro které f(x, y) =0. JestliZe takovych
y jest vice, volme pfi koneéném jejich poCtu to z nich, které
ma co nejmensSi | y— Yo | a jsou-li dvé takovi, volme to,
pro které y—y0>0, a ozname je y=o(x).*) Funkeni
oznaCeni je opravnéné, nebof ke kaZdému x v intervalu
< x— 46, x+ 6> ptislusi zcela urgité y. JestliZe zvolime nyni
jiné &, obdrZime jiné o(s) a tedy také jiny definiéni interval
<x—34, x+ 8> pro funkci @(x). Av3ak ve spoledné g&asti
obou defini¢nich intervalfi je ¢(x) v prvém i druhém ptipadé
totozné, nebot C&isla yi, y: v prededlém ditkazu se vyskytujici
isou zavisla pouze na x, nikoliv viak na e. BéZi nyni o to, urditi
néjaky obor, v némZ funkce @(x) jest definovana, JestliZe jest
d mens{ z &isel k& a d(h), jest ¢(x) definovano aspofi v inter-
valu < xo—d, xo+d>.

Eksistence funkce y =¢(x) v oboru (x—d, x +d) jest
tedy prokizana a zbyva jen se pFesvédfiti, Ze funkce ta jest
spojitd v bodé xe. Ditkaz toho jest jiZ v pFfedesSlém obsaZen,
nebof, kdyZ ¢ tam volené jest jakkoliv malé, vidy pfisludi
k nému takové 6(c), Ze jest y—uyo. <eg Cili | @(x)—
—@(xo) | <e¢ pokud . x —xo | <d(e) a to jest definice spo-
jitosti v bod& xo. Neni snad zbytefné pfipomenouti, Ze jest

*) PFfi nekoneéném podtu takovych y dokiZeme, Ze jedno z nich
ma neimen$i prostou hodnotu takto: Bez djmy vieobecnosti miZeme
klasti na chvili yo=0. To znali jen posunuti pofitku souFadnic.
V intervalu < —¢ 0> neba v intervalu <0,+ ¢ > anebo v obou
z nich leZi aspoii jeden nulovy bod funkce f(x,y). Deime tomu, Ze
jest tomu tak v intervalu <0, ¢ >. Rozpilime interval ten a vo-
Ifime k dal$i uivaze onu polovinu, v niZ leZ{ aspoii jeden nulovy bod.
Maji-li ob& poloviny tuto vlastnost, volime »dolni« polovinu (s men-
&mi y). Tuto polovinu op&t rozpilime a opakujeme pfede$lou tdvahu.
Pokraéujice takto, ziskdme posloupnost intervali do sebe zataze-
nych, které definujf €&islo nikoliv zdporné y,. Tvrdime nynf, Ze jest
#(x,y1) = 0. Bod [x,ys] jest totiz bodem zhusténi takovych bodil
[x, ¥1, které maijf vlastnost f(x,y) — 0 a tedy vzhledem k spojitosti
funkce musi byti také f(x, y;) = 0. Z dikazu vyplyvd, Ze Zadné ni-
koliv zdporné y mensi neZ y; nemiZe hovéti pfedeslé rovnici. JestliZe
také v intervalu < —g, 0> leZf aspoii jeden nulovy bod funkce
f(x, y), opakujeme pfedeSlon dvahu s tim rozdflem, Ze pfi moZnosti
volby mezi polovinami volime vZidy horni polovinu. Ziskime tak
nikoliv kladné &fslo ys, hovicf rovnici a maifci tu vlastnost, Ze Zadné
¥y < 0, které jest VvEt3f neZ ys, nesplfiuie rovnmici #(x,y) =0. Ono
z &sel y; a yp, kieré mi men3[ proston hodnotu, definuje o(x).
Jestlize jest yi = '), volime o@(x) =y
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tim dokazina pouze spojitost v bodé xe, nikoliv v bodech
jinych!

Mimo pravé sestrojenou funkci y = ¢(x), ktera vyvhovuje
rovnici f(x, ¥) =0, mohou oviem eksistovati je$té jina FeSeni,
jdouci todem [xo, yol, jak jest patrno z pfikladu prvého. Né-
kdy vSak y =@ (x) jest jediné FesSeni rovnice.

V praksi nejéastéji se vyskytujici rovnice f(x, y) =0, které
maji jediné spojité feSeni, jsou bliZe uréeny vétou:

Budiz z=1(x,y) rovno nule v bodé [xo, yol a budteZ
ix, v), f'y(x, ¥) funkce spojité v néjakém okoli bodu toho.
Ddle necht jest iy (xo, yo) T 0. Pak eksistuje interval < xo— 1,
Xo+ 5>, v némZ md rovnice f(x,y)=20 spojité FeSeni

= glx), kdeZ yo = @(x0) a to jediné Feseni téchto vlastnosti.

Jestlize mimo to v okoli bodu [xo, yo] eksistuje derivace
'x(x, ), md funkce y = o(x) derivaci y' = —'x(x, y)3f'y(x, y).

Pfi dikazu miZeme predpokladat1 Ze [y (xe, yo) >0, ne-
botf, kdyby bylo zdporné, stafi uvaZovati mlsto f(x, y) funkci
—f(x ¥). Pak jest vzhledem k spojitosti f'v (x,¥) >0 v né-
jakém okoli bodu [xo, yo]. PFi bevném x tedy v tomto okoll
J(x, y) vzrista stile se vzriistajicim y. To v3ak znamena, Ze
v okoli tom f(xe, ¥) >0 pro ¥ > yo a f(xo,¥) <0 pro y < ye
a mimo to na kaZdé rovnobéZce s osou y miZe leZeti jen je-
diny nulovy bod funkce f(x, y). Podle ptedeslé véty eksistuje
tedy Jedno jediné spojité resem v=o(x) v ur¢itém okoli
bodu .xe. [Zbyva dokézati, Ze ma derivaci a vypoélstl..;h Je-li
Ax menél neZ néjakd konstanta, je o‘{
St ax, P aN=0, f(x FeN=0 SH
a tedy také :

{fxo+ 2%, Plxy+ %)) — f(xo, P(x5))} : dx = 0.

Zavedeme-li oznadent w(xo +4x)=yo+ Ay (4y - 0, kdyz
Ax — 0), 1ze pfedeslou rovnici psati ve tvaru

f(xo + Jx, ¥) — F(Xor o) n JOeo - ax, y, 4 ay) — f(x, + ax, }’o)ri; 0

Ax ax .

Podle véty o stfedni hodnoté jest dCitatel druhého sc1tance
roven f'y(Xo -+ Ax, yo+OAy) . Ay a je tedy :

J_/]:\): _ Jxo+ ax, {;%__—_f‘(xu-‘yo) : fy(x,+ ax, y, + O4y).

KdyZ nyni 4x = 0, pak také Zy — 0; dé&lenec pravé strany
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ma pak limitu f5 (xe, yo) a d&litel ma limitu f'y(xe, ¥a) > 0. M4
tedy také leva strana posledni rovnice touZ limitu, jinak fe-
&eno, funkce ¢(x) ma v bod& xo derivaci ¢’(xs). Uvaha pravé
vykonand plati nejen v bod& [xo, ye), nybrz i v kazdém jiném
bodé kiivky y = @(x). Jest tedy pro vSechny body této kfivky

v ey ST, ¥)
V=90 = "Gy

pokud ovSem £ ,(x, y). 5 0. Pfi tom na pravé stran& jest klasti
¥ =o(x). ‘

Priklad 1. H(x, y) = y® — y2x — yx? -+ x3. Funkce se anu-
luje v bod& [0,0] a mimo to jest f(0,y) Z0, pokud yZ0.
Bodem [0.0] prochazeji zfejmé& tato dv& spojitd FeSeni
y=++x, y=—ux. Mimo né& jsou tu jeSt& dalSi dv& spojita
feSeni y=!x| a y=— ix'. Prvé z nich jest FeSenim
y=o(x) z obecné véty. Dile eksistuje nekoneéné mmnoho ji-
nych feSeni spojitych v bod& [0, 0] na pf. y = x pro racionalni
X a y=—x pro iracionalni x. Reeni to jest oviem v kaZz-
dém jiném bodé nespiojité.

Priklad 2. Algebraickd funkce (kfivka) jest definovéana
rovnici

J(x, y) = a()yn + a(x)yn—1 ... + an(x) =0,

kdeZ ax(x) jsou polynomy v promé&nné x. JestliZe rovnici té
vyhovvii dv& redlnd Cisla Xo, Yo, a je-li DFi tom f y(xo, o) =

=ny,*".a0(x) + (n— Dy," 2. @rxo) + ...+ a1 (x0) £ 0,

R+ * bodem [xo, yo] jediné feSeni y =o(x) a Lodu tomu
... 7~ reguldrni bod kfivky. Derivace funkce o(x) (smér-
nice teny) jest urena obecnym vztahem y’ = —fx:f (viz

téZ odst. 30). Bod je regulami, kdyZ sice f'y(xo, yo) =0, aviak
f'x(xo, yo) 0, nebof pak stad vyméniti oznaeni os soufad-
nych, abychom dosli k ptedeslému ptipadu. Bod [xs, yo] neni
regnldrni, kdyZ v ném jest soudasné f’x=0, a f'y=0; bodu
takovému tikame singuldrni.

Cvileni. 1. DokaZte, Ze rovnice y—x.siny—M=0 mi je-
gh}?v aa(_:i;c»p-oiité FeSeni prochazejicf bodem [0, M]! Vypoététe jeho

e ! .

? JestliZe rovnice f(x,y) =0 ma singuldrni bod [xq, yo] a je-li
v bodé tom ’AC782>0 &iz odst, 52), jest bod ten isolovanym
bodem nulovym (jako na pf. [0,0] v rovnici x2 + y2 = 0), je-li viak
AC:——B2 <9, mé4 rovnice aspofi jedno Fedeni jdouci bodem tim. Do-
kazte tato tvrzeni, opirajice se o tWvahy odstavce 53!

Késsler: Uvod do poltu diferencislnfho. 9 129



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T09:35:14+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




