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Kapitola VI

VYSSI DERIVACE A JEJICH UZITL

36. Definice vy3Sich derivaci a diferenciild. Necht funkce
y=1#(x) ma v n&jakém intervalu derivaci y’ =7 (x). Casto se
stdvd, Ze tato novd funkce ma opét derivaci; tu pak oznalu-
jeme y” = #"(x) anebo také D2y a nazyvame ji druhd derivace
funkce 1(x). Pravé tak treti derivace ¥y = F"(x) jest derivace
druhé derivace atd. Obecné& n-ta derivace y® = f®(x)=D"y
jest derivace (n-1)-vé derivace.

Pomoci derivaci sestrpjujeme vy§s§i diferencidly. V prvém
diferencidlu dy =¥ (x).dx jest dx libovolné &islo. Volme je
pevné a mé&iime x. Bude se méniti ' (x) a tedy i dy. Jest tedy
dy funkci veli¢iny x. Utvofme diferencial této nové funkce

_ d(dy) =d{F(x) .dx) =d({'(x)) . dx,
to jest d(dy) = (7" (x) . dix) . dx.

Znakem dix rozumime opé&t libovolné (&islo, které tedy
miiZe byti riizné od dx. Jest viak jiZ od doby Leibnicovy zvy-
kem voliti dix = dx. Pak dostaneme druhy diferencidl funkce
y=1(x) d(dy) =1"(x) . (dx)2.

Misto toho pide se bez zavorek

dzy — 7 (x).dx2
a tedy &y __ oy
p x,—f (x).
Druhy diferencidlni kvocient jest roven druhé derivaci. Po-
dobné& utvofi se dal3i diferencialy a diferencidlni kvocienty
d==f"(x) . dx’, obecn& d"y=f"(x).dx",
" — ‘EX — (n) _ d"y — £(m)
y —dx'_-f'"(x), obecné y _m_f (x),
ovSem za pfedpokladu, Ze vy3si derivace existuji.
PFiklady.

y=x" y=n"" y=n@m-1)x""2.. ...
yWW=n(—1) (n—=2) . ... (ai—k+1) "%

Z toho jest patrno, Ze pro n celistvé a kladné n-ti deri-
vace jest rovna konstant€ 1.2.3...n=n! a viechny vyssi
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derivace jsou rovny nule. Pro n jiného druhu ma x* viechny
derivace od nuly razné.

y:e", y=e,....pM=¢~
y=sinx, y’=cosx, y'=—sinx, y"=—cosx, ylV=sinx atd.
Obecné formule pro vys$$i derivace jsou zpravidla velmi
komplikované. Jednoduchy jest vzorec pro n-tou derivaci sou-
ginu dvou funkci (vzorec Leibniciiv). Jest totiZ
Du.vy=uv +uv', D*(u.v)=u"v+2u'v' 4 uy" atd.
D"(u. v):u‘“)v—i— A @Y,y 4 A, u®=23 yn oot ym,
Konstanty A4;, A,, As... jsou nezévislé na tvaru funkci u

a v. Abychom je uré&ili, volmxe u=¢e* v=c¢* Pak je u®=e*,
VWO=qgk e (4.v)=e@+Dxa tedy D"(u.v)=(14a)". ex+a),

Dosazenim obdrZime
Vet Dx (g4 gt=e@+DX {14 Aje+ A+ ...+ a}
Rovnici kratime Ginitelem e®+D* 3 obdrZime na obou stra-
nach rovnice mnohoéleny v proménné a, nebof a jest libovolné
&islo. Koeficienty stejinych mocnin a na obou strandch musi si

byti rovny, nebof jinak by rovnice byla spln€na pro nejvyse
n hodnot a a tedy nikoliv pro v§echna a.

mfi} amfih - a=(l)

Formuli vyslednou jest mozn'c;\ si zapamatovati v symbo-
lickém tvaru yé&ty binomické

D(u.vVy=@@+v=d".vo4 (’1') un—1 1.0 VR
kdeZ ov§em mocniny ¥, v! nahradime derivacemi #®, v a moc-
niny u° v°® nahradime funkcemi u, v.

Vy3si derivace algebraické funkce implicitni jest moZno

poditati stejnym postupem, jako isme poditali prvou derivaci
v odst. 30. Uvedeme zde jen pfiklad, z n€hoZ i obecny postup -

fest patrny: ot sbyy +eyr+dx+ 1y +e=o.
Derivujme, poklddajice y za funkci x, danou p¥edeSlou
TOVIICL: 2ax + 2by + 2bxy’ + 2cyy’ +d + 1.y =0.

V této rovnici jsou y a y opét funkce x, nebof y lze vy-
podisti z prvé rovnice a pak y’ z dguhé rovnice. Lze tedy deri-
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vovati dale
2a+ 2by’ + 2by’ + 2bxy” + ch Yy 4 2cyy” + iy" =0.

Z této rovnice vypolteme y” jako funkci x, ¥y a ¥ a tedy
jako funkci x. Tak lze pokracovati.

Geometricky vyznam vys$Sich derivaci jest mnohostranny
a tvofi obsah diferencialni geometrie, kterd nemiZe byti pojata
do této malé kniZzky. Nepatrna zminka o tomto vyznamu uci-
néna bude v odst. 38 a 39.

Fysikalni (kinematicky) vyznam druhé derivace jest spojen
s pojmem urychleni, JestliZze hmotny bod pohybuje se tak, Ze
jeho okamzZita rychlost v dase f jest rowna v(f), pak primérny
prirtistek rychlosti mezi Sasovymi okamzZiky ¢ a £-} Af jest

dt

To jest tak zv. primérné (sttedni) urychleni. Limita tohoto
urychleni, kdyZz At > 0, nazyva se, jestliZe oviem existuje,
okamzité urychleni v &ase t a oznacuje se a(f). Jest tedy

dv __d's
a(t)__a 4
protoZe, jak vime, v{f) = (f) = ds/dt.
Cvieni. ,
ny. ¢ pyn—1(n—1! Mot v o ( ;z_r;) i
;{D Ix=(—1) ! E sin x = sin x—i—2 "

n — an n 1 g

,D cosx_cos(x+ 2), \91+x_( l)n(1+x)n+l'

1 n! 1 1 1
D"— = = — — R L
VT l—x (—x)tt! b 1—x { 1+x+ l—x}

37. Véta Taylorova a Ma)(claurinova. Mnoho&len (n—1)-

vého stupn&
P(x)=ao+ aix+ a:x2+.. '|’¢l,1_|xn_l

md tu vlastnost, Ze P(a + x) jest op&t mmoho&len téhoZ stupn&
v Xx. Jak zavisi koeficienty nového mnoho&lenu na ptivodnim?
To rozhodneme nejsnaze postupnym derivovanim, PoloZime

P(a+x)=A0+A1x+A2x2+...+An_l x"—l_

Pro x =0 obdrZime prvni koeficient Ao= P(a). Derivu-
jieme obé strany rovmice k-krite za sebou podle x:

PO@4x)y=A k' A+ Ak DE(—1)... 2. x+ -
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a poloZme x =0, ¢imZ vyjde

A, =P¥a): k!
Vysledek jest tedy*)
— X pr X o X! pa—
P(a+Jr)—P(a)+“P(a)+2l pPray+-- +(n ) (a).
Dosadme @+ x) =b a tedy x=b—a.
( (b—ay—1 _(a—1)
P®)= P(a)+——-— P@+5 L P @+ - =iy @

To jest Tayloriv vzorec pro mnohoélen (n—1)-ho stupné.
Ptipomeiime, Ze a jest zcela libovolné &islo. .

Podobny vzorec l1ze odvoditi i pro obecngjsi funkce. Necht
f(x) jest definovano v < a,b > a ma tam vdechny derivace aZ
po Fad n-ty. Utvofme vyraz podobny, jako pfi mnohoclenu,
avSak misto a poloZme x, leZici v int. <a, b >. Dostaneme né-
jakou funkci x

b—x)"

FO=10+ 0+ Cg e+ + Gy -0y
Patmé jest

F(b)—F(a)=S(b)—

@+8=2 T @+ A+

ll

(b—a) (n—1)

Kdyby bylo F(b) =F (a), dostali bychom tyZ vysledek jako
pfi mmohoclenu, coz ov8em pfi obecné funkci nemiiZe byti.
Pfes to v3ak dosp&jeme k velmi uZiteCné formuli, jestliZe se
nam podafi rozdil F(b) — F(a@) vyjadfiti v né&jaké strudné
formég. K tomu niam poslouzi Cauchyova véta z odst. 34:

_ F@ _
F@®)—F(@@)= ra6) {p® — @ (a)}.

Abychom vyraz ten vypoéetli, uréime

P o=F0)+{—7 =2 1w+
_}_(L__i)fm(x)}_F. e

Fey=0"2" o 1): 10 ),

*) Volbou P(x) = x" ! obdrzime binomickou vitu. e



To dosadime do Cauchyho formule a poloZime je3té
=a+h E=a+6h 0<O<I1, Tak ziskdme nejCastéji
uzivany tvar véty Taylorovy n-tého stupné:

: et
f@+HD=1@ -+ f' @+ 50 I @+t g S @+ Ry,
kdez

Re=F(@-+h) —F(a)=
P la—6)"" Pat+n—9@ .m
=—a=1y ' gaten S @ton

Vyraz Rn nazyva se zbytek n-tého Fddu. Funkce o(x),
v ném obsaZena, jest libovolna, musi v8ak vyhovovati pod-
minkam véty Cauchyovy.' Nejcast&ji volivd se bud o(x) =
(@ + B — x)" nebo p(x) = x. Tak obdrZime tak zv. Lagrange-tv
a Cauchy-iv tvar zbytku

- @)" !
(n—

n
Ra=2 f®@ton, Ro= 7™ @+ 6.
V kaZdém z téchto zbytkd znak © zastupuje po pfipadé
jinou numerickou hodnotu.
Zvolime-li specidlng ¢ =0, h = x, obdrZime tak zv. vétu
Maclaurin-ovu n-tého stupné

. n—1
FO=FO+ {5 /1 @+ 57 1O+t gy LT O+ R

X" (1— @)n—l .
—(ﬂ — l)l— (6 x).

Podminky jeji platnosti jsou patrng, aby #(x) méla v né-
jakém okoli bodu x =0 vSechny derivace aZ po n-tou. For-
mule Maclaurinova a Taylorova jsou proto diileZité, Ze na-
hrazuji funkci f(x) funkci mnohem jednodussi, totiZ mnoho-
€lenem, a zbytkem R,.Zbytek ten zpravidla nedovedeme pfesnd
vypocisti, protoZe nezname piesnou velikost &isla ©, ve zbytku
taom obsaieneho Ptes to byvd moZno odhadnouti maksimum,
které | R, nemiiZe prestoupiti a tak ziistiti maksimalni velikost
chyby, které se dopoustime, kdy# funkci f(x) nahradime p¥i-
sluSnym mnoho¢lenem. V nasledujicich odstavcich ukaZeme,
iak se vzorce Taylorova uZiva.

Cvitend. 1. Jaky tvar nabude v&ta Taylorova i jeif zbytky, kdyZ
klademe h—=x —a?

2. Prol nelze uZiti véty Maclaurinovy na funkce y=1:x,
y=lgx, y=Vx, y=x"5% («>0?

’l
Rn=27 ™ ©O), Rn =
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3."Jaké n smime a jakd nesmime voliti v Maclaurinové v&t& pro
y=x"%. (Smime voliti n=1, 2, 3,...7)

38. Maksima a minima funkci. Funkce spojitd v <,a,b >
nabyva tam své maksimalnf i minimélni hodnoty (odst. 21). To-
muto maksimu Fikidme absolutni. Jinak jest definovano rela-
tivni maksimum (minimum). ’

JestliZze vnitfni bod ¢ v <a,b > md tu- vlastnost, Ze v né-
jakém jeho okoli jest

Hx) <HE), (Fx) > £(2)),
nazyvdme (&) relativni maksimum (minimum).

{
|
!

M ! M
I |
tr |
oo '
< m
1 ! m | ! x
[ b a b
Obr. 13a,b.

Spoleény nazev pro tyto dvé vlastnosti jest relativni
ekstrém. Relativni ekstrém miiZe splyvati s absolutnim, aviak
nemusi, jak jest patrno z obr. 13a,b. V dal3im budeme pro
stru¢nost uZivati slov ekstrém, maksimum, minimuwm, vyne-
chéavajice pfivlastek relativni.

U¢itime o funkci 7(x) dalsi pfedpokiad, Ze ma v <ga, b >
derivaci. Z geometrického ndzoru soudime, Ze, kdyZ f(x) mi
v bodé & ekstrém, te€na jest tam rovnobé&Zna s osou x a Ze
tedy #(£) =0. To jest oviem pouhy dohad, ktery musime do-
kazati.

Necht v bod& ¢ jest ekstrém. Derivace 1'(£) eksistuje a
tvrdime, Ze musi byti rovna nule, Kdyby byla od nuly riizna,
tedy by podle prvni véty odst. 32 v kaZzdém okoli bodu £ na-
byvalo f(x) hodnot jednak vétSich a jednak mendich neZ F(¢)
a tedy by tato hodnota nebyla ekstrémni.

Nutnd podminka pro ekstrém jest tedy ¥'(¥) =0.

Neni to viak postadujici podminka, jak patrno z pFikladu
y=ux3% v némz y =3.x®* ma nulovy bod x=0, aviak y=0
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neni ekstrém, nebof na levo od x =0 jest v <0 a na pravo
y>0 .
Abychom nasli postadujici podminky, udifime dalsi pfed-
poklad, Ze #(x) ma v <a, b > nejen prvni, ale i dal$i derivace.
UzZijme véty o stfedni hodnoté .

FE+n—f@=h.rGron=n. o LEXENSE

nebot #(£) =0. Kdy? h—»0, pak také ©.h—>0 a zlomek na
pravé strand ma limitu 77 (£). JestliZe tato derivace jest od nuly
riizna, ma pro dosti mala :# zlomek totéZ znameni, jako #”(£)
a tedy znaménko celé pravé strany bude ddno znaménkem
#7(£). Z toho plyne, Ze 7(¢) jest maksimum nebo minimum podle
toho, zda 1”(&) jest zapomné &i kladné.

P (&) =0, #"(£) 0 jsou postacujici podminky pro ekstrém,.

Stava se viak, Ze () =0 (na pf¥. u funkce y = x%). Zde
rozhodnou vys$si derivace. Pfedpokladejme hned obecnégji, Ze
nejen prvni a druh4, ale i né&kolik dalSich derivaci jest rovno
nule, to jest F(§)=0, ") =0, ") =0,...1*1 (&) =0,
avak 7™ (£) &= 0. Uzijme véty Taylorovy (n—1)-ho stupné.

n—I1 i
&+ =1 Q=g £V 4 O =

0 Veron—r""©®
n—1Nn! " 6.h '

Druhy zlomek na pravé strané ma limitu od nuly riznou
@ (), kdyz h—0. Pro dosti mala || jest tedy znaménko to-
hoto zlomku identické se znamenim f® (£). M4 tedy rozdil
f(€ + h) — §(¢) totéZ znameni, jako sou&nh”. f® (). Toto zna-
meni se méni se znamenim #, je-li n liché (a tedy nenastava
ekstrém) a neméni se znamenim A, je-li n sudé (minimum pro
plus, maksimum pro minus). Z toho plyne toto pravidlo: -

Vypoéteme koFeny rovnice ¥(x) = 0. BudiZ £ jeden z nich.
Dosazujeme tento koren postupné do vyssich a vyssich derivaci
f(x) aZ dojdeme Ek té z nich, kterd prvd jest od nuly rizna.
Je-li tato derivace lichého stupné, neni v bodé £ ekstrém. Je-li
stuperi ten sudy a derivace sama zdpornd, nastdvd maksimum,
je-li kladnd, minimum.

V piipadé liché derivace Jest v bodé £ infleksni bod, to jest
kfivka probihd po jedné stran& bodu & nad tednou, po druhé
strané pod teCnou.
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Misto pfedeslého pravidla, které uzivd vyssich derivaci,.lze
uZiti také jiného, které vystali s prvou derivaci.

Budiz (&) =0. Jestlize nalevo od &, to jest v jistém int.
(§— 6, &) md F'(x) stdle totéZ znameni a napravo, to jest
v (¢, &+ 0) stdle opacné znameni, pak v bodé £ jest ekstrém.
Prechdzi-li pFi postupu z leva napravo § (x) z hodnot kladnych
k zdpornym, nastane maksimum, pFi opacnych znamenich na-
stane minimum. JestliZze na obou strandch md ¥ (x) totéZ znua-
meni, nenlastdvd ekstrém.

Funkce f(x) totiZ vzriista nebo ubyva podle znameni # (x).
V prvém piipad& f(x) nejdfive verasta az do f(¢) a pak ubyva.
V druhém nejdfive ubyva aZ k mezi f(¢) a pak vzrista. V tfe-
tim stale vzrista, nebo stile ubyva.

Rozdil mezi prvym a druhym pravidlem jest ten, Ze
v prvém vystadime s hodnotami derivaci v jediném bodé £. Ve

vdruhém vysta¢ime s prvou derivaci, av§ak musime znati jeji
hodnoty v néjakém okoli bodu &£ V praxi vétSinou jest poho-
dInéjsi druhé pravidlo.

Ekstrémy mohou ovSem na,statl i u funkci, které nemaji
vSude derivaci. Na pf. y = 1 + X} md minimum v bod& x=0.

Cvideni. 1. VyZetkte ekstrémy funkce y = (x — @)™ (x —b)" pro
;{1':1 1‘1 obé& sud4, obé& lich4, jedno sudé a jedno liché! Znazornéte gra-
1C :

y2. Pro ktera a maijf funkce y —ax—sinx, ax —cosx, ax —tg x
ckstrémy a jaké?

3. Neimensi hodnota a2seczx -+ b2cosectx jest (a-i-b)e.

4. Soulet pfepony a odvé&sny pravoiihlého trojihelnika jest dan.

Plocha jeho jest maksimalnf, kdyZ strany ty sviraj{ 600!

5. Bodem o soufadnicich [g, b] vedena jest pfimka, ktera protind
osy OX a OY v_bodech P a Q. Dokaite, Ze minima d¢&isel PO,
OP+OQ a OP . 00 jsou (at +b%) 3, (Ja + V&)? a 4ab.

. Te¢na elipsy protind prodlouZené osy jeii v bodech P a Q.
Dokaite, Ze délka PQ nemiiZe klesnouti pod souet cbou poloos!

7. Nalézti na dané pfimce OX bod P tak, aby soudet eho vzda-
lenost{ ode dvou danych bodii A, B byl co neimensf. (<X APX +
+ <X BPX = 180°.)

8. Ve kterych ‘systémech logaritmickych mohou byti nalezena
&isla rovna svému logaritmu? (Rozdil #(x) = x —log; x musf se
anulovati a tedy jeho minimum musi byti negativni nebo rovné nule.
Z toho a < e™).

9, PHimy kiZel kruhovy ma krychlovy obsah V. Ktery z té&chto
kiiZzelt ma neimensi pldst, ktery nejmensi povrch?

10. Mé funkce y = x sin2( : x) pro x +0,.y =0 pro x =0 mi-
nimum v bod& x = 0? (Uvaite, %e ¥y=0prox=114 4 %H... Jest
to tak zv. nevlastni minimum.)
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11. Funkce i(x) =e  *, (x 3= 0), /(0) =0 ma v bod& x =0 mi-
nimum, ackoli tam vymizf vSechny derivace. :

39. Poloha kfivky vii¢i teéné, Poklidejme vztah y =#(x)
za rovmici k¥ivky v soufadnicich pravoiihlych a pfedpokladejme
existenci funkce a derivaci v <@, b >. Tam volme bod vnitfni
X a sestrojme v ném teénu T ke kfivce. Vyraz

g =1(x+ B —1(x) —h.7(x)

jest funkce proménné h a pfedstavuje rozdil mezi pofadnici
kfivky v bodé (x + k) a pofadnici teény ¢ v témZ bod&, jak
Stenaf 3e snadno presvédei (viz obr, 12). JestliZe (k) jest
kladné (zidporné), pokud O < |h: << 6, Fikdme, Ze k¥ivka probiha

Obr. 14,

nad (pod) teénou, je-li v (— 8,0) a v (0, 8) (k) riizného znameni,
fikdme, Ze kiivka mé4 v bod& ¢ infleksni bod (obr. 14, bod C).
Kfivce probihajici nad te¢nou ¥ikd se konveksni v tom bodg,
opak jest kfivka konkdvni. Piipad kladného @(h) jest analo-
gicky relativnimu minimu, pfipad zéporného @(h) maksimu.
Docela stejné jako pfi ekstrémech dokaZe se pravidlo:
Dosazujme x = ¢ postupné do 1"(x), F”(x), atd., aZ do-
ideme k té derivaci, kterd prva jest od nuly riizni. Je-li tato
derivgce lichého stupné, nastava inflekse. Je-li stupeii ten sudy
a derivace sama zaporna, probih4 kfivka pod tegnou (jest kon-
kévni), je-li derivace kladn4, probfha kfivka nad teCnou (est
konveksni) v bodé& £, ‘
~ Cvigeni. 1. Necht v bod& £ jest #7(f) — j i
bodu ¢ podle toho, jaké znalgnénltnﬁé(ﬁ)”(x)o‘nlazl?azv}:?d; ér’::p?aﬁ)kozg

bodu £. Co hastane, je-li #/(x) =0 v n&jakém okoli b 2=
jest v okoli tom p¥imkou.) jakém okoit bodu £2. (y =1(x)

. 2. Dokazte, Ze kuZeloseky nemaif infleksnich boda! [UZiite rov-
nice vrcholové y2—2px + ¢x2=0 a potitejte druhou derivaci impli-
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citnf funkce algebraické, rovnici tou definované pro x 3= 0. Pak po-
lozte y” —= 0 a odvodte disledky! Bod x —=0, y = 0 vy3etite zvlasté
otodenim os soufadnych o 90°!]

3. Ur&ete infleksni body kfivek y =sinx, tgx, (x —a)" (x — b)™
a dokaZte, Ze kFivky y —= x. sm X, ¥ = sin x/x maji nekone¢n& mnoho
infleksnfch bodi!

4, Dokazte, Ze kfivka y = x : (x2+ 2px + ¢) ma bud jeden nebo
tti redlné body inflexni. Jsou-li tFi, dokaZte, Ze leZl na pfim_e! (Rov-
nice x3 —3¢gx —2pg =10 mai bud jen jeden nebo tfi reilné kofeny.
Rovnjci tu jest moZno psiti ve tvaru (x2 4~ 2px -+ ¢q). (x —2p) +

4(g—p)x =0, &ili (x—2p) +4(¢g—p?.y=0).

40. Rada Taylorova a Maclaurinova. JestliZe funkce f(x)
na v int. <a—24, a+ 6 > viechny derivace, miiZeme pro ni
napsati Taylorovu vtu libovolné vysokého' stupné n

! n—
ra+n={r@+% ra+.. + &= 2"Vl +r,
1! —1!

Oznaéme zavorku na pravé strane Sn a ucifime pfedpoklad
lim R,=0. Potom je f(a + k) = 1im S, aneb, uZijeme-li zpii-

n— o n— o
sobu psani, ktery jsme zavedli pfi nekone¢nych fadach

fa+n=r@+ @+ 5 @+ ...
Jiny tvar tohoto vzorce obdriime piSeme-li (@1 h) =x
fo=f@+%=2 @ S @+

Oba tyto vzorce jsou ruzne tvary nekonecne Fady Tay-
lorovy.

Nutnd a postacujici podminka pro konvergenci rady Tay-
lorovy k souétu f(a + h) jest tedynlz_);nmRn—

Klademe-li ¢ =0, obdrZime z druhého tvaru fadu Ma-
claurinovu

£ =10+ SO+ 0+

ktera konverguje, kdyZ lim R,=0.

‘n—->
PFiklady. Funkce exponencidlni f(x) =e* ma derivaci
k-tou #9 (x) =¢* a tedy f® (0) = 1. Uzijeme-li zbytku La-

grange-ova, .
n—

x x x’._‘ X in. & x <
C=ltptoytotgopitare 0 0<I<t

Abychom odhadli zbyteK, spojme ve vyrazu n! prvni
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faktor s poslednim, druhy s pfedposlednim atd. (pro n>2)
n=1.n.2.(n-1).3.(n-2) ...
Pri sudém n obdrZime n/2 dvojic tvaru

k+1.(—k) =0, k=0, 1, z(g —1),
pfi lichém n pak (n— 1)/2 takovych- dvojic a &len posledni
n
(n+ 172 >Vn. Jest tedy vZdy n! > n? a proto

n
e&x'L<e3x(

n )—>0 kdyZ n — + o9,

Vn
at x jest jakékoli kladné nebo zaporné &islo. Pfi numerickém
vypoctu na pf. e¥S ‘ uZivame té okolnosti, Ze zname
e =2718281828459045 ... a tedy ndsobenim vypolteme e*,
takie fady uiueme pouze k vypodtu e*%. PFfi tom bude zbytek

Rn < 1: 2"—
Obecni funkce exponenciilni a* pfevede se na pfedesly
ptipad *) ]
a —e"”‘—1+x’"+(”a)'+,..,l?,,=a’”‘(x—,fa!)—-

UZitim fady pro e* odvodime n&kolik limitnich vztahi

Casto pouZivanych. PF¥i celistvém kladném n jest
X

e 1 1 1 1 1 1 X
x" __xT_‘_F x"! K x"—2+m+ ar (n+1)! T
Prava strana jest tedy pro kladné x vétsi neZ x : (n + 1)!
Vzriisti-li x do plus nekone&na, vzriisti prava. strana rovnice
(a tedy i levd) do plus nekonecna, to- jest
x n
Lo, &l lim X =limx".e ¥ =0,
x x>0 & x—®
P.roto se tika, Ze ¥ vzriista rychleji neZ jakkoli vysoka
mocnina Cisla x. Tim jsou ureny je§té dali daleZité limity
. ly
lim —=— =0 limy.ly =0,
y>oo ¥ ’ yoe Y
které obdriime z pfedeSlé zavedenim nové promenné x=Iy
po pifpadd x=1I(1:y), kdyZ n=1. Podobn& se dokizZe

lim (Ix : x*) =0, limx*.[x=0  pokud e > 0.
x—>00 x>40

*) Ptirozeny logaritmus &isla a znadime zde la.



Proto se fika, Ze logaritmus vzristd pomaleji neZ libo-
volné vysokd odmocnina ¢&isla x.
Funkce 7(x) =sin x ma k-tou derivaci §® (x)—sm (x

k—) a tedy /® (0) jest rovno riule pro sudé k a (— 1) 2 pro
llche k. .
sinx =7 =37 +57 — -+ U G+
e
0 T
Podobné f(x) = cos x ma k-tou derivaci f® (x) = cos (x +

cos M x.

+k7n)a tedy
2 k—2
v cosx=1—;—’!+:—;—...+(—- 1)k-1 (;T—_z)'!‘*'
2k
+(— 1) (2k)l cos @x

Zbytky v obou t&chto fadach man limitu 0, kdyZ k —>» oo
z téhoZ divodu, jako pfi €*. Pfi numerickém pocitini jest
nutno pamatovati na to, Ze x musi byti vyjiddfeno v mite ob-
loukové 1° = n/180 =0017453 ... protoZe jsme uZivali vztahu
(sin x)’ = cos x.

Na t&chto Fadich zaloZena jest bi‘esna definice funkci go-
niometrickych. (Dodatek 11.)

41. Vypotet logaritmii. Funkce y =Ix nemi v bod& x=0
derivaci a proto nelze ji rozvinouti v fadu Maclaurinovu. Za
to funkce y=1(1+x) ma v bodé tom vSechny derivace

g0 =gyt =D (k—l)’
(140"

a tedy |
n—

xt, x? n x
-5ty —- o+ =) 5+

—-| =

114 x)=

n
X, 1 .
+ -1 TR P
Pro kladni x v mezich <0,1 > jest

0 -

' . 1 . _
_1+9 <1 a proto arL<T;lll)ran_0.
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Rada tedy konverguje jisté pro 0<x=<1. Formule se
zbytkem plati ov§em také pro x > 1., Nekonedna fada v3ak
v tom pfipadg diverguje, nebot prosté hodnoty Slenii veristajf
od jistého n polinaje. Pro zdporna x zbytek Lagrange-itv jest
neuZitedny. Za to vede k vysledku zbytek Cauchyiv (x >0)

o x x* x? X! ol - g"!
I(l—x)___l-_i_i_"'_ 1 (1"9.()"
®
Pro x <1 jest ll—--@ <1 a tedy |Rx| < ——>0 kdyz

n- oo,

Pro x = 1 to oviem uZ neplati. Krlterlum d’Alembertovo,
kdyZ x > 1, prozrazuje divergenci fady. Pro x=1 pak ob-
drZzime divergentni fadu harmonickou. Vysledek jest tedy
nasledujici:

Rada 1(1+ x) =—ch—
—1<xx1, a jen pro tato x

Pro numericky -vypocet fada tato h0d1 se jen pfi malych
x, kdeZto pfi vétdich x uZivime riznych fad odvozenych. Tak
na pf. ode¢tenim fad pro I(1 + x) a I{1 — x) dostaneme

1+x 2k—1
R =T T e

22k +! W2K41  2k1
+oEFT {1""" sky3tT* 2k+5+"'} M

Druhia zéivorka ma soucet men3i neZ 1 x24 xt..
1:(1—x® a tedy zbytek jest mensi neZ 2x%*+!; (2k—{— 1).
(l—xz) Tak na pf. pro (1 -+ x) : (1 — x) =2, &ili pro x=1/3
ab's‘téﬁéme pii k=17 zbytek mensi neZ 1:2.10.314<2.,10-%
Pfesné na 6 mist jest pak 12=0693147... Podobné pro

Xx=1/9se vypoite 5 =2. 12+2{*1* 3—lgs+ }=1'5094379
Rady lze uZiti k vypo&tu la, pokud a > 1, nebof substi-
tuce (1+x): (I—x) =a diva x<1. Jests vyhodne3§1 jest
poloZiti x=1: Ca -+ 1), &ili
l—l-x a+1 1
l—x_l {2a+1 +3 (2a+1)’+ S

x2 X3
— 5 konverguje pokud

a tedy
l(a+1)=la+2{ﬁ+...}
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kteryZto vzorec umoZiiuje postupny vypoclet logaritmiy viech
celych ¢isel., TéhoZ cile lze dosici vypoétem logaritmf prvo-
¢isel, nebof pak logaritmy ostatnich isel vypofteme pouhym
s¢itanim. K tomu se hodi fada, kterou obdrZime z pfedeslé,
klademe-li ¢ = 22— 1

1 1 ) 1 1
IZ=—2—I(Z+1)+TI(Z—1)+{22,_1+3(22,_1)‘+.,_}_

Je-li z prvodislo, jsou (z-+1) a (z—1) rozloZitelny
v prvocisla men3i. Tak na pf.

) 3 1 1
13=le+{ﬁ“+—3—.ﬁ+...}.

<

K vypoltu dekadickych logaritmit uZivime vztahu
(odst. 25)

1 1
log,oa—i—l—(—) .Iﬂ—-M.Iﬂ, M—’—l—o—043429..

Cvideni. 1. DokaZte, Ze pro 0= x <1 jest v rovnici (1) druhy
séltanec na pravé strang (Ry) omezen nerpvninami

2x2k+| SR> 2x2Ilr+l _
Crk+1D(0—xY) = @r+na —x9
4x2k+3

T@kFD @A =2

2. Vypoctéte pfesné na 8 mist 1'24:\ 15, 1:110.{0'6931 4718 ..
16094 3791...0:4342 9448 ... } ]

42. Rada binomické. Pro celistvd a kladnd m plati bino-
mick4 véta:

(a+b)’"=a’"+(’1") a1l b4... 40",

Jestlize m neni celistvé a kladné, v&ta oviem neplati. Mi-
m

Zeme vSak uZiti Taylorovy véty na vyraz a™ (1 + %), kdeZ
polozime b/a= x. Tedy f(x) 2= (1 + x)m, fO(X) = m(m—1)...

m—k

e (m—=k4+1). (14+x)" ..
-+ =14 (7) x+ (Z’)x’+..:+ + (nTI)xn_l'i'R"'

Lagrangeiiv a Cauchy-iiv zbs}tek» maji tvar



(’,’,')x" (14 @x)y™",
n—1

n— J—
(Z’)n.x"(l +Oxym—! (11+égc)
Ve vyrazu pro f®(x) ma posledni ziavorka ziporny ekspo-
nent pro k> m a tedy Maclaurinova formule jest upotfe-
bitelna jen v takovém intervaluy, v némZ mneni obsaZen bod
= —1. Chceme-li tedy vy3etfiti okoli bodu x =0, musime
pfedpokladati x > —1. P¥i vy$etfovani zbytku uvaZujme nej-
dfive pfipad x > 0. V Lagrangeové zbytku bude (1 4- © x)™—"
pro ziaporné m—n, to jest, pro dosti veliki n, mens$i neZ

jedna. Zbyva tedy vysetfiti, jak se chovi (’,’:)x", kdyz n » oo.
To v3ak jest pravé (n+ })-vv ¢len Fady binomické. JestliZe
fada ta konverguje, pak un4+1->0, kdyZz n—> oo a tedy také
. m—n-+1
R —0. Kriterium Alembertovo pravi|Uat1:lsl= —+——x

m+1 . | no
+ X > x. JestliZe tedy x <1, fada konverguje a

i
| n
zbytek ma limitu rovnou nule. Pro x > 1 fada diverguje a
nemda tedy vyznam.
Obratme se k zapornym hodnotdim x=—y, 0<y<1.

n—|

i1/ 1—6
Ve zbytku Cauchyové soudin (1 — Oy) ™" II—TO—) jest shora

ohraniceny, kdyZ n— oo, nebot druhy faktor jest vidy mens$i
neZ jedna a prvni faktor pro m > 1 jest mensi neZ jedna a pro
m <1 jest faktor ten mensi neZ 1: (1 — y)!~™, coZ nezavisi

na n. Zbyva tedy vysetfiti, jak se chovi (’,Tl')ny", kdyZ n - oco.
s . L m—n+1 n
Oznaime-li &len tento Va41, j€ Vat1: Val = +11. a2 yl .
n —

Vyraz ten konverguje k y, kdyZ n > oo. Pro y <1 jest tedy
R, > 0 afada binomickd konverguje k souctu (1 — y)™ Vy-
sledek celé dvahy shmeme do v&ty: Rada binomickd

A+x™=14 (’{’)x-{-(’é’) xt ...

konverguje, kdyzZ — 1< x<1 a m jest libovolnd konstanta.
Pozndmka. 1. Pfipady x=1 a ¥=—1 vyZaduji zvlast-

niho vySetfovani. Lze dokazati, Ze fada zfistiva platnd pro

x=1,kdyzm>—1, apro x=—1, kdyZ m > 0.*)

*) Jako pomiicka pamé&ti poslouZ{ diagram 15.
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Pozndmka. 2. NapiSeme-li v binomické fadé x = b/a, kdez
a >0, |b| <a a nasobime-li pak ob& strany rovnice vyrazem
a™, obdrZime fadu nekoneCnou .

(@+b™=a™+ (’;’)a’"".b+(’2”)a"'“2.b=+

43, Neurgité vyrazy. JestliZe jest f(a) =0, g(@) =0, neni
vyraz y =f(x) : g(x) definovan v bod® x=a. Misto tohe
ftkdme také, Ze vyraz ten jest v bod€ x =a neuréity. Ptes
to vSak, jak jiZ Casto jsme pozorovali, miiZe eksistovati

lim (F(x) : g(x)). Maiji-li funkce f(x) a g(x) v okoli bodu x=a
X=->a
derivace, jest Casto moZno pomoci derivaci téch zminénou

limitu vypogisti; tak na p¥., je-li g’(@) 0, je
f@a+h _fat+th—f@ __ (f@+h—f@):h
gla+h  glat+h—g@ (@E@+h—g@):h
a tedy )

). fath - f@
ST M g@th - g

Stavi se viak n&kdy, Ze také F(a) =0, g'(a) =0, po pii-
pad& i dali n&které derivace jsou rovny nule. Ulilime tedy
pfedpoklad, Ze funkce maji derivace takovych fadd, jaké
prave potfebujeme, a Ze jest *
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£la) =0, 1"(@) =0,... f* V(@ =o,
g =0, g"(@=0,... & (@=0,gM (@ Fo0.
Pak je podle Taylorovy formule n-tého stupné

f@+n _ 1P @+ 8
gla+h)  p g™+ 6,h)

a tedy udinime-li pfedpoklad, Ze n-té derivace jsou spojité,

m L0 %)
g (x) ~ g™(a)

Tak na pf. v neurditém vyrazu lim (x —sin x) : x* jsou
prvé tfi derivace jmenovatele 3x2, 6x, 6, z nichZ posledni jest
od nuly riizna. Z toho jest patrno, Ze také v Citateli vystadime
s tfemi derivacemi (1 —cosx), sinx, cosx a tedy hledana
limita jest 1/6.

Pravidlo toto (prvni pravidlo I'Hospitalove) selhava, jest-
liZe prva z derivaci Citatele, ktera nevymizi v bod€ a, jest
stupné niZ$iho, neZli derivace stejné vlastnosti ve jmenovateli.
Nelze ho uZiti také v pfipad& x ->'oc a mimo to tenkrate, jest-
liZe vys3i derivace neexistuji. V pfipadech téch ¢asto poslouZi
nam tak zv. druhé pravidlo I'Hospitalovo:

- f(x) Sf'(x)
est lim ° = lim

J x_>ag( ) x—)ag"( )
mita eksistuje.

Pravidlo to plati také, kdyZ misto x > a jest pfedepsino
X—>a-+0 nebo x > a—0, dile i v pfipadé x> + oo nebo
X - — oo, jakoZ i tenkrate, kdyZ eksistuji jen limity v $ir§im
smyslu (+ ccnebo — o).

Diikaz plyne z Cauchy-ovy véty o stfedni hodnoté:

flat+h__fla+h)—fla)_fa+ @h)_
ga-t+h) giat+h—gla ga+6h
KdyZz A >0, pak ©.h >0 a tedy
lim JO)_ lim = L (x)
x>a %) x>ag )

~— za pFedpokladu, Ze druhd li-

jestliZe ovem tato druhd limita eksistuje. P¥i tom v3ak nutno
pamatovati, Ze v uritém okoli bodu @ (s vyjimkou bodu a
samotného) musi-byti g(x) =0 a Ze ob& derivace musi tam
eksistovati -a nesmi se sou€asn& anulovati.
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Je-li vyraz I'(a) : g'(a) op&t neurdity, miZeme, jsou-li opét
pfisiuSné podminky spin€ny, pochod opakovati, to jest
J'(x) J'"x)
li lim
g xyagr At Napr

X_ X — X
e _ me * 4 e =2
x>0 COSX

x>0 Sinx

Casto se stavd, Zze m4 byti urena limita, kdyZ x - <+ oo,
Zavedeme-li novou promé&nnou y = 1/x, pfevede se tiloha na
hledani limity pro y - 40 a tedy

1 1 1
B)_ =3l
mf(x) lim =Y/ — _y Y71,
x>+ g(X) y—>+0g(l_) y>+0__ 1 g (i)
y »e Ay
Vratime-li se k ptivodni proménné x = 1/y, obdrZime

tim L&) — jim 7',
x>0 gX) x > a g (x)

hm L(-jn jestlize f(x)—> oo, g(x)—> oo; li_r:1 1(x) . g(x), jestliZe
X a

f (x)—»O, Z(x)> oo atd. hledime pfevésti na pod&itani limity
0/0, anebo na néktefou jinou znimou limitu, jako na pf
lim(x*: e)=0, lim (Ix:x*)=0, >
x—> o x — 400

Limity jinych tvarii g, 0.00, 00 — o0, 09, 19,000 to jest,

Postup po¢tu objasnime jen na piikladech

¢ lim (cotgx:-l—)=lim (xcosx:sinx)=1
O x50 x

lim £ @+ _ |
x>xo X

lim l*(a+x) a—|—x

x— 00 “at+x T x

= lim (’ @0\ jjmatx_
x> oo (@4 %)t/ x> x

. cotg nix = lim L (2—=X) .cosax 1
x—>1 sin wx p
lim (1 _Ccot8X) _ ;, sinx—xcosx 1
=7 oo"—lH’ x! x | x50 X'sinx
L

0.00:lim ! (2—x)
x—=>1

=g
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Ostatni neurdité vyrazy pievadime na pfedeslé identitou
{f(x)}#®) = e» @ /™), uzivajice véty o spojité funkci
lim eP@F®) — Jimp(x)If(x),

0 limx*=lime*=e =1.
x>0 x>0

l_ lcoax
100 lim(cosx) —lime” =ét
x>0 x>0
1 0+3
s lim (14 x)* =hme =e' =1

x—»oo

Velmi jednoduse lze limity podéitati, zndme-li pro funkce
uvaZované Taylorovy fady, platné v okoli bodu x = a. Na pf.

x?  xt
lim X—sinx _ . '3!_'5_!-+ 1
x>0 x? x>0 X9 —3r

Pozndmka. Funkce F(x) =1#(x) : g(x), jejiZ limitu v bodg
a jsme vyhledavali, byla vZdy spojitd v okoli toho bodu, nebof
méla tam derivace. V bodé a samotném neni F(x) definovano
a tedy jest tam nespojité. JestliZe vSak eksistuje limita

lim F(x) = A a pfitkneme-li funkci F(x) v bod& a pravé tuto
X—>a

hodnotu A, stane se tim F(x) spojitou i v bod& a. Proto se
fikava &islu A nékdy pravd hodnota neurcitého vyrazu.

arcsin x ex — 1 ax— 1
— =1, 5 1,

Cvideni 1. x> 0: - =>1a,

1‘:?9?‘:‘. l, sinx — x cos x >2, tgx—x 1 ax—1—xla N 15 a
sin® x 2 x—sinx X8 3 | x? 2
2. x> : : (tgx)'gzx»e_'; x>0: (s_n:x)xz_}e_‘xf

Kapitola VII.

FUNKCE DVOU PROMENNYCH.

44. Zikladni poimy. Funkce spojité. Funkce z dvou neza-
visle proménnych x,y z=~F#(x, y) jest definovina, kdyZ din
jest predpis, jak k dvojici &isel [x, y] se pFifadi &islo z. Ke
grafickému znazomeéni uZiva se obydejné tfi os v prostoru na
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