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Cviéeni. DokaZte vztahy

arc sin (— x) = — arc sin x, arc cos (— x} — ;g —arccos X,
arc tg (— x) = —arc tg x, arc cotg (— x) =z —arc cotg x,

x 1—x°
arc sin x — arc cos V1—xt=arctg ]/1—_}_‘ = arc cotg _V—x_

(pokud 0 < x <1), )
lim (arcsinx :x) =1, lim(arctgx:x) =1
x>0 x=>0

Kapitola V.
PRVA DERIVACE A DIFERENCIAL.

27. Deiinice derivace. BudiZz déna funkce y =Hx), defino-
vana v okoli bodu x. Zvé&t$ime-li x o kladné nebo zdaporné
Eislo h= A x,*) zvétsi se pii tom f(x) o kladné nebo ziporné
gislo 4y = f(x +h) — i(x). Podil

Ay _fx+h—f&x)
Ax h

nazyva se podil diferenci a zavisi, jak patrmo, na ¢isle x, na
velikosti £ a na tvaru funkce f(x). JestliZe poklidame F(x) za
pevné zvolenou funkci, x za pevné zvolené éislo, jest podil ten
funkci jen prom&nného &isla k. Jest tedy

Tato funkce jest definoviana pro vSechna b, pro ktera jest de-
finovino f(x + k). s vyiimkou jediné. hodnoty A =0, nebot
nulou nelze déliti, Pfes to v3ak, jak vime, miiZe eksistovati
Lll’—ll 37(h). JestliZe limita tato v daném pfipad& eksistuje, nazy-

vame ji derivace Hx

hliinoq) ) = Tof(x—l'h,)l;f(x) = Fr .

Limita zavisi na x a na tvaru funkce 7(%). 1 ovSem jiZ

*) Ax &teme »delta x«. Jest to diference (rozdfl) dvou hodnot

(x+h) ax Nékdy Fkame, Ze A x jest pFiristek x, A'y pHristek y.
Ax nenf soudin veliéin 4 a x, nybrz symbol, podobn& jako #(x).
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zéavislda na h. Jest dobfe si uv&domiti, co znadi pfesné pfe-
desly limitni vztah:

Funkce i(x) md v bodé x derivaci, jestliZe eksistuje ta-
kové Gislo I'(x), Ze pro libovolné zvolené kladné ¢ jest

f(x+hzl—f(x) _f, (X) <

kdyz 0< | h| <é()..
Vztah ten lze také psati ve tvaru, ktery Easto upottebime,
h) —
TEAN =IO _ 1)+ n i

kdez lim (k) =0.
h—>0

Obr, 9a. Obr. 9b,

» Pojem derivace byl od Leibnize a Newtona defi-
novan na zaklad€ geometrickém a fysikdlnim. VyloZime-li
funkéni vztah y =f(x), jako rovmici kfivky v pravoihlych

soufadnicich, pak _
gy =tEEN—I®)

jest smérnice seény s, to jest pfimky, ktera prochizi dvéma
body kiivky P=(x, y), O=(x+4dx, y+ 4y) (obr. 9a).
JestliZe P trva na svém mist® (x se neméni) a bod Q se bliZi
po kfivce bodu P (to jest h—0), potom tg w se méni. MiZe
se stati a Casto se stavd, Ze pFi tom tg v bliZi se urcité limité,
at h bliZi se nule jakymkoliv zpiisobem. V tom pfipad& také
seCna bliZi se jisté mezné poloze .t Tuto limitnf polohu seény
nazyvame tecna (tangenta) kfivky v bodé P. (Obr. 9b.) lJeiji
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smérnice jest
teg=lim/ED=ID 1),

Ve fysice souvisi derivace s pojmem rychlosti.
Necht bod M pohybuje se po pfimce tak, Ze vzdalenost M
od pevného bodu O na pFimce jest zndma funkce ¢asu. Znadme

Sas t ve vteFinach, vzdalenost OM =s v centimetrech. Ctenaf
nechf si laskavé nakresli pfisludny obrazec. Pi¥me s=7#(f).
Nechme uplynouti od okamZiku ¢ dalsi Eas h sek. Bod M octne
se v posici Mi, urlené vztahem OM:={(¢t+ h). Urazil tedy
bod M v ase h vzdalenost MMi = f(t + k) — F(¢) a urazil prit-
mérné za jednotku Casovou vzdilenost

f(t+h) —f,

p(h)=

Podil ten nazyva se primérnd (stfedni) rychlost bodu M
v intervalu ¢asovém <¢, ¢t + h>. L;'imisa o(h), jestliZe oviem
-

viibec cksistuje, nazyva se okamzZifd rychlost v_case t, nebo
v bodé M. Jest znamo z fysiky, Ze louto rychlosti, uZ se ne-
ménici, pohyboval by se hmotny bod M po pfimce dale, kdyby
v okamziku ¢ pfestaly u€inkovati viechny sily. OkamZita rych-
lost jest tedy definovdna rovnici

Vo=t CED=1O_

h—>0

PFiklad 1. Parabola ma rovnici 3= a. x2. Derivace v bod&

. . a 2 __ 2
X jest lim M—g£= lim (2ax + ah) = 2ax. To jest tedy
h—>0 h h>0

smernice tedné.

Priklad 2. Harmonicky pohyb na pfimce dan jest rovnici

j=st1nw t (t das, w konstanta). OkamZitd rychlost v Case
l1es

v(#) = lim sin (of + oh) — sin of _ li 2 sin (wh/2) . cos (ot -} 0h/2)
h—>0 h = lim T .
h—>0

Oznatme wh/2=¢, kterézto £ 0, kdyz h— O.
s 8in £ cos (ot 4 ¢
V@) =limo _Sg(m\'i-s) =lim (w. sigj) . lim cos (0t + & =
= ®.Cos of.
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Eksistence derivace funkce a spojitost funkce jsou ve
vztahu vyjadfeném vétdu:

Funkce 1(x), kterd md v bodé x1 derivaci ¥ (x1), jest v tom
bodé spojitd.

Podle definice derivace jest totiZ

Tt B =T — 1)+ (1), timn () =0
h—>0

a tedy f(x1+h)=f(X1)+h.f'(x1)+h.n(h),
&ili lim #ey + h) = #(xy).

Ozna&im-li x = x: + h, dostanu
lim f(x) = f(x;), q.e.d.
X=X

. Spojitost v bodé x jest tedy nutnd podminka pro exi-
stenci derivace v bodé x. Neni to v3ak postaéujici podminka,
nebot na pf. funkce y=x.sin(1:x) pro x¥0, y—=0 pro
x =0 jest viude spojitd. Pfesto vSak v bodé x =0 nema de-
rivace, nebot

FOEN—fO _hsind:m—0_ . 1
h h h

nema limitu, kdyz h >0 (osciluje v mezich — 1, 1), Ktivka
spojiti y=x.sin(1:x) nemd tedy v bodé x=0, y=0,
teénu. Bolzano ukdzal po prvé, Ze lze dokonce sestrojiti
funkce (kiivky) spojité v celém < a, b >, které tam nikde ne-
maji derivaci.”)
Cviteni. 1. Funkce f(x) ma derivaci z prava v bod& x, jestlize
existuje limita z prava
lim Jox AR —f(x) =f'(x).
h>+0 h
Podobn& se definuje derivace z leva. DokaZte vEty: a) Ma-li #(x)
derivaci #’(x), pak ma futéZ derivaci z prava i z leva. b) Ma-li funkce
touZ hodnotu za derivaci z prava i z leva, md touZ hodnotu za
derivaci.
2. Funkce spojiti y—=x' m4 v bod& x = 0 derivaci z prava + 1
a derivaci z leva — 1. Nemd tam tedy derivaci.
28. Pravidla pro derivovani. Vypocteme nyni derivace nej-
Castéji se vyskytujicich funkci a odvodime n&kterd vSeobecna
pravidla tykajici se derivaci.

*) Viz na pf. Petr: P. d. str. 16r.



Derivace konstanty y = ¢ jest rovna nule, nebot f(x) = ¢,
fx+h=c a tedy [f{x+h) —Hx)l:h=0, bez ohledu na
‘Eislo h.

Derivace mocniny y = x", (n celistvé kladné) jest

y=06"=nx""
K diikazu uZijeme znamého rozkladu
a"—b"=(a—b) (@ +a" T2+ "))
v némz poloZime a =x+h, b=1x a tedy po déleni &islem h

%—_XIZ(X'{"])’!—l'+x.(x+h)n—2+._.+x"_|.

Kdyz h—~ 0, viechny s&itance pravé strany v poftu n maji
limitu x"—! a tedy
lim =% —° n.x?—!

c+n—x"__
h>0 h

Uvidime pozdéji, Ze toto pravidlo plati pro kazdého moc-
nitele n (i lomeného nebo iracionalniho, kladného i zaporného).

Derivace tunkce ?% =gsin x jest (sinx)' = cosx, pokud x

jest m&feno v mife obloukove.

sin(x 4 h)—sinx __sin k cos x 4 cos A sin x, — sin x sin
h = h =Co8s X T —_—
1—cosh c sin h sin (4/2)

—sinx—- 0sx == —sinx. sin(h/2) 2

a tedy protoze lim sinh =1 (viz odst. 17), (sin x)’ = cos x.
h—=>0 R . s

h

Je-li iihel m&fen v sekundich, jest derivace
(sin x”)’ = cos x” : (77 : 648000),
nebot lim (sin 2" : h”) = n : 648000.
>0

Derivace funkce y = cos x jest (cos x)' = — sin x. |

cos(x + h) —cosx ' _cosx.(1—cosh) inx sinh

h = ) SmxX. =
sin h . sin (h/2) .
~j~ —Cos. xsin (h/2) 7172)—— a tedy (cosx)' = —sinx,

. Qal§i vypoéty usnadni nam nékters obecni pravidla o de-
rivacich. Jsou-li 7(x) a g(x) dvé funkce majici derivace F(x)

—sinx
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a &), pak olatl ;) 4 1 —r() £ g0,
([F(x) . )] =F(x) . g(x) + 1(x) . £'(x),;

10V _ 050108 ()
\(g o) = 26 » E@0

Dikazy. Oznaime F(x) =f(x) + g(x). Jest
Fx4+h—F@®)_fex+h—f(x), gx+n—g@®
h h - h

a tedy, kdyZz h—0, F(x) =1 (x) + g’'(x).
Ve druhém vzorci klademe F(x) =#(x). g(x):
F(x+h)—F(x)

_f&xth).gx+h)— f(x)g(x+h)+f(x)g(x+h)—f(x)g(x)
. h

,g(x+h)f(x+h,)1_f(x)+f(x)g(x+h’)l_g(x) a tedy, kdyZ h—0

F1(x)=g().f'(x)+f(x). g'(x), nebot gix + h) > g(x),

protoZe jest to spojita funkce (ma derivaci).
Ozna&ime-li /(x) =u, g(x) = v, miZeme si pravidlo o derivaci
soudinu zapamatovati ve tvaru
u.vy=u.v+tu. V.

Zvlasté jest pro g(x) =c (konstant&), [c.i(x)] =c.F(x),

Pfi ditkazu tfetiho vzorce klademe F(x)=1#(x) : g(x).
ProtoZe g(x) £0 a jest spojité, jest pro dosti malé h také
glx+ n)+o.

Jx+h)_fx)
(x+fl) g(x)y__gx) f(x+h)—f(x) gx+h) __
gx).gx+h). h
_&() f(x + h) — g(x)f(x) g(x)f(x) fx) gx+h) _
g(x)g(x4-h).h

(g T E RSO ppgtet ) gta)

1
T g(x).g(x+h)
a z toho, kdyZ h - 0, hledany vysledek, ktery si zapamatujeme

ve tvaru
u\'__a'.v—uv
v] o
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Zvlast& jest prou=1

Priklady.
=t x_s_in_{. ,__costx+sintx 1
y="8X= Cosx; Y ="(ostx _ — cos'x’
= cotgx = cosx, r__Siﬂ’x—cos’x_ 1
y= gx= sinx’ y= sin® x = " sintx’
y= —],; =x"" (n celistvé kladné); y'=— ’i:n_ =—nx—n—1,
X . x
Plati tedy (x™)'=mx™=! i pro zdporné celistvé m.

Necht y=1(x) jest v <a,b> spojiti a stale stoupajici
nebo klesajici funkce, kterd ‘ma tam v3ude derivaci £'(x). Jeji
inversni funkce x = @(y) ma pak, jak ihned dokiZeme, také
derivaci ¢'(y), o niZ plati

¢ () =1:f'(x), pokud oviem f'(x) =+ 0.

Budtez y, y + k dvé riizné hodnoty z int. < f(a), () >.
Prisludna &isla x=o(), x + h=o@(y + k) jsou pak také na-
vzijem riizna a pfi tom, kdyZ k— 0, také k- 0, coZ jest na-
sledek spojitosti. Dale jest y =#(x), y -+ k=7#(x+ k) a tedy

P0+H—90) _ h —1.fE+RN—fx)
k JGx+h)—f(x) ) h )
Kdyz k - 0, tedy také h - 0. Prava strana posledni rov-
nice ma v tom pffpadé limitu 1 :#(x). Proto také leva strana
ma limitu a tedy

F'(y)=1:7(x).

Pfipojime ihned ditkkaz dal$iho vzorce pro derivaci funkce
slozené (viz odst. 20, cv. 2)

{f (@D} =S (glx)) . @'(X),

Necht @(x) a /() maji derivace ¢’'(x) a '(u) pro u = o(x).
Jest tedy pro k-0

fet+tD—fw_ .,
k. =f

(1) + 7 (k), kdez lim » (k) =0.
. k—>a
iinak psano

1+ k) — f(u) = & {F () 4 n.(B)}.
Tato rovnice plati i pro k=0, kdy? definujeme #(0) =0.

Pfi tom jest k libovolné Cislo, omezené jen tim .poZadavkem,
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aby f(u - k) bylo definoviano. Zvolme nyni k. speciaing
k=@px+h)—gpx), u=px)
fl@G+m)—AgtN={px+h—g)}.{f' (@CN+n(k)}.
Pii tom h jest voliti tak malé, aby vSechny funkce mély
vyznam. Jestlize obé& strany posledni rovnice délime h a pak
vyhledame limitu pro kA - 0, obdrZime vé&tu hledanou, nebof,

kdyz h— 0, také k> 0 a n(k) > 0. Vysledny vzorec di se
snaze psati i pamatovati ve tvaru

(J@y=£@w.v, @=p®)

Derivace funkci cyklometrickych vypoclteme podle véty
o inversni funkci.

y=arcsinx, x=siny, —1<x<1
(arcsinx)’ =1:cosy=1:V1—sinty=1: V1 —x
N y=arccosx, x=cosy, —I1<xZT T
(arccosx)' ' =1:(—siny) =—1:) 1 —x2
y=arctgx x=tgg’, N
(arctgx)’ =1 : (1 :cos2y =1:(1+tgzy)=_}:7(l.'{f_xi)

— arc cotg X, x —=cotg y,
(arccotg x) =1 :(—1:sinty) =—1: (1 + x2).
29, Derivace funkce eksponenciiini a logaritmické. Budiz
vy = ¢e*. Derivace této funkce jest v bod& x
S px ' ot
@y =tim ——& — ¢ im =1,
h->0 h N he»0

Limitu, kterd patrné& nezavisi na x, vypocteme takto. Podle
odst. 6, pf. 2 jest

(1 + —;ll—)"< e< (1 +t )"

n—1
a tedy
1 L
1 n 1 e —-1 1 1
n n
Z toho plyne
1
n
nsrm 1
n

Je-li h libovoln& malé kladt{é (‘.isl‘o, eksistuijé vidy celistvé
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kladné m tak, Ze m=1h<m +| 1 a tedy vzlhledem k tomu,
e e* jest vzrastajici funkce, Ie"""" <et < e™ a tedy také
1

€™ t'—1) < (e" — 1) < (e™—1). Tuto nerovnost, obsahujici
sama kladnd C&isla, nasobme pfedchézejici nerovnosti pro 1/A,
&imZ obdrZime

1 h 1

1 —1 1
" —nym<ig—<E™ —nm+),
Ll
'"'H —1 m <.eh—.—1< e"—1 m-+1
1 [CESVIE S h 1:m )

Kdyz h > 4+ 0, pak m > +oca lim (m+ 1)/m =
limm/(m+1)=1. Tedylim (e" 1):h=1. Déle;esthm (e" 1):h

R0
—hm(e—" 1): (—6)—hm (e" 1):é. 6—llm e .lim (e*-1): 6
->+0 ->4+0 340

—1
=1. Jest tedy celkem lim —— =1 a tedy (eX)'=e*.
h>0 N
Derivaci obecné funkce exponencidlni y = a*, (a > 0), ob-

drZime ve vztahu a*=el89-* 3 tedy, klademe-li x.lga=nu, je
podle pravidla pro funkci sloZenou

@y =e*.w=e"'8% lga=da".lga.

Derivaci funkce logaritmické obdriime z identity platné

pro kladné x

a*®a* =x, Cli x=a’, kdez y =log,x.

Jest tedy (x)) =1=a?.lga.y’, &l

1
! — _— -
Y (loga X) ylga lga™ x°

Pro zdporné x je podobné

log 5%
=—x &ili —x=aY kdez y=Ilog,(—x)
a tedy
(—x)=—1=¢g7. .y!
&ili ‘ “-lea-r
(loga (—x)) = =1 = 1 1

Iga.q? lga’ x’
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Pro jakékoli od nuly riizné redlné x jest tedy
1 1
(log, !x!)'=—i- ‘iga
Zvylasté jednoducha jest tedy derivace Funkce logaritmické
p¥i zakladu e

dglxly=1.

To jest jeden z divodi, pro¢ se logaritmim témto Fiki
»pFirozené« a pro¢ se jim v analysi dava pravideln€ pfednost
pied kaZdou jinou soustavou logaritmickou.

Z derivace pro funkci exponencialni lze vypocisti derivaci
obecné mocniny y=x" kdeZ n jest libovolné realné ¢islo a

x>0. Jest totiz y —e?18* a tedy y —e1€* . n.%—:n.x"—'.

Ne&kdy byva smaz$§i vypolisti derivaci logaritmu néjaké
funkce, nezZli derivact funkce samé. V tom pfipad€ uZijeme
tak zv. logaritmické derivace, to jest formule

{lgf @)} =s"0):f(x), a tedy oznacime-li y=/(x), y'=y.(gy)-

Priklad 1.

y=(x —a)? (x — a")""...(x — a,)’n, x > Maximum (a,, a,, . . . a,)
Igy=p:.1g(x—a)+p,.1gx—a)+ ... +p, . Ig(x—ap)
) P
y:y.{—”—+L +..p1tn }

X—a xX—as X —a,
PrFiklad 2.
y={/PFPP=0)* Igy=u.lgv, Vv=f(0)>0
y:y=uw.lgv4u.v:v a tedy
yr=w{ulgv +u.v':v}.
Cvigeni. Uvadime jen n&kolik pffkladi, podle nichZ lze sestrojiti

jiné podobné. Vysledky jsou pFipojeny v zavorkach. UZlvani pra-
videl derivadnich jest moZno osvojiti si jen propoltenim velkého

pottu pfikladi. p Byt
X —
@Pomocf obecného vztahu y’ =Ilim flx+h) — F(x)
h—>0 h

vypottétede-

1 1 1
rivace funkef 4%, X, L 2 :.c‘5_x3, (1‘_x)2 | {4, ;—x 2,
3
—x—2,—3x<4 —x 2%, 5x*—3:3, —21—x)¢(.
O rt3 v—1 B+ 6Gi9; 25 (2°.1g2); 10% (10°1g10).
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+ 6x3 ., 3 ,_ 4x° ,
/{y=_3‘—T'+x_3+2; (}'—T—T+zx—~5—)

y4 y:Zé v —m.x2+ V3, (v = 10x3 — 27x).
.tS=Vo.t-—25llt2. (S’:Vo'—a.t).
Fy=ax"+ax" ' ta,x""4+...+a,_x+a,

OV =na,x"'+(n—=Dax" 2. +a,_)
# Podle pravidla (z.v)’ =u’v+av’ derivujte funkce

a) x* 3%, (3" +#1g3.3%);  b) x?.05 (ax*7'.a"+x%a*Iga);

c) x,sinx; d) x4, %5
3
e) Vxigx; f) x2 arc sin x;
g) 5¢* sinx; h) alg x| e*;
7. arc cos x; k) (00 +€%).1g!xi;

. 8in x 4 tg x) (cos x - cotg x) atd.

A Je-li P(x) mnohollen stupn& n-tého a ma-li algebr. rovnice
P(x) =0, k nasobny kofen q, ma rovnice P’(x) =0, (k— 1) nasobny
kofen q! (Polozte P(x) = (x— a)’;- O(x), kdez Q(x) jest mnohotlen
stupn& (n — k)tého). :

14 Yy — ’
/. Podle pravidla (%) =u—vv,i vypo&téte derivace funkci
x 14+x )" 1 —2x .
O i ladmy ) O e lager)
0 1=t (%) o Zta {z'+2az—a}.
148 a4+ J’ z+a’'\z224+2az4af’
e, 20V N ax"+ax"'+.. . +a,_;x+a,
ErraRa ] . ’
a—=y bex™ b x™ " b, X+,
_ 1 sinx \, cosx ).
g) secx = cosx ' {cos’x}’h) cosecx,{—m},
- 1 _ x® (ax"— ' —1gn . x"
s

A% Podle pravidla o funkci sloZené y=1Fu), n=qe();
Y=r@.o=~r(ek).ok nkci slozené y=~f(), u 4,19(.\.)

a) (3x+5)7, {7(3x+5)p.3}; b) (ax+b)" {n(ax+ )" .a};

¢) sinnx, {ncos nxl; d) cos (nx +b), {—nsin(ax+b)};
e) lg|3x*+2, {3?:':—2 . Gx}; f) 1g|sinx|, {si%c.cosx};

Iglcosx!, {—tgx};

) [FoN {n[f@I" 1.1} b) £(x™), {afrx") . x*1}.
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M. Dokaite, Ze .
w.v.w) =u'vw+ugv'w+uvw’,
kdyZ u, v, w jsou funkce x majici derivace!
& DokaZte, Ze derivace sloZené funkce
F{flax1} jest F' {flg)]}./'[g(x)].£"(x)! Na pk.: y =Ig|sina*!.
30. Derivace funkce algebraické. Algebraickd funkce im-
plicitni uréena jest rovnici
ax). Y+ @@y 4. . a0 =0,
kdeZ ax(x) jsou mnoholleny v x. Vime, Ze rovnice ma vzdy
asponl jeden kofen pro kazdé x, pro které aspoii jeden z koe-
ficientit @o, a1,...an—1 jest od nuly rizny. DokaZeme v po-
slednim odstavci, Ze tyto kofeny definuji za uréitych pfedpo-
kladd funkci y = u(x), ktera jest spojitd, ma derivaci a vy-
havuje identicky rovnici algebraické, to jest: rovnice
ay(x) . ")+ a: (x) . 4" (x) +. .. 8, (x) =0
jest spln&na pro viechna x néjakého intervalu. V tomto inter-
valu derivace levé strany rovnice musi byti rovna derivaci-
pravé strany a to jest nula. Tedy
@ " 4a,.n® ' a) (@ " o (n— D u" R )+ e =0
Cili
a,.u"+a ",
na,u""! —|—'(n—1)ﬂ\a,u"_2+...+a _
Cviteni. # Vypoltéte smérnice teCen pro kfivky
bxttay'=arb x—pr+G—gr=r,
ax’ + bxy +cy* +dx+-ey+f=0,
—bx _x—p_2ax+by+d
(+ @y y—q 2yt bxte|’
Z Vypottéte smérnice kfivek algebraickych

u(x) =—

X —2xy+y5=0 v bodé (1, 1), (y':'_’;’)’
6x* — 6x 4
2x3 — 3x2y + 4xy + 6y3 =0, (y '= 30 —4x}:+l-8yy )

A Dokazte, Ze kfivka x* —2xy?+ y3 4 3x — 3y =0 protind osu
x v podtku pod dhlem 45°.

4 Derivujte y dvoilm zpiispbem (jako lmpl|c1tnl a jako expli-
citni funkci) a) xy + 4y = 3x; b) y2—= 2px!
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3" Dokazte, Ze kFivky 3y = 2x + x4y3, 2y + 3x + y> = x3y pro-
tinaif se v poditku pod pravym iihlem! ,

~6. Parabola y2—2px protina kfivku x3—3pxy +y3=0 v po-
Catku a jesté v daldfm bod& Jak znf rovnice teZen sestrojenych
k ob&ma kfivkim v tomto bod&? DokaZte, Ze te€ny sviraji ihel
320 12! '

31. Rozéiteni pojmu derivace. Derivace jest urlita limita.
ProtoZe jsme v odst. 18 definovali limitu v §ir§im smyslu, m-

Zeme také definovati derivaci v §ir§im smyslu.
Jestlize jest

tikdme, ze f(x) ma v bod& x derivaci v Sir§im smyslu a piSeme
misto pfedeSlého vztahu symbolickou rovnici
F(x) =+ o0 nebo F(x) =—oo.
Geometricky vyznam derivace ve smyslu S§ir§im jest
prostg ten, Ze tedna v pEisiuSném bod¢€ jest rowmob€Zna s osou y.
Vyznam podobnych symboli, jako
fl(x)y=+o00, frr(x)=—o00, fI"(x)=+Fo0c a p.

iest nyni podle definic v odst. 18 zcela zfejmy.*)

3Cvléeni. \' :londé x — 0 vypod&téte derivaci v 3ir$fm smyslu funkci
Y= V'fé}' = —Vg a derivaci z :Prava a zleva v $ir3im smysluw u funkci
y:—y;r y=Vx_’. y:—Vx_'

Znézornéte funkce ty graficky!

32: Véta o_rostouci funkci a véta Rolle-ova. Funkce y = f(x)
nechf jest definovana v né&jakém okoli pevného bodu Xo.

JestliZe jsou mimo to v tomto okoli spln&€ny nerovniny

f(x) < f(xo), kdyz x < xq,
f(x) > f(xo), kdyZ x > xo,
fikdme, Ze funkce jest v bodé xo rostouci (obr. 10a). Podobn&
iest definovdna funkce klesajici v bod& xe (obr. 10b).
Jest nutno dob¥e rozeznavati funkci rostouci v bod& xo od
funkce stdle rostouci v daném intervalu (odst. 28).
Ma-li néjakd funkce derivaci od nuly riznou v daném
bod¢, Ize vZdy rozhodnouti, zda-li jest rostouci & klesajici po-
moci nasledujici véty:

,_ 1) Symbolem St (x) znadime derivaci z prava a symbolem
J'—(x) derivaci z leva.

Kdssler: Uvod do pottu diferencidiniho. 6 8t



Jestlize y =FHx) md v bodé xo kladnou (zdpornou) deri-
vaci f(xo), pak '{est 1(x) v tom bodé rostouci (klesajici).

Podle str. 40 jest totiz
Lot '2 —I&) _, +n(h), limy =0, a=f"(x)
h>0

a tedy Hxo+h) —f(xo) =h.{a+ n(h)}

Omezime-li se na tak malé prosté hodnoty |h!, Ze pro n&
ie |17(/1)l mensi neZ |a! ma zdvorka na pravé strand totéZ zna-
meni jako Cislo a. O zmameni pravé strany tedy rozhodne
znaménko soudinu k.a. JestliZe na pf. a=1¥(x) >0, je pro
kladné k znameni to kladné a pro zaporne h znameni to za-

pomé, &ili .
f{x) —F(xo) >0, kdyZ x > x,,
F(x) —F(xo) <0, kdyZ x < x..

Obr. 10a. Obr. 10D,

Analogicky se dokaze véta pii zdporném a.

Diilezity disledek pfedeslé véty jest véta Rolle-ova:

Jestlize y =1f(x) jest spojitd v <a,b> a md ve vSech
vnitinich bodech derivaci a je-li mimo to Ha) = () =0, pak
lze rlalézti asponi jeden vnitfni bod & v <a,b>, v ném:z
F¢)=

ProtoZe f(x) jest v <a,b> spojitd, musi tam v ur&itém
bod€ nabyti své maximalni hodnoty M a v jiném bod& své mi-
nimalni hodnoty m (viz odst. 23), to jest

M= #(x) = m pro kazdé x v <a,b>.

Dale jest M = m. KdyZ M =um, pak jest i H{x) =M pro

v8echna x intervalu a tedy také f’(x)' =0, a véta R. jest splnéna.
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Zbyva tedy uvaziti jen pfipad M >m, v némZ aspoii jedno
z &isel t&ch musi byti od nuly rizno. Dejme tomu, Ze jest to
M a Ze tedy M>0 (nebotf M= f(a) =0). Pak v urditém
vnitfnim Ltod& & jest f(§) = M. V bod& tom existuje derivace
'(£). Tvrdime, Ze musi byti ¥ () =0. Kdyby totiz f(¢) +0,
bylo by moZno podle pfedeslé vty o rostouci nebo klesajici
funkci nalézti takové okoli &isla £, Ze by v ném F(x) nabyvalo
hodnot vé&tsich neZ f(£) = M. To v3ak jest vyloudeno, nebot M
jest maximum. Je-li M=0 a tedy m <0, nabyva #(x) hodnoty
m pro n&jaké vnitfni x = 7. DokaZe se jako shora, Ze ¥ () =0.

Obr. 11a. Obr. 11b.

Vétu Rolle-ovu lze si vitipiti v pamé&t timto heslem:
Mezi dvéma kofeny rovnice f(x) =0 leZi aspoii jeden kofen
rovnice F(x) =0. Heslo to ov§em nevystihuje vSechny pod-
minky, nutné ke splné&ni véty!

Teéna kfivky y =#(x) jest rovnob&Znd s osou x v bods,
v némz '(£) =0. Tim jest véta R. geometricky interpretovina
(obr. 11a). '

V&tu R. Ize pon&kud zobecniti tim, Ze misto pfedpokladu
Ha) =i(b) =0, sta&i pfedpokladati pouze (a) =#(®). Nova
funkce F(x) =1#(x) —f(a) spliiuje totiz podminku F(g) =
=F((b)) =0 a také ostatni podminky vty R. a tedy F'(¢)=
=F f =0,

Cvideni, 1. Pfesv&dCte se pFimym Feeni ice F(x) =
véta R. plati pro funkce FeSenim rovice f'(x) =0, ze

y=A.sinx v <0,a>; y=x—a)".(x—05)", (m>0, n>0).

2. Pro¢ neplati véta R. pro funkce
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y=x—[x] v <0,1>; y=1—|x| v <—1,41>,
y=01—x:x* v <-—1,41>?

(Znazorndte graficky!)

33. Véta o stredni hodnot& jest zikladni dileZitosti pro
pocet diferencidlni. Zni takto: _

Jestlize f(x) jest spojitd v < a,b > a md derivaci ve viech
vnitfnich bodech, pak existuje aspon jeden vnitfni bod &, pro
ktery i{zst

= S (b) f (a)
¢ili jinak psdno '
H(b) — Ha) = (b — a)F (&).

Ctenaf jists postfehl, Ze podminky téfo vEty jsou velmi
podobny podminkam véty R. Dokonce ve zvlaStnim pfipadé
(@) = 1(b) vata o stf. h. pfechdzi pfimo ve vétu R. V obecném
pFipadé nebude ovSem f(x) spliiovati podminky f(a) = #(b). Lze
viak velmi snadno sestrojiti novou funkci F(x) =#(x) —c.x,
kdeZ ¢ jest dosud neurdend konsStanta a pokusiti se o takové
jeji ureni, aby F(a) = F(b), to jest

Ha) —c.a=#(b) —c.b.

Rovnici té hovi vskutku ¢islo

c={ b)) — (@) } b—a.

Nyni jiz F(x) spliuje vSechny podminky véty R, a tedy
existuje ¢islo £, pro né&z

PE=r@e-L9=1@ _; s

Véta o stfedni hodnoté byvd psdna v riiznych- tvarech.
Tak na pf. misto £ mohu klasti

t=a+60.(b—a), kdez 0< O < 1.
V&ta zni pak-f(b)=1Fa)+ b—a).¥[la+ O (b—a)]. Ozna-
&ime-li délku intervalu (b —a)=A~h, obdriime tvar, kterého
byva nejéastéji uzivino:
fath=Ha)+h.¥@at+6O.hH

nebo Ho—h) = Hb)— k' (b— G4 . h), @1‘— 1—@.

Geometricky vyklad véty. vyplfrva z obrazce 11b. Tétiva
AB ma smérnici { 1(0) —#a) } :'b—a). Vita tvrdi, Ze lze
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nalézti na oblouku AB bod C, v némZ teCna f jest rovnobéZna
s t&tivou AB. B

Uzijeme véty o stfedni hodnotg k ditkkazu jedné ze zédklad-
nich vé&t poétu integrilntho:

Jestlize ¥'(x) =0 v celém intervalu <a, b>,") jest i(x)
rovno korstanté v témz intervalu.

BudiZ a= (a +b) : 2 pilici bod intervalu a &islo kladné
h = (b— a) : 2. Pak jest f(x) spojita funkce v<a—h,a+h>,
protoZe tam ma vSude derivaci. Podle véty o stfedni hodnoté
je tedy flax h) —Ha) =t h.¥ () =0, &ili

fla £ h) =#(a) pro kaidé h < (b—a):2, q.e.d

Diisledkem jest véta «dalSi:

Jestlize 1(x) a g(x) maji v <a, b> viude stejné deri-
vace ¥ (x) = g’(x), lisi se od sebe nejvyse o aditivni konstantu
gx) =#x) +ec. :

Oznadime-li totiZ jako novou funkci F(x) = g(x) — f(x),
jest FF(x) =0 v <a, b> a tedy F(x) =c¢. Tak na pf. funkce
y=arc sinVl—x2_mé derivaci y' = —X =

V1—(1—k?). J1 —x2

1 5 T
= — ——=—.TouZ derivaci ma arccosx a tedy arccos x =

1- x2
arcsin]/_l—_ x? + ¢. Konstantu ur&ime na pf. tak, Ze poloZime
X =0, z &ehoZ plyne ¢=0. —

Vé&ta o funkci monotoni jest dal§im disledkem véty
o stfedni hodnotg.

Jestlize F(x) =0 v <a, b> a vime-li aspofi o jednom
bodé tohoto intervalu, Ze v ném f(x) >0, pak () > i(a).

Zvolme x v (a, b). Pak jest podle v&ty o stfedni hodnot&

Hb) — f(x) = (b —x) £ (£&1) =0,
f(x) —Ha) = (x — a) F'(£2) =0,
a tedy f(0) > i(x) >#(a).

Z toho plyne, Ze jest bud #(b) =#(a), nebo () > i@a).
Kdyby platila prva moznost, bylo by nutng f(x) =/f(a) =+#()
pro viechna x intervalu a tedy by bylo #(x) =0 v celém
<a, b>, oo odporuje predpokladu. Zbyva tedy jen druha
moZnost.

. Muiemr.: nyni tvrditi, Ze za pfedpokladii pfedeslé véty
jest 1(x) v int. <a, b> neklesajici funkce, to.jest

*) V bodech a, b minfme tim derivaci z prava nebo z leva.
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f(xy) 2> f(x2), pokud x; > x,

nebof v int. < xz, x1 > bud plati pfede$ld v&ta, anebo jest
v ném viude £'(x) =0 a tedy F(x1) = f(x2),

Dale jest patrno: Jestlize v <a, b> jest #(x) =0 a
jestliZze body, v nichZ # (x) =0, nevypliiuji zcela Zadny interval
obsazeny v <a, b >, jest f(x) stdle rostouci funkce, to jest

f(x)) > f(x2), jestlize x1 > xa.

Obdobné€ se dokdzou vé&ty vyplyvajici z pFedpokladu
F(x) <0 a tykajici se funkce nerostouci, po pfipadé stile
klesajici. .

PFiklad, Rovnice Keplerova x—esinx=M (odst. 22,
cv. 2) ma aspofi jeden redlny kofen. MiiZeme nyni dokazati,
ie ma jediny redlny kofen. Funkce f(x) = (x —esinx — M)
méa totiZ derivaci F(x) =1—ecosx>0, nebof 0<<e<1 a
cos x = 1. Jest tedy f(x) stile rostouci funkce, ktera muzZe
byti rovna nule jen pro jediné x.

Cvideni. 1. VyloZte geometricky vyznam pfedeslych vé&t!

2. Pro které hodnoty konstanty a jest funkce f(x) — ax — sin x
stdle rostouci nebo stile klesajici?

3. DokaZte, Ze rovnice tgx=x ma v kaZdém z intervali
(2/2, 3 7/2), @n/2, 5n/2), atd. jediny koFen!

34. Cauchy-ho véta o stfedni hodnoté. Vétu o stf. hodnoté
lze zobecniti. BudteZ f(x) a @(x) dvé funkce, které v <a,b >
jsou spojité a maji derivace ve viech vnitfnich bodech, Ugifime
dal3i dva pfedpoklady: 1) @la) ¥ @), 2) F(x) a ¢'(x) necht
nejsou nikdy soucasné rovny nule v (a, b). Pak jest

O —=r@ _ f1©
p®—g@ ¢ ®’ (@< E<h).

Dukaz jest z.aloien na téZe myslence, jako pfi vété o stf.
hodnotg. UtvoFfme novou funkci F(x) = #(x) — ¢ . @(x) a hledme
konstantu ¢ tak urgiti, aby bylo F(a) = F(b), to jest

f@—c.p@=f0)—c.p().

c={f)—f@}:{p® — pa)},
nebot podle pfedpokladu 1) rozdilem @) — ¢(a) jest mozno
déliti.
ProtoZze F'(x) vSude v <a,b> eksistuje, je podle vty
R. pro néjaké & v (g, b)

FE=r@E—c. q);v(fj =0

Tomu vyhovi
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Z rovnice této soudime, Ze @'(£) 0, nebot kdyby bylo rovno
nule, anulovalo by se také f'(£), coZ odporuje pfedpokladu 2).
MuZeme tedy posledni rovnici déliti &islem ¢’(£) a obdrZime
vétu Cauchy-ovu.

Pozridmka. Oba pfedpoklady 1) a 2) budou jist® spinény,
bude-li ¢’ (x) £0 v celém (a, b).

Cviceni. 1. Co obdrZime volbou ¢p (x) = x?

2. Jestlize spojime dva body v rovin€ A, B dvéma oblouky
y=FHx) a y=wp(x), které maiif viude derivace, pak existuie bod

& mezi A, B, v n€mZ teény obou obloukii jsou rovnob&zZné.
- 35. Diferenciil a podil diferenciilni. Necht /(x) m4 v bod&
X derivaci #(x) > 0. Podle odst. 27 jest

wzﬂ(an(h). Ym 5 () =0.
Y

UZijeme-li oznaCeni zavedené v odst. citovaném, muZeme

psati
ay=f'(x) . ax + n(ax) . dx.

Zvolime-li | 4x| tak malé, Ze |1 (dx); je men3i nez §'(x),
pfevladd na pravé strand rovnice prvni s&itanec ¥(x) 4x nad
sCitancem druhym, to jest, rozhoduje o znaménku celé pravé
strany. Tento s&itanec nazyvé se proto pFevlddajici ¢dsti pravé
strany a obdrZel zvla$tni nazev diferencidl y, psano zkratkou
dy (Leibnic). Ndzev ten nevdZeme v3ak uZ na velikost 4x, ani
na okoinost #(x) >0 a uZivime jej pro kaZdé Ax a pro kaZdé
I'(x). Nage definice tedy zni:

diferencidl y = dy =¥ (x) . Ax,
kdez Ax jest libovolné &islo. Z tohoto ditvodu Fikidme o funkci
f(x), ktera ma derivaci v bodg x, Ze jest tam: schopna diferen-
ciace.

KdyZ jsme pfijali tuto definici, musime ji disledn& uZiti
také pfi zvlastni funkci y = x, a tedy

dy =1. Ax, &ili protoze y = x, dx = Ax.

Qiferenciél nezavisle proménné x jest tedy pro tuto zvlastni
funkei roven 4x a to jest libovolné &fslo. Proto jest zvykem
i PFi obecné funkci y = f(x) misto Ax psati dx a tedy

— oo dy
dy =1(x) . dx, &ili j-=/'().
. Podil diferencidlii (diferencidini kvocient) funkce a nezd-
visle proménné jest roven derivaci lunkce.
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Zv]astE diarazné vytknouti jest dvé okolnosti:

1. dx = Ax =" jest libovolné Cislo.
2. dy neni rovno Ay a proto také podil diferenci dy/4x
jest n&co jiného, neZ podil diferencidla dy/dx.
Geometricky jest rozdil mezi 4y a dy zfeteln€ vytéen na
obr. 12.
AC—=h=Ax=dx, CB=1f(x+ Ax) —Hx) = Ay,
CD = AC . tgp = Ax . F(x) = dy.

y
d
B
AC=h=Ax=dx t -
CBat(x+hl-1(X}=AY ol ~
N P
CD =dx.tg = dy <
A 6\ (o]
v
"Q’ﬁ X
o - x+h
x4+
x+dx

Obr. 12.

§

Ay jest pfiriistek pofadnice kFivky, kdyZz x zvétSilo se
0 4x. dy jest pfiristek pofadnice fecny, kdyZz x zvétSilo se
o totéZ Ax.

Pozndmka. Pti této pFileZitosti pfipometime si, Ze pro de-
rivaci funkce y = f(x) uZiva se t&chto riiznych ozna&eni:

y=0wy =r@=2=28_py— pse)

Cviteni. Prepiite pravidla derivadnf do formy diferenciilni, jako
na pf.

d(x)=n.x""'.dx, d(sinx)=cosx.dx, d(c.f(x)=c.d(f(x)),

v.du—u.dv
=—————a

- td.

d(u.vy=u.dv+4v.du, d(:)

1
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