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2. TotéZ pro fadu

1 1,1 1,1 1
2 zte ate—Tt

pFefazenou a) k soudtu (1-5), b) k soudtu (—1).

Kapitola IV.

FUNKCE.

15. Definice a druhy funkci. Casto oznacujeme tymZ zna-
kem, na pf. x, riizna Cisla redlna n&jakého mnoZstvi 0. V tom
ptipadé budeme znak x nazyvati proménnd a mnoZstvi O obor
proménné, Prom&nn4, jejiZ obor jest jen jedno Cislo, nazyva se
konstanta. .

Jestlize vy tak zdvisi na proménné x, Ze kaZdé hodnoté x
odpovidd urcitd jedind hodnota y, Fikdme, Ze y jest funkce
proménné X.

Tuto zavislost znadime symbolem

y=1(x),

ktery &teme: y jest (rovna se) funkce (funkci) x. Cislu x Fi-
kame nezdvisle proménna, &islu y zdvisle proménna. Pfi riz-
nych zavislostech uZivame riiznych pismen k oznaeni funk-
&nfho vztahu, na pf. g(x), F(x), ¢(x) atd. Geometricky znazor-
fiujeme vztah y =#(x) tak, Ze myslime si v roving, opatfené
dvéma osami soufadnic, vyznafeny vsechny body o soufad-
nicich [x, 7(x)]. Nazor, ktery s témito nazvy spojujeme, jest
oviem, jako vSechno smyslové vnimani, nepfesny a proto po-
dame definice na nazoru nezivislé, abychom terminologie té
mohli uZivati i pfi pfesném mySleni. Rovina soufadnic jest
mmnoZstvi viech dvojic redlnych &isel [x, ¥]. Osa x jest mnoZstvi
viech dvojic [x, 0], uspofadanych podle velikosti &isel x, osa y
jest podobné& uspofidané mnoZstvi viech dvoiic [0, y]. PFimka
jest mmoZstvi vSech dvojic [x, y], které vyhovuji rovnici
ax+by-+c=0. Cara (kfivka, graf) jest mnoZstvi viech dvoiic
[x, ¥1, které vyhovuji rovnici y =17 (x). Podobn& definujeme
Dpaprsek, dhel (Cdst roviny »mezi« dvéma paprsky, vychazeii-
cimi z téhoZ bodu) atd.

. Predpis, ktery pfi definici funkce p¥ifazuje hodnot& &isla x
urCitou hodnotu ¢&isla y, miZe byti velmi rozmanity. Casto to
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byva aritmeticky nebo jiny pottafsky vztah, na pf. (obr. 1a)
obor x: celistvd, kladna &fsla: 1, 2, 3, 4,...

1
y=1+ ; ......
Jest patrno, Ze hodnoty y tvofi ur€itou posloupnost. Obra-

cené muZeme povaZovati &eny kazdé posloupnosti za hodnoty
néjaké funkce.

Obr. 1a. Obr. 1b.

TyZ funkéni vztah definuje oviem pfi zmé&né oboru ne-
zavislé proménné jinou funkci., Tak na pE., tvofi-li obor x
v8echna redlna disla s vyum'kou nuly, pfedstavuje pfedesly
funk¢&ni vztah hyperbolu obrazce 1b. Jiny prlklad Obor x inter-
val <—1, 1>, funkce y:l/ 1— x2, obr. 2. Obor nezavisle
proménné x byva nékdy rozdélen na podobory toho druhu, Ze
v kaZzdém z nich jest y definovano jinym vztahem podtafskym.
Tak na p¥f. lomend Cira v obr. 3 jest takto definovana:

y—x pro 0x<]1,
(x+1) proo- 1<x <2,

a4

N

w|w

y= pro 2<x<3,
V odst. 6 jsme definovali funkci exponencidlni, na pf.
v =5% nebo obecné&ji y =a*, a > 0, pfi niZ obor x jsou viechna
redlna ¢isla. Z geometrie zname funkéni vztahy
y=sinx, y—cos %, y_tgx, y =cotg x atd.



PFi této prileZitosti pFipomefime, Ze dhly budeme méFiti
vzdy v mife obloukové, to jest, podilem mezi délkou oblouku
{ihlu stfedového v kruZnici a délkou polomé&ru. Jest to Cislo
nepojmenované, na pf. ithel p¥my jest & =314159.., tihel
pravy jest 7/2 atd. Jak se méfi délka oblouku, bude vyloZeno
v poétu integralnim. Pfesna definice funkci gonmiometrickych,
nezéavisld od geometrického nézoru, obsaZena jest v II. do-
datku.

alte
O PO

-, [e) + [*]
y=i-w?
Obr. 2. Obr. 3.

Byl by vSak omyl, domnivati se, Ze kaZdy funk&ni vztah
Ize vyjadFiti aritmetickou formuli, Tak ma pf. iifedni zavéredny
kurs koruny &eskoslovenské na burse v Novém Yorku jest
funkei data nebo vyska domil v Praze v urditém okamziku jest
funkcivieiich popisného &isla atd.
nzinNekteré Casto se vyskytujici skupiny funkci maji zvlastni
y.

Celi‘stvd Tunkce raciondini n-tého stupné (mnohodlen, poly-
nom) ma tvar

y=a,xn+a xn—1+4a,xn—24,  .+4an a,+ 0.

Obor x jsou vSechna relné &isla, ao, a1, as, .. .02 jsou kon-
]s(tanty. v .aylgebre pebo v. teorii funkci komplexni proménné do-
azuje se zdkladni vita algebry: KaZdd rovnice

PX)=xn+bxn—14 .. 4 br=0,
md n koFenii redlnych nebo komplexnich od s izny
stejrych) sebe riznych nebo
. ") Dikaz nalezne &tenaf na pf. v knize: i
cialni, Praha 1923, ndkl. J. C. M. a FZ stlll'fZ:(jS.K' Petr, Potet diferen-
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Nezavisle od pfede§lé zakladni véty dokaZeme dalsi rov-
né&Z dillezité. JestliZe rovnice

P(x)=xn4b xn—1+ ... 4+ba=0
ma kofen a, plati pro kazdé x
P(xX)=x —a). P (x), kdez P, (x)= xﬂ—“+ﬂ, xn—2.4 .., 4 fn-1.
Jest totiz
P(x)=Px)—P()y=xr—an-}-by(xn—1 —a—1)4... 4 bn-1(x — ),
a z toho obdrZime vytknutim kofenového &initele x — a vztah
Zadany.

Z toho plyne déle: JestliZe rovnice P{(x) =0 ma dva na-
vzdjem riizné kofeny a I 8, plati pro kazdé X .
P(x)=(x— @) (x — ) P, (x), kdeZ P, (x) =xn-2+4y,x7-3+ ...+ yn_2.
Rovnice P(x) =(x—a) Pi(x) =0 ma totiZ kofen B.a tedy
(B—a) . Pi(8) =0, &ili P1(8) =0. Podle pfedcilé vity jest

Pix)=(x—@P,(x) ¢ili PX)=(x—a)(x— p). P:(x).
Z toho obecnou indukci: JestliZe rovnice P(x) =0 ma k na-
vzajem riiznych kofenit ai, ae, as,...axr, jest jeji leva strana
beze zbytku délitelna mnoho&lenem (x — a1) (x — a2)... (x — ax)
a tedy rovnice jest nejméné stupné k-tého.

Rovnice @y x"+ a, x*'+.. + a,=0, v niZ aspoii jeden
z koeficientlt ao, @1,...as—1 jest od nuly riizny, miZe tedy
miti nanejvy3e n navzijem riznych kofenit. Z toho vyplyvi,
Ze jedina rovnice n-tého stupné&, kterd mi vice neZ m navza-
jem riznych kofend, jest

0.xrn+0.xp—14...40=0,
Rovnice ta jest pak oviem splnéna pro kazdé x.
Lomend funkce raciondlri jest podil dvou mnohoclenu
_axn4axn—14.. .+ an,
Y= p, xmiy b xm—1-. . .-Fbm
Obor x tvofi vSechna redlnd ¢isla s vyjimkou téch, pro

kterd jmenovatel jest rovny nule (nebof nulou nelze déliti).
Tak na pt. funkce

—_1
Y =¥2x

jest definovdna pro vSechna x s vyjimkou hodnot x=0,
x=2; pro tyto hodnoty hofei§i {ormule y viibec nedefinuje.
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Obor proménné x jest tedy utvofen viemi realnymi Cisly s vy~
jimkou 0 a 2. Jest oviem mozZno utvofiti jinou funkci y = f(x),
ktera jest definovana pro v8echna x a pfi tom se shoduje s pfe-
dedlou funkci véude tam, kde tato jest definovdna. Tak na pf.
pro x+0,2,

1
Sx)= x*—2x

fx)y=1 pro x=0,2.

Definice tato jest ve shod& s tim, jak jsme si definovali funkci
na poCitku tohoto odstavce. Proto nemiiZeme na pf. o funkcich

_G—ay
(x—a)
tvrditi, Ze jsou 'identické, nebot prvai z nich neni definovana
pro x=a. .
Funkce y = -+ }/ 'x hovi rovnici y? — x=0. KaZda funkce
v, kterda hovi algebraické rovnici

Po(®) . y84-pi(x) . yr-14 .. .4 pa(x)=0, 6]

kdeZ po(x), pi(x),... jsou mnoholleny v X, nazyva se alge-
braickd funkce n-tého stupné. le-li algebr. funkce definovana
rovnici dosud nerozfe3enou, fika se ji implicitni funkce alge-
braicka (viz téZ odstavec 53) na rozdil od eksplicitni funkce
algebraické, jako na pf.

x’—l
y=-+ l/ 12
O mmnohych funkcich lze dokazati, Ze nejsou algebraické,
jako na pf, funkce goniometrické, funkce eksponenciélni, funkce
logaritmické atd. Ditkkazy toho zde provadéti nemiiZeme.
) Definujme je$té jednu velmi jednoduchou funkci. Ke kaz-
dému redlnému &islu x ptifadime celistvé &islo y, které hovi
nerovnostem

y Y= (x_'a)

=x<y+1.
Funkci tu budeme oznadovati
y=I[x]

a Cisti y jest celé &islo v x. Tak na pf. [314] =3, [4] =4,
[—23] =—3. Obr. 4 znézorfiuje graficky tuto funkci.

Jest vSak dobfe uv&domiti si, e obrazec nevystihuje
vSech vlastnosti funkce, netof pro x=1,2,3,... md y vidy
iedinou hodnotu 1, 2,3, ..., coZ nikterak neni patmo z obrazce.
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CviCeni. 1. Znazornéte graficky funkce celoliselné proménné n:
— 1)n 1
o y=1+E2, 5 y=t4cvrt]

2. Znadzornéte graflcky funkce:
a) y_x2 3 y=x 4
b) y=x— [x], y—{x—lxl}’ =x]+ {x—[x]}*.

3. Necht y = x, kdyZ x jest raciondlni a y viibec neni defino-
vano, kdyZ x jest iraciondln{. Liif se grafické zndzorné&n{ této funkce
od zrmizorn&ni pHmky y — x? (UvaZte, Ze <&fsla racionilnf tvoH
mnozstvi viude husté!)

5. Pro kterd x nejsou definoviany funkce secx, cosecx, g x,
colg x?

y
AY —
\ \ I , %
-3 -2 -1 0 1 2 3
1!
y=[x]
.
Obr. 4.

16. Limity funkci. Funkce y =1+ 1:x (viz obr. 1b) ma
tu vlastnost, Ze s jakkoliv vzristajicim x bliZi se neomezené
&islu 1. Podobn& jako pFi posloupnostech (viz odst. 4) fikame,
Ze y ma limitu 1, kdyZ x vzriistd do nekoneCna. Pfesni de-
finice zni takto:

Funkce 1(x) md limitu A, kdyZ x vzriisté do nekoneéna,
jestlize ke kazdému libovolrié malému kladnému Cislu ¢ lze
nalézti éislo X(e) tak, Ze

A—e<Hx)<A4e&ill | fl)—A| <&
pro viechna x> X(e). -
Jsou-li tyto podiminky splnény, piSeme strucné

limf(x) == A
xX—

—
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Pfi tom jest X(e) konstanta nezavisla na x, ale zdvisld na e
Tak na pf. pro funkci 14+ 1 :x jest X(e) =1 : ¢, nebot

1—e<1+1:x<1+4¢ pokud x>1:¢.

Funkce y = x® ma tu vlastnost, Ze vzriistd do - oo, kdyZ
x vzriistd do + oo. To znadime zkratkou

J(x) > 4+ o0, kdyZ x - - o0,

Presna definice zni: ]
Funkce 1(x) vzristd do + oo spolu s x, jestliZe ke kaZ-
dému, libovolné velkému Cislu M lze nalézti cislo X(M) tak, Ze

#x) > M pro viechna x> X(M).

V pfedchazejicim piikladu jest zfejmé X(M) =M%.
Jest patrno, Ze ob& pFedchizejici definice vztahuji se
k funkcim, jeZ jsou. definoviany pro vSechna kladni ¢&isla x
viibec, anebo aspoii pro vSechna Cisla x v&t3i neZ uréita kon-
stanta. Funkce toho druhu mohou spliovati bud podminky
prvé definice, nebo podminky druhé definice, nebo kone¢né
ani jedny ani druhé. Pf¥ildad funkce posledntho druhu jest
y=cosx, ktera s rostouwcim x kolisd v mezich —1, + 1.
O takovych funkcich tikime, Ze osciluji, kdyZz x> + oc.
Cvi¢eni. 1. Podle analogie pfededlych vé&t definujte vyznam
symbolii;
lim f(x) = A, f(x) >+ oo, f(x) > — o0, f(x) >— 00
X = — 00 X =» — 00 X —>—00 x =+ oo
a uvedte pfiklady!
2. Jak se chovajf funkce

3-4+1:x, Vx, [x], x—[x], sin wx:x, sin 7 x, x.sinxx,

kdyZ x > 4-oc ? (Grafické znizornni!)

3. Sestrojte jiné pFiklady funkci, a) které maiji limitu, kdyz
X->--00, p) které vzriistaji do +o0, kdyz x>+ 0, ¢) které osci-
lujf, kdyz x -+ oo.

17. PokraZovani, Viimné&me si nyni funkce

x*—
y=eW=Te

}:t‘:’jré iest vyrazem tim definovina pro kaZdé x s vyjimkou
odnoty x =a. Pro ka?dé x ' a jest viak také

ox)=x4+a.

? tIOhO SOUdfme’ Ze pro x velmi blizka &islu @ je y velmi blizké
1slu 2a. Presng fe&eno, rozdil ¢(x) —2a jest roven pravé
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rozdilu (x —a) .pro viechna x + a. Tento fakt muZeme také
vystihnouti nerovninami: | ¢(x) —2a | <& pro viechna x
splfiujici nerovninu ] x —a! < ¢ af ¢ jest jakkoliv malé, kladné
¢islo, pokud pfi tom x I+ a. Misto pfedeslého souvéti Fikame
stru¢ng, Ze @(x) md limitu 2a, kdy x bliZi se k a a piSeme
lim @ (x) =2a.
X—>a

Pfi tom jest zvla§té dileZito vSimmouti si, Ze limita 2a neni
hodnota ¢(x) pro x = a. Limita jest &islo, které charakterisuje
urCitou vlastnost funkce @(x) v okoli bodu x=a s vyjimkou
toho bodu samého. -

Meéjme nyni obecnou funkci f(x) definovanou pro vSechna
x v intervalu <a, b>. Jen v bod& x = « tohotd intervalu F(x)
nemusi byti ddno. JestliZe &islo f(x) bliZi se k &islu A, kdyZ
X bliZi se k a, piSeme ]illl)f(X) = A. Tato vlastnost funkce neni

x a

tim logicky pfesné vystiZzena, protoZe neni definovano, co to
znamend: bliZi se. Pfesna definice jest ob$irng;jsi:

Jestlize k libovolrié malému, kladnému ¢ lze nalézti ta-
kové Eladné ¢islo 6(c), Ze

A—e<fM<A+g Cili | f)—A]<:
R

pro vsechna x ruzna od a, ndleZejici k <a, b > a spliujici
Merovniny ,_ ()< x<a+o(s), &ll |x—a| < d(), pak je

lim f(x) = A, w— ——
x>a

Jako pfiklad dokdZeme vztah, ktery budeme pozdé&ji pottebo-
vati, Ze totizZ

. sinx
lim
x>0 X

=1.

Pii ditkazu miiZeme se omeziti na kladna x, nebof pro za-
porné x=—¢ je sinx : x=sin & :§.

V obr. 5 jest BB1 > BB: ¢&ili 2x > 2sin x, x > sin x. Diéle
jest vyse¢ OCB < trojithelnik OCD a tedy x.1<1.{gx dli
sin x : x > cos x. Celkem jest tedy

1>ﬂ1>cosx

Z toho plyne dile
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O<1———Sl—;—x—<1—cosx,

sinx
x

x x\2
1— 2sin? —<2.(=].
0<< < 2sin 2< (2)

Je-li nyni ¢ libovolné malé, kladné, mohu voliti Cislo x

tak, Ze je ; < ¢ a tedy také
0<1 =M% . pokud x<VZe=20(e).

X

Viechny podminky pro existenci hledané limity jsou tedy
splnény. Kdyby oviem x bylo mé&feno v jiné neZli obloukové
mife, byla by i limita jind. Tak na pf. je-li x” mira ihlu

D
B oc=08=1
A €a=x
- AB=sinx
X =
! -
OA=cosx

[ ¥
Obr. 5.

v sekundich a x mira obloukova, je sin X" =sinx a tedy

tim S0 iy SIBX X T
x50 X" x50 Xx x" 648000 "
PH poCitani limitami plati tytéZ obecné véty, které jsme
poznali p¥i limitich posloupnosti:
lim [f(x) + g(x)] = lim #(x) -+ li
lim [f(x) . g(x)]]= lim £(x) . lim ;Txi(x)'
lim [#(x) :g(x)] =lim #(x) : lim g(x), pokud lim g(x) = 0.
Pozpa’m!za. Funkce f(x) =sin x : x neni v bod& x =0 vii-
bec 'qefmovana. To nam oviem nemiiZe branmiti, abychom se-
strojili jinou funkci F(x), ktera pro x 0 jest rovna f(x) a pro
X =20 jest rovna libovolné zvolenému &islu b. Patmé& bude



lim F(x) = lim#(x) =1,
x—>0 x=>0

nebot limita nezavisi na hodnoté funkce v bodé¢ x=0. Voli_m-li
b riizné od jedné, na pf. b=2, je
F(0) =2, limF(x)=1.
x>0

Z toho jest zfejmé& patrno, Ze limita F(x), kdyZ x - a a hod-
nota F(a) mohou se navzajem ligiti.

Casto se stdv4, Ze funkce viibec nemd limity. Na pf.
f(x)=1[x] nema limity, kdyZ x > 2, nebof v kaZdém sebe
mensim okoli &isla x =2 nabyvi f(x) hodnoty I pro x<2 a
také hodnoty 2 pro x >2, a tedy pro Zidné A nemiiZe platiti
v celém takovém okoli

| [X]—A | <é, jestlize e<»% .
Cviceni. lil)nox":O. kdyZ n jest celistvé kladné.
X
lim 2x : (3x +5) = 2/3. (D&l d&lence i délitele &slem x.)
X —» Q0

i a,xn+a,xn—14...4an
X b X1 ...+ bn
En_a)x": a®. (Poloz x=(a+y) a uij véty binomické.)

a
lin_lgtg_ x:x) =1 (Rozloz (tgx:x)=(sinx:x).(1:cosx).)

(Dé&1 &itatele i imenovatele &slem x7.)

lim (sin ax : x) = a. (PoloZz ax—=1y.)
>0

X
lim {(xn—an): (x —a)}=n .a"~1, p celistvé, kladné. ,
X—=>a

18. Limita v rozSifeném smyslu. Pojem limity funkce lze
roz8ifiti rozmanitym zptisobem. Tak na pf.:

JestliZe k libovolné malému, kladnému ¢ dd se nalézti
takové kladné d8(e), Ze ' f(x) — A < & pro viechna a— 8(e) <
<.x<a, pak Fikime, Ze f(x) ma limitu A z leva, a piSeme
symbolicky

lim #(x) = A.
xX>e—u

Podobné definujeme limitu z prava. Funkce miiZe miti li-
mitu z leva nebo z prava a p¥i tom nemusi miti limitu v oby-
¢ejném smyslu. Tak na pf. lim [x] =0, lim [x] =1, lim [x]

x=>1-0 x—>140 x—>1
neexistuje.

Dalsi rozSifeni pojmu limity jest limita v $ir§im smyslu.
Budiz f(x) definovino'v <a -+, a+ 8 >. JestliZe M jest libo-
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volné veliké &islo a f(x) >M pro vSechna | x —a | <e(M),
pak fikame, Ze f(x) ma limitu v $irS§im smyslu a piSeme
f(x) > + — oco. Vyznam symboli

X—>a
Jx)>+oo, F(x) > +o0, (x)>—oo. ap.
x=>a—0 x—>a+0 x—>a
jest nyni samozfejmy. Symbolu
1(x)> t+ oo

) xX—=>a
budeme uZivati, kdyz

F@xX)> 400, f(x)>—c0 nebo f(x) >+ 00, f(x)>—o0,
x—>a+0 x—>a—0 x—>a--0 x—>a+40

Cvideni. 1. JestliZe lim f(x) == A, lim f(x) = A, je také lim f(x) = A.
x—=>a+0 X —=>u—VU X—>a

2. Jestlize limf(x) = A, je také lim f(x) = A, lim#{x) = A.
X—>a x—>a-u x—>a+0
3. Lim {x — [x]} =1, lim{x—[x]}=0.
x—>2-0 x=>2+0
4. Lim [1— x2] =0, lim [1 — x2] =0, [1—0]=1
x—>+0 x—>—=0

5 1:(x—a)*—>-+oo, l:i(x—a)>-+oo, 1:(x—a)—> + oo
X—>a x—>a+0 xX—>a

tgx > 400, tgx—>—o0, tgx—> t oo, logx~>—oo, logx
0 0
x—>;—'—o x—>;—'+o x—>§ x>t x>

neeksistuje ani v $ir3fm smyslu.

19, Kritéria pro limitu funkce, Zbyvd urciti kritéria, podle
nichZ se pozna, zdali #(x) ma limitu, kdyZ x = a ¢&ili nic. Prvni
takové kritérium tyka se funkce f(x), kterd v <a, b > jest de-
finovana a p¥i tom jest reklesajici. To znamena, Ze F(x1) < f(x2),
kdykoliv x1 < x2. Véta o limité zni:

. Jestlize i(x) jest v intervalu < a,b > shora ohrani¢end a
neklesajici, pak eksistuje lim f(x).

x—=>b-0
Ditkaz provedeme uZitim posloupnosti
- 1 1 1
Xi=2b— | xy—h— .. xp==b— -
k10 PER A " ke

kdeZ k jest kladné &islo t 6, Z2e b—1:(k+1)>
Prislugné hodnoey o tak volené, Ze b—1:(k+1) >a.

y1="F0x1), ye=1i(x,),.. Yn=Fx), ...
tvofi posloupnost neklesajici a shora ohranicenou. Eksistuje
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tedy lim yn = A, to znamenda: Zvolime-li ¢ libovolng malé,
n— oo
kladné, lze nalézti vZdy takové N(e), Ze

0<A—f(xn)<e¢ pro viechna n2 N (e).
Tvrdime nyni, Ze tato nerovnost plati nejen pro ¢leny po-
sloupnosti Xy, XN +1,..., atd.,, nybrZ i pro viechna x spliujici
nerovniny

1 : . 1
b—m<x<b, &ili O<b—x<m—o(6)
a Ze tedy lim #(x) = A.
x-—>b—0

Dukaz jest tento: Spliiuje-li x hofej$i nerpvnosti, padne
mezi dva za sebe jdouci Cleny posloupnosti:

XN+ rEXXN4r+1 .
Jest tedy, protoZe f(x) jest neklesajici funkce,

FN+)SFE)SFEN+r+1),
e>A—FfUN+)=ZA—f(X)=A—f(xN+r+1) =0 s. e, d.

Obdobna véta plati o druhém konci intervalu
limf(x)=8B
x—>a+0
a obé véty dokaZou se snadno i pro funkce nestoupajici.
Pro funkce, které nejsou monotoni, uzivd se obecného kri-
téria Bolzano-Cauchy-ova, které zni:
Jestlize ke kaZdému libovolné. malému, kladnému ¢ lze

nalézti 6(e), takze
1) —Ff(xa) | <e

pro vSechna x1 a x: splfiujici nerovnosti
0< x,—a £ xa—a £4(s),

pak H(x) md limitu, kdyZ x > a.
Podminka tato jest nutni, nebof, kdyZ f(x) ma limitu
A, pak lze ke kazdému &/2 nalézti 6(c), takZe

SO —AI<

Volime-li tedy x1 a x: v tomto intervalu, je
| () — A) — (Fx) — A) < fle) — A |+ o) — A < 5+
a tedy FO) =)<

pro 0< x—a|<d(s).
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Podminka jest vSak také postacujici, nebotf, kdyZ jest
splnéna, lze kolem a nalézti interval <a—4(107), a+
-+ 8(107) >, takZe pro x v ném leZici padnou p¥isluiné hod-
noty f(x) do intervalu na ose y-ové délky 2 :10. Uvnitf pfe-
dedlého intervalu na ose x lze viak nalézti druhy < a— 6(1072),
a-+-6(1072) >, takZe piistudnd H(x) jsou v intervalu délky
2 : 100 atd. Intervaly na ose y, do nichZ padne }(x), maji délky
2.10, 2.10-% 2.1079,... a leZi vZdy nasledujici uvnitf pfed--
chazejiciho. Definuji tedy podle v&ty o zaFazenych intervalech
z odst. 8. jeden jediny bod vSem spoledny A, ktery jest hle-
danou limitou, netof rozdil

fx)— Al <2.10—n
pro vSechna x, leZici v intervalu
<a—d8(10—n), a+4d4(10-1)>.

sin(1:x)

Cviteni. Lim Sn(1:%) istuie. . =1/
videni xl:!)n?) sin{1:x) neexistuje. (UvaZuijte posloupnost X, =1/
X, =127, x,=1/3a,.... xa=1/ax ....)
y
y=x
y=l—[l]
- R\'\\\\
,”‘ /’ \ N -
-3 -2 -1 [e) 1 2 3
Obr. 6.

_20- Funkce spojité a nespojité. Prirovneime grafy funkci
y=x, y=x—|[x]. Nazor (obr. 6) nas poutuje o tom, Ze
pfimka y = x probiha nepfetrZitd (spojité), kdeZto druhi &ira
v bodech x=1, 2, 3,... se méni skokem, takZe obraz kfivky
sklada se z riiznych spoli nesouvisejicich tahii. Aviak slova
agfrﬂ;‘]}gnim;gsl‘;} ;ﬂters(’/ch isme uZili, jsou velmi neur&ita. Proto

st (continuité e Lopd , o
v damtm Lodg st ontinuité, Stetigkeit) funkce (kfivky)
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Funkce f(x) jest spojitd v daném bodé x = x., jestliZe
lim f(x) = f(x°).
X —=>Xo

0bsirnéji Feceno:
Pro kazdé libovolné malé, kladné ¢ lze nalézti 8(c), takZe
[fE)—F(x) | <e pokud 0= |x—Xx,| <d(s)

Limita f(x), kdyZ x-—>x, a f(xo) jsou tedy pro spojité
funkce totoZné. Neni-li to splnéno, jest 7(x) v bod& xo nespojitd.

Z toho jest patrno, Ze funkce f(x), ktera neni definovdna
v bodé xe, jest tam nespojitd. Tak na pf¥.

i, i, sin x La pod
x’ x' “x ’sinx .
isou nespojité v bod& 0. Mnohod&len jest funkce spojita v kazZ-
dém bodé, nebot
lim (@, xn+a,xn—14....4+anp) =a,x,"+a, x—14-..-+an.
X —>Xo

Racionalni funkce lomend jest spojitdi ve vSech bodech
s vyijimkou téch, v nichZ jmenovatel stivd se roven nule.
Soucet, rozdil, sou€in a podil spojitych funkci jest op&t spo-
jita funkce. Pfi podilu ovSem jen tenkrit, kdyZ v uvaZovaném
bodé jest jmenovatel od nuly rizny. Ctenar si sestroji ditkazy
téchto tvrzeni, uZivaje v&t o limitach z odst. 17.

DokéaZeme spojitost funkce sin x. Vime, Ze |sin x | < | x|
pro vSechna x kladna nebo zépor_r;\é. Je tedy

| sinx —sin0| <& pokud |x| <e

af ¢ jest kladné, jakkoli malé. Tim jest dokazana spojitost sin x
v bodé 0. Z toho plyne, Ze (1 — cos x) =2 sin? x/2 jest také spojita

funkce v bod& 0 a tedy lim (1 — cos x) =0 ¢&ili lim cos x=1.
x =0 x—>0

Z této okolnosti a ze znamych vét goniometrickych plyne
lim sinx = llm {sm K+ }= llm {sm Xo.COS Y+ COS X, . sin y} =
X = X
=sin x,,, q.e. d

Funkce cos x = sin (n/é + x) jest tedy také spojitd v kaZddém
bodé&.

Cvileni. 1. Ve kterych bodech jsou spojité a kde nespojité funkce
tg x, cotg x, sec x, cosec x?

2. Je-li #(y) spojita funkce v bod& » a @ (x) spojiti v bodd ¢
a je-li mimo to @(£) =, pak 7(;plx]) iest spoiitd funkce pro x = &.

*
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(Poloz ¢(x) =y. KdyZ x £, tedy y=>n Z toho plyne, protoZe
f(y) jest spoiita

lim §(p[x]) = lim f(y) =1 (0) =1 (pl£}).
x> X—>1

3. Funkce definovana vztahy
y=x.sin % pro x ¥0, y=20 pro x =20, jest spojitd v bod& x=0.

Funkce y = [1— x2] jest nespoijitdi v bod& 0, atkoliv tam ma
limitu. )

Funkce y — x pro racionéln{ x, y nedeﬁnov_éno pro iracnonéln}
x, iest nespojitd v kazdém bod&, ackoliv iejf graf jest nerozeznatelny
od grafu pHmky y = x.

4. Podobn& jako v odst. 18 jsme definovali limity z leva -a
z prava, miZeme definovati spojitost z leva a z prava.

Funkce f(x) Jest spojitd z leva v bodé x=x:, JestliZe Jest

lim f(x) =f(x,).
X=>X;—0

Dokazte v&ty: a) Je-li f(x) v bod& x, spoiita, iest tam spoiita
z leva i z prava. b) Je-li f(x) v bodé x; spojitd z leva i z prava,
jest tam spojita.

wi.

5. Funkce y = [x], y =x— [x] /i(s;ou spojité z prava v bodech
x=0, 1, +2, +3,... Viude jinde jsou spoijité.

6. Funkce y = x pro raciondlni x, y =2x pro ostatni x, jest
Spojitd pro x =0 a nespojitd v3ude jinde.

21, Pokradovani. Dosud jsme miuvili o spojitosti funkce
v daném bod&. MuZeme nyni definovati spojitost funkce v ce-
1ém intervalu: .

@) Funkce jest spojitd v otevieném intervalu (a, b), je-li
spojitd v kazdém bodé toho intervalu.
~b) Funkcé jest spojitd v uzavieném intervalu <a,b >,
ie-li spojitd v (a, b) a spojitd z prava v bodé a, z leva v bodé b.

Misto slova funkce spojitda mfizeme pfi geometrické inter-
bretaci klasti slova kfivka spojitd. Jest vSak velmi dileZito
uvédomiti si, Ze nage definice kfivky spoifité v <a,b> neni
vzata z nazoru. Definice ta opira se o vlastnosti kfivky v jed-
notlivych bodech a nikoliv o vlastnosti kfivky jako celku. Spo-
jifé kiivka v <a,b >, jako celek, ma viastnosti, které jsou
nam sice znamy z nazoru na nékteré jednoduché kiivky (ako
pfimka, kruZnice nebo parabola a j.), které viak viyZaduji di-
lpazu, méme-li jim pFifknouti vieobecnou platnost. Jsou to ze-
iména tyto tfi viastnosti:

1. Je-li f(x) spojité a od nuly riiznd v bodé x = x1, pak
v uréitém okoli bodu xy md I(x) totéz znameni, jako H(x1).
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1. Jestlize I(x) jest v <a,b > spojitd a maji-li ¢isla H(a),
i(b) riiznd znameni, md rovnice {(x)=20 v (a, b) aspori jeden
koFen, to jest kFivka y = (x) protind osu x mezi a a b.

1. Jestlize i(x) jest v <a,b> spojitd, pak mezi hodno-
tami, kterych I(x) tam nabyvd, jest nejvétsi hodnota a nej-
mensi hodnota. (Véta Weierstrass-ova.)

Ditkazy t&chto v&t a nékterych jejich disledki nasleduji.
Ctenéf, ktery nepociti ihned potfebu téchto ditkazi, miZe od-
loZiti studium ndsledujicich dvou odstavcii na dobu pozdéjsi.

22. Prvni a druhi véta o spojitych kunkcich. Funkce jest
v bodé x = x: spojitd a od nuly rizna. Dejme tomu, Ze y1 =
= f(x1) jest kladné Cislo. ProtoZe f(x) jest v bodé tom spojita,
jest moZno splniti nerovninu

’(x) —f(x;) < y1/2, &ili f(x,) —y1/2 < f(x)
pro vSechna x spliiujici nerovnost
x1— o) < x < x+8y0),

kdez 6(y1) jest kladné ¢&islo zavislé na yi.. ProtoZze vSak
1(x1) = 1, tedy
Hx) > yi—y1/2 =y /2.

To znamend, Ze f(x) jest kladné, pokud x jest v < x1— 9,
X1 + o >.

Je-li #(x1) zdpomé &islo, uvaZujeme funkci y = —Hx) a
sezname, Ze v uréitém okoli bodux: je — f(x) kladné a tedy
#(x) zaporné. V&tu prvni Ize roz3ifiti i na jednostrann& spojitou
funkci, kdyZ opakujeme pfede$lou ifivahu s tou zménou, Ze
misto intervalu <x:—34, x1 + é > uvaZujeme pfFislusny in-
terval jednostranmy (ma pf. <xi, x1+8> piEi spojitosti
Z prava.)

Abychom dokazali druhou vétu o spojitych funkcich, pfed-
pokladejme, Ze fla) a f(b) maji rfiznd znameni. Rozpiilime
interval <a, b>. V bodé& piilicim x:1 je F(x1) bud rovno nule,
nebo kladné, nebo zaporné. Je-li f(x;) rovno nule, je véta do-
kazina. Je-li #(x1) ¥ 0, tedy bud (@) a #(x:) maji rizna zna-
meni, nebo f(x1) a #(b) maji riiznd znameni. Zvolme k dalsi
tivaze ten polovi¢ni interval, na jehoZ koncich ma f(x) riizni
znameni a oznalme interval ten < ai, b1 >. Rozpiilime tento
interval a opakujeme pfedchazejici pochod myslenkovy. Ob-
drZime tak bud bod xz, v némz f(xz) =0, nebo novy Ctvrtinovy
interval < @z, b2 >, na jehoZ koncigh ma f(x) riiznid znameni.
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Tak pokracujeme dale. Jsou nyni jen dvé moZnosti. Bud pc
konecném podtu n krokioi dojdeme k bodu pulicimu X, ktery
ma vlastnost f(x,) =0 a pak vé&ta jest dokdzana. Nebo Zidny
ptlici bod X, nema této vlastnosti. V tomto pfipadé ziskdme
nekoneénou posloupnost intervali <a, b>, <ai, b >,
< az, bs > ..., do sebe zafazenych, z nichZ (n - 1)-vy ma délku
(b —a) :2". Tyto intervaly defimiji jediny bod &, ktery jest
v kazdém z nich. Tvrdime nyni, Ze f(£) =0. Bod & ma totiZ
tu viastnost, Ze v kaZdém sebe mensim jeho okoli nabyva
f(x) jak kladnych, tak zapornych hodnot, nebot kaZdé jeho
okoli obsahuje ve svém nitru nekoneéné mmoho intervalii < an.
b,>. Tuto vlastnost nemiZe miti podle véty I Zidny bod,
v némz funkce jest od nuly riizna a tedy nutné& #(£) =0.

Véta dokdzand ma daleZity disledek: .

Jestlize f(x) jest spojitd v <a, b > a pFi tom #a) ¥ i(b),
pak K(x) nabyvd v <a, b> viech hodnot obsaZenych mezi
f(a) a i(b).

BudiZ na pf. f(@) > f(b) a m hodnota mezi &isly témi po-
loZena. Potom funkce F(x) =#(x) — m. jest spojitd v <a,b >
a mi vlastnost F(a@) >0, F(b) <0. Podle véty Il jest tedy
;7(?) a,b> obsazen bod £ té vlastnosti, Ze F(£) =0, G&ili

=m.

Cvigeni_ 1. KaZda algebraickd rovnice P(x) =a,x?+a,xn~14- .
«+.+an=0 lichého stupn& s redlnymi koeficienty ma aspoit jeden

redlny Kkofen.
(Za ptedpokladu, Ze as > 0, urd znamenf funkce

— — a, a, a

pro tak veliki kladnd x a pro tak velikd zdpornd x, Ze znaménko
zdvorky jest totoZné se znaménkem a,.)
. 2. Rovnice Kepler-ova x—e.sinx=M, kde 0 Se<1 a M
jsou dand cisla, ma aspon jeden kofen redlny. (Vyhledej znameni
fyn!(ce_ f(x)=x—e:.sinx——M pro dosti veliké kladné a dosti ve-
liké zéporné x. Uvidime pozd&ji, Ze rovnice ma jen jediny koFen.)
3. Rovnice tgx—a.x=0(a>0), ma kofeny v intervalech
(n/2, 37:/22, (‘371/2. 57/2),...

.23. Treti véta o spojitych funkcich. Funkce nespojita vlast-
nosti té miti nemusi. Tak na pf. y=x—[x] v intervalu
<0,2 > jest vSude mensi neZ 1 a pfi tom nabyva hodnot tak
blizkych jedné, jak chceme. Nenabyva tedy nikde hodnoty ma-
ximalni.

. Uvazujme nyni o funkci f(x) spojité v < a, b >, Rozpiilime
<a,b> a ptirovname &isla f(@), #([a--b]:2), ). Jedno
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z nich bude nejvéts§i. PfisluSnou tseCku oznadime xi. Roz-
délime <g@a,b > dal§imi dvéma délicimi body na &tyFi stejné
dily. Prirovmdme pét pofadnic pfFislu$nych k délicim bodum.
UseCku nejvétsi pofadnice nazveme x». Tak pokratujeme
stiale. Jestlize pfi nékterém z téchto krokii vznikne nékolik
»nejvétsich« (sob& rovnych) pofadnic, volime z nich tu, ktera
mda nejmensi tiseCku. Tak vzniknou dvé posloupnosti

Xy X, Xgp . oo (XD LS ) SF )L
Posloupnost prva ma aspoii jeden bod zhu§téni &, leZici
v <a,b>. Tvrdime nyni, Ze v bodé& tom nabyva f(x) svého
maxima, to jest: Zvolim-li libovolné x v <a,b >, bude vidy

flx) < £(9).
Z prvé posloupnosti miizeme vybrati+novou posloupnost
Xng Xnys o - Xn, ktera ma limitu & (viz odst. 4, cvi€. 4). Potom

iest vzhledem ke spojitosti
lim f (Xnk) =f(5.
k— oo

Zvolme libovolny bod x v <a,b>. Bod ten leZi mezi
dvéma délicimi body déleni n-tého X, << x < x.". ProtoZe jest
Xp" — X' =(b—a): 2" je patmé lim x," = x a tedy podle

n—» oo
véty b) z odst. 4 také lim X', =X a proto lim f (x'n) = f (x).
k—>mom k k> k
Avsak Xn, @ x' n, isou iseCky patfici k témuZ ng-tému pdleni.

Jest tedy N
f(xn)=f(x'n) a tedy také kll_r)ngo (Xnk);kli_l)n’c{o (x'n),

to jest 1(£) = f(x) q. e. d.

Podobné se dokaze, Ze existuje v <a,b > bod », v némZ
ma f(x) minimalni hodnotu £(;) =< f(x). Tim jest tfeti v&ta do-
kazana.

Disledek jeji jest:

Funkce i(x) spojitd v < a,b'> jest tam oboustranné ohra-
niéend. lest totiZz f(5) < f(x) <f(€) pro kazdé a< x < b.
Funkce f(x) jest spojita také v <& n> (nebo <#<&>) a
podle disledku ke druhé vété nabyva vSech hodnot mezi
1Gp) a HE). .

24, Inversni funkce. BudiZ y—1/(x) funkce spojitd
v <a,b> stale stoupajici; tim minime, Ze, kdykoli x1> x:
je také f(x1) > f(x2). Potom jest, B=1(b) > (@) = A a funkce

*
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y=f(x) nabyvd kazdé hodnoty mezi t&¢mito dvéma mezemi
a sice kazdé jen jednou. Z toho vyplyvi, Ze ke kaZdému y, le-
#cimu v int. < A, B >, pFislusi jedno jediné x, splfiujici rovmici
v = i{(x). Miizeme tedy podle obecné definice funkce z odst. 15
povaZovati x za funkci nezavisle proménné y v <A,B> a
psati

x=ug(y).

Jest to inversni funkce k funkci y =#(x). Tato inversni
funkce jest samoziejme stale stoupajici a jest také spojita, jak
ihmed dokdZeme,

Vybefme si v int. (4, B) libovolné &islo yo a volme ¢ libo-
volné malé a kladné tak, aby xo + & a xo— ¢ leZelo v<a,b >,
pfi EemZ jest xo = @(yo). Pak jest

yo="FHxo), Xo= (P(.vo)t Yo+ 81 =FHxo -+ &), yo— de = Hxa—¢).

Cisla kladna 81 a J2 jsou tim pfesn& urdena a zavisi pa-
trné na volb& Cisla e. Inversi pfede$lych rovnic ziskidme

xo+£=(}>(.vo+ 81)s xo—e—’:‘P(Yo—az)-

Oznadme mensi z &isel &1, d2 znakem 6(e). Zvolime-li nyni
Yy v int. <yo—394, yo-+ 8>, padne piisluiné x=o(y) do
< Xxo—¢, Xo+ ¢ >, nebof p(y) jest funkce stoupajici. Tim jest
viak dokazdno, Ze

x—x =g —@(y);<e pokud 'y—y!<<d(s), s. e d

Podobnym postupem se dokdZe spojitost z prava v bodg&
y = A a spojitost z leva pro y =28.

Rovnéz funkce spojita v <a,b >, stile klesajici, méa in-
versni funkci spojitou, coZ se dokdZe obdobné jako nahofte.

25. Funkce eksponencidlni a logaritmus. Funkce eksponen-
cidlni y =a*, definovana v odst. 6 pro kazdé redlné x, jest
stile stoupaijici, jestliZze a > 1. DokaZeme jeji spojitost nejd¥ive

’ 1

v bodg 0, UZijeme k tomu vztahu lim a"= 1, dokazaného v ci-
n—>»w

tovaném odstavci, ktery ma tento vyznam: Je-li ¢ libovoln&

malé a kladné, jest
1

an —1< ¢ pro n > N(s).

UviaZime-li, Ze a* jest stoupajici, usoudime, Ze také
@ —1<¢epro 0< x<1:[N +1).

Kd ssler: Uved do podtu diferencidiniho._ 5 65



Misto nerovnin t&chto Ize psati symbol

lima* =1—=a"
x—>+0
1

Dile jest lima " =1 a tedy
n->»o b
1—a 7 <g pro n> Ny(e).

Z toho plyme, jako svrchu,
l1—a*x <gpro 0>x>—1:[Ni(e) +11, cili lig a"0= as.
Pt

Celkem muzZeme pséti lim ¢* = 1, nebof limity z prava i z leva
x—>0 toe
jsou ob& rovny jedné. Spojitost v libovolném bodé x» jest
pouhym dusledkem, -nebot
limax=limgot+h=gx, limgh=g% . 1
xX>X%X h->0 h—>0

Celkem muzeme Fici: Funkce y =a* (@> 1) jest spojita
a stile vzristajici v kaZdém intervalu. Nasledkem toho mi
podle v&ty pfedeslého odst. spojitou a stile stoupajici inversni
funkci, kterou nazyvame logaritmus y pFi zdkladu a a piSeme

x = loggy.

Obor promé&nné y jsou viechna realna &isla, v&tsi neZ nula,
nebof a* nabyva viech hodnot v&tSich neZ nula a jen téchto,
kdyZ x probihda mnoZstvi (— oo, -o0). Zikladem a logaritmi
miiZe byti kterékoliv &islo > 1. Pfi numerickém pocitdni uZiva
se mejCast&ji logaritmii desitkovych (dekadickych, a= 10).
Tak zvané logaritmy pFirozené maji zékladem iracionalni ¢islo
e=271828 ... Diivod jejich ndzvu sezhame z odst. 29.

Souvislost dvou riiznych logaritmickych soustav o zikla-
dechi @ a b sezname, kdyZ uvaZime, Ze ze vztahil

xi=logay, xs=logsy plyne
y=axi= bxe Cili agloggy = blogyy .
Je tedy
loga (alogay] = loga [blogpy] &ili logay =loga b i logb y.

Dosadime-li sem y =g, obdrZime

1=1logasb . logra
a tedy

log&,v =logab.logs y= 10/36 y.

logs a



Vzorce toho uZiva se pfi prevodu soustav logaritmickych.
Tak na p¥., zna&ime-li dekadické logaritmy log y a pfirozené
lg y, bude

1
logy=lozs’.e-lgy=L .1gy, (loge=——=0-4343

g 10 1ig10
26. Funkce cyklometrické. Funkce x =siny jest v oboru
< — —;t—, %— > pro y funkce spojita a stile stoupajici. M4 tedy

inversni funkci spojitou a stile stoupajici, kterou nazyvame
arkus sinus x a piSeme

y—arcsiny, —1Zx< 1 (Obr, 7a)

Vyznam této funkoce ﬁej]épe si zapamatujeme, kdyZ pfte-
de$ly vztah &teme trochu ob3iméji: y jest arkus (oblouk),

y y

ol

y=arccosx

-

wld

y=ercsinx

N

Obr. 7a. Obr. 7b.

ktery pfisludi k danému sinu x, Tak na pf. arcsin0 =20, arcsin
1/2=a/6, arc sin 1 = /2, arc sin — 1/]/2 = -—n/4 atd.
O funkci sinus vime z geometrie, Ze

siny =sin (y + 2kn) =sin [k + Dg—yl, (k= 1,+ 2, %+ 3,..)

Nisledkem toho rovnice x = sin y ma mimo uZ definované fe-
Seni y =arc sin x je§té nekone&n& mmoho daldich

y =arcsinx + 2kn, y = (2t + 1)z — arcsin x,
k=0, 1, +2 +3,....

Funkce'x = cos y jest spojita a monotonni v oboru <0, n >
pro y. Jeji inversni funkce jest arkus Eosinus x

y=arccosx, —1<x<1. (Obr. 7b.)
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Protoze x=cosy=sin(@/2—y), ¢&li y=arccosux,
n/2 — y = arc sin X, jest mezi funkcemi vztah
arc sin x + arc cos x = n/2.
Iversni funkce k x=tgy, —a/2<y<a/2, jest arkus

tangens x
y=arctgx, —oo <x<.+o00, (Obr. 8a)

Qbr. 8a.

\ y=arotgx

y=arcootgx

Obr. ‘8b.

a inversni funkce k x =cotg y, 0 <y <a, jest arkus kotan-
gens x
y=arccotg x,+ o< x <+ oo, (Obr. 8b.)

Ze stejného diivodu, jako dfive, jest

R
arc tg x -+ arc cotg'x = 5 -
o



Cviéeni. DokaZte vztahy

arc sin (— x) = — arc sin x, arc cos (— x} — ;g —arccos X,
arc tg (— x) = —arc tg x, arc cotg (— x) =z —arc cotg x,

x 1—x°
arc sin x — arc cos V1—xt=arctg ]/1—_}_‘ = arc cotg _V—x_

(pokud 0 < x <1), )
lim (arcsinx :x) =1, lim(arctgx:x) =1
x>0 x=>0

Kapitola V.
PRVA DERIVACE A DIFERENCIAL.

27. Deiinice derivace. BudiZz déna funkce y =Hx), defino-
vana v okoli bodu x. Zvé&t$ime-li x o kladné nebo zdaporné
Eislo h= A x,*) zvétsi se pii tom f(x) o kladné nebo ziporné
gislo 4y = f(x +h) — i(x). Podil

Ay _fx+h—f&x)
Ax h

nazyva se podil diferenci a zavisi, jak patrmo, na ¢isle x, na
velikosti £ a na tvaru funkce f(x). JestliZe poklidame F(x) za
pevné zvolenou funkci, x za pevné zvolené éislo, jest podil ten
funkci jen prom&nného &isla k. Jest tedy

Tato funkce jest definoviana pro vSechna b, pro ktera jest de-
finovino f(x + k). s vyiimkou jediné. hodnoty A =0, nebot
nulou nelze déliti, Pfes to v3ak, jak vime, miiZe eksistovati
Lll’—ll 37(h). JestliZe limita tato v daném pfipad& eksistuje, nazy-

vame ji derivace Hx

hliinoq) ) = Tof(x—l'h,)l;f(x) = Fr .

Limita zavisi na x a na tvaru funkce 7(%). 1 ovSem jiZ

*) Ax &teme »delta x«. Jest to diference (rozdfl) dvou hodnot

(x+h) ax Nékdy Fkame, Ze A x jest pFiristek x, A'y pHristek y.
Ax nenf soudin veliéin 4 a x, nybrz symbol, podobn& jako #(x).
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