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tadu n-tého iest 1, kdyZ n jest prvocislo, nebo nula, kdyZ n neni
prvodislo, jest iracionalni. TotéZ plati pro &islo, jehoZ cifra Fidu
‘n-tého jest 1 nebo 0, podle toho, zda n jest & neni mocninou &fsla
dvé. DokaZte tato tvrzeni! (Diikazy opiraji se o periodicitu &fsla ra-
ciondlniho.) ®

Kapitola 1l

POSLOUPNOSTI CISELNE.

4. O limitich posloupnosti. V pfede§lé kapitole definovali
jsme posloupnost ¢isel a5, 0z, 0, . . .; fekli jsme si, co rozumime
slovy limita posloupnosti a konvergentni posloupnost. _Po-
sloupnost md limitu A, kdyZ a jen kdyZ ma*) definitivni dseky
v§ech Tady, kferé definuji redlné &islo A (limitu). V3imméme
si, v jakém vztahu jsou Cleny posloupnosti k jeji limité A.
Zhruba miiZeme Fici, Ze ¢leny Qn s dosti vysokym indexem velmi
mdlo se lisi od limity A. To vyplyva z té okolnosti, Ze viechny
Cleny, které maji definitivni tiseky Ffadu k-tého, 1i§i se podle
definice t&chto tsekii a limity od A ranejvy3e o jednu jed-
notku fadu k-tého(10—*). Viastnost tu budou miti viechny &leny
an pro n&Z n jest v&tsi, neZ urcité &islo celé, kladné N(k), z4vislé
na k. Zvolim-li nyni kladné islo ¢ libovoln&€ malé, mohu vidy
nalézti k£ takové, Ze bude 10—* je§té mendi neZ .

Z toho plyne, Ze prosta hodnota rozdilu |@,— A' jest mensi
nez ¢ pro viechma n, ktera jsou vétsi neZ pevné &islo N(k) =
= N(e), z4avislé na k a tedy na e Proto fikame, %¢ &leny po-.
sloupnosti se vzristagicim n bliZi se ke své limité. Také obra-
cend, plati-li nerovnina | @n — A | << € pro kaZdé ¢ pokud
n > N(e), miiZeme tvrditi, Ze posloupnost ma definitivni tseky
kaZzdého fiddu a Ze tedy .ma limitu. Nebof wvolim-li e=
=10"*%(n > N(e)), jest a, v&tsi nebo men¥i neZ pevné &islo A
nanejvy3e o 10—* a tedy md s Cislem A num& totoZny nebo

*) Budeme uZivati réen{ (viz téZ odst. 7.)
B, kdyZ a len kdyz A
misto- dvou vét
1) B, kdyz A. 2) non B, kdyZ non A.
Na pf. véta: ?Clslp jest délitelno tfemi, kdyZ a jen kdyZ ci-
ferny soudet je délitelny tfemi« zastupuje dv& v&ty: »Cislo jest d&-

litelno tfemi, kdyZ ciferny soufet jest délitelny tfemi« a »Cislo neni
délitelno tfemi, kdyZ ciferny souCet nenf dé&litelny tfemie.
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téméf totoZny iisek fadu (k2 — 1)-ho. Jest zfejmo, Ze iiseky ty
budou totoZné, mi-li A na k-tém misté cifru jinou neZ 0 nebo 9
a po pfipad€ témé&f totoZné, ma-li tam A jednu z obou jmeno-
vanych cifer. Z toho plyne véta, ktera miiZe slouZiti za druhou
definici limity:

Posloupnost md limitu A, kdyZ a jen kdyZ pro kaZdé libo-
volng zvolené Eladné ¢ jest_splnéna_nerovnina _ .

la,—A | <g &ili A—r<an< A-+e

_pro vsechna n> N(e).

Véty této uZivame k rozhodnuti, zda urdité &slo A jest
¢i neni limitou dané posloupnosti, hlavné tenkrite, kdyZ Gleny
posloupnosti nejsou diny ve tvaru &isel desetinnych a kdyzZ
tedy nemiiZeme pouZiti ptivodni definice limity. Tak na pf. po-
sloupnost -—2’ 3 4 5

prost 1" 2’3 %
= (n--1)/r— 1= 1/n jest mensi neZ ¢ pro viechna n, kteri
jisou v&tsi nez 1/e.

Jako zvlastni pFipad jest tfeba pamatovati, Ze posloupnost,
jeiiz Cleny od né&jakého. an pocinaje jsou vSechny rovny témuz
¢islu b, ma podle definice limitu rovnou b.

Limita jest Cislo, které udava vlastnost posloupnosti ja-
koZto celku. To jest nejlépe patrno z toho, Ze limita se ne-
zméni, kdyZ nékolik libovolné zvolenych Clenit posloupnosti
nahradime jinymi, litovolnymi Cisly nebo je prosté vyne-
chame.

Nizornou pfedstavu o posloupnosti s limitou A ziskamc
timto fysikalnim pfirovnanim. PovaZujme &leny posloupnosti
a, ds, as... za posice za sebou jdouci, které zaujimi bod m,
pohybujici se na ose x-ové. Bod ten bliZi se k posici A. Toto
»bliZeni se« k bodu A miiZe se diti velmi rozmanitymi zpt-
soby. Tak na pf. v posloupnosti 1/1, 1/2, 1/3,...1/n... bliZime
se k limité A =0 stdle vic a vice a stile z prava, to jest Cisly
vét§imi neZ . A. V posloupnosti 3/1, 3/2, 7/3, 7/4...[2n+
4+ (— 1)+ n,... bliZime se k lim#te A =2 stile vic a vice,
avSak stfidavé z prava a z leva. Jest to jakysi osciladni pohyb
kolem stfedu A s nejvét§im vykyvem stile se zm jfeim—
Ve fysice nazyvd se takovy pohyb tlumeny. Konefné v po-
sloupnosti (1 + 1/2Y), (14 1/10%), (14 1/29), (14 1/109), (1 +
-} 1/25) atd., blizime se k.limit¢ A =1 opét oscitadnim pohy-
bem, jekoZ nejvétsi vykyvy nezmenSuji se sice stale (1/2,

-+ -mad limitu 1, nebot rozdila,— 1=

PRSI
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1/100, 1/8, 1/1000...), avSak pohyb ma pfés to charakter #lu-
meny, ktery definujeme znakem: Po uréité fadé vykyvi jiz
Zadny dal$i vykyv nepfestoupi predem dané, libovolné malé
kladné &islo «.

Posloupnost 1%, 2% 3% ... nk ... pii celistvém kladném k&
a posloupmost —1, 7, 5, 21, 19,... i+ (1" (n+1),...
tvofi pfiklady posloupnosti, které nemaji limity. Jsou vsak
pozoruhodné pro tuto vlastnost:

Af zvolim kladné cislo M jakkoli veltke, vzdy mohu na-
lézti ¢len posloupnosti, takZe -nejen on, ale i vSechny daYst
de_n_y__zzgquupnostz jsou vets; nez M.

Misto tohoto souvéti fikame struéné€ o kaZdé posloupnosti
toho druhu, Ze c¢leny jeji vzrustaji do nekometna kladnymi
¢isly a oznacujeme vlastnost tu symbolem.

an —» 0o, nebo také a, > - oo,

ktery Gteme: @, se bliZi k (plus) nekonednu. Jest tfeba zdi-
razniti, Ze slovo nekone¢no neznaéi ¢islo, nybrZ pouhy symbol
pro dosti komplikovany fakt, tykajici se posloupnosti. Dile
jest dobfe vSimnouti si toho, Ze &leny posloupnosti takového
druhu musi sice konec¢né vzriistati nad kazdé é&islo M, Ze
vSak neni nutno, aby kaZdy nasledujici byl vétSi neZ pfed-
chazejici. O tom sv&d&i pfiklad 2.

Obdobné uZivime symbolu a@,— — oc pfi posloupnustech
takového druhu, jako na pf. a,,=—n’

Posloupnostt s limitou maji nékteré diileZité vlastnosti,
jichZ si ihned povsimneme.

a) Md-li posloupnost limitu A, jest oboustranné ohrani-
cend, 1o zZnamend, 2¢ 1ze Wé?ﬁﬁy jeji Cleny uzavriti do inter-
valn S A= A+d>""

Volme ¢ =1 a vyhledejme takové N, aby bylo |a,—A | <1
pro n > N. Nerovnost napsand ma ten vyznam, Ze vSechna «
s indexem n > N jsou uzaviena v intervalu <A —1, A+ 1>.
Mimo interval ten leZi jen prvnich N Glenil posloupnosti, které
vhodnym roz§ifenim intervalu lze do ného {aké zahrnouti.

b) Kazdd novd posloupnost, vybrand z éleni dané posloup-
nostt majici Timitu A, md rovnéz ltmttu “A.

Sefadme &leny vybrane posloupnostl vzestupné podle in-
dexii@n, Qny Qny. - Qg .. kdeZ tedy m <n:<ns... Pivodni
posloupnost ma limitu A, to jest ke kaZdému ¢ lze nalézti
I}(e) takZe |an— A|<< & pro vSechna n > N(e). Jestlize tedy zvo-
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lim ¢ tak veliké, Ze n; > N{e), coZ nastane ]lSte pro vSechna ¢
vetsi neZ néjaké Qfe), bude i |@a, —A' < ¢ pro viechna
g > 0(e) a tedy lim @n, = A.
9>
¢)_Jestlize posloupnost &, es,... En... md limitu rovnou

niule a je-li k cislo rediné, o némz_vime, Ze jest menSi nez
kterekolt &n

pak jest nutné k < 0.

Kdyby tofiz k£ bylo kladné, bylo by zfejm& moZno nalézti
mezi Cisly & takové, které by bylo men$i nez k. To v3ak by
odporovalo pfedpokladu (¢) a nemiiZe tedy byti £ kladné.

d) Uvedeme jesté nékolik vé&t, tykajicich se dvou posloup-
nosti, Nechf jest lim a,=a, lim bp—=>5. Utvofime-li nové po-
sloupnosti séitanim, od¢itinim, nasobenim nebo délenim stejno-
leblych &len#, danych posloupnosti, obdrZzime posloupnosti,
které rovnéZ maji limitu, a sice

lim (an -+ ba) = lim an’+lim bp = a-}- b.
n-—->oo

lim (@n . bn)=1im an . lim bp=a . b.

n—»00
an lim an a
. lim b =fmbs —0 pokud b + 0.

Dokazeme posledni z napsanych vztahii. Zvolme C¢islo &
mensx nez b!:2 a vyhledeime N tak, aby |an—a' <¢, ale také
b | <£ pokud jest n > N. Pak je'

‘an — (an—a) b—(bn—0b) a

n_a
‘bn b b ba

anb—bn a
b bn

b|. - b
ProtoZze v3ak | bn — 0 | <|—|bude | by | >%atedy

an_a | an—aj. Ib|+llznfbl laj b+ ]a]
bn b 2 IARE <2 K
pokud n > N.

a a
Zvolime-li nyni libovolné malé #, je vZidy ! I b—"—— ( <,
l

pokud je ¢ voleno tak, Ze 2£(|bl+la ):|02| <9 ae< ‘»4’
Jest tedypodle definice lim Z b,kdyz oviem b0, Zcela

steiné dokaZi se véty, vztahuum se k soudtu nebo soudinu limit.
* -
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—e) Necht posloupnosti as, as, as.. ., by, bz, bs, .. maji limity.
Jestlize pro viechna n od urcitého pocinaje jest

an = bn pak také lim an = lim bn.

Abychom vétu dokazali, poloZme
an = a+ én, ba =b+1)n,

a uvaZme, ze podle véty predeslé jest limen=lim(a,— a) =
=lim @o—a=a—a=0 a podobn& lim 7,=0. Podle preq-.
pokladu jest od urtitého n podinaje a - &x=b -+ 7. Cili
a—b =7y — &. Klademe-li ve vét€ (c) k=b—a a &a —1n
misto &» obdrZzime (b —a) S0 Cili a =b.

Cvideni. 1. Jakou vlastnost mi aritmetickd posloupnost a; —a,
gs=a-+d av=a-2d,...an=a+ (n—1)d,... pro kladné d,
pro zaporné d a pro d = 0! (@n—+-> -+ 00, an—> — oo, lim aa = a).

2. Jakou vlastnost ma geometricki posloupnost @y =a.q,
ay=agqe,... an=aq"...pro a>0, 0=¢<1, pro 0>¢>—1, pro
g=1, pro ¢ > 1. (im an =0, lih an =0, lim an=a, an -+ o0 nebo
an — — o0). .

3. Jsou-li ap, a1, ds,...Gn... dseky iraciondlnfho &fsla a, jest

lim gn=a! 342045
* n
4. Ur&ete limity posloupnosti(n—>o0):an= — an=
an*+bn-+c¢ ) . __sin na
= "dnfe (dé&lte Citatele i imenovatele n%); an_— T An=

=gn.cos na (| g | <1) (uvaZte, Ze sin a cos maji prostou hodnotu
men3f neZ jedna nebo rovnou jedné).

5. Rozhodngte, pro které hodnoty &isla x maif limitu posloupnosti
an=2x:0, ap=x.1, dn=1:0x, an=xn(1—x), an=(xn4-1): (xn—1),
an = (cos x)n, anp = sin nx, an = xn, sin nx.

6. Pocet dni v roce N po Kr. jest .
lim 2NR [* 2NR|? 2NR™. b —one n-
n_>m{365+'cos % COSW-'_COSW ,R_90, N:>:158;

5. Posloupnosti monotoni. Nikoliv kaZzda posloupnost ma li-
mitu. V ptikladech dosud uvaZovanych mohli jsme vZidy né-
jakym jednoduchym tsudkem zjistiti existenci i velikost, jindy
zase neexistenci limity. To v8ak neni vidy moZno, jak o tom

1 2 []
sv&dCi na pf. posloupnost (1 +%), (1 +%), (l +%). . Jest

tedy nutno vyhledati takovd pravidla, kterd by umoZnila
zjistiti, zda dand posloupnost ma limitu &ili nic. Nejdfive od-
vodime vétu, tykajici se zvlaStniho druhu posloupnosti:
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Kazdd shora ohranicend poslpupnost ¢isel neklesajicich md
limitu.

Vysvétleme nejdfive slova, jichZ je v této v&té uZito. Po-
sloupnostai, as, as...dn,... nazyva se shora ohranienou, je-li
moZno nalézti takové Cislo M, Ze kiaZzdy &len posloupnosti jest
mensi neZ M: tedy a,. < M pro kaZdé n. Posloupnost jest ne-
klesajici, to jest, Cleny posloupnosti jsou neklesajici, jestliZe
kazdy jeji ¢len jest bud véts$i neZ &len pfedchazejici nebo jest
mu roven, tedy

HEGEGE .S a=....

DokazZeme v&tu nejdfive za pfedpokfadu, Ze viechny &leny
posloupnosti jsou kladré. Kazdy &len posloupnosti jest realné
&islo, které ma urity ciferny obraz. Cisla s periodou 9 na-
hradme ¢isly ekvivalentnimi s periodou 0. Sledujme, jak se
mohou meéniti tyto ciferné obrazy, kdyZ postupujeme od @
k a:, pak k as atd. Tvrdime: Existuje ke kazdému celistvému s
takové Cislo celistvé ks Ze vSechna Gisla @n s indexem n=> K,
shoduji se ve v8ech cifrach fadu vyssiho neZ s. Nazorné&ji mii-
Zeme také Fici: Od jistého a, poéinaje, vSechna dal$i maji
totoZné tiseky Fadu s-tého.

Ditkaz provedeme nepfimo. Mysleme si ve vSech Cislech
a, az as... oddeéleny lseky fidu s-tého: a,°, a,5, a;°. .. a pii-
rovnavejme pfi pfechodu od a5,_,; k @} velikost t&chto tsekd,
v jednotkidch Fiadu s-tého. Pocet jednotek t&ch bud ziistane
pfi pfechodu nezménén, nebo se o jednu & vice jednotek
zvétSi. Mezi témi pfechody, pfi nichZ nastidva .zvét$eni, musi
byti jeden posledni. Kdyby totiZ tomu tak nebylo, musily by
za kaZdym aj nasledovati tiseky s v&tSfim podtem jednotek
fadu s-tého, nezli ma aj. To by mélo ten nésledek, Ze pfi po-
stupu k indexfiim vy$$im a vy38im musili bychom konedné do-
iiti k usekiimai, které by byly vétdi neZ Cislo M, coZ jest ve
sporu s predpokladem, Ze &islo M jest horni hranici posfoup-
nosti. Tedy posledni zv&tSeny &len existuje a jeho index jest
pak hledané &islo ks. Dikaz pravé provedeny -plati pro kazdé
celistvé &islo s. Vysledek dosavadni ttvahy shrmeme do této
véty: Sledujeme-li &leny posloupnosti @i, az, as...d... shle-
dame, Ze m4 definitivni iseky kaZdého fadu. Té&mito defini-
tivhimi tdseky ijest jednoznaén& definovina limita posloup-
nosti A.

Poznamenejme je$té, Ze Zadné a, nemiZe byti v&tSi neZ
A. Nebot kdyby na pf. bylo amoo-—.{l= 10-%, pak by vSechna
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a, s indexem vétsim nez 1000 liSila se od A nejméné o 10™®
a tedy by A nemohlo byti limitou Cisel @n.

Pfi dikazu jsme pfedpokladali, Ze viechny Cleny posloup-
nosti jsou kfladné. Jest zfejmo, Ze diitkaz plati beze zmény
i tenkrate, kdyZ nékolik pocateCnich c¢lenfti jest zapornych,
nebo rovno nule, daldi pak kladné. Jsou-li v§echny ¢leny po-
sloupnosti zaporné a je-li (— M) jejich dolni hranice, bude miti
nova posloupnost b, = M <+ an viechny &leny kladné neklesa-
jici a tedy bude miti fimitu B, Podle v&ty d) odst. 4, jest potom

lim an =1lim (bp —=M) =1lim bp —M=B—M. ~ ~

Podobné dokizeme, Ze posloupnost nestoupajici a ohrani-
Zenda ma limitu.V posloupnosti takové plati vztahy a,=a,=a,...
Nova posloupnost b, = — 1. a, jest neklesajici a ma tedy
limi(tu nr;1 pE. B. Z toho plyne, Ze také @n="5,.(— 1) ma limitu
B.(—1)=—B8B.

Posloupnosti nestoupajici a posloupinosti neklesajici na-
zyvame spolenym nazvem posloupnosti monotorti. Vysledkem
celé tvahy jest tedy véta zakladni diileZitosti:

Ohranicend posloupnost monbtom md vzdy limitu.

6. Odmocnina a obecni mocnina Gisla realného kladneho.
Abychom mohli poéitati ¢isly realnymi, musime jeité defino-
vati odmocninu a obecnou mocninu ¢isla realného. Necht a
jest dané kladné ¢&islo redlné, n celistvé Cislo kladné. Rovnice

xn—a
jest jen nékdy FeSitelnd racionalnim Cislem x. V tom piipadé
: n
nazyvame x n-tou odmocninou z éisla ¢, a piSeme x= ]/a
»Y ’

nebo x =a". Pro jinid a nema rovnice racionalni kofen. Mii-
Zeme viak nalézti posloupnost desetimnych zlomki o konedném
poctu cifer xo, X1, Xe,...Xk... neklesajicich, které maji nasledu-
jici Viastnosti: xx jest nejvét3i desetinné &islo o k& cifrach za
desetinnou teCkou té vlasntosti, Ze rozdil X} — @ = — & jest
zapormny (to jest, ka?dé &islo o k cifrach, které jest v&tsi neZ
Xk davé rozdil kladny). Takové &islo lze vidy nalézti ke kaz-
dému indexu k. Nebot a leZi jist& mezi dvéma n-tymi mocni-
nami celistvych &isel, to jest (r+1)* > a > r". Potom vo-
lime xo=r. Daéle jest jist& moZno nalézti cifru r, takZe
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(r'n+1)">a > (0" n), kdez 0 < r, =< 9*). Potom jest

x1=r" n atd. Patmé jest Xx'= X¢r—1- P¥i tom se xx shoduje

s Xxk—1 aZ po (£ — 1)vé desetinné misto inklusive. Mimo to jest

xP< a <(r+1)"a tedy xx <r+ 1. Posloupnost mi tedy

fimitu lim xx = x. Pfi tom shoduje se x¢ s &islem x aZ po k-té

desetinné misto ‘inklusive, Cislo x nazyvame n-tou odmocninou
z Cisla a a piSeme n 1
X = V& = aTl.

Diivod pro toto oznaleni spolivd v tom, Ze a — X} = ¢,

ma limitu rovnou nule, kdyZz k —~, jak vyplyva z téchto

vztahii == >0 (xk+10—k)n_a>o'
a tedy seCtenim
(xXk + 10747 — x> g Eili ex < 10°% (x,"‘" +x22 (xx + 10°%) + ...

+ (xx + 10*)71}. Ddle vime, Ze xy<<r+1<<r+2 a také
xx+01<r+2. Z toho plyne 0<<eg<<10*. n. (r4 2)™!
a protoZe n a r nezdvisi na k, lim & =0 a tedy a—x"=0.

Toto FeSeni jest jediné. Nebot kdyby n&jaké jiné realné
Cislo kladné y hovélo rovnici a = Y, bylo by také x"—yp" =
=(x-~-y) (x"'+x"2.y4+...+y*)=0 a tedy, protoie
drub4 zavorka jest kladnd, x — y =0.

Z toho plyne ihned vztah

1\1 LR 1
(ai)m - (a,..)n — 7,
nebot vSechna tato ¢isla hové&ji rovnici

xhlrx =qa
Dale definujeme raciondlni mocninu vztahem

m 1\m
213
Z toho plyne

(6] < (@) <l@f = sty ar (),
Mimo to je

a%.: (an_lk)"'kz ((a‘:z)%)km= (anl)’"_ a’%

*) Je-li ry =09, rozumime znakem r*ry ¥ 1 &lslo r+ 1.



Uzitim téchto vét dokaZe se obecng, znadi-li r1 a re dvé
libovolna raciondlni &isla, Ze

at.a" = qr,+,-,’ (ar,)rg —_ arl I'a, (a . b)r, =a".pn.
1

Je-li &islo a>1, jest také x=a" >1. Z toho plyne:
JestliZze r1 > re, a > 1, je také @™ > a™.

Nyni muZeme definovati mocninu y = a* redlného Cisla
a> 1, iehoZ exponent x jest &islo iracionilné. Useky &isla x
isou raciondlni Cisla xe, X1, X2..., kterda maji limitu x. Potom
také posloupnost

Yo=a%, yy=a*, y,=a% ...

ma limitu, nebot a** = a@™*! , @* k1 xp— xp1 >0 a tedy
a ~*1> 1, Z toho Yk = Yr1. Mimo to jest yr<< @+’ a po-
sloupnost Cisel yo, y1, Ye... ma tedy limitu y, kterd pravé
definije mooninu a@*.

PFi zaporném x budeme, jako u racionilnich exponenti,
povaZovati vyraz a*zadislo 1 : a™*. Je-li a =1, klademe 1* =1,
je-li a <1, definujeme

O téchto obecnych mocninach plati opét véty
ax . ay=axty, (ax)y = axy, (ab)x =a* . bx.
Pfipomeiime je§ts, Ze v rovnici y — a* pfislud{ k vétsimu

x vidy vétsi y, pokud oviem a > 1.
1

Piiklad. 1. Necht ¢ > 1, Dok4zeme, Ze lim a" = 1. Posloup-

. n--->»0
nosta‘.a- J’ .. jest stale ubyvaljjici, zdola ohraméena(a 1).
M4 tedy limitu A. Posloupnost z piivodni vybrana a%, *.GF- . e
1

mé tedy touZ limitu (odst, 4b) lim @®»= A. Z toho vdak plyne

dile e
1 1 1 1 1

lim an =1lim a2n , gZi=lim @21 . lim a2n, &ili A = A*.
Rovnici té hovi Jen ¢isla A=0, nebo A=1. Prvd moZ-

nost odpad4, nebof | an— O‘Jest stile v&tsi neZ 1 a zbyva tedy
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1
ien moZnost lima™ = 1. Diikaz lze provésti také jinak. Pro dvé&

realna Cisla t'll,-)bmp‘lati vidy(a" —b") = (a—b) (a"l"+a"'2 o+
+a3 b4 ... +b67) atedy (a—1)= {(a—")"— 1"}=
1 al n2 1

(aT— l){aT+ a”+...+ 1}. Jest tedy (ai— 1) =(a—1) :{};
protoze pak a""—-__k> 1, bude i O<a’"|"—— 1 <|(a— D:n
Z toho plyne p?cﬂle véty e) z odst. 4 jednak lima"™ — 1>>0aza
druhél lim a® — 1 < 0, coZ oboje maZe byfi, jen kdyz
lima®—1=0.

PFiklad 2. Posloupnost dand obecnym &lenem an = (1 + %)n
jest stoupajici a ma limitu touZ, jako posloupnost s obecnym
&lenem bp = (1 + ,11 )n+l.ktéré jest klesajici. l K dfikazu to-

toho dileZitého poznatku uZijeme nerovnosti (Bernoulli-ho)
(1 -+ p)*>1-+kp, kdeZ p jest realné Cislo vEtSi nez —1 rizné od
nuly a k ¢islo celistvé > 1. Nerovnost plati jist& pro 2 = 2, nebot
U+p2=1+2p+p>2>1-+2p a to proto, Ze p? jest kladné.
Nisobime-li posledni nerovmost na -obou stranich kladnym
¢islem (1 + p), obdrZime (1 + p)® > 1-- 3p 4 2p® a protoze 2p*
iest kladné, (1 4+ p)® > 1+ 3p. Jest tedy velmi pravdépodobno,
Ze dal§im nasobenim nerovniny dostaneme hledany vziah pro
kF=4 atd. Ze jest tomu vskutku tak, vyplyva z nisledujici
ivahy (obecnd indukce). Dejme tomu, Ze vztah (1-+p)c>
> 1+ kp jest dokazan pro urgité &islo k. Nasobme ob€ strany
nerovnosti kladnym &islem (1+ p). Obdrzime (1 + p)*+! >
>14+E+Dp+kp, a tedy A+pft'>14+E+1)p.
Vztah jest tedy v platnosti i pro &islo (& + 1). ProtoZe pak
plati pro k=2, jest jeho platnost zaruCena pro kazdé celistvé

1\" n
kladné k.‘ Podle B nerovnosti pro n =2 jest (1 -—’F) >1— pr

1
=1- %.Nésobime-li ob& strany Cislem kladnym (l +n—_—1)
1\ n

n+1y -
obdrZime po jednoduché fipravé (lni) > (m) ¢ili ap>ap

)
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- 1 \° n 1
Podobné jest podle B'(H-nz——l) >1 +,12—_—1 >1 +?

1\? n \".
Nasobime-li nerovnost &islem (l-l-;) obdriime(n — 1) >
1\a+1

Mimo to jest b, >1 a tedy posloupnost ta jest kle-
sajici a zdola ohraniCend. M4 tedy limitu, kterA od doby
Euler-ovy oznatuje se znakem e. Dile jest a,<<b,<<b,
a tedy posloupnost stoupajici ai, asz, as,... jest shora ohrani-
Cena a tedy konvergentni, Jeji limita jest identickd s Cislem e,

1)+ i e )
nebot e:lim(1+—) :1im(1+-).(1+ —) =l|m(1+ )
n ‘ n : n n

n n
. lim (l+%) = 1.lim (1+%) . Numericky odhad ¢cisla e

miaZeme nyni provésti s libovolnou pfesnosti na zaikladé
vztahu an, < e < b,, kdeZ m, n jsou libovolna celistvd a kladna
Cisla, Tak na pf. pro m=1, n=5 jest 2<e<(6:5)*<3;
pfesn&j§i hodnotu pro &islo e vypoéteme pozdéji jinou me-
todou. :

PrFiklad 3. DokazZzeme, Ze lim nn = 1. Podle pfedeslého

1\ n
pfikladu jest (1+ ;) <3 a tedy tim spise (1+%) <n,
1 1
kdy# volim n > 3. Z toho plyne na > 1+ % ,(r+1)<np't =

] 1
a tedy (n-+ 1)a+i < nn. To v8ak znamend, Ze pro n > 3 po-
1

posloupnost jest monotoni a pfi tom ohranienda (n 7 > 1).
M3 tedy limitu A. Limita tato jest identickd s limitou které-
koliv .ploslloupnosti vybrané. z piivodni. Vybefme ji fak, Ze

z éler'u“l nn podriime jen ty, v nichZ n_=2’k, k=123,....
Ctenaf si snadno spolte, Ze ¢leny této nové posloupnosti jsou

1 1

2z, 2%, 277 .- Av3ak tato posloupnost jest obsaZena mezi

isly 2%. 2§, 2%, 2%, ... ktera podle prvmniho pfikladu maiji li-
1

-nitu rovnou jedné. Tedy také lim nan = 1.

7. Podminky nutné a postadujici. Dfive neZ budeme jed-
nati o posloupnostech obecnych, vysvétlime logicky vyznam
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nekterych vét, jichZ se pfi ditkazech matematickych dasto
uZiva. ’

BudiZ A n&jaké tvrzeni a B jiné tvrzeni. Reknu-li:

la) B jest plainé, kdyZ (jestliZe) plati A
jest tim naznaceno, Ze vZdy plati B, kdykoliv plati A, z Ce-
hoZ oviem plyne dusledek, Ze neplati A, kidykoliv neplati B.
Oznacme opak tvrzeni A znakem (non A). Vétu 1a) mohu pak
nahraditi vétou:

1b) (Non A) jest platné, kdyz plati (non B).

Misto véty la) fikame také z divodn jiZ vytéenych:

1¢) A jest postacujici podminka pro B,
a misto véty 1b fikame:

1d) B jest nutnd podminka pro A.

VSechna tato réeni la), 1b), 1¢), 1d) jsou ekvivalentni, to
jest, z jednoho z nich plynou vSechna ostatni jako disledky.

Pritlad 1. Tvrzeni A: Cislo celistvé jest délitelno deviti.
Tvrzeni B: Ciferny soulet jest délitelny tfemi. Véty ekviva-
lentni:

la) Ciferny soudet jest délitelny tfemi, kdyZ cislo jest
délitelno deviti.

1) Cislo neni délitelno deviti, kdyZ cif. s. neni délitelny
tfemi.

1¢) Délitelnost &isla deviti jest postaCujici podminka pro
delitelnost cif. soudtu tfemi.

1d) Délitelnost cif. soudtu tfemi jest nutnd podménka pro

délitelnost &isla devitl. i

PFiklad 2. A: Trojihelnik jest rovnodhly, -B: Trojihelnik
jest rovnostranny.

la) Trojihelnik jest rovnostranny, kdyZ jest rovnoithly.

1) Trojiheinik neni rovnouhly, kdyZ neni rovnostranny.

1¢) Rovnothlost trojithelnika jest postacujici podminka
pro rovnostrannost.

1d) Rovnostrannost jest nutnd podminka pro rovnoiihlost.

P¥iklad druhy ma tu viastnost, Ze mimo vétu: »Trojihel-
nik jest rovnostranny, kdyZ jest rovnoithly«, plati také véta
stejné tvofena s opaénymi tvrzenimi: »Trojihelnik neni rov-
nostranny, kdyZ neni rovnouihly«. Tato posledni véta jest nové
tvrzeni, které se v planimetrii dokazuje a které neni pouhym
logickym ekvivalentem véty prvé, fak Zfejmé vyplyva z pii-
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kladu prvého, nebot nelze tici: »Ciferny soucet neni délitelny
ttemi, kdyZz ¢&islo neni délitelno deviti'« Pfiklad druhy mi-
Jeme obecné vyjadfiti ndsledujicim schématem: Nechf jsou
spravné véty:

20) B jest, kdyZ jest A,

a (non B) jest, kdyz jest (non A).

Misto téchto dvou vét budeme psiti, jak jiZ jsme to za-
vedli v odst. 4.,

2b) B jest, kdyZ a jen kdyZ jest A.

Jest ziejmo, Ze muZeme* také misto vét 2a) Fici:

2¢) A jest nutnd a postacujici podminka pro B,
pii ¢emZ se opirame o terminologii zavedenou na pocatku to-
hoto odst. V&ty 2a, 2b, 2¢ jsou tedy upln& ekvivalenini a na-
znaduji viechny, Ze tvrzeni A a tvrzeni B se mohou mavzijem
zastupovati.

Diikaz o tom, Ze A jest nutnd a postadujici podminka pro
B, providi se pravidelnd tim zpiisobem, Ze se dokaZe: »B jest,
kdyZ jest A« ale také »A jest, kdyZ jest B«.

Cvigeni. Odiivodné&te bliZe tato tvrzeni a pfevedte je na jina
ekvivalentni:

1. Nutnid podminka pro to, aby ¢&tyrithelnik byl Ctverec jest,
aby dhly jeho byly pravé, postalujici podminka jest, aby thly byly
pravé a souCasné, aby v3echny strany byly dlouhé 4 c¢m. Nutnd
i postaCujfcf podminka jest, aby dhly byly pravé a strany byly
sob& rovny.

2. Clslo celé jest délitelno Zesti, kdy? a jen kdyZ jest sudé a
ciferny soulet jest d&litelny tfemi. (Udejte jiné podminky jenom
nutné nebo jenom postauiici pro délitelnost &fsla 3esti.)

3. »Postadujici podminka pro to, aby posloupnost, jejiz viechny
Cleny lezi v daném intervalu, méla limitu, jest jeji monotonostc.
»Nutni podminka pro to, aby posloupnost méla limitu, jest jeji obou-
strannd ohranidenost (to jest viechny Cleny v né&jakém intervalu)«.
Tato podminka neni postaCujici. »Monotoni posloupnost ma limitu,
kdyZ a jen kdyZ jest z obou stran ohrani€enac. :

Sestrojte numerické pfiklady ke kaXdé z téchto t¥f vé&t.

4, Nutné'a postacujici podminka pro to, aby posloupnost ai; @s,
gy, ... méla limitu, jest: Eksistuje redlné Zislo A takové, Ze pro
kaZzdé kladné ¢ jest splnéna nerovnost | an — A | < ¢ pro viechna
n > N(g) (viz potatek odst. 4). ’

8. Obecné posloupnosti. Limes superior a inferior. V od-
stavci druhém jsme definovali, kdy posloupnost ma limitu.
Tato definice poslouZi niam k skutenému rozhodnuti, jen
kdyZ zname ¢&leny posloupnosti ve tvaru zlomki desetinnych.
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Tomu neni vZdy tak. Proto odvodime jiné podminky pro po-
sloupnosti konvergentni.

Nutnd a postacujici podminka pro to, aby posloupnost

M, @, as,...dn,... méla limitu, jest tato:
Lze definovati dvé manotoni posloupnosti
bh=b=<...... bn..... ,
Q== ..., h=..... ,
které maji touz limitu a to tak, Ze
bnéangfn ...... n:1,2,3,....,.

Tim, Ze podminky jsou nutné, chceme Fici toto: Kdykoliv
néjaka posloupnost ma limitu na pf. A, pak’vidy lze sestro-
jiti dv& posloupnosti b, a c¢., shora uvedenych vlastnosti. Di-
kaz jest snadny. Necht jest tedy lim a,—= A. To znamena

b A—c<<an<A+¢ pro n'_>N(e),

af ¢ jest zvoleno jakkoliv malé. Dosazujme za e postupné
Cisla stile mensi a mensi, kterda maji limitu rovaou nule. Z pfi-
sludnych ¢éisel A —e& mohu utvofiti posloupnost b.-a z &isel
A -+ ¢ posloupnost ¢ Zidanych vlastnosti.*)

Tim, Ze podminky jsou postacujici, chceme Fici, toto:
JestliZe jsou znamy posloupnosti b. a ¢, které maji vlast-
nosti shora vytéené, pak také posloupnost ¢, ma limitu. Ditkaz
zni takto: Zvolim-li ¢ libovolng&, mohu nalézti N(e), takZe plati

soucasné <t
A—b,<e ¢cn—A<e pro viechna n> N(e).

To v3ak znamend, Ze b, jest obsaZeno v intervalu <A —¢, A>
a cp v intervalu < A, A 4- ¢ >. ProtoZe a. leZi mezi b, a ¢

je nutné |a.—A <& pron>N().

ProtoZe vztah tento plati pro kaZdé ¢, mé posloupnost a .
limitu A. Vé&tu pravé dokdzanou si smadno zapamatujeme ve
tvaru geometrickém. -

»

%) Necht posloupnost, éisel kladnych ¢ > g2 > g3 > ... ma limitu
rovirou nule. PHslu¥nd &fsla N(g), N(go),... lze zFejm& voliti tak,
aby bylo N (&g} > N(gp). Pak jest A—e, < d, < A&, pro N(egy )
=n> N(g). Proviechna n tcho druhu volime b, = A — g Tim jsou

sestrojeny hledané posloupnosti pro vSechna n=N(g). Pro n=
=1,2,...N(¢) volime b, rovno neimensfmu z &sel a1 Gs,...a NG,

bN(e)+1 8 € TOVIIO NEjVELSIMuU Z Cisel 0, Gy ANy CN(EYHI
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Uzaviené ‘intervaly <by, ¢1 >, <bs, ¢2>,...<bmcCa>
maji tu vlastnost, Ze kazdy z nich leZi cely v intervalu pfed-
chazejicim a pfi tom délka <b,, ¢, > mai limitu rovnou nule,
kdyZ n ->o. KaZdou posloupnost intervali takového druhu
budeme nazyvati »posloupriost intervalii do sebe zafazenych«.
Predchazejici vétu lze pak vysloviti takto:

Posloupnost ai, as, as, ...an ... md limitu, jestliZe jest
splnéna tato nutnd a postacujici podminka:

Lze nalézti posloupnost do sebe zaFazenych intervalii
Ji, Jo, Jso.. Ja, ..., takZe bod ax jest v intervalu Jn.

Jest tfeba jeSté pfipomenociti, Ze kaZdi posloupnost in-
tervali do sebe zafazenych definuje jediny bod spoleény
viem tém intervalim. To plyne ihned z této iivahy. Kdyby
talkové body byly dva a a b, bak by oba byly v intervalu J,
af n volim jakkoliv veliké. ProtoZe pak lim J, =0, je také

n-»ao

vzddilenost bodii @, b rovna nule, €ili body ty splyvaii.
Uzitek odvozené véty jest dvoji. SlouzZi jednak k nume-
rickému vypoétu limit, jednak k riiznym teoretickym diika-
ziim. Na oboji uvedeme pfiklad.
Pocitejme limitu posloupnosti s obecnym ¢lenem-
a,.=1+,11§,+2‘,!,+$+....+%, kde? n/=1.2.3...n

Tato posloupnost jest stidle vzriistajici a shora ohranicena,
nebot ’

S1 1

Limitu jeji oznaéme E.
Abychom odhadli velikost &isla E, utvofme rozdil

S ST T v
antk o e T g T +(n+k)'
| 1
—aiol t et araaTy e TRy
Jest tedy
nik—an< 7'7—1’—{14'—‘]— —~ +o ! -
r+ il T (42 (n+2)= (nF2f—1f

1 1—1:(n42

TS L2




an+k— Qn < L ! n+t2 N
+1)' 1—1:(n+2) @+D!nat1
a z toho pfi€lenénim k rovmici E=E
Eean L2
(n+Dl@n+1)
Tento vztah plati pro kaZdé k. Leva strana nezavisi na k&,
prava strana s rostou01m k bliZi se nule. Podle v&ty ¢) z odst.
4 Je tedy
E—an——1-(2t2 .o
(n+D' (41—
Mimo to vime, Ze E > an, a piSeme-li pro struénost misto
zlomku v pfede$lé nerovnosti ba, je celkem
an < EZ bn+ an.
O Zislech (an—+ bn) se &tenaf snadno presvEdéi, Ze tvoii
posloupnost klesajici. Proto v poslednim vztahu rovnost nikdy
nemizZe nastati. Numericky vypocet probiha takto (n=11):

05000000000 = % — 0-5000000000

E—an+r

L4

0-1666666666 < —— < 0°1666666667
00416666666 <. T < 0-0416666667

0-0083333333 < % < 0-0083333334
: i
0-0013888888 < l— < 00013888889

0-0001984126 < —- < 0-0001984127
0-0000248015 < —~+ < 00000248016
0-0000027557 < — < 0-0000027558

0:0000002755 < 10—' < 0-0000002756

0-0000000250 < —- “ 7 < 00000000251
1
‘ 12! 12
0-7182818234 « (7182818288
*

< 0-0000000023
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Jest tedy na osm mist pfesné E=271828182... Snadno
si lze zapamatovati -ciferny obraz vicemistny

E—2718281828459045....

Pri té ptileZitosti dokdZeme, Ze &islo vypoctené Jest iden-
tické s limitou od dfiveéiSka znamou e-—n l_z)ncz’o |+ ) Bi-
nomicka véta zni

(a+b)n=an+%.an 1 b+ ( 21)an -2 pt ... b0,

Jest tedy

1

T [
it w) (1R ) e
1

cili (1+%)"<1+%+ it <E

a tedy podle vty e) odst. 4.
e<LE M

Daéle jest pro kazdé E<n
1\2 1 1 1 2
(e o d -3+ 5p- ) -2

=32 =)

Jestlize £ volime pevné a n vzriistd, je podle téZe véty

ettt oo

ProtoZe vztah ten plati pro kazdé %k, lze rovnitko vypustiti.
Jest tedy podle véty dvakrite jiZ pouZité

e;lim(1+.l+i+-.--+l_)=5 ........ @)

Pro ¢isla e a E plati tedy souéasné vztahy (1) a (2). To jest
moZno, jen kdyZz E—=e.

’!‘eoretlcky vyznam véty na poditku odstavce dokizané
vysvitne na pf. pfi ditkazu véty:

Kdéssler; Uvod do podtu diferencidlnfho, 3 33



KazZdd posloupnost ai, az, ... oboustranné ohrani¢end md
aspori jeden bod zhusténi. Bod zhus$téni jest takovy, v jehoZ
kazdém sebe menSim okoli leZi nmekoriecné mnoho C¢lenii po-
sloupnosti anebo ktery jest roven nekonecné mnoha c¢leniim
posloupnosti.

Diikaz. VSechny Cleny posloupnosti — protoZe jest ohra-
niCend — lze uzavfiti do intervalu <a, b >. Rozpolme tento
interval Jo. Aspofi v jednom z novych intervali leZi neko-
neéné mnoho ¢lend posloupnosti, nebot kdyby tomu tak ne-
bylo, mé&la by posloupnost koneény podet &lenil, coZ odporuje
definici. Interval ten, a jsou-li to oba, tedy levy z nich,
oznaéme Ji a-rozpolme jej opét. Ziskdme interval J., tvofici
polovinu Ji' a obsahujici nekonedn& mnoho &lenti posloupnosti
(jsou-li dva, volime opét levy). Tak pokracujeme dile. Vzniklé
intervaly Jo, J1, Je, ... isou do sebe zafazenmy ve smyslu de-
finovaném v pfede§lém odstavci, nebof n-ty ma patrné délku
(b—a) : 2", jejiZz limita pro n-> oo jest nula. KaZzdy z inter-
Valii téch obsaluje nekonedn& mnoho bodii posloupnosti dané
a nalevo od kazdého z nich leZi jen koneény pocet ¢lenti po-
sloupnosti. Jediny bod, ktery jest spoleény vSem témto inter-
valim, nazveme S. Bod tento jest bod zhu$téni posloupnosti
ai, a2 as,... nebof, zvolime-li libovolné malé Cislo ¢ je bod
B stfedem intervalu <g8—e¢, f+¢> a mimo to je i bodem
intervalu Ja. Zvolime-li n tak veliké, Ze délka intervalu Jn je
mensdi neZ ¢ padne Jn do okoli uvaZovaného <8 —¢ f+ 6>
a obsahuje tedy toto okoli nekoneén& mmoho ¢lentt posloup-
nosti. Z té okolnosti, Ze¢ na levo od J nemiiZe leZeti Zadny
bod zhu§téni, vyplyvd, Ze bod zhusté€ni B jest nejmensi ze
v8ech bodit zhusténi. Nebot bod zhuSténi mensi neZ S lezZel
by nalevo od 8 a tedy také nalevo od né&jakého intervalu Jn.
Nejmensimu bodu zhu$téni # fikame latinsky limes inferior*)
posloupnosti ai, az, ... a oznaCujeme jej jednim ze znakii

g=1im inf an =1lim an.
n—> oo n -» 00

Podobné definujeme nejv&tdi z bodii zhuSténi Cili limes
-superior*) lim sup @p, = lim a,. Dosp&jeme k n&mu tim zpiso-
bem, Ze pfi pileni intervali volime za dal$i interval onu po-

*) Limes, Cesky doslova mez jest latinsky nazev pro bod zhu3-
téni. Inferior znati dolni, superior horni. Zpravidla budeme_uZfvati

nazva latinskych, protoZe znacky lim inf =lim a lim sup = lim jsou
mezinirodné uZivany. :
*
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lovinu, kterd obsahuje nekonefn& mnoho ¢lenit posloupnosti
a pfi tom leZi co nejdéle napravo.
Prtklad Posloupnost s obecnym ¢&lenem ap=14(— 1)"4

+ -,—z-mé lim sup @, =2, lim inf @, =0,

jak jest bezprostfedné& patrno.
~ Cviceni. 1. Utvofte sami posloupnosti o jednom nebo n&kolika
bcdech zhu$téni.

2. DokaZte, Ze posloupnost ai, az...n..., kterd ma liman=«,
ma jediny bod zhusténi lim an.—_-lim an=cq, (Ndvod: At ¢ jest jakkoli
malé, vidy leZf vné intervalu < g—e, a4¢e> Jen konedny pocet
¢lend posloupnosti a uvnitf nekoneny pocet. ,

3. Dokazte, Ze posloupnost, kterd& ma jediny bod zhu§tén{

lim an =lim an=—u

mi limitu . (Posloupnost mi jeding bod zhu$t&ni ¢ V intervalu
<a—e a—+e> lezi tedy vSechny &leny anpokud n > N{(g).)
4. Posloupnost a1, as, .- .nechf ma bod zhusténi 7. Z po-

sloupnosti 1ze vZdy vybrati Jmou
Unyy Qngy .« o o, “"k .
ktera ma vlastnostlim un, =7.
k> K

(Sestrojiime posloupnost intervalit do sebe zafazenych Jy, Ja
Ja.:., Jjichz spoleénym bodem jest v. Prvni &len posloupnosti
ai, az- .., ktery padne do J; nazveme @¢n,, z dal$ich lent prvni, ktery
padne do J, nazveme an: atd.)

9. Bolzano-Cauchy-ovo vSeobecné kriteriuin pro existenci
limity. Nutné a postaujici podminky pro konvergentni po-
sloupnost, které jsme si sestrojili v pfedes$lém odstavci, uZi-
vaji dvou pomocnych posloupnosti b, a ¢;. Byva obtiZino, se-
strojiti monotoni posloupnosti v daném pfipadg. Proto vyslo-
vime nutné a postaujici podminky je$t& v jiné formé&, kterou
v podstaté objevil jiZ Bolzano a pozdg&ji nezavisle na ném
Cauchy.

Posloupnost as, as, as,...Qn. .. md limitu, kdyZ a jen kdyZ
k libovolné zvolenému kladnému cislu ¢ lze nalézti takové ce-
listvé a Eladné cislo N(¢), Ze plati

| @ —an* | <¢ pro viechna n° > N(¢), n” > N(e).

Piedevs§im dokidZeme, Ze existence limity jest postadujici
podminka pro to, aby byla splnéna nerovnost Bolzano-
Cauchy-ova (B— Q). KdyZ posloupnost ma limitu, pak od
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jistého indexu N(%) podinaje vSechny &leny posloupnosti
maji totoZné nebo témeF totoZné iiseky Fadu k-tého, a tedy,
jsou-li n’, n” dva indexy v&t3i neZ N(&), jest, jak snadno na-
hiédneme, | @y — a@n- | <2.10°* Pfi daném ¢ lze vhodnou
volbou &isla & dociliti toho, aby 2 10 << £ a tedy také
| @Gp — an | <& q. e d.

Jako druhy krok dokaZeme: JestliZe posloupnost spliiuje
podminku B — C, m4 limitu. Zvolme ¢ = 107*. Pak pro viechna
n>NE) je | av—an | < 10* a tedy tiseky¥adu (2—1)-ho pro
vS§echna takova an jsou totoZné nebo témat totozné. Jsou totiZ
tFi moZnosti. Bud ¢islo av md na k-tém mist® desetimném cifru
9 nebo cifru 0, nebo kone&né cifru jinou nez 9 a 0.

Je-li tam cifra jind neZ 9 a 0, jsou patrn& useky Fidu
(2 —1)-ho u v3ech &isel @, pro n > N(k) totoZné, nebof a, =
an+ €, kdeZ | en | << 10°%. Jsou to tedy tiseky definitivni.

Jeli cifra ta devitka, jsou patrné tseky a—Vpro n > N(k)
rovny bud al=D nebo (aff—D+ 10-*+1) a jsou tedy definitivni.

Je-li cifra ta'nula, jsou patrné a%-" pro m> N(k) rovny
bud %~ nebo (aff—" — 10—*+1) a jsou tedy definitivni.

Posloupnost, ktera spliiuje podminky B — C, ma tedy
definitivni diseky kazdého fddu a ma tedy také limitu.

Kapitola IIl.
'RADY.

10. Obecné kriterium konvergence. S¢itdni jsme definovali
pouze pro koneény pocet sCitancii. NemiZeme tedy mluviti
o »souétu viech ¢&lenfi« dané posloupnosti ui, ue, Us..., aniz
jsme pFitkli symbolickému réeni tomu novou definici né&jaky
vyznam. Proto definujeme:

Soucet viech clenit posloupnosti wy, us, us... jest roven s,
jestliZze novd posloupnost &asteEnych soudtii

S$i=1Uy, Sg=1u;+uy, S3=u;, F+ g} 3,00, Sp=1t) + 1y 4..Fun

md limitu rovnou s.
Misto znaku s=1Iim s, = hm (u1 Fu,ug ...+ un)

n-=»
piSeme pak .
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