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Kapitola L

CISLA RACIONALNI A REALNA.

1. Cisla_raciondlni. Matematika jednd o &islech. Z t&chto
éisel odvozujeme pFi po€itini jinad Cisla podle urditych ne-
zménitelnych pravidel poetnich. S tohoto hlediska muiZeme
pfirovnati matematiku ke hfe Sachové, kterd jest definovina
figurami, Sachovnici a pfesnymi pravidly hry. Pravidla tato
jsou tak zvolena, aby Zddné z nich neodporovalo druhému.
Vysledkem operaci jsou urc¢ité posice figur na Sachovnici. Za-
kladem matematiky jest deset cifer (figur) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
8, 9, 0, potom Ffada operaénich symboli ]ako =+, =,
zlomkova Cdra, desetinna teCka, zavorky atd. a obecna c1sla
a b, c, ...p, a, to jest zkratky, jimiZ oznaCujeme urlitd se-
skupeni cifer a jinych symbolii, jako na pf. a=0357, b=28/7
atd. Z téchto symbolii tvofime podle pfesn& pFedepsanych
pravidel symboly nové. Ty jsou pak vysledkem poltu. Pra-
vidla poétu jsou tak pfedepsdna, aby Zadné z nich nebylo ve
sporu s jinymi. Pravidla poCetni pro Cisla celistva kladnd, za-
porna a nulu pokladeime za znama. Q\%ﬂw
(p, q), kdeZ g neni rovno nule, definuje jednoznacne racionilni
<isto—ztomek) a = p/q =p : q. JestliZe dva znaky predstavuji
Totez cislo, Ptseme a—=>. Je-li a rizné od b, piSeme a +b.
Symbol > ¢&teme »jest vEt§i neZ«, symbol < »jest mensi neZ«
a symbol > »jest vét§i nebo rovnoe«. Pocitani &isly racional-
nimi pokladdme rovn&z za znamé. Ridi se pravidly, kterd spliiuji
uréité pozadavky, jeZ jsou tak zvoleny, Ze pfi sprivném po-
éitani podle nich nemifiZe dojiti ke sporim. Tyto poZadavky
isou:




A. Sporidanost Cisel.

I. Jsou-li a, b dvé Cisla, jest spinén vZdy jeden a jen jeden
zevztajhsﬁazb,a>b(éilib<a),a<b(i‘11b>a) )

IL Je-li a>b, b>c, jest také a > c. o 03) &

Detinice. Cislo a jest kladné, kdyZ a >0, zaporné, kdyZ
a <0, vymizi, kdyZ a =0. Nula neni ani kladnd, ani zipoma.

B. S&itani.

IIL. Jsou-li a, b &isla, jest také a + b &islo (jednozna&né
urdené).

AV. a+b=0b+ a. (Zikon komutativpi
V.a+ ®+c) =@+ b) I c. (Zakon asociativni,)
VI. Jediné ¢islo nula ma vlastnost a +0=a.

VIL Je-li a>b, jest také a-+c>b+ ¢c._(Zkon mogg,

VIIL. Rovnice @+ x=0 méa vidy (jediné) feSeni, které
oznacujeme x=—a.

toni

C. Nasobeni,

IX. Jsou-li a, b Cisla, jest také ab &islo (jednozna&né sta-
novené). PiSeme také ab=a.b=a X b.

X. ab =ba. (Zikon komutativni.)

XI. a(bc) = (ab)c. (Zakon asociativni.)

XII. Jediné &islo jedna ma vlastnost a.1=a, kdyZ ¢ F O.

XIII, Je-li a>b a ¢>0 jest ac >be. Je-li ¢<0, jest
ac <bc a je-li c=0, jest ac=~bc =0. (Zikon monotonie.)

XIV. Rovnice ax=1 m4 vidy (jediné) feSeni, pokud
a= 0. Re3eni to oznadujeme x=1/a=1:a. (Rovnice 0. x=1
nemd teSeni!)

XV. a(b + ¢) = ab + ac. (Zakon distributivni,) -

D. OdCitani a déleni.
definujeme vztahy
a—b=a+(—b), a:b=
Déliti nulou nelze,

e
[
]

l
~~
<
_+l_
e

E. PoZadavek Archimediv.

XVI. Je-li a ¢islo, pak lze nalézti celistvd kladnd Cisla n,
pro ktera jest n > a.
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Vsechna dal$i poCetni pravidla ¢&isly racionadlnymi jsou
pouhé logické dusledky pfedeslych. Tak na pt. b+ (@ —b) =
=a, nebot

b+ (a—b)

n “L',”
i

b+ (a+ [—b]), (podle D),
[— +a). (podle 1V),

(b+ (podle V),

+a—=a podle VIII a VI).

DileZité jest poc¢itini nerovninami. Mimo pravidla sub
I, I, VII, XIII, &asto se uZivd t&chto dalSich, jeZ jsou z nich
odvozena. Ve vztazich VII a XIII 1ze v8echna znameni ne-
rovnosti nahraditi opaénymi..Tak na pf. z nerovnosti a <b
plyne a4+ ¢ <b-+ ¢, nebot podle 1 jest a <b ekvivalentni
s b>a a tedy podle VII jest b+ ¢ > a + ¢, Cili opét podle I
a + ¢ <b—+ c. Z nerovnosti ac > bc plyne pfi ¢>0, ¢ > b; pti
c<0,a<b.

Zakony monotonie Ize ponékud rozsifiti. Ze vztahti a > b,
c>dplynea+c>b+d nebotat+c>b+c=2b+d. Je-li
mimo to d >0, bude také ac > bd (nebof ac>bc = bd). Je-li
a>1, jest »-:1 <1 Je-llio<b<1, jest ?1 >1.

Postulaty a definice, které jsme uvedli, sta¢i uplné k vy-
budovani celé aritmetiky Cisel raciondlnich, nemiiZeme v3ak
tvrditi, Ze jsou na sobé nezavislé, to jest, Ze Zadny z nlich nelze
odvoditi z ostatnich.*)

" Cisly raciondlnfmi nevystacime pFi viech tilohach, ke kte-
rym vede aritmetika, Tak na pf. rovnice kvadraticka x2=2
(vypodisti thlopficku &tverce, jehoZ strana jest rovna jedné),
neni feSitelna, jak v&dgl jiZ Eukleid es, Cislem raciondlnim.
Uloh toho druhu jest mnoho. Proto jsme nuceni zavésti do
matemat‘lky novd Cisla, tak zv. élslg ggﬂd. ktera nam
umoZni ¥e€iti i ulohy toho druhu Tato nova ¢isla jsou Etenafi
jisté znidma wve tvaru nekonecnych zlomkii desetinnych, jako
na pf. 1/3=033333..., [2=1414.., a=314159... Na
prvy pohled se muZe zditi, Ze Cisla ta nejsou nic noveho mbof
na pf. obvod kruZnice kazdy ze &tenafii jiz mnohokrate poc1tal
podle vzorce O = 2ar, coZ by mohlo vésti k domnénce, 76 pra-
vidla poCetni pro takova &isla nijak se neli§i od obvyklych
pravidel pro ¢&isla raciondlni. Zde vSak jest nutno si uvédo-
miti, Ze pFi tom uZivame Eisla & pouze zdanlivé, nebof ve sku-

*) Viz o tom podrcbnéji Loewy A.: Lehrbuch der Algebra,
Lipsko 1915, nebo Perron O.: Irrationalzahien, Berlin-Lipsko, 1921.
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teénosti poéitime pFibliZnou hodnotou 22/7 nebo 314159, ktera
jest racionalni. Takové pfibliZné poclitani neni uspokojivé se
stanoviska. teorie, kterd naopak Zddd, abychom odvodili pravé
tak pFesna pravidla pocCetni pro Cisla redlnd, jako je zname
pro Cisla raciondlni. Abychom k tomu dospéli, musime Cisla
reidlna definovati a stanovili pro né pravidla pocetni, neobsa-
hujici sporu. Tak na pf. musime stanoviti, jak se pocita
pfesné soucet ]/2+n nebo soucin V2.n. Ze pfi tom ne-
vystalime s pravidly, ktera znidme z aritmetiky pro desetinné
zlomky o kone¢ném poctu cifer, jest ihned patrno, nebot neni
na pf. moZno napsati pod sebe dvé &isla o nekoneéném poctu
cifer a pak provad&ti s¢itini nebo ndsobeni jejich.

Proto litka, tvofici obsah odstavce ndsledujiciho (a do-
datku I) jest zdkladni dileZitosti pro logické vybudovani ma-
tematiky jako védy. A jen v tomto vybudovani spociva oprav-
nénost matematiky, nebof o spravnosti vysledku nemfiZeme
se presvedditi experimentem (jako na pf. ve fysice), nybrZ jen
tim, Ze dokdZeme jeho souhlas s pravidly pocletnimi, ktera
isme ptijali jako zaklad.

2. Definice ¢isel redlnych a politimi jimi. UZivame cifer
a znamének vztahu + a — podobné jako pfi &islech desetin-
nych o koneéném poctu cifer. Definujeme &islo redlné takto:

Cislo redlné jest symbol mysleny v_podobé Cisla desetin-+
ného_kladného, zdporného nebo rovného nule o nekonelném
poétu cifer.

Slovy »symbol o nekoneéném podétu cifer« rozumime ta-
kovy symbol, v némZ za kaZdou cifrou nd pravo od desetinné
teCky nasleduji cifry leZici je§té€ dile na pravo. Jest zfejmo,
7e takové C&islo nemiiZeme definovati tim, Ze bychom je
vskutku napsali. Pfes to jest moZno Cislo takové v mySlenkich
sestrojiti na pf. réenim: Na levo od desetinné tecky stoji plus
a nula, na pravo od desetinné teCky stoji na n-tém misté cifra
1, kdyZ n jest mocnina dvoiky (n=2, 4, 8, 16, 32,...) a cifra
0, kdyZ n meni imocnina dvojky. Cisla redlna, kterd v hofej$i
definici jsme postulovali, Ize tedy vskutku sestrojiti uré¢itym
konstruktivnim pfedpisem. Obecnd to vyjadiime slovy:

Cislo rediné, od nuly rizné, jest ddno, kdyZ jest mozno
jednoznacné stanovifi jeho znameni vzfahu a cifru stojici_na
Tibovolriém misté pred nebo za desetinnou_teckou.

Znameni vztahu -- a — musime pfi tom tozeznavati od
stejn& psanych znameni dkonu (s€itdni,a od&itdni). ' Znameni
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vztahu + u ¢&isel redlnych oby&ejné vynechavame, Cifra, ktera
stoji na n-tém misté na pravo od desetinné teCky, nazyva se
cifra Fddu n-tého. U ¢isel realnych budeme cifry aZ po fad
n-ty nazyvati usek Fddu n-tého. Tak na pf. pro Cislo a=
= 31415926 ... jest tsek fadu nultého =3, iisek fadu tfe-
tiho s = 3'141 atd. Pri Cisle 8 =—2718281... jest tsek fadu
prvého B = —27, lusek fadu C&tvrtého f:s = —2:7182 atd.
Cislo redlné a s vynechanym znamenim vztahu oznadu-
jeme |@|a nazyviame symbol ten prostd hodnota éisla o.
b Cislo nula, které pokldddme za rozhrani mezi disly klad-
ymi a zdpornymi, jest urceno jednim ze znaki _ekvivalentnich

0 = 0:0000...—=— 0-000000. ..

Nula jest &islo, které neni ami kladné, ani zidporné. Dva
ekvivalentni znaky zavedeme mimo pro nulu také pro disla,
ktera od nékterého mista pocinajice tvofena jsou samymi nu-
lami, jako na pfF.

56-980400000 . . . — 56980399999 .. . nebo
—0-357000... = — 0-3569999 . ..

+ Cisla ekvivalentni se mohou vzajemné zastupovati. Cislo
takové mimo to prohlasime za rovné Cislu desetinnému o ko-
neéném podtu cifer, které vznikne vynechanim komcovych nul
(v na3ich pfikladech 569804, po ptfipadé — 0-357).

Symbol a =4 znadi, Ze Cisla « a # jsou totoZna nebo
ekvivalentni. V kaZzdém jiném ptipad® piSeme aF 8. Dvé
Cisla a a B, li§ici se od sebe jen znamenim vztahu, nazyviame
Cisly soumérpymi (svinetrickymi) a piSeme a=—§, f=—a.

Cisla realna lze uspofadati co do velikosti podle téchto
definic: Cislo kladné jest v&t3i neZ nula a nez jakékoliv. &islo
zaporné, Cislo kladné a jest v&tsi neZ kladné &islo B, jestliZze
prva cifra z leva u éisla a, ktera se neshoduje se stejnolehlou
cifron gisla B8, jest vé&tsi neZli tato a jestliZe pfi tom a a B
nejsou ekvivalentni. Pak piSeme « > g8 a fikime také, Ze 8
jest men3i neZ a (8 < a). Nula jest v&t$i neZ kterékoliv &islo
zaporné, Dv& ¢&isla zdpornd @ B8 nechf maji k sob& sou-
mérna &isla kladna a1 F fi. Pak fikime, Je a > a<lB

podle toho, zda i < B4 &i a1 > B1. Z téchto definic jest zfejmo,
7e pro dvé dana Cisla realma plati vZdy jeden a jen jeden ze
ti{ vztaht a =4, a > 8, a <8.

JestliZe pro vesmeés kladnid mebo vesm&s zaporna Cisla
a, B, v plati a> B8, B>, jest také a >y, jak plyne pf¥imo
7
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z definice. Je-li a rovno nule, jest 8 i v zaporné a vé&ta Jjest
také splnéna. Je-li a kladné a » ziporné, jest véta samo-
ziejmd, pravé tak, jako kdyZ » jest rovno nule a tedy 81 a
Kadné. Cisla. redlna spliiuji tedy postulity spofddanosti A, po-
dobné jako ¢isla raciondlni, Déale Fikdme, Ze ¢&isla redlnd
tvofi mnoZstvi v3ude husté.. To znamend, Ze miiZeme mezi
kterakoliv dvé &isla a ~ 8 zafaditi nekone&n& mnoho &isel y.
takovych, Ze jest a >y > 8. To vyplyva bezprostfedné z de-
finice.

Nyni miZeme definovati dileZité pojmy: posloup-
nost &isel a limita posloupnosti, které ndm Mozl sta-
mmm nésobeni a dé&leni &isel
realnych.

JestliZe kaZdému_celistvému cislu z pFirozen j Fady ¢i-
selné 1, 2, 3,... jest pFifazeno urcité Cislo rediné ai, az as,.
nazyvame vsechna tato cisla hromadnym nazvem poslo J-
FOSTCisSel.

Prikla a = 0102 a2—02 as—OlOZ a4—02
2. a1—324 a2—3224 as—32224 a5—322224
3. a1——26801 az———26792 aa——268001

4= —267 992

“TeCkou nad posledni cifrou, nebo dvéma teCkami nad
prvni a posledni cifrou skupiny znalime, jak obvykle, Ze cifra
nebo skupma se opakuje do nekonecna na prf. 02 =02222..

5 30102 = 530102102 .

Vsimnéme si zvla§té posloupnosti 2 a 3. V posloupnosti 2
v3echna Cisla maji tyZ dsek prvého Fadu (3-2), viechna &isla
od druhého az podinajice maji tyZ tisek druhého fadu (3-22),
v§echna &isla od n-tého @, pocinajice maji tyzZ tisek n-tého Ffidu
(3222...2, dvojka n-krate opakovand) atd. V posloupnosti 3
vSechna Cisla maji totoZné iiseky prvého Fadu (— 26), viechna
maji ;%mg; totoZné tiseky tfetiho Fadu (— 2680, —2679)
od tfetiho as pocinajice maji témér totoZné iiseky Etvrtého Fadu
(— 26800, — 2:6799), od pateho as podinajice maji téméf to-
tozné tseky patého Fidu (— 2:68000, — 2:67999) atd. Pfi tom
nazyvame tiseky tém & totoZnymi n-tého fadu takové dva
useky, jichZ rozdil JestToven jediie jednotce n-tého radu.

O posloupnosti 2 miZeme Fici: Af zvolim jakkoliv vy-
soky fad n, vidy od @. polinajice vSechna Cisla @, @n41,
@n42,... maji totoZné useky Fadu n-té}lo (3222...2). Tento
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usek nazveme definitivni tisek n-tého Fddu dané posloupnosti
Posloupnost 2 ma tedy delinifivii useky viech fada (32, 322,
3222, 32222,..)), které patmé miuZeme povaZovati za lseky
jednoho jediného realného &isla a=32=322222.... Toto
redlné &islo e nazyvé se Limitg poSfoupnosti 2.

U posloupnosti 3 zjistinie: soky fad
n, vidy lze nalézti takové ey, Ze vSechna d&isla posloupnosti
od n&ho podinajice @n, @v 1, N2, ... majf totoZné nebo témer
totoZné iiseky fidu n-tého (—26800...0, —26799...9).
Tyto iseky miiZeme povaZovati za useky dvou ekvnvalentmch

tvarii téhoz &isla realného a=_—2680= —2679 které na-

zveme opét limitou posloupnosti 3.
Obecng mfadu k-tého_ clsla a znakem a®

Jestlize mezi Eleny posloupnosti ai, as, as, ... existuje takovy
ay, Ze lseky Fadu k-tého o® pro viechna n> N jsou rovny
témuz Cislu a, budeme fikati: Posloupnost md def trgm\_fm lseky
Fddy k-tého. Téhoz réeni uZijeme i v tom pripade, jestiize
a(n' pro n> N jsou viechna rovna bud jistému &slu ¢ nebo
Cislu (@ 4 10—*) (iseky téméef totoZné).

Definujeme pak:

Posloupnost a1, as, as,... md limitu, a to jednu jedinou,
kdyZ v ni eksistuji tiseky definitivni kaz d é ho Fddu. Limita
ta jest redlné ¢islo urcené delinitivnimi tiseky.

PiSeme symbolicky l_im oan= «, co? vyslovujeme vétou:

n [= o]

Limita an, kdyZ n vzrista do nekoneéna, jest «. O posloup-
nosti, ktera ma limitu, budeme fikati, Ze janvergu‘l?"(jest kon-
vergenini). Jest zfejmo, Z%e nikoliv kaZdi posloupnost kon-
verguje; tak na pf. posloupnost 1 nemd limity, nebof nema
definitivnich tsekd ani prvého fadu a tedy ani fadid vyssich.

Abychom definice pravé uvedené mohli uzivati, musime
se je§td presveéd¢iti, zda posloupnost s definitivnimi useky
kaZdého ¥idu urduje vskutku jen jednu jedinou limitu. Jsou-li
definitivni useky ka?dého fadu mezi sebou totoZné, jest jimi
limita jednozna¢né stanovena. Zbyva dokdazati, Ze posloupnost
s definitivnimi tseky téméF totoZnymi ma jedinou limitu.
JestliZe mezi definitivnimi vseky fidu na pf. k-tého se vy-
skytuji stdle (t. j. po kazdém indeksu) iiseky dvojitho typu
(tém&F totoZné), pak definitivni tiseky Fadu (k- 1)-ho jsou
také stale dvojiho typu a miuZeme o nich dokdazati, Ze mensi
z nich koné¢i devitkou a vétsi nulou. Dejme tomu, Ze mensi
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z definitivnich tisekit fadu k-tého konéi cifrou.a a tedy vétsi
cifrou (a + 1), po pfipadé 0, kdyZ a=9. Mezi definitivnimi
iseky fadu (¢ + 1)-ho budou tedy nékteré (mensi) s cifrou a
na pfedposlednim mist& a jiné (v&tsi) s cifrou (@ + 1) na pfed-
poslednim mist&. ProtoZe jsou to definitivni iiseky nestejné,
musi jejich rozdil byti roven 10~*—!. To jest moZné jen tak,
Ze mensi kondi dvojskupinou a9 a v&tsi dvoiskupinou (g + 1)0.
Opakovéamim téchto tisudki pro fady (¢ + 1), (¢4 2) atd. ob-
drzime vétu, ktera vysvétluje, pro¢ posloupnosti, které maji
pouze témeérF totoZzné definitivni tdseky, se nazyvaji kon-
vergentni.

Posloupnost a1, az, as,..s ve které se vyskytuji stdle de-
finitivni useky kazdeho Fddu dvonho typu (témér totozné), md
limitu s perwdou 9 (anebo, coZ jest totés, ¢islo ekvwalentm
s periodou 0). A

MiiZeme tedy vysloviti v&tu: KaZdd konvergentni po-
sloupnost md jedinou limitu, kterd jest uiplné stanovena deli-
nitivnimi_useky aane posloupnosti. '

Nyni jiZ miZeme definovati sCitini’a nisobeni Cisel reéal-
nych. Uéinime to bez ditkazi, pouhym vyétem v&t. Dikazy
jsou pfipojeny na konci této knihy v dodatku I.

Dvé &isla redlna a, § necht maji iseky a1, a2... @n...; B,
Bz, ...Bn, ... Posloupnost o1 = a1+ 1, o2=az+ fe,... ma li-
mitu o, kterou nazveme soucet red isel i e
o = a+ B. Posloupnost 71 = a1fy, 12=0a2B2+..Tn=0CnPn..
ma limitu =, kterou nazyvame soudin redlnych élsel‘ a, B a pi-
Seme = af.

O takto definovaném séitani a nasobeni plati zakony ko-
mutati.vm, sqc:latlv:m a distributivni, to jest . —_

d e

a+B=FFT  aPf=Hfa,
a+@+N=@+H+ a (B7) = (aB)7.
a(B+v)=af+ ay.
Dale Ize dokazati, Ze jediné nula a jednotka maji vlastnosti
’ «t+0=uq, a.l=ca(a$0).
Odgitani definujeme vztahem a — 8=a + (— B).
Rovnice a + x=0 m4 jediné FeSeni x = —a.

Je-li a> B, jest a+y>B+x ‘Jeli y>0; jest také
ay > By, Je-li y <0, jest ay < By, je-li y=0, jest ay=F8y. « -
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aciondlni &isla-p/q, kdeZ p, ¢ jsou &isla celistva, ¢ 0,
isou zvlasStnim pripadem ¢isel realnych, kdyZ p/q poloZime
rovno mmm}rzlomku desetinnému,
ktery vznikne, kdyZ provadime déleni podle pravidel pro ¢isla
desetinnd o koneéném podtu cifer.:

Pfevracenou hodnotu &isla reilného o, to jest FeSeni rov-
nice x.a =1 stanovime takto. Useky ¢&isla a (0Fi a +0) necht
isou ai, as, as...; je-li mezi nimi nékolik prvnich rovno nule,
vypustime je z tvahy. Utvofme posloupnost pfevracenych
usekil raciondlnich &isel

. .
(4] asg Uy an

KaZdé z t&chto Cisel je podle pfedeS§lého rovno. urditému
redlnému C¢islu. Posloupnost tak vznikla ma limitu x, ktera jest
jedinym FeSenim rovnice x.a=1 a oznaluje se znakem

x= 1 (nebo 1/a).
a 8
sleni -

m a
ovSem a £ 0.

Kazdé &islo realné a jest mensi neZ celistvé Cislo (a0 + 2)
(postulat Archimediv).

Ze viech téchto vét vyplyva, Ze d&isla realna spliiuji
viechny slww. C,D,E), nutné k pfesnému
vybudovant aritmetiky, jak jsme je vytkli na zadatku svych
tivah p¥i &islech racionilnich. Z toho plyne, Ze redlnymi Cisly
miiZeme poditati pravé takovym zpiisobem, jako C&isly racio-
nalnimi. Mimo to C&isla racionalni jsou pouze zvlastnim pfi-
padem dCisel realnych.

Diikazy v3ech téchto tvrzeni obsaZeny jsou, jak jiZ bylo
feCeno, v dodatku na konci této kniZky. P¥i prvém &teni neni
tfeba, aby Ctenaf dychtici seznati co nejdfive metody poétu
diferencidlniho se j'mi zdrZoval. Av3ak pfi studiu soustavném
jest nezbytno dobfe se s nimi sezndmiti. '

Viude v dal§im budeme uZivati k oznadovani Cisel reail-
nych nebo raciondlnich bez rozdilu pismien latinské abecedy.
Piipomenme jeSt€, Ze Cislo redlné, které neni raciondlni, na-
zyva se Casto €islo iraciondlpj: podle naSich definic jest to
tedy Cislo realné o nekone¢n& velkém pod&tu cifer od nuly riiz-
nych, neperiodické.

= f:a definujeme jako ndasobeni B 'la' kdyZ
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3. Prosté hodnoty a nerovniny. Jak v pfede$lém odstavci
jsmeESTAnovin, “jest prostd hodnota redlného &isla kladného a
Cislo samo a prosta hodnota d&isla zaporného b jest — b.
Prosta hodnota nuly jest nula. UZivame znaku |a |, ktery
Cteme: prosta hodnota @. Tedy na pf. |75| =175, | — ]/2 | =
=)2. Patrné jest

a | a |
-b = . b == .
la.b|=lal.|b] b ]
DiileZitd nerovnost, které v dal§im mnohokrat pouZi-
feme, jest la+bl=lal+10].

Vztah ten — pfesnéjt FeCeno, jeden z obou naznadenych
vztahlt — jest vZdy splnén, af a a b jsou jakakoliv dvé realna
Cisla, kladna nebo zaporna; disledkem rovnéZ dilleZitym jest
vztah ‘x+y|glx| —|y|, ktery plyne z pfedeslého dosa-
zenfim a=x—+y, b=—y.

MnoZstvi vSech redlnych isel uspofiddanych podle veli-
kosti nazyvame osa redinych isel, Jednotliva redlna Cisla na-
zyvéme Casto body na ose Ciselné, V analytické geometrii ¥i-
kiame ji obyCejne osa useCek (nebo pofadnic) a spojujeme
s ni, abychom ziskalt nazomost, hrubou pfedstavu »pfimky«
narysované na papife nebo na tabuli. Z pfedstavy té nesmime
oviem odvozovati Zddnych matematickych disledkii pro Cisla
realna. .
2v BudteZ a <b dvé redlnd C(isla. JestliZe r.ngislo X jest

¢t3i neZ a a mensi neZ b, nebo ‘rovno jednomu“z nich, fi-
kdme, Ze x patfi k uzavFenému intervalu a, b. Slova »uzavieny
interval a, b« nahrmgrﬁ_z-aL > Cislo x, které
k nému patii, spliiuje vztah a << x < 6. Podobné definujeme
interval otevieny (a,b), jakoZto vSechna ¢isla x splfiujici ne-
rovnosti ¢ < x <b. Interval otevieny tvofi na ose Ciselné
lisecku, j€iiZ_body Koncové k intervalu nepatfi; k intervalu
uzavienému pocitime i tyto body. Okoli bodu x jest kaZdy
otevreny inferval, ktery obsahuje x. Bod x samotny k okoli
nepfrislusi.

Cviteni. 1. Dokazte v&tu |a+b|S |al+ 0] tim, Ze uvaiite

zv]a&té viechny moZné kombinace-gnaménkové &isel a,b (++, +—,
—+, ——). Dokazte v&tu —

latb+etetkl=Zlal+1b1+1cl+-+I1kl.

2. a) RedIné Cislo, jehoZ cifra Fadu n-tého jest ddna koncCnou
cifrou v soudinu 2n, (5n) jest racionalni. b) Redlné ¥slo, jehoZ cifra.
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tadu n-tého iest 1, kdyZ n jest prvocislo, nebo nula, kdyZ n neni
prvodislo, jest iracionalni. TotéZ plati pro &islo, jehoZ cifra Fidu
‘n-tého jest 1 nebo 0, podle toho, zda n jest & neni mocninou &fsla
dvé. DokaZte tato tvrzeni! (Diikazy opiraji se o periodicitu &fsla ra-
ciondlniho.) ®

Kapitola 1l

POSLOUPNOSTI CISELNE.

4. O limitich posloupnosti. V pfede§lé kapitole definovali
jsme posloupnost ¢isel a5, 0z, 0, . . .; fekli jsme si, co rozumime
slovy limita posloupnosti a konvergentni posloupnost. _Po-
sloupnost md limitu A, kdyZ a jen kdyZ ma*) definitivni dseky
v§ech Tady, kferé definuji redlné &islo A (limitu). V3imméme
si, v jakém vztahu jsou Cleny posloupnosti k jeji limité A.
Zhruba miiZeme Fici, Ze ¢leny Qn s dosti vysokym indexem velmi
mdlo se lisi od limity A. To vyplyva z té okolnosti, Ze viechny
Cleny, které maji definitivni tiseky Ffadu k-tého, 1i§i se podle
definice t&chto tsekii a limity od A ranejvy3e o jednu jed-
notku fadu k-tého(10—*). Viastnost tu budou miti viechny &leny
an pro n&Z n jest v&tsi, neZ urcité &islo celé, kladné N(k), z4vislé
na k. Zvolim-li nyni kladné islo ¢ libovoln&€ malé, mohu vidy
nalézti k£ takové, Ze bude 10—* je§té mendi neZ .

Z toho plyne, Ze prosta hodnota rozdilu |@,— A' jest mensi
nez ¢ pro viechma n, ktera jsou vétsi neZ pevné &islo N(k) =
= N(e), z4avislé na k a tedy na e Proto fikame, %¢ &leny po-.
sloupnosti se vzristagicim n bliZi se ke své limité. Také obra-
cend, plati-li nerovnina | @n — A | << € pro kaZdé ¢ pokud
n > N(e), miiZeme tvrditi, Ze posloupnost ma definitivni tseky
kaZzdého fiddu a Ze tedy .ma limitu. Nebof wvolim-li e=
=10"*%(n > N(e)), jest a, v&tsi nebo men¥i neZ pevné &islo A
nanejvy3e o 10—* a tedy md s Cislem A num& totoZny nebo

*) Budeme uZivati réen{ (viz téZ odst. 7.)
B, kdyZ a len kdyz A
misto- dvou vét
1) B, kdyz A. 2) non B, kdyZ non A.
Na pf. véta: ?Clslp jest délitelno tfemi, kdyZ a jen kdyZ ci-
ferny soudet je délitelny tfemi« zastupuje dv& v&ty: »Cislo jest d&-

litelno tfemi, kdyZ ciferny soufet jest délitelny tfemi« a »Cislo neni
délitelno tfemi, kdyZ ciferny souCet nenf dé&litelny tfemie.

Késsler: Uvod do poétu diferencidlniho. 2 17
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