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Mll 0 uzlti i‘ad? potencnich ku vyéetl‘ovani funkci nnph-
o : ; citnich.

252 0 funkclch |mp|ic|tnich v pﬂpadé ie Ievé strany rovnic ]o
Iolnujlcloh ]sou dény potanéniml ndam Bndnz d:ina rovnice ¥ (:c, y) _0
ktde e

F(-”1 y)-—“w (x xo)+"01 (.'/ Ju) + Ty (x“"zo)"'i"au (e —2'0) (y yo) +

m
Jest poten(,ni fadou -proménnych =--z,, ¥y —y, konvergentni v jistém
oboru, kteryz _obsahu;e ve gvém nitru bod [R, S]; /#>0, S=0. Jelikoz

oF
(". . )‘_l’o—aO‘U .
’ ™ J=Yo

vime, Ze, je-li a,, 5=0,;existuje jedna jedind funkce y proménné x ho-
vici rovnici F(z, y)==0, nabyvajici v bodé z—=ua, hodnoty y=y, 2
¥ okoli bodu r, hodnot nach4zejicich se v okoli bodu ¥,- Funkce ta jest
8pojitd a md derivace dle z (viech fadi). Dokdfeme si nyni ddle, Ze
1ze ji rozvmoutl v potentni fadu proménné x—z, K tomu cfli piSme
danou rovnici ve tvaru (pi'evedeme tlen a,, (y —y,) na druhou stranu
a délime ay,)

Y—Yo=by, (x— x;)+b2o($ —x,)* -I—bu(z—a:u)(}/ yo)+boz(y ni+..

@)

Jestlize funkee dand fadou
y—y..—A (x—a,)+ 4, (:v—:vo)’-l-A (z—ro)“+ @)
Splﬁll]e rovniei F(a:, y¥)=0, jsou pro " souinitele A, Ay o nutné

splnény rovnice (ziskané dosazenim dle (8) do (2) a uzitim véty o ne-
uréitych souéinitelich)

A, =0y, Ay =Dy, +b11 A +boz Afr 4,=by, 42 + 20y, 4, 4+

A bag by Ay by, A b Al L (4
a naopak, jsou-li rovnice tyto pro koefficienty A, splnény a fada v (3)
Jest konyergentnf, mdme v fadé té vjraz pro y —y,, ktery spliuje rov-
nici. F(x, y)=0 (identicky, t. j. pro viecka x, y v jistém okolf bodu
[®0, ¥o)). AvSak rovnice pro koefficienty jsou rovnice rekurrentni a jsou
Jjiz tak upraveny, Ze koefficient 4, jest vyjidien jako raciondlnd celistvd
tunkce souginiteldi 4, s men§imi mdexy nez k (¢<<k), pfi CemZ sou-
Cinitelé v této racloné,lné celistvé funkei jsou pravé koefficienty 3, z fady
(2) ' ndsobené Kadngmi celymi @sly. Jest tedy patrno, Ze, nahradime li
v rovnieich (4) tsla b, ¢isly-kladnymi v absolutni hodnotd vétsimi ne
b;,, dostaneime revnice, které pro 4, ddvaji hodnoty kladné a v&tsf
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v absolutui hodnot® nez jsou ‘A, vyplyvajiei zé (4). Tim jest’ pntrno, Ze
sutroﬁme -li ¥adu (3) pro rovmci vzhiklon z roviice (2) tim, %e- ‘pravon
stfana rovnice (2) nahradime néjakou majorantni funke{ pravé strany
(levou strany neché,vnjice nezménént) a'dostaneme-li' pak fadu potentni
konvei'gentni pro y — y, jakoito feSeni rovnice nazhadenym - zpisobem
z¢ (2) vzniklé, tim spise bude konvergovatl fada (3), jejiz koefficienty
jsou dény v (4) @ jez tudiz stanov{ 1mp11c1tni funkcl deﬁnovanou TOV-
niei (2)) :
" Nahradme tedy v (2). pravou. stranu majorantnf funkef ku pi‘ uve-
denou v odst. 215.; dostaneme rovmc1 (p¥i tom jest tfeba od vyrazu tam
uvedeného odeéistl jeits dva éleny tak, aby majorantni funkce stledn{t
neobsahovala ¢élen s (y—yo)' a é]en nezdvisly na proménnych)

‘ M . My — 3/)
| — = L — . b
. y yO l—w—g‘o l——y—'% S

Redime-li viak tuto rovnici dle y—y, (pfi temZ hleddme tu hodnotu pro
Y- Yor jei 1est nuﬂou, kdyz @ — x,=0), -obdrzime po snadném poétu

—8SVa S*R—(?M—i—S)“(m—za)
S e SER lcpry

1

Va5 )

da[—

R

0dkudz {dle binomické vét,y x:} véty o ndsobeni fad) jest patmo Ze ziskanf

vyraz pre y —y, lze rozvineuti v fadu potenéni proménné «—.z, 8. polo;-
amérem konvergence : -

: Rr " i oL
ofou 14 2u8™y _;..;i
“Tiin spide tedy bude konvergovati v témz intervalu konverﬂencnim rada
(3), v niz 4, jsou potitiny dle rovnic (4) Tak jest tvrzenf uémene
dokdzdno a mizeme vysledek docileny vysloviti takto: Implicitns Sunkce
y proménné x dand jednalk rovwici F(x, y)=0, kde F(x, y) jest v (1)
ddno jakoito potenéni Fada proménnych T — xy, Y—y,, konvergenini
v jistém . oboru dvoiro.‘amérném s a,, 0, jednak poZadavkem, aby

=y, pro =41, jest v jistém okoli bodu =z, rosvinutelna v po-
tenént Fadu arqumentu x — x,; koefﬁcwnty této potencm rady lze sta-
noviti methodou neurcztych souCiniteld.

(+  Pozndmka 1. Véta (resp dikaz) tu podany jest zevéeobecnéni vty
(resp. diikazu) o funkei inversni (odst. 155.).
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Pozndmka 2. Dikaz podany by v podstaté se neménil, kdyby &lo
vyjadfeni funkece y dvou neodvisle proménnych , » stanovené rovnief
F(r, n; y) =0, jejiz levd strana jest rozvinutelna v okoli bodu [y, %o %,]
vy fadu Taylorovu jest rovna nulle v tom bodé a mi pfi (y—y,)* sou-
¢initel rizny od nully. I tu lze implicitnf funkei y, jez v bods @y, ]
jest rovna y, a jest v tom. bod& a~jeho okoli funkei spojitou, vyjadFiti
v jistém okolf bodu [z, w,] fadou potenéni postupujici dle mocnostf
rozdfld @ —uz,, *—u,. Stejn& tomu jest i pfi libovolném pottu neodvisle
proménnych, takze vétu, jiz jsme si dokdzali pro ptipad jedné neodvisle
proménné, miZeme roziifiti bez dalsich dvah na libovolny polet neod-
visle proménnych. V tomto rozsahu budeme pfedpoklddati v ndsledujictm
vétu tu jako znidmou a dokdzanou.

253. Rozsireni véty o implicitnich funkcich pro libovoiny podet
odvisle proménnych. Vétu dokdzanou v odst. pfedchizejicim lze bez
jakékoliv prekdzky rozsifiti pro libovolny polet rovnic stanovicich stejny
potet odvisle promé&nnych jakoZto funkece danych neodvisle promén-
nych. K vili uSetfenf mista a zjednoduieni psani budu viak ve vyvodech
nésledujicfch predpoklidati, ze mime toliko dvé rovnice stanovici dvé pro-
ménnné y,, y, jakozto funkce dvou neodvisle proménnych x,, z,; rovnice
tyto budtez .

F(z), 25, Y1s 4:)=0, G(7y, zy, ¥, y2)=0. (5)

Rovnice tyto budtez splnény pro |z, 7,, ¥,, ¥,] =[¢,, ¢2n d,, d,] a
levé jich strany budteZ rozvinutelny v fady mocninné v okoli toho bodu
(t. j. v fady mocninné argumentd r, —e,, m,—ec,, ¥, —d;, Yo — dy).
MitzZeme ustatné pFedpoklddati, ze bod [¢,, ¢,, d,, d,] jest bodem [0, O, 0, 0];
nebot klademe-li v (5) z, —e, =2, 2, — e, =2, v, — d, =¥,
y, — d, = y',, dostaneme misto (5) dv& rovnice, jeZ splnény jsou pro
=", 2’5, ¥, ¥»] = [0, 0,0, 0] a jichZ levé strany jsou privé rozvinu-
telny v fady mocninné argumenti z’,, z',, ¥',, ¥'y. Kazdé FeSeni t&chto
novych rovnic dle y',, y', pak divd ihned fedeni rovmic (5) (a naopak)
a miZeme se tedy omeziti na rovnice (5), pii nichz viak [c,, ¢, d,, dy)] =
=|[0, 0, 0, 0]. Levé strany rovnic (5) lze tedy dle pfedpokladi psiti
ve tvaru

11 12 i1, iz ._0,

F(wl, ‘T:, yl’ yQ) =2 llﬂﬂv.’lv.’ﬂ | ﬂ y y! ’ ao,o,o,o—
r i

G (‘Tlr T2y Y1a yQ) =2 .l_,,,“'_“mlw J _7/ bo,o,o,o;or
Ty gy J1» Ja =090, 1, 2,3, ...
Budiz dile funkeiondini determimant.
[D (E G) ] — ao, 0,1,0? ao,o,o,l (6)
D (yy, ya) (71,72, x1,231=10,8,0,0] bo,o,l,ot bo,o.o.l
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rizny od nully. Pak dle obecné véty o implicitnich funkeich vyplyvd
existence dvou tunkei y, = @ (z,, x,), ¥y, =¥ (z,, x,) splinjicich iden-
ticky rovmice () v okoli bodu [z,, z,] =[O0, 0], jeZ obé stivaji se rovny
nulle v [0, O] a jsou jednoznatné stanoveny. My pak si dokiZeme, Ze
tyto dv& funkce jsou rozvinutelny v fady Taylorovy v okoli [0, O).

K tomu cfli pifeme rovnice () tak, ze obdrzi tvar

“o,0,1,091 + @y, 0,0,1Y2 = Q(z), Ty Y1y Yo)s
bo,0,1,0%1 + b0,0,0,1y2 = R(x,, Ty Y1, ¥

kde na pravych strandch se nevyskytuji &lenové tvaru 4, By,, Cy,; (4, B, C
konstanty). Re&fme-li tyto rovnice, jakoby neznimé y,, y, se nachdzely
toliko na levé strané (pak jsou to rovmice linedrni, jichz determinant (6)
jest dle pfedpokladu riznj od nully), dostivaji konené rovnice (B)
tento tvar

—_— lIl 12 j1,,7s — -_— -
YD==0% i ® %Y, yz’ €,0,0,0= €0,0,1,0= ,0,0,1= 0

11 12 J1

y’::d"lv"hilrl' 1 7Y, Jz i d5.0,0,0= %,0,1,0=%,0,0,1= 0, (D
2y 7/27 717 .72 — O, 1, 2, 3, c ey

Dosadime-li do t&chto rovnic za y,, y, rozvoje

v =34, 25" y2:2Bkhk2:c';1xk2 4,,= B, ,=0, (8)
kuh=QL2

obdrzfme na zdklad& véty o neuréitych souéinite]ich (stejné jako v odst.
predch.) rovnice, jez postupné stanovi &isla 4, .., B, ., Tovnice ty
budou miti tyto vlastnosti:

1. Levd strana jich jest bud 4, , aneb B,

2. Na pravé strané jest racionalnd celistvé funkce ¢isel ¥: Y
Byr, oy, s Kde B <k, Ky<<k,, alinedrnd &sel ¢, , . ., d; . . ..
Numeritti soucinitelé Jjsou na pravé strané vesmés tladnd tsla (celd).

V disledku té&chto vlastnosti budou (stejné jako v odst. pfedch.)
fady (8) s koefficienty urtenymi naznafenym zpdsobem jistd konver-
gentnf, jestlize budou konvergovati fady sestrojené obdobns, aviak

k rovnicim, jez vzoiknou ze (7)., nahradime-li jich pravé strany majo-

rantnimi funkcemi. Dostaneme tak misto (7) ku pf. tyto rovnice

M Yy
— 7 7§ [
. —B) (1) (1A (1o R~ TR’

(=) —7%) (1= s ) )

M U Yo
— —M—MZI—M=,
AR By (on)i—2) T EUR

R ¢ 5, 5,

Petr, Diff. potet. 28
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Jestlize funkce y,, y, proménnych x,, ®, hovicl témto dvéma rovnicim
a jez pro [x,, ,] =1[0, O] jsou obé& rovny nulle, jsou rozvinutelny v fady
Taylorovy proménnych z,, z, v okolf [0, 0], tim spiSe tomu bude tak
i pro funkce y,, y, hovici rovnicim (7) brané v dvahu. AvSak o rovni-
cich (9) snadno miZeme rozhodnouti. Nebof z nich plyne, jelikoz pravé

strany se shoduji,

=y, atedy y,= M —M—om ¥

A PR Yo R°
(%) (=5)(-3)
coZ jest rovnice jedna definujicf y, jakozto implicitni funkci proménnych
z,, £, a to dle vysledku odst. pfedch. (viz pozn. 2.) jakoZto funkei roz-

vinutelnou v fadu potetni argumentd z,, ,.
Mizeme tudiz obecn& vysloviti vétu: Funkce y,, y,, ..., y, pro-

ménnyjch z,,%, . .., x_ , dané jednak rovnicems

Fo(y, Xy .., Tys Y1y Yoo -+ v y)=0 i=1,2 ... ,n
jednak poiadavkem, aby y, =yP, y, =9, ..., y, =y, kdy:
o, =20, 0, =1, ..., z, = Ef,’), existuji a jsou rozvinutelny v rady
Taylorovy v okoli bodu [r(f), xf’), RS xf:)], jsou-li splnény tyto pred-
poklady

L F @ a2 e e,y =0, i=1.2, ..., n

2. Determinant funkciondlni _
D(F,, F,, ..., IV
D@y Yoy -+ Yn)
jest v bodé [z, ..., 20, ¥, ..., ¥ rdeny od nully.

3. Funkce F,(x,, z, . X, Yy, .-, Y,) Jsou rozvinutelny

v fady Taylorovy v okoli bodu [22, ..., 2% y®, ..., y?1. -

Soudinitele Taylorovijch rozvoji pro funkee Yy, Yy . .., ¥, ¢
- ustanovits methodou newréitych souiniteli.

Vedle funkei Yy, Y5 ..., Yy, nmeni jingch funkci definovangch
v okolt bodu [azf’), ce e, wg)] hovicich dangm podminkdim a takovych,
aby (Y1, Yy - - +» Y,]1 bylo stile v jistém okoli bodu [y, y¥1.

254. Jako uziti v8ty odst. pfedch. podim odvozeni Fady Lagran-
geovy pro ndkolik proménnych. Pii jedné proménné vydetfovdna Fada
Lagrangeova jiz v odst. 162., methoda obecnd v ndsledujicim vyloZend
dd se pouziti i v pfipad® jedné neodvisle proménné a ddvd vysledky
ve stejném tvaru jako methoda cit. odst.

K viili jednoduchosti zvolime si potet neodvisle proménnych rov ny 3,
postup v3ak naznateny bez jakéhokoliv zmé&ny lze provésti pfi libovolném,
pottu neodvisle proménnych, jak &tendt snadno seznd.

*
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Budeme uvaZovati tfi rovmice tvaru

v =a] + &P, (%, Y5 Ys)
Yo = a3+ 2P, (Y1, Yo, Ya), (1)
Ya=ag + 2P Y1y Yoy Ys):

za predpokladu, Ze funkee <, v,, @, jsou rozvinutelny v potentni fady
trojné proménnych y;, — af, y, — a3, y, — al. Pak rovnice (1) jsou splnény,
klademe-li v nich [y,. y,, ¥s; @, 2, ®1=[a), a3, a3; 0, 0, 0}, a ponévadz
funkciondlnf determinant levych stran rovmic (1) pfevedenych na nullu
jest v bodé& [a3, a3, aj; 0, 0, O] rizny od nully (a rovny jedné, jak
¢tendf snadno vypotte a jak v nasledujicim ostatné téz sezndme), definuji
rovnice (1) y,, ¥, y; jakoZto funkce bodu [z, z,, #;], rozvinutelné
v mocninné fady trojné proménnych x,, z,, x,- a spliiujicf rovnosti
Y1) Yo Yal=I[a}, a3, all pro [z, x,, 2,]1=[0, 0, 0]. Stanoveni soutiniteli
v téchto tfech mocninnych faddch trojnych v jednoduchém tvaru jest
pravé hlavnim tkolem Lagrangeovy fady.

Cisla S, a3, a° mohou byti libovolné hodnoty, po pifpadd i nume-
ricky dané, pfi nichZ oviem jest zachovdn svrchu uvedeny ptredpoklad
o funkeich v,, y,, ¥,. Podrzujice pfedpoklad tento, budeme misto rovnic(1)
vysetfovati rovmice

yi=a,+ 20, (Y1, Yur ¥3) . =1, 2, 3, (2)

kde u,, u,, a, jsou velitiny volné proménné v oboru daném jistym okolim

odu [al, al, al], jez jest charakterisovano tim. Ze v,(y,, ¥, ¥s) jSOU
rozvinutelny také v fady mocninné argumentd y, —a,, ¥,— a5, Y5 — a3.
Funkciondlny determinant levych stran rovnic (2) pfevedenych na nullu
dle [y,, y,, y3] jest ddn vyrazem

o, v, 2,

B AR R

2y u, dy
J—= _. 2 1 Y 2 |. :
" Ty 33/1_, 1 2 3y, Ty %, | 3)

—r 9P, . oYy 1 LA

* oy’ ? 0y,’ 0y,

determinant tento jest v bod& [y, ¥a, ¥si @y, Gy 55 Ty, Zoy 2yl =
=[a}, a3, a3; al, al, al; 0,0, 0] rovny 1. V disledku toho a utin&ného
predpokladu*) jsou rovnicemi (2) definovany tii funkee y,, y,, ¥, bodu

1) Z predpokladu ihned vyplyva, Ze levé sirany rovmic (2) pfrevedenjych na
nullu jsou rozvinulelny v potenéni fady argumentd y,—a?, y,—ag, v-s——agy
a, —al, ey —ay, ag—ay, T,, #,, 3. Neni tedy uzito dosud okolnosti, ze funkce
W: ¥y, ¥, ¥s) jsou rozvinutelny také v fady mocninné argumentd y; — a,
Vg — dg, )’g — dp-

28*
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[:c,, z,, L33 Gy, az, a,] rozvinutelné v fady mocniné argumenti z,, z,, x,
a,—al, ay— aﬂ, a:,—a3 (a kterézto funkce pro [@,, xq, 4; a,, a,, az]=—

=10, 0, 0; «, a3, a3] se redukuji na «i, a, al). Rady mocniné davaij
pro a,=a!, i=1, 2, 3 fady pro funkce y,, y,, y, spliiujicf rovnice (1);
i jde pfedevdim o to vypolitati soulinitele v onéch Faddch mocninych pfi
zh1 ks xks. Abychom tkol tento roztesili, vypoiteme si nejprve koefticient
pH z%1 zka ks v rozvoji funkce

F(y,, ya 43) (4)
J

v fadu mocninou argumenti z,, z,, &y, a, —a!, a, — a3, a; —ay; funkei tu
1ze, jsou-li y,, ., v, funkee svrchu zmin&né spliiujict rovnice (2), v takovou
fadu vskutku rozvinouti za pfedpokladu, Ze F'(y,, y,, ¥,) jest rozvinutelna
v potenéni fadu argumentd y, —a}, ¥, —al, y, —aj, kterfzto pked-
poklad ulinfme. Soutinitelé v rozvoji funkece (4) pH a%)zk2 ks jsou
dle rozvoje Taylorova ddny vyrazem

; — 1 by ks ks L Wy Yar Ya)

Al‘l: ko, kg — 7{'1! k;' kS' [D:} Dx; ng —‘__’J.’ ~ 07
v ndmZ D, znati derivaci dle z; a index O znamend, Ze se md po
naznatenych derivacich dosaditi [y,. vy ¥s: T, 75 o35 a, a,, a,] =
[a3, a3, a3; 0, 0, 05 a3, a3, agl.

Derivujeme-li rovnice (2) dle x, resp. a,, dostaneme 9 -9 rovnic,
ze kterych vypoéteme derivace funkef u; dle z, , resp. dle «,. Obdrzime,
oznatime-li minor, jenz v determinantu (3) pfisludi k elementu v #idku
j-tém a sloupci k-tém, znalkou /., tyto vysledky:

3_1/,. _ qu .

J
I g _Ig cog -
bz, T e, T k=1,2, 3. ©)

Z rovnic tdchto plyne obecné pro funkei F'(y,, v,, ¥a)

oF oF
2w, = VW Yo %) 54~ (5"

a jelté obecnéji pro funkei @ (y,, v,, ¥3 z,, %, x;), mi-li tato funkece
prvy totilni differencidl dle promé&nnych, na nichz zdvisi a jeZ jsou vytteny
za znaménkem funkinfm,
D 20 D
3—:61‘ =y, W) Yo Ys) %k (7()‘:”_")1
v této rovmici znaéf na pravé strané uzdvorkovany derivaini symbol
derivaci Cdstelnou funkce D (y,, ¥,, ¥s; 7, 7,, %;) dle z, potitanou
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tak jakoby ¥, ,.yg, y, nezdvisely na x, (a obdobné i ve vztazich nésledu-
jicich). Uzijme rovnice posledni na funkei (4); obdrime

D, (L g ) W2l il F(27),
"'( J — J ?da, J® da, J?'\Oz,
Av3ak derivujeme-li determinant (3),
3T\ _ % 0y, ov,
—(3—%)—3—% it 3 e + e Jig3

aneb dle druhé z rovnic ()
_(3:7) (a'l’k LA zﬂra./z_‘_apk ays)J_Ep_kJ

oz dy, da, ' Dy, da, ' Y, da,)] ~ Da,
a tedy
D- (1')_1" 3_1’_"’4’".214_E ?ﬁ_p (M)
e\ ] J da, J* Da J da, ar\ J

Rovnici touto nahrazuje se derivovani dle x, derivovinim dle «,; majice
pak na zfeteli, ze derivace dle », a dle a, jsou operace ziménné,
mizeme hned psati

Fy,. y,, ¥, y Yor Ya)
D% Dy D (‘/‘—fy’—))=Df: D¥: Dk (w';lwgz ks, P, S ds )
(6)
Jelikoz funkce, jez na pravé strané se md derivovati dle a,, a,, a;, jest
rozvinutelna v fadu mocninnou argumentd x,, x,, z, (a jejiz soulinitelé
Jjsou funkee proménnjcb a,, a4, @, Tozvinutelné v mocninné fady argu-
menti ¢, — ..), my pak pro vypotet koefficientii 4,, ke, ks, dosazujeme
ve vyraze denvovanim vzniklém [z, z,. #,]=[0, 0, 0], miizeme dosazen{
toto vykonati jeSté pfed provddénim naznacenych derivaci a v disledku
toho v souhlase s rovmnicemi (2) a (3) kldsti zdroved y,—a, a /=1
tim destaneme ihned |

Ak17k?lk3 =
Dth’ Dks [wkl (a15 @y at5) 1’":” (a,...) ‘P:B(”n o) Fay, ay, a;)l’
(7)

kde index O znatf, Ze se po provedeném derivovdni md dosadit o, = «

Tim ziskali jsme vyjadfeni koefficientd pro potenéni rozvoj funkce,
4), jsou-li y,, v, y, FeSeni rovnic (2) (svrchu podrobngji definovans),
oviem jenom koefficientd pfi z% & xks. Aviak jelikoz tleny tohoto roz-

1
Toy 1y Uiy |
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voje, jichz faktor zdvislf na velitindch proménnych jest z¥1azk2zks.
(@, —ad) (@, — ad)2(a, —a2)"®, vymizi pi substituci [a,, @, a,]=
—[a}, al, a3), nejsou-li oviem vsecka celd &isla I, 7,, /; rovna nulle,
znime uplny rozvoj pro funkei (4), jsou-li y,, y,, vy, feSeni rovnic (1),
jez pravé vznikd ze (2) substitucf [a,, a,, a;] =[al, al, aj]

Mizeme wvysledek nalezeny shrnouti wve véfu: Jsou-li funkee
wi (4, Yoy ¥s), =1, 2, 8, rozvinutelny v potenéni fady tfi argumentd
y;—a; — majici spojity trojrozmérny obor konvergemce —, pak tf
rovnice y,=a} 4+, ¥;(%,, Yo, ¥,) DFipoustéji jedno a jen jedno FeSenf
pro [, Y., Ys), ve kterém y,, y., ¥, jsou spojité funkce bodu [z,, z,, =,]
v bod& [0, O, 0] a jeho okoli a ve kterém pro [z,, z,, z,]=1[0, O, 0]
jest [4,y ¥ay yal=[a?, a3, a?]. Funkee y,, y,, y, takto dané jsou roz-
vinutelny v Fady potenini; zejména pak jest pro né platny obecny
T0ZV0j

F(yly y!n y‘_)_
— =
ky gpko gks
:h,lrz;,ka ]%% Df}Dng: (w51 (@ ) w32 (a10) w43(ay,. ) Fay, 05, 05)],
kyy ko k=0, 1, 2, 3, ...
je-li ovem F (y,, ¥, w;) rozvinutelno v tadu potenéni argumentd
y, —a; (majici spojity trojrozmérny obor konvergence). Rozvoj nalezeny
jest rozvej Lagrangeilv pro t7i rovnice (1) a obor jeho konvergence
. obsahuje body {z,, #,, #;], v nichZ vSecka tfi ¢isla x, jsou riizna od
nully.

Vysledek tento se rozSifuje pro libovolny polet rovmic tvaru (1).
Nenf Zddnych prekdzek vypsati jej ku pf. pro » rovmic toho tvaru.
Volime-li =1, obdrzime (za nalezitfch ptedpokladi, jez viak neuvddim)
rozvoj Lagrangeiiv pro

F(y)
| =29 @
kde mezi y a z jest vztah y=a’f 2y (y) Sestrojime-li na zdkladé tak
ziskaného vysledku je§té rozvoj pro

F)v'(y)

4 k rozvoji pro funkei (v) ptiteme rozvoj pro funkci (4) ndsobeny - =z,
dostaneme ihned rozvoj pro F(y), kteryzto rozvoj pfi nalezitém uspo-
Faddnf shoduje se s rozvojem Lagrangeovym v odst. 162.

Obdobn& jest tomu pii dvou rovnicich y, —=a+ =9, (¥, %)
Yo =0, + 2, ¥, (¥,, ¥,)- Tu dostivdme nejprve ve vété dokdzané rozvoj
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pro funkei danou zlomkem

Fy,, 3 Ya) o kde v, :a_wi’

11—z ¢ —2 ¥y + 2z, 2, (v HIP“ V' '4’_’21), Ty,

a ohdobné’ rozvoje pro zlomky, jez v jmenovateli shoduji se s jmeno-
vatelem vyrazu pravé napsaného a jichz titatelé po fadé jsou
— V'L Fyys %)y — P, 1), @hy e Yt Fy, ?/{:)'
Nasobime-1i tyto (celkem ttyfi) rozvoje po Fadé &isly 1, x,, z,, 7,7y,
soutiny tak vzniklé sefteme a na pravé strané nalezité upravime, mime
rozvoj tvaru ’

Ii‘(:,/l7 ye):kj‘,\Bk]'kQa}fl ml’?’ ]"1) 1‘2293 17 2a e ety
kde jest B, ;= F(aj, a3) a pti k, >0, k>0 jest

R SNSRIV A S A B, BF Byt
1 De Du” lzml 24, '3 e, VT 30, 2, ¥
_ L | oF B, — 1 ko oF ()
Bk],n —_— /|'1 1 Dsll [a'a—l L2 1 . ) 0,kg — k2 | 1),, 3—02 ’4’2 , ]

ve kterychZto vyrazech jsou zavedeny u funkei v, ¢,, ¥ a jich derivaci
neodvisle proménné [a@,, a,] na misto proménnych [y,, v,] a kde index 0
mi vyznam svrchu vytéeny.

Stejnym zpidsobem dostaneme rozvoj pro funkci F (y,, v,, ¥,),
kde y,, o, ¥, Spliuji rovniei (1); oznalime-li v ném koefficienty pii
ot w243 znatkou C, . ., jest pil &, >0, k>0, k~>0%

1 — " F ,
Chry kg by = AR | Dat DT e llaal da, 0a, witggr s 4+

9LF dyn ok 1p2 ky ok »®F 9 F .
+3a bag('()a 3+ v ”’3)+aaaa( )+Ba Ba(")—{_
AF 2yl awk 3'4’2 dyki dygs
T e, (’daﬂaaw Vet ey 20, V8T e, a_aq""zz)""
BF
T+ ] .

Koefficienty C, ky,o Shoduji se dplné ve svém vyjadfeni 8 koefﬁcienty
By, 1, ¥ (¢) uvedenymi; obdobny tvar majf i C, .., C,, ,..

V rozvojich ziskanjch jako specielni pfipady jsou obsazeny rozvoje
pro implicitni funkce danymi rovnicemi definované. Tak ku p¥., kdy-

*) Dle souhlasngch vysledkii vypo&td pind Kofinka a Kotdna.
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bychom cht8li miti rozvoj pro implicitnf funkce y,, 7., y, definované
za danych predpokladié rovnicemi (1), kladli bychom v rozvoji poslednim
po fadé F(yy, Yss Ys) =¥, Yss Yo Klademe-li ku pt. F(y,, ., 4:)=1y,,

obdrzime pro y, tento rozvoj

Y —a + S T ] Dkl—l [U'h (a,, ay, a'l)] +

,z“lw“ _ _[ovkr(a,, . . .)
b3 hIT, ST Dt Da? ‘[———‘ '\()al._. -w’;*(a.,--)] +
0

ky, kg
}1 ks
2 X% 1k ' ckratapks Loy kg1 s
> 1’—D'D“ 2 Dsl T DT Dad
+zq,k3 ley 1 ieg | - H'k,,,,,,kak! AN 3
QT awf1a¢k W’k AT
'[aa,a% VRt 5o 3a, P T ae ’()a,, "a, V|

ki, %y k=1, 2,78, .
za poslednim soultovym znaménkem vynechdny k vili stru¢nosti znaky .
proménnych a,, a,, o;.
Pozndmka. Obdobné rozvoje lze odvoditi i pro rovnice obecnéjsi
nez rovnice (1). Uvazujeme-li rovnice

rP,'(."/n Yay ?/3)-:“,? +"L','1P,~(y|a Ys ¥y), 1=1,2,3 (d)

misto rovnic (1), roz§ifime (za ndlezitych oviem pfedpokladii, jez doplni
snadno Ctenaf) platmost rovnic (5), (5'). v nichZ vSak jest klisti misto ./

. L - dy; .
deter@nant, jehozto elementy Jsoum—m‘.a—y&; za ./, pak minory
_ tohoto determinantu. Stejné rozsifuje se i platnost vztahu (6) pro tento
ptipad. Vyjéddreni koefficientd v (7) vSak dostivd tvar

L

— k1 pka nyks
Akl.l.-g,ka"'kl! kﬂl kal D‘l D“z D“s

¥ bn by, b,
¥ (b3 by, by) PE2(by, . ) wio (By, . . _(Tb_u__gl
AUTRD "

kde #,, b,, 7, jsou funkce bodu [«,, a,, a,] definované rovnicemi
q; (bys by, ;) =a;
& v okolf bodu [a,, a,, a,]J=[a}, al, «7] rozvinutelné v fady potentni a kde

D (g1, 95, 95)
D (41+ Yas 95)

Rovnicim (d) lze ovSem také dati tvar y, =@, (a4 ¥,
ag-l—%%, a§+za‘¢:ﬂ; =1, 2, 3.

JWy Yoy y2)=
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255. Véta Woeierstrassova. Uv?{Zujme nyni funkee implicitni y
promé&nné z v bodé =10 a okoli dané rovnief F'(z, y) =0, jez jsou spojité
a stivaji se nullou pro =0, v pifpadé dosud vylouteném. Budeme
totiz predpoklidati, Ze vedle samoziejmého vetahu F (0, 0)=0 jsou
spluény vztahy v poltu n—1 pravici, Ze Cdsteiné derivace funkce
F(z, y) dle y 7ddu 1., 2.,..., (n—1)-ho jsou rovny nulle v bodé [0, 0],
a Ze teprve n-th derivace té funkee dle y jest v [0, 0] od nully riznd.
Déle budeme piedpoklddati, Ze /'(z, ¥)1ze v okoli bodu [0, U] rozvinouti
v fadu Taylorovu. Predpoklady wutinéné o /'(r, ¥) ndm pak dovoluji
psiti F'(x, y) ve tvaru

P (2, y)=wu,(@) +om, D)y +. ..
coiteu, (@Y —u, (X)y? —u,, @)y —...,

pli GemZ v, (x) jsou potentni Fady proménné z a u,(0)=«==0. K vili
jednoduchosti budeme pfedpokladati, Zze bod[1,2]jest vnitFnim bodem v obo-
ru kohvergentnim fady pro / (z, y) (jakoZto ¥ady mocninné dvojné argumenti
z, y). Neni-li totiz tento poZadavek splnén hned od potdtku, stali sub-
stituci tvaru ®—cz’, y=)dy’ zavésti nové proménné «', y'. Je-li pak
p¥i pivodnich proménnyeh bod [¢, d] vnitinim bodem oboru konvergenéniho,
jest takovym bodem téZ [1, 2] pfi novych proménnych.
Provedeme nynf d&leni vyrazu F(x, y) vyrazem

— ¢z, Y)y=—y" +an_1yu-l+J:Vn_2yn—2 +... FzVy+=V,,
, 1
V. jsou zatim neurtené veliciny (parametry). Déleni provedeme tak,
Ze nabradime jednotlivé moeniny y vysSich exponenti nez s — 1 dle rovnic

¥y = p+aV,_ v+ Fxb,

=y +aV, Yok, y+aV® g4 F2V, (2)
yr=@+aV,_y+aVP e y)+aVP y .. .42V,
pi cemz prvni z téchto rovnic ndsleduje z (1), vypocteme-li z ni y;
drubd z prvnf, ndsobime-li ji ¥ a pouzijeme (1), stejné tieti z drubé atd.
Jest patrno, Ze ku pikl.

Vo=V, 42V

Ty VO=VO 4+ 2VD V.=V, +2(.),...
kde v zdvorce jsou Eleny zivislé na tislech V, ve vyS$&im stupni.
Bézi nynf o to, abychom vySetiili, jak vzristaji s rostoucim %

Usla a:VEI”. Tato &isla hovi dle vztahii svrchu uvedenych, rovnicim
2V =2v® Y 4 2V, 2V (3)

n-1"

t=0,1,2..,n—1; k=12 3,. ..
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(pH temz V¥ =0, ¥ = Vi\.'Jsou-]i tedy viecka &isla zV, (i jest
v nasledujicim kterékoli &islo celé intervalu (0, » —1)) men$f v abso-
lutni hodnoté neZ ¢, jsou dle rovnic (3) — wuZitych pii t=1 —
tisla | fo” | mendf nez o(1+4¢). V disledku pak tyehz rovnic — pii
i =2 — nésleduje za téhoz pledpokladu ddle, ze | 2V | jsou mensi
neZ o(1 + 0)¢ a t. d, aZ obecn& dospdjeme k vysledku

| 27" | <e(l + o)

Jsou-li tedy ¢fsla [ zV, | men8i neZ ¢, pak absolutni hodnoty velitin
zV® g rostoucim L rostou pomaleji nez ¢lenové fady geometrické
o kvocientu 14 ¢. AvSak x V! lze psdti jako polynom zdvisly na =
argumentech oV, _, z¥,_,...., z¥, a v nich stupné k£ 4 1. Koetficienty
tohoto polynomu jsou é&fisla kladnd. Z vyvodd predchdzejicich jest pak
zdrovedi patrno, Ze soulet absolutnich hodnot jednotliv§ch Clend onoho
polynomu jest rovndz mensi nez ¢(o+ 1)% Cislo kladné ¢ miizeme
predpokladati tak malé, jak chceme; stati k tomu zvoliti si pro z interval
(-¢, €), kde & jest dosti malé. MiZeme tedy vhodnou volbou &fsla e
dociliti, aby 1+ ¢<2, at jiz velitiny V, jsou omezeny na jakykoliv
koneény obor (7 -rozmérny).

Dosazujeme-li dle (2) do F'(x, y) a to tak. Ze ze flendt, jeZ obsahujf
jako cinitel ¢ (=, y), tento Cinitel vytkneme a ostatné vysledek substituce
piSeme jako mocninou fadu argumentd x, y, ¥V, _, V, , ..., V,
dostdivdme pro F(x, y) toto vyjddfeni

F(‘”; »=0G(, ¥, Vn_p V,,_zy covy Vo) P, y)""er (4
kde G jest mocninnd Fada vytéenych proménnych a R jest ddno vyrazem

R=y ' (=W, _Fu, @) py? W, ,tu, @) +...

o (=W 4, (2)), “’
pii temz W, jsou mocninné fady argumentd r, ¥, ., ¥ _...., V)
VSecky mocninné fady- tak vzniklé (t. j. fady G, W,_,, W, _,
..., W,) jsou konvergentni, je-li 14 0<<2 a zdrovei |z|<<1,|y|<<2.
Nebot dosazujeme-li dle (2) za y=+¥, roz&tdpi se kazdy &len, jenz obsahoval
y"+4 za tinitel zdvisly na y, v n&kolik ¢lend a dovedeme snadno dle pFed-
chdzejiciho omeziti shora soutet absolutnich hodnot t&chto ¢tlend. Tak
ku pf. soutet absolutnich hodnot ¢lendi, v néz se dle (2) roz§tdpf y=+?,

jest mensi nez

(lyl*+olyitel+o) lg v)+ed+e)(yl*+|yl-2 +..4|y|+1)
t. j. jest menSi (je-li o<1, |y|<<2) nez

3.2%0g (=, )]+ 27+*
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a obecné soulet absolutnfch hodnot ¢leni, v néz se rozpadi vyraz
dosazovany za y"tk, jest men3f nez

(k4 1) 2" [p(z, 3)|+ 22+~

Odtud jest patrno z pfedpokladdi ufinénych (ze kterych ndsleduje,
ze i derivace fady pro F(z, y) dle y konverguje pro |z| <<, |y|<<2),
ze mocninné fady pro G, W__,..., W, jsou absolutné konvergentnf,
jedi |y|<<2 a x tak malé, aby soulasné |z| <1l a[zV,]|<<o<<l;
i=0, 1, 2,..., n—1. Rovnost (4) jest za téchto omezeni tudiz platna.

Rovnici (4) miZeme pak pojimati jakoZto rovnici uddvajici ndm
vysledek déleni fady dvojné F (x, y) proménnych =z, y virazem q (x, y),
kteryz jest mnohotlen n-tého stupné v y s koefficienty, jez zdvisi na »
dosud libovolnych parametrech V, zpﬁsobem svrchu blize vyznalenym.

VySetfujme nyni zda V,_.. ¥V, _,,..., V, lze stanoviti jako poten-
¢nf fady proménné x (konvergentni v okoli bodu x=0) tak, aby =0
v okolf bodu x=0 a pro vecka y v jistém okolf bodu y —=0. To pak

nastane tenkrite a jenom tenkrite dle (4'), bude-li spln&no # rovnic
W, =w(), £k=0,1,2,...0—1

Aby téchto » rovnic bylo FeSitelno dle V,, V,,..., ¥, _, k tomu jest
nutno a postacitelno (odst. 253.), by jich Jacobien dle parametri ¥V,
byl rizny od nully v bodé x—0 (a dosazujeme-li zdroveii za V, hod-
noty, jez 17, md nabyvati pro x=0).

Avsak
Wi=u,@V,+u, @Vt eV, ¥V, )+, @ (V2 ()
a jest tedy

(W, — u, (2)) (W, — uy () o
[T-—] _-a, —‘Bf-_ jama 0, Je-]l 2> Z
r—o x=0
odkudZ jest patrno, Ze Jakobien
D(W_ ~—u oo, Wo—uy)

-1 Ta-vt =a® pro z:=0,

D(V._

— nebof jest to determinant majici v hlavni diagondle prvky rovné «,
na jedné strané diagonaly hlavni pak vesmés prvky rovné nulle — af
prisuzujeme veli¢indm V, pro =0 jakékoliv hodnoty. [lodnoty tyto
ostatné nejsou libovolné, nybrz jsou jednozna®né stanoveny rovnicemi
W,—u (£)=0, £=0,1, 2,...,n, klademedi v nich z=0. Tim
dostivime = linedrnich rovnic pro hodnoty neznémych funkef ¥, v bodé
=0, jichz determinant jest pravé (jak svrchu ukdzin0) rovny a=.

P e
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Stanovi tedy = rovmic W, —u, (2)=0 jednoznatné V, jakoito
mocninné fady proménné x v jistém okoli bodu z—0. Dosadimeli za
}', tyto mocninné rady do rovnice (4), zménf se /! identicky v O a do-
stivame rozklad funkce F(z, y¥) v soulin mocninné fady proménnych
z, y (ve které, iak z (2) patrno, tlen nezivisly na [z, ] jest —«) a mnoho-
tlenu n-tého stupné v y, jehoZ soucinitelé jsou mocninné fady pro-
ménné z (pfi y* pak soutinitel jest 1).

Miizeme tak vysloviti vétu (ménfce zdroveni ponékud oznaceni):
Je-li ddna F(z, y), funkce to proménnych [z, y], takovd, Ze lze ji
rozvinouti v okoli bodw [0, 01 v #adu potenini (argumenti z, ), «
ddle takovd, Ze

" 2 n—1 p
F(0, 0)=0, [g—'] —0, [g—’] —0,..., ["’*_lf] —o,
J 0,0 ¥ 0,0 oy 0,0

[ﬂ] =a==0,
3:’/" 0,0

pak lze pro jisté okoli bodu [0, 0] psiti F(z, y) ve tvaru soulinu
Fa, N=0"+v @y +0,@y" " +...+v,@) . F (= 9, )

kde v, (x), 9,(x),...va(x) jsou potenéni Fady proménné x rovnajici
se nulle pro x==0 a kde F,(x, y) jest potenéni ¥ada proménnych
x, y, jez v bodé [0, 0] nabyvd hodnoty a=£0. Takovy rozklad funlce
F(xz, y) v soucin jest jen jedinyg moiny a jsou koefficienty z Fad v, (r),
F, (x, y) urdeny operacemi raciomdlngmsi.

Urteni koefficientd ¥ad v, (x), F, (x, y) ptirozené mize provedeno
byti téZz jinymi cestami neZz cestou naznafenou v tvaze podané; ku pf.
pomoci v8ty o neurditych soutinitelich. Ozna&ime-li pro okamzik sou-
Cinitele v rozvoji potentmim u £ (x, y) znakem «, (coZ jest soulini-
telem soutinu z’ y*), soutinitele v rozvoji vyrazu ¥* 4+, (0)y" " + ...
obdobn& b,, vyplyvaji vétou o neuré. soué. nejprve soutinitelé a, . pak
by, a,. dile b, , a, atd

Dokizali jsme sice, Ze (5) jest platna v jistém okoli bodu [0 O
av8ak jest bezprostiedné patrno, Ze platnost jeji se roz§ifuje na obor,
ktery jest spolecnym oborem kounvergence obou &initeld pravé strany.
rovnice (5), pojimame-li tyto Einitele jakozto mocninné tady proménnych
[z, y] (viz odst..216.). Obor tento jest za predpokladit ucinénych vidy
obor spojity dvojrozmérny (tedy obor obsahujici hody [r. »], kde
izF0iyF0).

Véta dokdizand usnadiiuje ndm znaénd vySetfovdni funkef v pro-
ménné x hovicich rovnici ¥ (x, y) =0, spojitych a rovnych nulle pro 2 =0.
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Jelikoz I, (x, ¥) v bods [0, 0] jest rovno a==0 a v okoli toho bodu
jest rovnéZz od nully riizno, jest pro tyto funkce nutné splnéna rovnice

P o @y T 0@y 4 4 vz =0; (6
t. j. funkce ty hovi rovnici algebraické »-tého stupné o koefficientech
danych fadami potenénfmi promémné x (a pro néz v, (0)=0).

Pozndmlka 1. Uvahy podané vztahuji se k vy3ettovdni implicitni
tunkce y proménné x v okolf bodu z—0, piH ¢emzZ implicitni funkce
jest rovna nulle pro =0 a spliiuje rovnici #(z, y) =0 — za pted-
pokladu ovSem, ze ¥(0, 0)—=0. Jest patrno vSak, Ze uvahy lze bez-
prostfedné rozsifiti pro pripad, Ze jde o vySetfovdni funkei y v okoli
libovolného bodu =z, nabjvajicfch hodnoty ¥y =y, pro z—=ux, a spliu-
jicich rovnici F(z, y) =0 za ptedpokladu, Zze I'(z, w,)=0. Stati,
abychom tento jenom nepodstatné obecné&jsi piipad na piipad vySetfeny
pievedli, zavésti do dané rovnice F(r, ¥)—0 misto z, y proménné
«’, y' rovmicemi x=u=,4+«', y—y, +y’, {imz se rovnice dand zméni
v rovnici ¥(z', y')=0. Uzijeme-li pak véty ziskané na tuto rovnici,

" mdme, Vvritime-1i se potom k pidvodnim proménnym =z, y, misto (5)
obecné tento rozklad
Iz, y)=
[y —¥o) 0, (x—a4) - (y _yo)n_-1+---+vn @ — 2 )1 Iy (z—20, Y—Yo) -

Y (5')

kde v, (z), F,(z, y) jsou potentni fady o vlastnostech v zdkladni vété
svrcho fvytéenych; pro hodnoty tunkeé F(z, y) a jejich prvnich » deri-
vaci dle y v bodé& [x, ¥,] jsou pak platny tytéZ vztahy, jako byly svrchu
predpokladany pro hodnoty funkce I'(z, y) a jejich derivaci dle y
v bodé& [0, O]

Tato posndmka samoziejiné se rozéiruje ¢ na viecky wvahy nd-
sledujici, v nichZ stdle dvojice proménnych [z, ¥] k vili zjednoduSeni
oznateni p¥edpokliadana v okoli bodu [0, O].

Pozndmka 2. Dikaz podany lze snadno roz§ffiti na implicitnf
funkce y o nékolika neodvisle proménnych z,, =,, ... x,, dané rovnici
Fy, r, 7, .., 7,)=0, za ptedpokladu, Ze F a jeho prvych x-1 deri-
vaci dle y v bodé [z, z,..., z,; yJ=I[0, O, ..0; O] jsou rovny nulle,
n-td pak derivace od nully rdzna (pfi rozSifeni tom oviem nelze z funkef
u;(®,, Ty, .., r,) obecnd vytykati néjaky faktor, jako to bylo utinéno
v provedené tivaze, kde bylo vyteno x; aviak toto vytknuti vykonano
tam bylo nikoliv z ng&jaké vnitkni nutnosti, nybrZ pouze ku zvySeni p#i-
stupnosti pro ¢tendfe).

Véta tu projedndvand byla poprve vyslovena a dokdzdna (a to
hned v obecném tvaru, o némZ privé byla Fed) Weierstrassem (Viz
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jeho sebrané spisy, II. sv., str. 135. a ndsl); nazyvi se tudiz vétou
Weierstrassovou

256. Jestlize y jakozto tunkce proménné x jest déno Fadou abso-
lutné konvergentnf v okolf bodu =0 tvaru

y=a, 1 fazz*2+.. ., (a)

kde «,, «;, @,, ... jsou &isla redlnd. pro néz 0=o, <o, <o, <<...,
a kde a,, uy, a,, ... jsou konstanty a a, &0, pak ifkdme, Ze funkee y
proménné = jest v okoli bodu x—=0 Fadu o, v =.*) Obecnéji budeme
#ikati, 3¢ funkce y proménné x jest v okoli bodu =0 Fidu e v 2,
jestlize limita

lim |y]

molxla

existuje a jest od nully rizna, a to at x konverguje k nulle jakymi-
koliv hodnotami, pro néé jest y — jakoZto funkce proménné z — de-
finovdno. Je-li tedy ku pf. y definovdno v okoli bodu x—0 pouze pro
viecka £>0, pak pii limité vypsané bé&zi patrné o limitu z prava (pro
limz=+40)

Jo-li y v z t4du e, jest soulin xP.y? v a ftadu p< aq (stile
v okoli bodu x=—=0), jakoz z definice podané ihned vyplyva.

Vyraz zPy? ma v okolf bodu O (0, O; &), kde e << 1, tim vétsf hodnotu,
¢im jest nizitho ¥ddu; mizeme dokonce pfi vySetfovdni polynomi v x, y
‘s velikym p¥iblizenim podrzeti jenom "Cleny nejniz&fho Fidu a ostatni
tleny zanedbdvati, je-li oviem & dosti malé. JelikoZz pak na3 dkol jest
zabyvati se rovnici (6) v okolf bodu [0, O], jest patrno, Ze v feSeni toho
ukolu veliky vyznam budov miti ¢leny nejnizifho fddu na levé strané
té rovnice se nachdzejief. '

Stanoveni ¢lend nejnizifho fddu na levé strané rovnice ;6) za pfed-
pokladu, Ze y jest v z F4du «, provedeme takto: V fadich v,(z), vy(x). . .
podrZime é&leny nejnizifho Fidu v x; nebof jest patrno, Ze ary? jest
niz§iho fadu nez xP'y?, je-li p<<p' (at jest « jakékoliv) a to niziiho
o p'—p. Tak dostaneme celkem nejv§Se (n - 1) dvojic Eiselnych [ p, 4],

*) Pokud jest ovdem v tom okoli fadou (a) definovéna. Jsou-li a;, «,,. .
obecns &isla reslnd, definuje Fada (@) funkei y pouze v okoli bedu 0 na pravo-
V ndsledujicim «,, «,, ..budou ¢isla’ raciondlnd se spoletnym jmenovatelem; u,
je-li nejmensi spoledny jmenovatel jich &islo liché, miZe x v (a) byii kladné i zi-
pormé. Je-li tislem sudym, jsme omezeni pro x na tisla kladnd. V lomlo pripadé
v#ak vedle fady (a) lze uvaZovati fadu a, (—x.*! 4 a, (— x)*2 4 ..., jez mé pak
vjznam v okoli bodu x =0 v levo; i tato rada bude pro nds funkci proméuné x
v okoli bodu x=0 7idu a, v x.
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jez souhrnné znatiti budeme (; pomoci nich sestrojime hodnoty pro vyraz
p+ ag. Tém dvojicim, pro které tento vyraz mé nejmensi hodnotu,
odpovidaji, je-li y v « fddu e, tlenové xzry? nejnizsfho Fidu.

Budiz ten ¥4d ¢: pak rovnice p + ag—¢, kde p, g jsou proménné
a a, ¢ konstanty, ndm v pravoihlé soustavé souradnicové o osich P, @
pfedstavuje pfimku = o smérnici —«-! utinajici na ose P usetku o.
Na této piimce = lezi body [p, q], jez urtuji svymi soufadnicemi Eleny
nejnizsiho fidu (je-li ¥ ¥4du o v z). Viecky ostatni ze dvojic A stanovi
body [p, q] lezfei na pravo od p¥mky = (t. j. na té poloviné roviny
rozpiillené pfimkou =, na které nelezi potdtek soutadnicové soustavy).
Nebot je-li p’+ag'=¢' a o >o, leZi [p’, ¢'] na piimce p+ ag=1¢’,
kterd utinajic na ose P uselku o'= o a jsouc rovnob&ina s m, leZi celd
na pravo od =.

Abychom tedy nalezli v3ecky ¢leny z levé strany (6). jeZ mohou
byti ¢leny nejniz§itho #idu (pfi vhodnd voleném «), zndzornime dvojice A
jako body [p, ¢q] v pravodhié soustavé P¢); dostaneme mnoZstvi bodove,
jeZ oznatime rovn&z A. Jeden z tdchto bodid jest na ose (), totiz bod
[0, n] pifslusici ¢lenu y*; jeden na ose P, totiz bod odpovidajici &lenu
nejniziitho Fadu v faddjv (z). Tyto dva body — znatme je 4,, A4,, —
spojime polygondlnf &arou o tdchto vlastnostech:

1. Vrcholy polygondlni ¢ary patif vesmés k boddm 2A.

2. Piimky vzniklé prodlouzenim jednotlivych stran polygondini
¢dry nemajf na své levé strand Zzddny z bodd .

Polygondlni &4ru uvaZovanou si snadno pfedstavime, kdyz si myslime
v roviné P¢ do boddi A zabodnuty kolmo tytinky. Pak nif, jez lezic
na roviné PQ, obepind tytinky a jejiz konce jsou napindny ve smérech
kladnych os P, @, vytvofuje svou Cdsti poloZenou mezi body 4, A4,
polygondlni ¢iru hledanou.

Vrcholy lomené &dry budtez po fadé 4,, 4,, ..., 4,; bod 4, necht

jest ddn dvojici [p, g]. Pak na 4, A jsou viecky dvojice z ¥, jez
odpovidaji ¢lendm nejniz&fho tadu, je-li y v « Fidu 7, kde

4, =2 P, :
g,

Jest patrno (dle 2. vlastnosti lomené dry), Ze A <<, +p Mé-li oviem

polygondlnf &4ra aspoii dvé strany.

Vrchol 4; sam pkisludi Clenu c.xfiy%; Ctlen tento pak jest nej-
niz&fho fadu, jestize y jest ¥4du A v'z, pfi temz A jest libovolné Eislo
Vv (4 ;). Cleny piislusici boddm 4,, 4, jsou nejnizstho Fadu, jestlize
% jest v intervalu (0, 1,). resp. (4,, o). Ty z bodd %, jeZ nejsou polozeny
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na polygonédlni ¢dfe, nepfisludf nikdy &lendm nejnizitho fadu, af 1 (fdd
y v z) jest voleno jakkoliv. '
Polygonalni éara zde zavedend sluje Newtonova (polygon Newtondyv).
Priklad. M&jmez ku pf. vyraz (koefficienty a;, b;,...,%, necht
jsou {isla réiznd od 0)

VAP @et+. )ty G+ )+ttt ) + P det4 )

+ e+ )P (Lt ) F gt )y (et )+ ka4
MnoiZstvi bodd A sklada se z bodd [0, 9], [1, 8], [1, 7], (2, 6], [2, 5], (3, 4],
(4, 3), [5,2), [5,1],(7,0). Znazornime-li si tyto body na étvereékovaném
papife, dostaneme ihned pro vrcholy Newtonovy polygondlni ¢dry body
4,10,9], 4,12,5], 4,[5,1], 1,[7,0]. Pfevratné
hodnoty smérnic jednotlivych stran s opatnym
znaménkem jsou po Fadé ¢fsla

* 2—0_1 5—2 8 17-—5
* 9—5" 2" 5—1" 4 1—0
Na prvnf strané 4, A, lez vedle vrehold 4, 4,
je§té bod [1, 7], na ostatnich strandch pak
jsou z bodd A poloZeny toliko pfisluiné vreholy.
Je-li tedy y v = fddu J, jsou v daném vyraze
y*+ b,y"z +d,y°z* tlenové nejniziiho Fddu
. . . . . . 4 (tddu ). Jeliy v & Fidu 2, resp. 2, jsou nej-
0123456 7 niz8f ¢lenové d,y°z*+ hy.«® resp. hyz® 4
+%z? (tddu 52, resp. 7). Vedle toho jest
tlen y® resp. tlen d,a%"®, h,z%, k,z” nejnizifho fddu. je-li y v z ¥ddu 4,
kde 2 jest v (0, 1) resp. v (3,9), (3, 2), (2, oo). VSecky ostatni Cleny
— pottem 5 — nemohou byti Eleny nejnizifho fiadu, af jest fdd y v =
jakykoliv.

1

*

= 2.

O = B Wi 1O -1 0O
*

257. Uvazujme zase obecué levou stranu rovnice (6), jiZ zna€iti budeme
w(y, @), 2 nechf jest A, 4, prvi strana Newtonovy polygondlni &ry
ji pfisludné, o niZ budeme pFedpoklddati, Ze m4 vice neZ jednu stranu.
Na A, A, budtez polozeny z bodd ¥ vedle A,[0, n], 4,[p,, ¢,] jesté
body A¢[p®,90], i=1, 2, ..., r— 1, tedy s body 4,, -, celkem r 4 1
bodd; (9¢—V> ¢{=gq,). Jest potom (pro prevratnou hodnotu smérnice
piimky A, A, zdporné branou)

_pn—0_ PP _ a
Sw—e T n—g@ b,
kde a,, b, budtez &fsla celd (kladnd) bez spoletné miry. Je-li y Fédu
1, v z, jsou dle pfedpokladi utindnjch na A, 4, poloZeny vSecky body

i=1,2,...,r—1,
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odpovidajici ¢lendm nejnizifho Fidu ve w(y, z); ostatnf tleny z yw(y, z)
jsou Fddu vy3ifho. Jest tedy zejména

g L R I
n.b‘_pl—!-ql bl_p‘ + ¢¢ 6, <p+qb

kde [p, q] jest kterykoliv bod z ¥ nelezicf na 4, 4,; t. i jest

na, =p,b, + ¢,0, =pPb; + ¢Pa, <pb, +¢a,. (8
Zavedme do y(y, ) nové proménné 7, ¢ substituci
y=nt", x=t". ()

Pak se d4 vytknouti z w(y, z) &initel ¢t =¢*'"*+91*1 3 dostaneme
Yy, D) =11 (1° + 5, 9" ' 5O 2 4. U () =19 (n, 1), (9)
kde v disledku vztahd (f)

(O =m0, T, 0O)=cH%) F0, i=12,...r—1

a viecky ostatni rozvoje v, (f) pro t=0 jsou rovny nulle. Nasledkem
toho 1ze dle véty Weierstrassovy (odst. 255.) odloutiti z w(z, ) Cinitel,
ktery jest v 7 stupné g, (nebof poslednich ¢, funkef v_k(t) jest rovmo
nulle pro £=0), a jelikoz ¥ (, £) jest celkem v y stupné », bude druhy
¢initel v 7 stupné n—g,; tento druiy Cinitel v bodé& [0, 0] bude rovny
elpma, Lze tedy pséti

L E(’]; t):t-rj (ﬂn—tn 4 ;. @ A,]n—fn_—l_*_ e +Z__q1(t)) . @)
Co" A w, " T 4w, @),

pii CemZz
. (0):0;‘:'91’#0, w, (0)=0; k=1,2,...,q, l
a kde téz (&)
Ty @O =510, w4, ©=0, jeli In— ¥ wg)
jakoz patrno, klademe-li v posledni identitd, kritivse diive #*'*, ¢ rovno

nulle.

¥(y, t) jest tak rozlozeno ve dva tCinitele, jez jsou mnohotleny
v 7 stupné n-g, resp. ¢,. Resultant téchto mnoho¢lend (ktery vznikd
rac. cel. operacemi s koefficienty, mocninnymi to fadami proménné ¢) jest
potentni Fada promé..né ¢ konvergentni v okolf bodu t=0. Pro t=0
se oba mnohotleny redukuji prvy na 2-71 -, /T druby na
591, c0Z jsou mnohodleny nemajici spoleéné miry, ]est tudiz pro t=20
resultant riizny od nully (jest ostatné pro +t—0 rovny (c‘"—‘?l))ql) Tedy
1 v jistém okolf bodu ¢=0 jest resultant rizny od nully a nemajf prvy
a druby cinitel spoleéné miry zavislé na 5 (pokud jest ¢ v tom okoli).

Petr, Diff. podet. . 29
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Resultant zistane o&ividné rizny od nully v jistém okolf bodu ¢ =0,
i kdyZz misto », ¢ dosadime tfeba jen do jednoho z t&ch mnohotlend
nasobky t&chto proménnych g7, Af, kde g, h konstanty od nully rizné.

Cinitel £*°* v rovnici (6') rozlozme v soutin " V"t t7'°1. Pry§m
¢initelem vyndsobme v prvni, druhym v druhé zdvorce a nahradme y
piivodni proménnou y. Obdrzime '

@y =@+ e (). 4+, () ). (67)
Oba é&initelé pravé strany zilstdvaji bez spoletné miry zdvislé na y.
Rovnice v (y, ) =0 divd pro y jakoZto nezndmou, af x jest jakékoliv
(v jistém okoli bodu x=0), » kotend; n — g, t&chto koFeni ¢ini rovnou
nulle prvou zdvorku na pravé strané€, zbyvajicich 4, kofendi pak druhou
zavorku. Pii tom lze koefficienty pii riiznych mocnindch y v prvé i druhé
zdvorce psiti ve tvaru

my () + b, (1) 4 2, () o £y (), @
kde =, (s*1) jsou mocninné fady proménné ¢’ —zx. Rovnost (J"') jest
splnéna identicky, t. j. pro kazdé y, z resp. kazdé y, ¢, jsou-li obojf
dvojice proménnych v jistém okoli bodu [0, 0] a je-li z=1¢"'. MiZeme
pak za ¢ kldsti kteroukoli hodnotu rovnici z=¢"* hovici, tedy ku pf.
misto ¢ pivodné voleného miZeme dosazovati «f, je-li «®'r—=1. Tim
misto Ciniteld puévodnick dostivime nové Einitele (je-li oviem « rizno
od 1), v néz se rozpadd v (y, x); rovndz koteny rovnice y =0 se roz-
padaji v kofeny obou novych ¢&initeld. Av3ak prvy novy Einitel nem4,
jak jsme seznali, spoleéné miry s druhym ¢Einitelem piivodnim; tedy
tim, Ze jsme misto ¢ zavedli «f, se kofeny prvého faktoru nmemohly
zménit'a tudiZ také jeho koefficienty p¥i riznych mocninich proménné y
se nezménily (pro vSecka ¢ — resp. x — jistého okoli bodu ¢=0).
Musi tudiz vyrazy (:) pro koefficienty v prvém <&initeli (a obdobné
i v drubém) se redukovati na prvy &len, t. j. na tvar =, (£"') =, (x).
Mame tak konetné tento vysledek provedené tivahy (misto t*1 klademe
x a, zavddéjice nové oznaleni, mame na zfeteli vztahy (e)):

Mnohoélen ¢ (y, x) lze rozloZiti v souéin dvou Cimdlelit tvaru

Yy, D)= "Fu, @y T ... +u,_,, @)
T, @ P, @)

Pfi tom gsou wu,(x), k=1, 2, .., n-q, potenini rozvoje pro-
ménné x takové, ¢ Newtonova polygondlni &dra prvého Ginitele sklddd
se z jediné pFimky o rovnict p 4 q A, =p,, na kieré jsou body[0, n—q,),
[p., 01, jakoz i body [p®, ¢V —¢q,), i=1,2,.., r—1 Cleny nej-
nifétho fddu v prvém Giniteli jsou, je-li y v z Fddu 4,, vesmés obsadeny
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ve viyjraze

_ o _
RS XA A P s

Souéinitelé w, (x) druhého dcinitele, k=1, 2, .., q,, jsou rovnéz po-
tenéni #ady proménné x, pro lkieré jest w,(0)=0. Jak ihned plyne
z okolnosti, Ze &leny nejnizitho ¥4du v prvém ciniteli jsou, je-li y v =
f4du A>4,, obsazeny pouze v tlenu poslednim (t. j. v »,_, (z) & Jjest
takovy tlen pouze jeden, totiz cy, *a’?), jsou élenové nejmzsiho Fddu
v druhém éiniteli, je-li y v x radu A=>1, shodny se éleny nejniédiko
Fddu v Y (y, z) prisludicimi bodim A polodenym na polygondlni Cdre
A, A,... Ay (coZ jest polygondlni cdra Newtonova funkee v (y, ) v bodé
[0, O] bez prvni strany A, 4,), délime-l1i jenom tyto cleny wvyrazem
e WPt Nasledkem toho lze udati pi kazdé fadd potendni w, ()
bud ¥len nejnizétho stupnd v x neb aspoii lze stupeii toho ¢lenu zdola
celym {fslem ohrani¢iti., Tak ku p¥. jsou ¢lenové nejniZitho stupné v roz-

vojich 1w, 1—ga(E) W (@), w, (x) diny po fadé vyrazy (k vuli
stxuénostl kladeno ¢~ =y a uzito okolnosti q,=0)
y—1 cg; 92) P2 Pl' 7_' 01(:;—%) ZP3~ Ply. . },_1 c;:)xpy P,

Clenové v rozvojich w, (z), kde & jest ku pF. v intervalu (0, ¢, —4,),
jsou takovi, Ze Clenové soudinu yu—%w, (z) jsou, jeli y v x fadu 4,
vesmés Fddu vétstho (=) nez ¢, 4,; t. j. je-li o stupeit v z jednoho tako-
vého Clemu z w, (z), jest
a=1li, Py Y Tt 2
9, — 4

a obdobng&, je-li £ v (¢,—q,, ¢, —g¢,) atd. Z toho viak dale ndsle-
duje, Ze, je-li y v x ¥4du =1,, &leny stupné nejniziiho v &initeli druhém
redukuji se na &len y*' a Ze tedy celd polygondini c’a’m Newtonova
druhého Einitele shodna jest s Garou lomenow A4, A,. , t. . s poly-
gondini édrow Newtonovou pro vijraz ¥(y, x) zbavenou prbm strany
A, 4,.

258, Jestlize polygondlnf &ira Newtonova p¥islusnd ku mnohoélenu
y"' +w, (®)y™ '+ ... mdi vice stran nez 1, miZeme mnohotlen ten
opétné naznalenym zplisobem rozklddati atd., aZ koueiné se y(y, x)
rozlozi ve faktory poltem » takové, ze ku kazdému z nich pfislusnd
polygondlnf Céra sklidd se z jediné pifmky. MiZeme pak se zfetelem
k vyvodim predchdzejicim vysloviti vétu: Jestlize ku v (y, =), polynomu
to n-tého stupné v y, jehozto koefficienty jsou moeninné Fady v z,
piisludi polygondlni &éira Newtonova sklddajici se z v stran, pfi femZ

tleny nejniz8fho fidu odpovidajicf bodim na j-té strané jsou dany
29*
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vyrazen

=9 -1, 4j—1 ,Pj—1 q)q“) f (—q)) qm 3
P’_{l yY ¥ +b ,)1 i afi -|-c j 1;7+

(n_ - . - (a)
-+Cp_,- q”y"lw”l,
kde 4, ,=>g¢">¢P>...>q, P, <pP<pP<...<p,,
Py B P —
92—9% 9- 1_q(1)
pak lze raciondlnimi operacemi provésti rozklad w(y, ) v soudin v
polynomit v y: wy(y, x),..., v, (y, ) tak, ze
Y, D)=, @ ), (Y, ). . . v, (y, 2) (1)

a polynom v, (v, xz) [[=1, 2,..., v] jest stupné 4~ VYS koeffi-
cientem pii 1/'17—-1—"7 rovnym 1 (pr1 ostatnich mocnindch Y ]sou koefficienty
mocninné fady v ), jeho polygondlnf ¢dra Newtonova sklidi se z je-
diné pfimky o smérnici — 2 a ¢tleny piisluSné nejnizsiho Fadu jsou
obsaZzeny ve vyraze, kterjy dostaneme z («), délime-li (a) souéinem
cp_ a0y ki Za g, jest dosazovati n, ddle p,=0, (P =1, ¢, =0.

=1, 2

A=
R

yoee ri—1,

259. Statf tedy dle véty pfedeh. odst. vySetfovari funkce hovicf
rovnici v (y, ) =0, kde w(y, x) jest jednim z pol)nomu ¢;(y, z) a
jest tudiz mnohoélenem v y tvaru

vy, =y 4w @y 4+ ... Fou (2)
jehoz polygondini &ira Newtonova se sklddd z jediné priimky a v némi

tleny nejnizifho fidu jsou shrnuty ve vyraze (uzivim oznacenf ponékud
zjednoduseného: a, b jsou ¢fsla celd bez spoletné miry)

y2 L ym a4l ym g L 1 2 ®)

V tomto vyraze lze inisto m psiti »b a mohou ndkterd z cisel /,

byti rovna nulle, oviem ! ==0. Smérnice Newtonovy pfimky necht jest — i—1,

pak A—ab~'. Zavedeme do rovmice ¥ (y, x)—O0 nové proménné r, ¢

rovnicemi y =ri", ®=1®; je-li b &slo sudé, jest nutno vedle substituce

privé napsané provad&ti téZ substituei y—mn¢t*, x = — b, aby pfidly

v ivahu hodnoty kladné i zdporné proménné x. Substituei prvou zméni

se rovnice o (y, 2)=0, krdtime-li po provedené substituct CEinitelem
frav —¢ma v rovnici tvara

0= (o4 L=+ ... 4 1)+ Pt n), (¢)

v niZ jsme vypsali &leny nezdvislé na ¢ vyplyvajici vesmés z vyrazu (b)
a v niz P({, 1) -znaki mnohoélen v » nejvyse stupnd »b — l—=m—1
8 koefficienty, jeZ jsou mocninné fady v ¢ konvergentni v okoli bodu ¢=0.
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Predpoklddejme nejprve, ze zdvorka na pravé strané rovmice (c)
neni tplnou m-tou mocninou linedrného vyrazu v # (coZz by bylo moZno
jenom, kdyz 0=1); pak lze (Fesfme-li rovnici m-tého stupné s konstant-
nimi_koefficienty) provésti rozklad

(™ 41, q(r--1)5_|_ e [r)—_-(:,]ml + g, = —|— .. —{-gml)
(ﬂm—ml + hl nm_MI_I + .o + hm—ml) (d)

tak, aby oba &jnitelé pravé strany byly bez spoletné miry. Za toho
predpokladu lze pravou stranu rovnice (¢) psdti ve tvaru soninu

(142, (== = .4, ()
(== 4 Py(tnm=m=t o L, (B), ®

kde p,(¢), P,(t) jsou poten¢ni fady proménné ¢ konvergentni v okolf
bodu £=0, pro néz

PO)y=y,; PO=h; =1,2,..., m; 1=12,... m—=—m,. (f)

‘Témito podminkami Fady ty jsou jednoznainé stanoveny.

Nebot rozudsobime-li posledni soudin a porovndme keefficienty
jednotlivych moenin 7 s koefficienty tychz mocnin » na pravé strané (c),
dostaneme i, 4 (m—m,) = m rovnic k urleni » funkei p (), P(t);
levé jich strany jsou ddny vyrazy (neodvisle proménnd k vili struEnosti
nevyznadena):

p1+Pn pe +p, P, + P,,...
pk+pk_11)l+l)k_2pg+---+Pk,..., ((p)

v nichz p_ (resp. P,) jest kldsti, je-li »=m, (resp. s=m —m,) rovno
nulle. Jelikoz jde o stanoveni funkei p,, P, v okolf bodu ¢{=0 a hodnoty
téchto funkei pro +—u jsou dany, statf ku rozhodnuti, zda rovnice,
Jichz levé strany jsou uvedeny v (¢) a jichZ pravé strany jsou nezdvisly
od neznamych funkei p,. /’, maji feSenf, vySettovati funkciondlni deter-
minant vyrazi (¢) dle p,, p,, ..., Pmy, Py Poy..-, P, v bodé ¢ =0.

Tento determinant jest ku pf. pro m—>5, m, =2 dén determinantem

1, 0, 1, O0O. O 1,0, 1, 0,0
PO, 1,p0, 1, O hyy 1, gy, '1; 0
14(0), P,(0), p,(0), p,(0), L | = lhyhy 9oy 91y 1
Py(0), Py(0), O , p,(0), p,(0) hyy hyy O, g2 g

0, P0), 0, 0, p,(0) 0, hyy 0, 0,9,

a obdobné jest tomu v.pFipad® obecného =. Jak z pouhého pohledu
na vysledek pravé napsany (pro m=—>5) plyne, jest determinant
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funkciondlnf rovny resultantu polynomid %™t4 g, z=1—14 ... %™~ ™14
-+ by -=m—14 ., ., kteryito vS3ak dle pfedpokladu (oba polynomy jsou
bez sp. m.) jest od nully ridzny. Maji tedy rovnice pro p,(f), P(¢) fedeni
za podminek svrchu udanych; tvrzeni ulinéné jest Gplné dokdzdno.

Pozndmka. Dikaz tu podany jest beze zmény platny i pro rozklad
obecné&jifho vyrazu

O, y) =y " +u, @y "+ ... +u, @,
kde w, (x), %, (®), ... u,(r) jsou funkce promé&nné x rozvinutelné
v mocninné Fady v okoli bodu = = 0. Jestlize '

¥ +u, Oy 4w, ()=

G gy T T Ry T L),
kde posledni dva faktory jsou beze spoletné miry. lze vyraz & prdvé
tak rozloziti ve dva ¢initele jako pravou stranu rovnice (¢). Vé&ta tato
jest. mdme-li na zfeteli pouze vyrazy @, zevieobecnZnim véty Weier-
strassovy. Kdybychom tedy vysetiovali pouze funkce dané rovnici =0
— a specielné funlkce algebraické —, nebylo by treba vychdzeti z vély
Weierstrassovy, nybré vystadili bychom s touto vétou znaéné jednodussi
a dikazu pristupnéjsi.

260. Lze-li tinitele pravé strany rovnice (d) ddle rozklidati ve dva
tinitele, jeZz jsou polynomy v 75 bez spoletné miry, lze ddle rozklddati
i piislusny ¢initel soudinu v (¢) zplsobem privé naznatenym. Tak
postupujice rozlozime pravou stranu rovnice (¢) (jeZ jest mnohoélen v 7)
v jisty polet Ciniteldi; miZe pak se stiti, Ze jiz timto rozkladem jest
rozfeen nds kol, nalézii viecky funkce % proménné ¢ spliujici rovnici (¢)
a tim také ukol obdobny vztahujici se k pilivodni rovnici vy (y, )=0.
Tyto jednoduché piipady nejprve vezmeme v tvahu. Lze je shrnouti
ve dvé skupiny.

L Cislo b bud liché; rovnice 5™ --l7=-Db4 . .41 =0 necht
pak mé redlné kofeny jemom jednondsobné, jeZ oznalime ¢, &, ..., &m;;
patrné jest m, = r. Pak miZeme pssti

7Pl L = () (n—&).. (n—e, 1)
(=g hy, ), (9)
pii tem? posledni ¢initel prané strany (stupné m —m,) polozen byv
rovny nulle, md pro 7 jenom komplexni kofeny.
Pravd strana rovnice (¢) rozpadd se pak v diisledku vysledku
svrchu odvozeného (po sob& m, -krite pouzitého) v souém m, + 1 tiniteld.
A to nejprve v tinitele prvého stupné v 5 tvaru

n—p, (1), kde p ,(O)=e¢, k=1,2, 3..., m (k)
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jichZ jest celkem s, a v Cinitele n=—=1 4 P, (f)ym—=1—14 '+Pm_m,(‘)}
_kde pro I’,(0) jsou splnény rovnice uvedené svrchu v (f). Cinitel
tento v dusledku rovnic pravé vytknutych pro ¢—0 ptejde v posledni
tinitel pravé strany rovnice (¢) a jest tedy (dle uéindného pfedpokladu)
pro ¢=—0 rizny od nully, af % nabyjvd jakoukoliv hodnotu. TudiZ jest
¢initel y=—=1  P,(¢)y=-™1—14 ... i v okoli bodu =0 (dosti malém)
stile (to j. pro vechna %) rizny od nully a pravé strana rovnice (c) miize
byti (je-li ¢ v okoli bodu {=0) rovna nulle jenom tenkrite, kdyZ jeden
z Ciniteld (%) jest rovny nulle, t.j. kdyz 4 =p (f) — aneb obSirngji vy-
psdéno — kdyz
n=¢ +aPtt+a@4..., k=1,2,.., m;

kdyZ pak tato rovnost mezi 9 a ¢ jest spln&na, jest pravd strana rovnice
(¢) vskutku rovna nulle. Vritime-li se k pivodnim proménnym y, =z,
miZeme dosaZené vysloviti ve v&td: Jsou-li pri lichém b rediné koreny
rovnice ¥ 4 I, n—V4 .41 =0 vesmés jednondsobné, pak rovmice
w(y, ) =0 jest v okoli bodu =20 splnéna tenkrdte a jenom tenkrdte,
kdyZ y jakoito funkce proménné x jest ddno jednim z téchto rozvoji

1 2

y=1ae, + aPat +aPz'4..), k=1,2,..., m, (8)

konvergentnich v okoli bodu x=0; &, &,..., ¢, jsou viecky redlné
koFeny svrchu zminéné, koefficienty ad jsou urdeny jednoznaéné a leze
je stanoviti ku pr. methodou neuréitych souiniteli; e ==e, pii k%'

II. Cislo b bud sudé (jelikoZ a, 0 jsou bez spol. miry, jest a liché).
V tomto pfipadé, jak svrchu poznamendno, jest vedle substituce y —nt*,
z=1" uvaZovati té% substituci y —mnt*, z—=—1%, kierouZto substituct
vyraz (b) po kriceni nabyvd tvaru %0 —1 nT—V8 4 lyr—¥t —_ . . Jest
tedy v tomto pfipad& brati v ivahu dvé rovnice a to rovnici »™® 4 I, p(r—V% 4
+...=0 (jako pfi b lichém) a rovoici 4~ —1, 7"+ ... =0. Vedle
toho jest jedté miti na paméti, Ze rovnice binomicki »'—1 md dva
redlné kofeny 4 1, — 1. Jinak dvaha piisludnd se dpln& shoduje s ivahou
pro pfipad 0 lichého. Vysledek ji docileny miZeme pak vysloviti takto:
M4 1i rovnice .

EHLET L 1, =0
4]

realné kofeny vesmés jednoduché a to &, &5,...sl, —&'s, —¢l,...— &',
pak rovnice #™% 4 I 7f-—Y* 4, . —0 md jednoduché réilné kofeny + e,
+ &,,... ¢, (a Z4dné jiné redlné kofeny), rovnice pak ™ —I,g*—1" |
+...=0m4 rovné% pouze jednondsobné redlné koteny a to +¢',, +¢,,...
..., X &y, tudiz rovnice v (y, «) =0 miiZe za t&chto pfedpokladi v okoli

bodu [0, O] tenkrite a jenom tenkrate byti splnéna, kdyZ y jakoito
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funkce x jest ddno jednim z tdchto rozvoji

1 2 3
y=x%( £,+a‘11)x"—|—u‘,2)a:"+a;3’w"+...)
L3 1 2 3
y=z"(—g+oPz"—aPz®+aPz’'—. )

I=1,2...5 2=0;

2 (8')
y=(—2)"( &,+a(—x)" +aX(—2)*+...)
'=12,...5, z<0.

L)
b

a 2
y=(—2)(—¢), + ap(— 2)° — aP(—2)°+. )

Pti tom jest jedté podotknouti, Ze rozvoje prvy a druhy (pror=0)

odpovidaji jednomu rozvoji funkce % v potentnf Fadu argumentu ¢: nebot
1 1

pti kladném r ma rovnice ¢* = dvé FeSeni t=-+=z° t=—z°. Ob-
dobné jest tomu i pfi rozvoji tfetim a étvrtdm pro x<<0. Odtud se
vysvétluje stejnost koefficientd (nehled¢ oviem k znaménkim) v rozvoji
1. 2 2. (resp. 3 a 4.

Pozndmka. Kdyby pii 0 lichém rovmice %™ 41 n¢—D"+...=0
méla kofeny jenom komplexni, pak pravi strana rovnice (¢) pro t=0
nestivd se nullou pro Zddnou hodnotu » a neexistuje vibec funkce »
implicitni promé&nné ¢, jeZz by hovéla pravé rovnici (¢) a byla definovdna
v bodd t=0 a jeho okoli.

Stejné tomu jest i pfi b sudém, nem4d i ani rovnice 7™/ -V 4
+...=0 ani rovnice y*—1I, 9" v*4 .. =0 kofend redlnych.

V disledku toho v obou p¥ipadech uvedenych vyraz v (y, ») (odst. 259.
jest v okoli bodu [0, 0] (dosti malém) stile od nully rdzny; v bodé |0, O]
jest oviem roven nulle.

261. Zbyvd vysetfovati pkipad, kdy rovnice
nrbi[l nrb—b + lgnrb»—ﬁbi ...—=0 (9)

mé kofeny realné mnohonasobné (v rovnici té jest- bud vSady voliti
znaménko horni aneb viady znaménko dolni, znaménko dolni ovéem jenom
tehdy, kdyz b jest sudé). Budiz ¢ takovy kofen a to =,-ndsobny; tu
v disledku tvahy odst. 259. ma pravd strana rovnice (¢) Einitel tvaru

7™ +p, (4. 4 P,,®- (")
kde identicky '
77t + p (0= £ p, (012 A+ 0y (0) =(p— &)™, (t

a jest tfeba vy3etfovati, zda Cinitel tento miZze byti roven nulle v okolf
bodu ?—0, volime-li vhodné » jakoto funkei proménné ¢ v okoli
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bodu #=0. Abychom to vy3etfili, zavedeme nové proménné, kladouce
n—e=wy,, t=x, %)
¢im# ¢Cinitel (1) se redukuje na vyraz

U’j(yu w]):?/lnl + ti(‘z‘l)ylnl_l-i— vé(xl)yln]_.z_‘_' . -+Uf,l(x1)

(ve vyraze pravé napsaném °Cfslice u znaménka funkéniho nahoie psand
neznaéf mocnitele — jak tomu obycejné byvd — nybrz index k vili odli-
senf funkef pifslusnych od funkei dFfive zavedenych; stejné jest tomu
i v ndsledujicim). Avsak dle (/) jest identicky v'(y,, 0) =y, a tedy
v’(O)—LI(O)—. .=} (0)=0. Dospivime tudiz k vyrazu y(y, ), jenZ
Jest uplné obdobny k tomu ze kterého jsme vychdzeli (viz odst. 257.)
a ktery oznaten w(y, z). O &isle », miZeme tvrditi, Ze », =w, kde n
jest stupefi vyrazu w(y, r) v y; rovnost mezi » a », miZe byti a jest
jenom tenkrate spln&na. kdyZ polygondlni &dra Newtonova nileZejici ku
¥ (y, ) sklddd se z jediné pfimky (ndsledkem ¢ehoz w(y, =) se redukuje
na vyraz w(y, ) v odst. 209, uvazovany a tedy m —n) a kdyZ zdroven
vyraz (h) odst. 259. jest aplnou »-tou mocninou linedrného vyrazu v y
(coz mimo jiné vyzaduje b—=1). Ve v3ech ostatuich ptipadech, kdy pod-
minky privé vyttené splnény nejsou, jest vidy =, << n.

Tak jsme od rovnice w(y, 2)—0 stupné n-tého v y dospéh ku
rovnici (resp. rovnicim, je-li kofend mnohondsobnych — ptisludnych
riznym stranam polygon. ¢dry Newtonovy — vice) tvaru y?(y,, 2,)=0
stupné », v y,, kde n, = . S toute rovnicf (resp. rovnicemi) poéindme si
stejné jako s piivodni (sestrojime k nf polyg. ¢iru Newtonovu, rozloZime
levou stranu atd )**) a dospé&jeme jednak ku feSenim této rovnice tvaru (8),
(8"), jednak —md-)li ov8em . nékterd z rovnic obdobnych ku rovnici (9)
koteny mnohondsobné — ku rovnici (resp, rovnicim) yw?(y,, =,) =0 stupné
n, kde n,<w,; atd. Pfi providéni tohoto jrostupu miZe nastati dvoji:

1. Postup po konecném poétu krokd se ukonli. Iionéf-li se ku pf.
po dvou krocich tim, Ze rovnice (9) pfindlezejici ku jednotlivym stranim
polygonilni ¢dry Newtonovy pro vztah v?(z,, y,) —O sestrojené majf sice
reilné kofeny avsak pouze jednoduché, pak mdme pro funkei y hovici
rovnici w(y, ©)=0 se zietelem k tomu, Ze mezi y, y,, ¥, jsou vztahy
(viz pozn. pod ¢&.)

y=(+y)x, r=xz; y =(EV+ yn)x;,r z, =tz @

*) Jsou tedy mezi x, y a x,, y, vztuhy y=(y,+&x], x:ix{’ (znaménko
dolni ptichdzi v dvahu pouze pii b sudém).

«*) Jelikoz wI(y,, x,) jest jeden z ¢initeld, v jichZ sou¢in bylo rozlozeno
v(y, x), davd ndm rozklad vyrazu wi(y,,x;) ziroven novy rozklad w(y, x) (L. j.
rozklad v ¢&initele, jez jsou nizs8tho stupné v y nez byli ¢inilelé pfi prvnim rozkladu

w7y X
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rovnici
y =z} + Va4 23y, , ’
kde y, jest jedna z funkei spliiujicich vztah 2 (z,, y,) =O.
Je li nynf vztah «*(y,, 2,)—=0 splnén, klademe-li za y, funkei v z,
obdobnou ku funkci promé&nné z na pravé stran& rovnice (8), t. j. je-li
onen vztah splnén, jestlize ku pf.

n_‘ 1 a3
h=2] (V+azy a2l +.. ),
pak jest rovnice ¢ (y, «)—0 splndna, kdyz

a’’ 1 2
y= w4 easag +asz, " (O oy + amh 4. )
aneb zavedeme-li na pravé strané vesmés proménnou x, za predpokladu,
ze v () jsou v platnosti ku pf. znaménka horni,

a a, a a a*
y—=ex®+ E(nxi"'ﬁ'_l_zb w "‘nb 6" (e® - a, wbbb +a, xbbb +..) 10)
Jak by se tvar (10) upravil, kdyby nékteré z sel b, b’, 1" bylo sudé
a kdyby nastala pak nutnost v nékteré z rovnosti z =+ x5, x, =+«x},
voliti znaménko dolni, jest na snadé; nastaly by obdobné zmény vzhledem
ku -(10) jako jsou v (8’) vzhledem ku (8).

Za predpokladu utindného (Ze postup se po koneiném pottu kroki
konéf) najdeme timto zplisobem viecky mozné funkee y proménné z hovici
rovnici w(y,2)—0 a diny jsou témito funkcemi v3ecka FeSeui této
rovnice, v nichz hodnoty y, « se nachdzeji v okoli O(0, 0; ¢) pki ¢ dosti
malém.

2. Postup po konetném po&tu krokd se neukontf. Pak od jistého
indexu i potinajic jeststalen,—n,_ =mn, ,=... a tak ddle do nekonetna*);
od tohoto indexu polinajic jest tedy stdle &islo b—1 a substituce mezi
neodvisle proménnymi z, Tipyro-. € méni prosté na vztah (viz pozn.
pod tarou, str. 457.): z, ==, =T, =, b neodvisle proménnd
se vibec neméni. Abychom se vyhnuli zbytetné komplikaci pii indexech,
pfedpoklddejme, Ze hned od pivodni rovnice ¥ (y, z) okolnost vytéend
zatind; t. j. Ze n—mn,=n, =... do nekonetna. Postupné substituce
mezi odvisle promé&nnynii (neodv1sle proménnou i v oznafeni nechdme
beze zmény) budou mfiti tvar (viz cit. pozn. pod %arou; oznaleni po-
nékud zménéno)

y:(e(l)-l_yl)xal 1 yl :(8(2’ +y2)xu2) yﬁ :(E(S} +:’/3) znsl Tt (m)

*) Takovych indexti muZe byti oviem nékolik, nebot zminénd okolnost mize
naslati pfi kazdém faklorv vyrazi v(y,x), vi(yy, x,),..., ktery jest vy33iho stupné
heZ prvého v y, v, .
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takze vypotteme-li z tohoto retézu rovnic vztah mezi y a y_, obdrifine
y= eMafl 4 e@g2 | | glmgfm gy 2¢m (11

v ném jest ¢, =0a,, 0o =0, ay, 0, =0, 0340, ... 2 jSou tedy o, iisla
celd, kladnd, s & rostouci. '

. Provedeme-li prvni substituci z (m), obdrZime ze ¥(y, z) vyraz
=yl (y, x) (viz odst. 259.; substituce provddénd jest vlastné sled sub-
stitued dvou: y—=mnz'1, n=v, + &V); provedeme-li druhou na ¥!(y,,z),
dostaneme z této funkce vfraz z™2vy?(y,, ) a tudiZz, nahradime-li y
v y(y, ) proménnou y,, vznikne z w(y, 2) ihned z2@stuy) 1p’(/2, r)=
=z7?2y2(yy,, 2). Obecné pak v disledka (11) jest

(Y, ©) =x"= v=(y,,, ). (1 2)

Vztah tento jest v disledku (11; splnén identicky, t.j. pro kazdy [, y_1
jistého okolf bodu [0, 0]. MiiZzeme tedy obé& strany derivovati dle y_, pokld-
dajice pii tom y za funkei proménné y_ (definovanou v (11)) a oviem
z za konstantu. Oznatime-li %-té Cisteéné derivace funkee v (y, z) resp.
v=(y,, ) dle y resp. dle y_ znakem v i(y, &) Tesp. W2 (Y z), mame,

derivujeme-li rovnici (12) dle y_, — jak svrchu naznafeno — jednou,

dvakridt. . ... n-1-krat, tyto rovmice (kritivie vidy vhodnou mocninou
tisla x)

vy 2) =l (y, 2)

Vo (9 2) =ty (g, 2) (13)

W1 (Y ) =287y w"‘ 1(J.,,, ).

Vsechny tyto rovmice jsou identity ¢ désledku (11). Y1 (y. *) Jest
mnohotlen v y prvého stupné rovny x! y 4 (n—1)! vl(z) a stejné
V01 (Y gy Z) jest rovno ! y_ -+ (n—1)! v} (x). Dosadime-li tedy

do poslednf rovnice za y dle (11), obdrzime ihned po snadné iipravé vztab
identicky platny (t. j. pro kazdé z v okoli bodu z=0)

1 e Y g2 . 4 @gfm — — vlgv) + 28m v‘,“r(‘x) ) (n)

Aviak v (z) i v®(x) jsou potentni fady promémné 2 a v?(0)=0
(v®(z)=—¢eM+tVg*m 4. ..); i jest patrno, Ze levd strana rovnice () jest

prvych m Elend (od nully riiznych) fady — ‘( ). Nekonetns fada tedy
eDx€1 4 e@gla ... (p)
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se shoduje s potenéni i‘adou—%rl(r) konvergentni v okoli bodu r—20.

Jest tudfiz i (p) konvergentni v jistém okoli bodu x=0 a rovno v tom
okoli yyrazu—m.

Dosadime-li za v do wy,,_,(y, ry=mn! (y+'%;)) fadu (p, dosta-
neme ndsledkem toho nullu; aviak nullu také dostaneme kdyz dosazeni to
provedeme v mnoboilenech  (y, x), Y (02, v ey, ). Nebot
dosadime-li ku pf. do w(y, ) za y mnohotlen obsahujfef prvyeh
tlend fady (p), obdrZzime Fadu mocninou v z. ze které se dd vytknouti
mocnina z o mocniteli aspoii »g , jakoZ ponfuje nds rovnice (12),
ve které na pravé strané v disledku (11) jest klasti y_—0. Vymizi
tedy po tom dosazeni viecky Cleny ohsahujfci x na mocninu nizsi nez

no_; dosadime-li tudfZz za y ¥fadu () celou, dostanenmie identicky nullu
(im ¢ = oo).

Naznacenym postupen dospivime tudiz & radé (p) konvergentni,
kterd dosazema byvsi za y spliuje rovmici (y, )=—0. aviak také
rovnice, kieré z této veniknou, derivujeme-li ji dle y « to a2 do rddu
n—1. MiZeme tedy i tvrditi, Ze jest identicky (t. j. pro LaZdé y. =
v jistém okolf bodu [0, 0])

oy, &) =(y — gaf1—egatr—. .. %

nebot rovnice ¥ (y, 2) =0 md, poklddéme-li ¥ za neznamou. kofen duny
fadou () jakozto kofen n-ndsobny.

Kdyby teprve od indexu / poéinajic (a ne, jak jsme pravé pred-
poklddali, hned od potdtku).bylo m=mn, , =... ininf, pak jediny
rozdil, jenz by proti pfedchdzejicimu nastal, byl by ten Ze mmnohoclen
¥ (y;, ) by byl n-tou mocninou polynomu prvniho stupné y; a rovnice
v (y, ) = 0, pokldd4me:li # za nezndmou. by méla (vedle jinych kofent)
#.-ndsobny kofen dany tvarem (10)*.

262. Prehlédnéme v celku postup, jakoz i vysledky, k nimz jswe
dospéli. Hledali jsme funkce y proménné =, jez hovi rovnici #'(z, y)=0.
kdeZz (odchyluji se pondkud v oznateni diive uzivaném)

F(a y)=uy(2) + yu (@) + y*u (o) + . . Fy e (@) +...
Pii tom jsou w, (z) potenénf fady proménné = a jest u,(0)—0 pro / =
=0,12,..., n—1. aviak » (0)==0; hledand funkce y md byti rovna
nulle pro =0 a v ném a jeho okoli spojitd

*) V {omto tvaru jest predpokliddno ovdem i=2.
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Ukédzino pak byle, Ze [I'(x, ») lze postupné rozloZiti v soudin:

1.) Cinitele. ktery v okoli boda [0, 0] dosti malém a v bodé [0, 0]
jest razny od nully. Cinitel tento v odst. 255. znaten byl F, (x, y)
a existuje vzdy takovy cinitel, jestlize v rozvoji pro F(z, y) nevymizi
mocniny y o exponentu vys§im neZ ». V piipadé, Ze by mocniny privé
zminéné vymizely, nastupuje misto F|(r, y) prosté faktor « (x).

2.3 Clmtelu, jez v okoli bodu [O 0] dosti malém jsou rdzny od
nully, v bodé [0, O] pak rovnaji se nulle. Takovy jeden ¢initel bychom
ku p¥. dostali, kdybychow ve vyraze z odst 260. 4=—1 4+ P, ()y=—=1—1|
+...+ P,_, (). nisobeném vhodnou mocninou ¢isla /, zavedli pivodnt
ploménné Y, . Cinitel posledni jest charakterisovin tim, Ze rovnice
i I S A (1) TE el Rt S +Pm—m,(0)—0 stupné m—m, vV y nemd
kofend redlnych.

3.) Ciniteld linedrnich v » po piipadd povy§enych na jistou celistvou

1
moeninu », takze dostivdme ¢initele tvaru [y — p (2 V)], kde p (7) jest
potentni fada argumeuntu ¢ p(0)=0. a NV jest ifslo celé
Miize ov3em nastati, Ze pti urc¢itém I"(z, y) Zddni z Ciniteld pod 3)
neexistuji Iak nejsou funkce y proménné x, jeZ Ly spliiovaly rovnice
F'(z, y) =0 a jez by se rovnaly nulle pro x—0; rovnice pak ¥(x, y) =0
neni viibec splnéna v Zadném boudé [x, y] okoli U (0, 0; ¢), je-li ¢ dosti
malé. - _
Mize vSak téZz nastati, Ze nejsou Zidni Ccinitelé pod 2) uvedeni.

L
V tomto pripadé jest celkem n funkci y tvaru p(z¥y majicich Zidané
vinstnosti (ze spliluji rovnici F(x, y)=0 atd.). Pfi tom ovSem jest funkci

a L
y = p(x) poéitati r-krite, vyskytuje-li sa &initel y —p(r¥) v rozkladu
fankce /'(x, #) svrchu popsaném povySen na mocninu r-tou; funkee

1
y=7p (") ndm pak ptedstavuje Feseni r-ndsobné (Fddu r-tého). -
Mohou v8ak byu soufasné Cinitelé pod 2) i Cinitelé pod 3). Pak

1
jsou funkee spliujief rovniei F(x, y)=0 tvaru y—=p (x¥) a podet jich
(poc¢itdne-li kazdou tolikrat, kolik obndsf jeji fdd) jest men3f nez .
Rovnice F(z. y) =0 nenf spluéna v zddném bodé [z, y] z okoli
0(0, 0; €), jeli € dosti malé, ve kterém by zdroveii se nestival nullow
jeden z Ciniteld pod 3) uvedenych.
Priklad. Hledejme funkce y proménné x hovici rovnici

0=(62"+4a; z°+..) + (— 2* -+ b; 2°+..) y + (— 2®—1da* - ¢, #°+.. ) y*
+@+dxt+.. )y + B2+ 182 F- et +.. )y + (fuz' + .. ) y°
+ (—3x+ g:,_x"’-|—..)y“+ (— 2zt hy 2°+.) y"+ (1 — 2+ kg4 ..) y®
FO Lt )y )yt
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a takové, jez pro =0 jsou rovny nulle. V zdvorkich daného vyrazu
necht jsou potentni fady promémnné «, jichZz potitelni ¢leny jsou v zd-
vorce uvedeny, pokud pro vySetfeni hledanych funkei jsou nutny. Cislim
agy bg, €, ... mizeme pFisuzovati .hodnoty libovelné, aniz by to mélo
vliv na ty vlastnosti funkei hledanych, o néz predevsim ndm jde.

Sestrojime nejprve polygondlni ¢iru Newtonovu. V diagramu vedle

naznaleném jsou body odpovidajici élenim ve

<k vyraze daném uvedenym vyznaleny hvézditkou,

P body [p, 9], jimZ odpovidajici Ctleny xPy? ve

Ao s « & vyraze daném vibec nejsou, tetkou. Dostivime

# lomenou &dru 4,4, 4, o dvou stranich. Prvé
strané A, A, odpovidaji tlenové

ys - 3:13;/“ + 32 y4_y2m3:ya(y2_m)3;

druhé pak strané vyraz
* — ¥t —yxt 4 62° = — 23 (y — 2x) (y -+ 3x).
Na prvnf strand jsou ¢&leny nejnizdfho Fddu
* % tenkréte, jestlize y jest v z Fadu i; pFislusnd
rovnice pro y (viz odst 260., (g)) jest stupné 6.
a md dva redlné trojndsobné kofeny 1, — 1. Pii druhé strand jest

y v x Fddu 1.a rovnice v  md dva jednoduché redlné kofeny 2, — 3.
Rozvoje jim piinalezejici 1ze ihned vypsat ve tvaru

Yy=2x 4 A+ A2+ . . (@)
y=—3zx+ A, 24,2 . .. )

pH temZ soutinitele 2,, 4’,, 4,,.. lze urtiti dosazenfm do dané rovnice
methodou neuréitych soudiniteld.

Abychom ziskali i tvar pro rozvoje odpovidajici prvé strand poly-
gonu Newt. a trojnisobnému kofenu 4 1, ulinime substituci z=—=2?,
y=xz,(1+y,), kdeZz y, jest funkce proménné x, stivajici se nullou pro
2; =0 Abychom neprovddsli zbytetné dosazovini, vybereme si ze tleni
dané rovnice &leny nejnizsiho stupné za pFedpokladu daného tvarem
substituce provddéné (Ze y v z jest stupnd 1). Jsou to predeviim Cle-
nové na strané A, A,. pak tlenové na piimece s A4, A, rovnob&iné a co
nejblize ku 4, 4, poloZzené, potom Clenové na daldf rovnobéice s 4, 4,
atd., pokud jest potfeba. UkdZe se hshem pottu, Ze vystatme se dvdma
rovnob&zkami, t. j. s vyrazem

Yy —2)’+y(y° —22+ 2y 2 — 2t
+(— 248+ 1823yt — 142t 2 +- 625+ (.. )+ . . -

*
* ¥ % =
*

*

* ¥
*
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V kazdém Clenu vyrazu prdivé napsaného jsou obsaZeny viechny cleny
poloZené na jedné rovnobdice s A, A, v diagrammu. Newtonové. Pro-
vedme nyni substituci; postadf pro nae uclele (t. j. ke konstrukei dal-
§tho polygonu Newtonova). potitime li z kazdého ze tff ¢lend ¢len nej-
nizstho ¥ddu v y,, jenz dle tvaru providéné substituce bude nejniziiho
stupné v proménnjch =z, y,, at jest ¥dd y, v z, jakykoeliv. Obdrzime
v3ak z dané rovnice po substituci rovnici

O=ut By +.)+ai 16y +.)+ 2 B+ )+ 2l (. )+ 4

V&ichni ostatni ¢lenové (mevypisovanf, jenom teckami naznaleni) jsou
jisté ¥adu vydsiho nez vypsani. Diagramm ptisludny ku vypsanym {lenim
bude obsahovati tfi body a to body (kratime difive a? celou rovnici):
[0, 3, [1, 3], [2, O]. Polygondlni ¢ira Newtonova bude toliko z jedné
piimky a budou na nf dva body [0, 3], [2, 0]. Piislu§né tleny z rov-
nice uvaZované jsou 8y} 8z?; rovnice v 5 k témto &lendm patiici
jest 873+ 8=—0 a md jediny redlny kofen jednoduchy, totiz — 1; tak
existuje jedno a jen jedno Fe3eni rovnice (p), které pro =, jest rovno
nulle, a to m4 tvar

2 3 4
h=—ultuxitu it .. ..
Z tohoto feSenf plyne pro rovnici piivodné danou (vritime-li se k pi-
vodnim proménnym) feSeni tvaru

1 1 (] 7 8

y=2"—z" fuyx’ 4 u 2 +u 24 .., (4
kdeZ u;, u,, ... lze vypoditati opét methodou neuréitych souéiniteld.
Stejné 1ze nalézti rozvoj piisludicf druhému trojndsobnému kofenu rov-

nice pro stranu A,,A (ku —1); 1ozvm tento ostatné obdlzime z (8),
l

dosadime-1i tamn — 2® misto ; midme ihned Fesen{
105 [ z 8
y:—z"—l—x“—{—u;,w“—u‘xﬁ—i—usa:"——.... (")

Dospivime tudiZz k vysledku, Ze funkce y proménné = hovici rovnici
dané, jez pro =0 jsou rovny nulle a jez jsou spojity v bodé = —
a okoli, jsou Ctyfi a to (), (8), (d), (6"); déle pak, Ze viecka fFe$eni
dané rovnice, pro néz [z, y] jest v okoli bodu [0, 0] dosti malém,
spliiuji jeden ze Etyf vztahd (&), (3), (9), ().

263. Pripad semidefinitni pr7i vysetrovini extrémdi u funkel dvou
proménnych, jez rozvinouti se daji v okolf bodu vySetFovaného v fadu
Taylorovu. Stadf, ukdZeme-li v n4sledujicim, kdy nastivd u funkei bodu
[#, y], rozvinutelnfch v Fadu mocninnou argumentd z, y (tedy v fadu
Taylorovu v okoli bodu [0, 0]) extrém v bod& [0, 0]. Jak by se vySe-
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ttovala existence. extrému v bodé libovolnéw [z,, y,], jest na snadé (viz
k tomu pozn. v odst. 255.).

.+ »---BUdiZ tedy dédna funkce f(z, y) vo:vinutelni v potentni fadu &fsel
&7y "Pak, m4-li tato funkee extrém v bodé [0, 0]. m4 rozdil

Fx, y)=f@,y) — 10, 0) (odst. 242, (1))

v 0(0, 0; n) stile totéZz znaménko (zvolime-li si oviem 7 dosti malé,
t. j. funkce F(z, y) v tom okoli nestivd se nullou.

Nésledkem toho miizeme vysloviti vétu: Nulnd a postadujici pod-
minka, aby funkce dvou proménnych z, y, rozvinutelnd v ¥adu Taylo-
rovu v okoli bodu [0, 0], méla v bodé [0, O] extrém, jest, aby p¥i roz-
kladu rozdilu f(xz, y) — (0, 0) v é&initele, jak byli popsdni v odst.
262., nevyskytovali se dddni éinitelé wvedeni pod 3).

Obylejné v3ak neni nutno provadéti rozklad naznaleny v odst.
262., abychom rozhodli, zda nastivd extrém dané funkce. Stati totiz ve
velké vEt§iné piipadd vySetfiti rovnice algebraické, jez patt{ ku jednot-
livim strandém polygondlni &iry Newtonovy, prisluiné v bodé [0, 0] ku
funkei F(z, y) = f(z, y) — 70, 0). Rovnice ty v oznaceni odst. 259.*)
lze psdti ve tvaru

E+LETTHLE ...+ =0

Maji-li viecky takovéto rovnice horeny vesmés komplexni, md funlce
f(x, y) v bodé [0, O] extrém. Md-li nékterd z téch rovnic kofen rediny
jednoduchy aneb obecnéji ndsobnosti liché, nemd funkce f(x,y) v bodé
[0, O] extrém.

7 toho jest patrno, %e Cisla » musi byti sudd, m4-li f(x, y) v bodé
[0, O] extrém. A ddle, ze, md-li f(z, y) v [0, O] extrém, souvadnice
vrcholi polygondlni édry Newtomovy Ay4,... A, — kterézto soufadnice
pii vrcholu 4, jsme v odst. 256. ozmatili p,, ¢,, pii temz p, =0,
go=mn, g, =0 — jsou vesmés disla sudd, coz plyne ostatné také
i z té okolnosti, ze ¢len

c;,"—q")yq“mp‘ (viz odst. 258.)
Iy
jest fadu nizsitho nez vSecky ostatni ¢lenové Taylorova rozvoje funkce
f(x, ) —F(0,0), je-li y v x Fddu 4, kde 1, <<1<<4, .. Nejsouli viak
obé¢ ¢isla p,, ¢, tsla sudd, &len tento ménf své znaménko v okolf
bodu [0, 0]. :

*) V odst. tom ponejvice uzivd se rovnic, jichz neznimd znadena jest y; mezi
n a & jest v3ak relace & — 7%,
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2 Prillad 1. Vyraz vySetfovany v odst. .pfedch. nemd v bodé [0, 0]
#trému Nebof, jak z vysledkd docflenych tam ihned ndsleduje, nabyva
- yraz ten v okolf bodu [0, 0], af jest to okolf jakoliv malé,  hodnot
3ladnyeh i zdpornych.
Piklad 2. Vyraz
F(x, y) = y* + 29223 — Hyz* + 4z°

n'lbyv& v [0 0] hodnoty 0. Na strandch polygonu Newtonova nachézeji

se body [0, 4], [2, 2], [4. 1], [6, O]. Polygo-

. naln{ &dra ta pak sklidd se ze dvou stran; na
prvé jsou body [0, 4] [2, 2] a rovnice k ni

' piisladnd jest &2+ 2=—=0; na drubé jsou body

) . 2,2, [4, 1]. [6,0] a rovnice pro & jest

: . 28" — BE + 4 = 0. Jelikoz obé rovnice maji

jenom kofeny komplexnf, md dany vyraz v bodé
{0, 0] relativni extrém a to minimum.

Priklad 8. Vyraz

: I (z, y) = y* 4+ y92? — 4yxt 4 4a®
mi tutéz polygondlni ¢dru Newtonovu, jako vyraz uvaZovany v piikl.
pfedch, Rovnice v8ak k jejii strandm pifsludné jsou £2 4 1 =0,
2 — 4t 4+ 4 =0 Drubd z téchto rovnic ma kofen redlny a to ¥,
ktery v3ak jest koFemem dvojudsobnym Jest tedy tfeba (tlenové odpo-
vidajfef druhé strand divaji celkem (y — 2c%)%. 2?) zavésti misto pro-
ménné y proménnou y, rovnici y = (2 + y,) «* a k vyrazu tak vznik-
lénu sestrojiti polygon Newt. Substituef uvedenou v8ak se zméni /', (z, y)
ﬁe vyraz {pe kriceni tinitelem z°)

. ' z2(16 + 32y, +...) + ¥
Polygon Newtoniiv k tomuto vyrazu obsahuje pouze body [0, 2], [2, O]
odpovidajici Clendm y? 4 16.*; rovnice ve £ jest £2 + 16 = 0 a md
kofeny komplexni. M4 tudfz i F,(x. %) v [0, 0] relativof extrém (minimum).
. Pozndmka. Na zékladé vysledkd odst. 2ii2. jest také snadno odvo-
diti podminky nutné a postalujici pro existenci nevlastniho cxtrému

v bod& [0, 0] u funkei F(x, y), jeZz tu nvaZujeme. Od zevrubncho vy-
slovenf pfislusné véty vsak tu vpoustim.

|

Pstr, Diff. podet. 30
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