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‘dem zhu$ténf mnoZstvi E — oscillace funkce na E v&t¥ (=) ne% &
(Coz se mélo dokézati.)

Jestlize viak body B, jsou totoZny s konetnym poftem bodd, ozna-
time jeden z téch bodd, které se v fadé B,, B,,... vyskytuji neko-
nefndkrite, opét znakem b a miZeme.o n&m stejnd tvrzeni uliniti jako
v pfedchézejicim ptipadé.

Z vity pravé dokdzané plyne jako smadny disledek véta: JestliZe
jest funkce f(x,, Zy ..., z,) ddna na mnoistvi E ohranileném a
ugavieném a jest funkei na E spojitow; pak lze ke kaidému Kkladnému
éislu s udati_kladné &islo 7 takz Ze oscillace funkece f na E ve vniech
moZnifch O (B, 1) jest menii neZ ¢,. Vta tato jest ofividn& zobecndnim
véty 2. odst, 191., ¢imZ tato véta zdkladni pro nauku o funkeich spo-
jitfch poznovu dokdzdna.

Pozndmka, JelikoZ mnoZstvi E v obou poslednich vétdch jest
mno#stvi ohranitené, spadd toto mnoZstvi do jistého oboru pravoihelni-
kového »- rozmé&rného. P¥i bodn B miiZeme se tudiZz omeziti také jenom
na ten obor pravoihelnikovy se zfetelem ku vyznamu oscillace funkce
f na E vO(B, o). '

1X. Derivace a differencidly funkei o nékolika proménnyech.

192. Derivace parcielni funkei o dvou proménnych. BudiZ déna
funkee w—/F(r, u) jakoZto spojitd funkce prom&nnych z, ¥ v jistém
oboru. Pfisufme promé&mné y pevnou hodnotu Yy, takZe z zistane je-
dinou promé&nnou. Tim stane se « funkef spojitou jedné proménné wx,
u=s(z, y,); méli pak ta funkce jedné prom&nné 2 derivaci dle z,
v bod8 z=—u,, sluje tato derivace éasteéna (parcielni) derivace funkce
u=f(z, y) v bodé [x,, u,] dle proménné x a znali se tato derivace
znalkou f'(z,, y,). Jest tedy

(M

Ohdobné jest tdsteénd derivace funkee » v bod& [z,, y,] dle proménné ¥
ddna vztahem (za pPedpokladu, %e pifslu§nd limita existuje)

F (% Yo+ k) —f(,, Y) ’
k = )

V téchto vyrazech mleky se predpoklddd, Ze %oy %ols [, + R, ¥,] resp.
[®, #o+%] jsou body daného oboru.

Existoji-li limity v (I) a v (I"),. kdyZ [z,, y.] jest v urtitém oboru,
piedstavuji ndm v tom obdtu obé parcielnf derivace jisté funkce body

flzo4-h, y)— (x5, Y
= L

f,’(mm Y)=1im
h=o

fy'(ro; Yo) = ]kig;
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[z, y], jeZ znatime f’ (z, y), ', (z, y)- Jind oznateni jsou déna symboly

, _ 2f (r, ¥) 1/) Qu,
f,(-'r; y)'—D,f(zv )} D;"’) 2z 2z

: af(z, v) du
f, (@, ))=D, f(z, y), Du, L&Y, .
Pomoc{ t&chto symbold bychom mohli vyznatiti limitu (I) ob§irn& takto
(uvddim vyznadeni pouze pii poslednim symbolu)

du ” du
[ T ] =, anebo strulnéji [370]
, (

T=%o 14, 7o)

Posndmka. Neexistuje-li limita v (1), ¥ikdme, Ze funkce f(x, )
nemd derivace &dstetné dle z v [z,, y,]. Existuje li limita ¥ (I) v 8ir§im
smysla, ¥kdime, Ze f(z, ) m4& v [z,, #,] derivaci &4stetnou dle z
v §ir§fm smyslu. V nisledujicich vyvodech, pokud nenf nic zvl45té vytZeno,
mime viak na zfeteli derivace v uZ§im smyslu. Obdobné poznimky
jest udiniti i pFi (T').

193. Differencialy parcl&m (Bastecné) Nésobime-li derivaci &4-
stetnou funkee « v bod& [z,, v,] dle = pfiristkem prom#&nné x, dosta-
neme differencial éisteény (parcielni) funkee u v bodé [z, y,] dle 25
jest tedy tento differenci4l din vyrazem

f,,(:ro’ Yy b aneb f',(rm %,)dz,,
dle toho, jak zpatime piHriistek prom&nné z (v prvém vyrazu jest pif-

ristek oznaten pismenem A, v druhém znalkou Ar,). Obdobné& jest &i-
stetny differencidl funkce » v bod& [r,, y,] dle ¥ dén jedoim z vyrazi

f’y(zov %o) k, f'y('roa ¥4y,

(k, 4y, jsou pi¥irdstky proménné y).

Funkce dvou proménnych #=/F(r, ) md vidy v bod& [z, y,]
tistetny differencidl dle =, resp. dle y, md-li v tom bod& Edstefnou
derivaci dle z, resp. dle ¥ (jakoZ nédsleduje z definice differencidlu &i-
stetného). ,_-‘

194. Differencial totalni Funkee o dvon proménnyjch. Budiz ddna
v bod& [z, u,] a Vv jistém okoli toho bodu O (xz,, y,; ») funkece
u=f(z, y). Budiz dédle [z,+4z, y, +Jy] libovolny bod toho okolf.
Budeme mnazyvati rozdil f(z,+4dz. y,+an—/f(x,, y,) pFiristkem
Junkce w z hodn [z,, y,] pro pFiristhy dx, 4y neodvisle proménnych
a znaditi jej budeme znalkou A, t. j. budeme psati

Au=F(zy +4dz, yo +4Y) =1 (Zy Yo)- (1)
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Lze-li ddti pri libovolnd zvolengjch prirdstcich promémnijch Az, Ay
tomuto priristhu vidy tvar

du=Adz+ By +<(| 45| + .y |), )

kde A, B nezdvisi na Ax, Ay a kde © zdvist sice na Az, Ay, aviak
tak, Ze
limz=0 pro lim 4z=0, lim 4y =0,

Fikdme, Ze funkce w=—1(z, y) ma totdlni differencial v bod¢ [z,, ¥,];
aneb také, Ze funkce w= jf(x, y) jest v bod& [x,, y,] differencovatelna.
Totdlnim differencidlem pak jest vjraz AAdx-}- BAy.

Klademeli v (2) 4y=0 a d&lime-li zdroveii celou rovnici Az,
mdme (u#fvajice vztahu (1) a piSice misto 7, ve kterém jsme dosadili
4y=0, bud +< aneb —<' dle toho, je-li 4z kladné & ziporné)

f'(ﬂ'o—!—[’m, ”)—f(xnv ”n) - ’.
dx =4+
pFejdeme-li pak k limité pro lim 4x=0, jest ihned (limita pravé a
tedy i levé strany existuje)

A:,f’x(m“, U) & Stejné. Bzf'y(mo, Yo)»

odkud? jest nejprve patrno, %e, kdykoliv funkce f(z, ¥) md v bod&
[z, 9] differencidl (lotdInd), md funkee f(z, y) v bod¥ [z, y,] deri-
vace parcielnt dle ¢, 1; déle pak ndsleduje, Ze totdlni differencidl funkce
Flz, 1) v bodé [%,, y,] jest rovny soudtu Edste¥nfch differencidld

' Abv nebv]o tteba zavddsti sloZitd a mdlo obvykld oznatenf, budu
vynechdvati index O pFi @, v, a budu uvaZovati pFiristek funkce
z bodu lr, ), jakoZ i piisluiny totilni differencidl. Ptirtstek funkce 1
znaliti bndu i ddle symbolem 4w, pro totdlnf differencidl funkee
u="~(x, ¥) v bodsé =, 1 pak u¥ivati znaku du aneb d7(r, y). M-l
tedy #==F(z, v) v bod& [z, y] totdlnf differencidl, jsou mezi zavede-
nymi symboly tyto vztahy

du=Adz+ Bdy aneb t6z du=f (x, y) dx+ 7 (z, N dy. (ID

Misto Az, Ay lze uZivati (ohdohn& jako p¥ jedné promdnné) i jinvch
matek; ku pf. %, . aneb. coZ jest nejtast®j¥f. dx, dv; v¥znam posled-
nfch znafek jest na snadé, jsou to differencidly totdlnf funkei rovnych z
resp. ¥, Dosadime-li pak ku p¥. do druhé rovmice (1) u=—==, mdime
ihned dz— 4z, odkudZ ndsleduje oprivnénost zavedeného oznadeni. N4-
sledkem toho sluji Zasto dwx, dy differencidly neodvisle proménnijch.
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Rovnici druhé ve (IT) lze tedy d4ti pH zavedeném oznatenf tvary
du—f’ (, y)de4-1 ,(@, y) dy aneb du— d —I— (II")

nejtastdji uzivané a majieci (jak pozdéji sezndme) vfrznam i tenkrite,
kdyZ x, y nejsou neodvisie proménné, nybr? funkece jedné anebo vice
necdvisle promé&nnych.

Vztahu (2) konefnd lze ddti tvar

du=du—+tz(Idz| | dy . (2"

Ze vztahu (2) ndsleduje bezprostfednd véta (nebof v jeho disledku
jest Hm Au =0, je-li zdrovei lim 4r—0 a lim Ay =0): Md-li funkce
f(z, ¥) v bodé [xy, y,] differencidl (totdlni), jest v tom bodé spojitou
Junkct proménnych [z, y].

195. Podminky postadujici, aby funkce méla (totdInf) differencidl.
Shledali jsme v odst. pfedchdzejicim, Ze funkce majici differencidl totdlni
mi i C&dstetné derivace dle jednotlivich proménnych. Av§ak naopak
funkce majief &4steéné derivace dle jednotlivfch proménnych v boda
[z,. 7,] nemusi miti v tomto bod& totdlni differencidl Tak ku pt. funkce
definovand vztahy

(r 7/)—9__'_ —3 pro ["T ’I/]:i:[O 0]7 f(O O)_O

mi v bodd [0, O1 derivace Cdsteéné dle ., y. Ob& jsou rovny nulle.
Totalni differencidl v3ak miti nemiZe, nehof pak by to byla funkece
v bod& [0, O] spojitd (viz zdvéretnou vdtu pFedch. odst). Avsak kla-
deme-li 2=+, y—ua#, a nechdvdme-li f konvergovati k nulle, dostaneme

Iim £ (¢, at)= coz jest rizno od nully, kdyZz «==0,
=0

o
1T’
odkud? jest patrno, Ze funkce dand neni v [0, O] spojitou funkef obou
proménnych. A nemé tedy také v [0, O] totdlnf differencidl.

Jest v3ak snadno udati podminky postadujici ku existenei totdlnfho
differencidlu p¥i obecné funkei f(z, y). Nejprve jest (idemticky)

= f(x 4 Adr, y I+ Ay)—f(z, v)
=[fadr, 1) —f (x, P+ LFr, A+ dv)—fa, 0]+
+[f@+ g2, y+ ay)—f (x4 Ar, ,,) —f(z, y+ ay)+f @ )
Zavedeme-li pro krdtkost oznalenf /Ax{p(r, y):qp(r + Az, fI/)—(‘p(Z. Y),
4,9, =@z, y+4y) —o@(z, y), miZeme pravou stranu poslednf
rovmce psiti ve tvaru 4 _f(z, y)—|—A Fz, y)+d.4, [(z, y). 7 pted-
chézejfcfho odstavee ndm jest znamo, Ze, m§-li f(x, J) totdlnf differen-
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cidl, m4 jists 1 derivace tdstetné dle x a dle y. Aviak dle definice deri-
vace funkce o jedné proménné jest

4@, N=f,(, y)dz+dn A f(z y)=f,(z, y)dy+ 'y,
kde &', ¢ jsou velitiny konvergujici k nulle, kdyZ 4r, dy konvergujf
k nulle. Tedy jest

du=f (x, iz + [ (z, y) dy+-(€dz+"dy) +4 4 _f(z, y),
na zdkladé kterézto rovmice miZeme vysloviti v&tu: Nutnd a postadu-
jici podminka, aby funkce f(x, y), mujici v bodé [z, y] derivace éd-
steéné dle x, y, mé&la v tom bodé totdlni differencidl, jest, aby vyjraz
4.4 f(z. y). déleng soubtem |Az]+ |dy|, mél za limitu nullu, kdyz
lim 4z =0 alim 4y =0, ancbo (co? jest totéf), kdys lim (| dz| 4| dy|)=0.

Pro vyraz 4,4 f(z, y) méme déle dle véty o stfednf hodnotd ku pf.

44 f(z, =If (z+dz, y + 8, dy) —f' (z, y+ 6,4y)] 4y,
ze kteréito rovnice jest patrno, Ze limita podilu ve v&t& uvedend jest
rovna nulle, existuje-li derivace &4steénd funkce f(z, »)Edle?y v bod&
[z. 4] a jeho okolf a je-li derivace ta v bodé [z, y] funkecigspojitou.
Obdobny vyrok lze &initi i vzhledem ku derivaci ¢dsteéné dle ». Tak
lIze tvrditi: Funkee f(x, y) md totdlni differencidl v bodé [z, y), md-li
Edsteéné derivace v [x, y] dle obou proménnyeh a vedle toho édsteénou
derivaci bud dle x aneb dle y v okoli bodu [z, yl. jeZ jest spojitd
v [z, ¥1%)

Md-li tedy funkece f (z, y) v jistém oboru Q derivace &dsteéné
dle x, y, el jsou spojitymi funkcemi v tom oboru, md tato funkce
v laZdém bodé vnitFnim oboru Q totdlni differencidl.

Jak by bylo 1ze definovati totdlni differencidl pro hraniéni body
oborn Q a v ddsledku toho upraviti vdty dok4zané, Jest na snadé a
neposkytne étendfi obtizi.

Podminky uvedené jsou zirovet postalujicimi podmfinkami, aby
mezi pHristkem funkce a pHsluinym differencidlem byla platna jedna
z relaci

Au—b—d +3“4J+gdx+ady (D)
du
du=33pa Sy (4] +1ay) )

*) Cienat dokaze tuto vétu snadno pftmo, uZiv4-li pro prirdstek funkce rov-
nice identické:

Au=[f(x+dx, y) = f (6, YN+ [f(x+4%, y+dy) — [ (x + 4%, )]
jako{i na kaZdou zdvorku hranatou véty o stfednf hodnoté,
Polr Diff. potet, 20
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kde o, 6, = jsou funkee, jichZz limity jsou rovny nulle,” kdyZz zdroveit
lim 42=9, lim 4y = 0. Ob& ty relace v podstaté se nelisi. Nebot 1ze psiti
odx Gdl/
edx 4+ cdy—= (ldx A

coZ jest tvaru z(|dr|-+|gyl).

Pozndmka. V odstavei tomto &Einén byl mléky predpoklad (zave-
deny jiz v odst. pfedch.), ze funkece f(z, y) jest definovéna v bod&[z, y]
a v jistém okolf toho bodu, ve kterémZto okolf pak nachézi se stile
bod [z +dz. y+dy)

‘Déle 1ze vytknouti, Ze rovnice identické tu uvddéné dovoluji ndm
snadno roziffiti vétu o spojitosti funkce u=f(z, y) vyslovenou ke konei
ptedchédzejiciho odst. Z identity pro 4« vypsané v pozndmce pod &4rou
a véty o stredni hodnoté plyne totiz nejprve, existuji-li derivace &d-
steCné dané funkce v okoli bodu [z, ],

An=f (x4 Odr, y)dz+f (z +dr, y+ 6,4y)dy.

Na zaklad8 této rovnice miizeme vysloviti vétu: Ezistuji-li ve spojitém
oboru (dvojrozmérném), ve kterémi jest definovdna funkee f(z, y), éd-
stedné derivace té funkce a jsou-li ty derivace koneiné funkce bodu
[x, ] v tom oboru tak, Ze fjest pro wdecky body toho oboru
I7 (2, PI<A, If (= )| <B, pal jest funkce J(z, y) v oboru tom
funkei spojitou bodu [r, .

Nebof potom pro pifristek o lze pséti vztah

] ldu|<A|4dz]4-Bldyl,
odkudZ tvrzeni to ihned nésleduje.

196. Derivace a differencidly funkci sloZenych. -Dudiz v tomto a
nasl. odst. f(z, v) funkef majicf v oboru ptkichdzejicim v dvahu diffe-
rencidl (totdlnf). Pak jest platna rovnice (ITT), jiZ pouZijeme nejprve na
odvozeni véty tykajict se funkef jedné prom®nné a poddvajici ndm ze-
vieobecnén{ pravidla- o derivovdnf funkee fupiEe. Rovnice (III) totiz
byla odvozena, kdyZ =, » jsou neodvisle proménné, a tim spide zistdvd
nezm&n&né v platnosti, jsou-li x, y funkce jedné promdnné ¢; pak’ovSem
jest w—=/F(z, y) rovnéz funkei té jedné proménné a miZeme psiti, délice
celou rovnici ¢ (t. j. pfiristkem veliliny proménné ¢, jemuZ odpo-

'bu 2u

— zavedeno k vili
0y

vidaji pfi =, y prévé piirdstky e, dy; misto
vt Jasnostl Iz ), f (z, ),

__ d.z: dj
=@ e +( +o%)
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Konverguje-li A’ k nulle a 8 nim té% Az, Ay, pak i o, ¢ konverguji
k nulle; existuji-li tedy derivace funkef x, y dle ¢, konverguje ‘posledni
zavorka k nulle a z rovnice napsané vyplfvd, Ze existuje i derivace
funkce u dle ¢, t. j. plyne

du__ ,, de /|, @ v) -
=/ @ )+ @ gy (IV)
rovnice to.ddvajici ndm pravidlo pro derivovdni funkce dvou funkef
jedné neodvisle proménné dle této proménné.

Rovnici tuto mohli bychom pséti ve tvaru (ndsobime-li d¢ a za-
vedeme-li difterencidly funkef u, x, y (funkei to promé&nné t)

du=f'(x, y)dz+f, (2, y) dy ()

a dostdvdme tak rovnici shodnou s rovnief (II'); vidime tak, Ze (IT’) m§
vyznam $ir§i nez v jakém jsme ji odvodili, zdstivajic v platnosti i kdyz
x, y mnejsou neodvisle proménné, nybrZ jsou funkce (a s nimi oviem
i ) jediné proménné a to funkce majici derivaci. V tom spolivd pravé
jejl jedna vyhoda.

Kdybychom v (IV) dosadili misto w, =, y, ¢ po fadd w, u, v, =
(abychom p¥i8li k formulim zndmym v oznaleni ndm obvyklém) a po-
uZili t6 formule ptedpoklddajice, %e w—wu-{», potom  w—wu.v a na

konec w:%; dostali bychom z (IV) tato zndm4 pravidla pro derivo-

vdni souCtu, soufinu a podflu

du+v)y=du+dv, dwv)=vdu-+tudy, d(%):
Podobné nésleduje snadno vztah

dw)=vu"" du+u" logudv
a j. v. Vatah (IV) pak vibec — a jeho zobecnéni pro vice nei 2 pro-
ménné — ndm ddvd dileditou a usiteénou pomdcku pro politdni deri-
vaci funkci.
Posndmka. Neni snad zbytetno i pii tdchto zcela specielnfch pi-

padech znovu zdirazniti, Ze rovnice poslednf platny jsou jenom v t&ch

bodech, ve kterych pravd strana téch rovnic ndm vskutka ddvd totalnf
ditferencidl p¥fslu§né funkce (vzhledem k proménnym u, v). Tak rovnice

vdu—udy
—% .

pro differencidl funkce % neni platna v bodech, ve kterych v =0. Rov-

né% pravidlo pro differencov4ni funkce u” predpoklddd, Ze béZi o body,

ve kterych » >0,
20*
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197. Rovnice (III) zistane vSak otividnd v platnostl, i kdyZ r, y
jsou fankce nékolika neodvisle promé&nnych. MiZeme na zdkladé pfed-
chizejiciho provésti pfislufné polty zatim jenom za ptedpokladu, Ze
@, y jsou funkce dvou neodvisle proménnjch &, 7 a budeme tedy psati

e=@& n, y=ypE 1.
Pii tom budeme ptedpoklddati, Ze funkce @ (£, »), ¥ (& n) jsou funkce
differencovatelné dle [, y]. Pak jest oviem i # funkei (sloZenou) dvou
neodvisle proménnych £, 7 a, abychom si odvodili parcielni derivace
funkce » dle téchto promé&nnych, budeme pouZivati prdvé rovn. (III).
Tam dosadime za u, z, y nejprve z, £ 7 & potom y, £ r, EimZ obdriime

da:_a EA& + Ar/-l— (0, 4& - 0,4n),

ay =34 25432 ¥ -+ (ea + o)

kde o,, ¢, 0, o, jSou velmny konvergujicf k nulle, kdyz zdrovei
lim 4£ =0, lim 49 =0. Dostaneme, dosadivie tyto vyrazy pro pfiridstky
velidin Az, 4y do (III),

24 dx , du dy du 3z, du dy . '
Au_(“ 2572y’ 35) §+(3z TRETR) ) 1+("E+ o' ). (7)

Vyrazy pro o', ¢’ neuvddim, aviak tendfi jest jistd patrno (se zfetelem
ku pHslufoym vlastnostem velitin o, o, o,,...), Ze o', 6" konverguji
k nulle zdroveri s A4, Ay. I jsou tedy dle zdkladnich v&t odst. 194.
koefficienty pH 4£, 4n v prvnich dvou ¢lenech rovnice (y) derivacemi

funkee u dle £, 5, takZe miZeme psiti vztahy

du__du dxz ,du 0y du_Ou dxr du 3y

— R — —— —_— — . —— —_— !
35_3x35+3y'a§ 9 dx ¥y dy Ay (V)

jakozto pravidla pro potiténi derivaci parcidlnich funkce funkei. Rovnice
tyto miiZeme  ostatnd poklidati za disledek rovmice (IV) pfedch. odst.

Kdybychom v (y) zavedli si differencidly dz, dy — difterencidly
to funkef z, ¥ proménnych £ n — rovnicemi

do _35d5+ dn, dy=..

obdrZeli bychom ihned rovnici (y) ve tvaru, ze kterého ndsleduje pro
differencidl funkece u tento vyraz

] ‘r 3 3
=r/@ y)da+t 1, v) dy:a—:dx+a—;dy, (I15)
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cot jest opét rovnice shodnd Gplng s (Il'), kterd zistdvd nezménéné
v platnosti i kdy% z, ¥ nejsou neodvisle proménné, nybrz jsou funkeemi
dvou neodvisle promé&nnych,, majicimi oviem totélnf differencidl.

Pozndmka. Jako specielni p¥ipady rovnic odvozenych lze psiti vatahy
dut+v)=dutdv, du.v) =vdu-udy,...

platné tedy i kdyZz u, v jsou funkce dvou neodvisle proménnych majicf
differencidly. Viz v3ak pozn. ku pfedch. odst.

198, Derivace parcielni druhého Fadu. (Druhé derivace parc.)
Derivace parcielni £ !(x, y), f,/ (2, ¥) funkce « jsou, existuji-li v jistém
oboru, v tom oboru funkce promé&nnych z, y a mohou miti opét deri-
vace parcielnf dle z a dle y, jimZz pak se Fikd derivace parcielni dru-
hého ddu (derivacim pak f/(z, 9), f,'(z, ¥) der. parc. proniho Fddu)
funkee f(x, y). Jsou pak celkem tyto derivace:

1. Derivace funkce /' (z, y) dle x=f_" (=, y)

/(2 y)  u

aneb v jinych oznatenich oy i

2. Derivace funkce f'(z, y) dle y—= fxy” (=, y)

2f@y) u

aneb 2zdy = dxdy

3. Derivace funkce f(z, y) dle x:fyx"(z, Y)

% f(z, ¥) 2%u

apeb dydx = dyox

4, Derivace funkce 1, (z, y) dle y= fyy”(:c, Y)
f(x, y) 2%u
29 ' 2yt
Tedy celkem 4 druhé derivace, jeZ viak v piipadech funkef nejéast&ji v ana-
lysi se vyskytujicich zpravidla se redukuji na tfi; jest platna totiz véta:
JestliZe funkee f(z, y) md derivace f (z, y), 1z ), £, (= 9)
v bc')dé [z, y¥o] @ v okoii toho bodu, jestliZe ddle fxy” (2, y) jest funkct
spojitou v onom bodé proménnych x, y, pak existuje i /ﬂ”(aco, Y,) a jest
f,y" (z, ?/o):f_y,"(mo Yo)-
Dle definice derivace dostaneme totiz f,<" (Zo; o), provedeme-li
postupné dvé limitnf operace naznatené vyrazem

lim {lim Lf @0ty Yot-k) —f x4k, yo)] —[f (20, Yotk —1(z,, .'/o)]} ‘ ®)

h=p |k=0 hk

aneb
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a jest tudiZ v prvé fadd vysettiti, zda limita vyrazem timto vyttend vskutku
existuje. AvSak dle véty o stfedni hoduot® dvakrite po sob& uzité jest

Ulrg 4k yo+k) — f(Zo+h y)l —F (@ Yo+ 1) —f(z, )] =

[f(xot by yo+ k) — F(z yo +RI—L[F (@ +h, y) — f (x4 40)] =

RLS S @y + Ok, yo+EB)—F, (@, + Ok, y) | =R kf, ) (z,+ Oh, y,+ 6,k)
0<O<l, 0<b, <1

Jest tedy vyraz v (p) rovny (dosadime nejdiive privé odvozeny vyraz

a potom uzijeme pFedpokladu o spojitosti I v Img, yol):

limflimf, ./ (e, + OF, 9o+ 8, =1, 5o ) @

Dokdzali jsme tim, Ze limita v (p), kterd ex1stuJe li, jest 7,/ (zy, 3,),
existuje a Ze jest rovmna )‘ " (s #,), CimZ v&ta dokdzina.

Jsou-li tedy predpoklady utinéné ve v&té o £/, £ f splnény
ve viech bodech jistého oboru £, vyplyvd z toho, Ze v ] ex1stuJe i fye "
a Ze jest stdle rovna derivaci f .y - Budeme v nasledujicim vzdy pi'ed-
pokladati ml¥ky i existenci i spojitost derivaci pfichdzejicich pravé v dvahu,
pokud jiné pFedpoklady nejsou vyslovné uvedeny; pak oviem z dokdza-
"ného nisleduje, ze operace derivatni D, D, jsou zéménné, t.j. Ze jest

| D (D, U)=D_ (D, U)
o0 obdobnd i pfi jinfch promé&nnych.
P#iklad. Uvazujme funkei danou rovnicemi

f@ ) =otaretg L —yarctg < prozz0, y 0,

10 ) =/@ 0)=0. |
Jest to funkce spojitd. Utvoime . " v bodé [z, y], jeli [z, y] rizno
od [0, O]. Jest

” — z* — yr, 0 0
oy (@, y)—m; z=0, y 0. (m)
Jestlize £ = O, jest nejprve pro y==0
’ =i ¥y_p. 1 L
AN () y)_h:ni [karctgh Y harctgy]_ y
a tedy f "0, y) = — 1, coz jest vyraz. ktery vyplyvd z (m), dosadi-

me-li tam z=0. VYsledek odvozeny pro //(0, y) jest platny i pro-
y = 0 (nebot f(h, 0)=0, f(0, 0)=0 a tedyjx 0, 00=0) a jes
tedy i 7, (0, 0) = — 1. Podobné ndsleduje z rovnic definujicich da-
nou funkc1 f)(x, 0)=0 a dédle (rovnéz z téch rovnic)

A CRVES 11m v (2x are tg]— — L) =1, (n)
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coZ ,est opét_ vysledek vyplyvajici z (m), dosadime-li za y =0, a ktery
nen{ ‘platny pro x=—0.*) Pfedpoklady ve v&t& utindné jsou splnény pro
viecky body_rizné od bodu [0, O], jest tedy ve viech bodech riznjch
od [0, 01 /" (x, ¥) = f,,;” (%, y)- V bod& [0. O] nenf splnén predpoklad
o spojitosti funkce ot (:c y), jak patrno jiz z toho, Ze na ose X md
tato funkece (nehledime-li k poddtku) hodnotu 1, na ose ¥ hodmotu: —1..
Abychom vypodetli fyx”- 0, 0), stati stanoviti limitu v-(g), t. j. limitu

O2he — @2
114
£,7©, 0)=lim {E‘ o@q,urw} L
coz jest vskutku rizné od fv” (0, 0) = — 1 pFimo - vypotténého.

Pozndmka 1. PHklad tu propoéitany jest pfiklad Schwarziiv (Ges.
math. Abh., II., str. 280.). Doporuluiji ttendfi, aby obdobné Setieni pro

ved] s funkcemx
2 92

YT Z‘z L y“sin%,

p¥i CemZ prvé funkei v bodé& [0, O] pfisuzujeme hodnotu — O; u druhé
funkee pak stanovime, Ze, je-i y == O, jest jeji hodnota rovna nulle.
Oba tyto pifklady vyskytuji se rovnéZz v literatuie, neni vSak nesnadno
jich potet libovolnd rozmmnoZit. Ostatné pifklad Schwarziv a prvy pii-
klad prdvé uvedeny jsou zvlastni pfipady funkce dané vztahy

(x,J)—a:EQJ( )+ y(P(y), 7O, ) = f(z, 0) =0,

ve které @ (§) jest funkee v (—- oo, oo) konelnd, jez v bodd £=0 jest
rovna nulle a md derivaci riznou od nully. Ukazte, Ze pro funkei,

f(a, y) jest :
f,"(0,0=1g' (0), 1, (0, 0)=ag (0).

Pozndmka 2. Vétu o zdménnosti derivalnich operaci dle z a y
v bod& [x,, y,] lze pon&kud roziifiti. Misto, abychom pozadovali spo-
jitost funkce f " (x, y) dvou proménnych x, y v bodé [xo, _/0 stati
patrné poZadovatl

1. spojitost funkee e "(xy, ¥) jedné proménné y v bod& y, a to
pfi kazdém 2 jistého okoh bodu =,

2. spojitost funkce Iy "' (2, y,) jedné proménné x v bodé r,. Nebot:
jsou-li ob& tyto podminky splnény, jest rovnice (g) platna.

*) Pro.x = 0 néisleduje misto (n) vztah Ixy! \0,0) = — 1, jak uZ bylo svrchu
odiivodnéno.
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199. Druhd véta udavajici podminky pro platnost rovnice azngy:

2

2% . o - .
= TArh Predpoklddejme, Ze existuji prvé derivace f.'(z, y), 5@ )

v bod& [r, y] a jeho okolf a Ze kaidd z téchto derivaci md v bodé
[#, y] differencidl (totdlnf). Ma v disledku toho f(z, y) v bod& [x, y]
i druhé’derivace Cdstetné f ", fv”, e I, & nad to jsou splnény
jisté podminky, o nichZz byla Fe& v odst. 195. UvaZujme vjraz

f(x_l'hr ?/+h)_f(z+h7y)_f(my y+h)+f(xv ). (u)

Vyraz tento lze psiti, klademe-li f(z + &, y) — f (z, ¥) = @(a, ¥),
ve tvaru ¢ (z, y + k) — @ (z, y), coz dle véty o stfedni hodnotd jest
rovno kg '(z, y + @k) neb rovno (se zfetelem ku vyznamu funkce ¢ (z, y))

W)@ +hy+0Ok) — b,y +0k), 0<O<L ()

Aviak, pondvadz f'(z + h, y + Oh) mé (totdlnf) differencidl, jest
£, @+ b, y+ OR)=Nf,." (z, y) +OMf, " (z, y)+ he' & £, (2, y+ OR)=
:@hfyy” (z, y) + he’, kde lim &' = 1lim ¢’ =0, kdyz lim =0, a tudiz
() resp. (u') jest rovno vyrazu

W, (2, y) + ho (s — &) (")
Kdybychom misto funkce @ (r, y) byli zavedli do («) funkei ¢ (z,y)=
= f(z, y+ h)—f (z, y) a jinak postupovali podobn&, obdrZeli bychom
tento vysledek pro ()
hzfxy”(‘”; y) + k? (81'— 51")' (um)
Porovndme-li (u”'), (u"’), mdme, d&livie ob& strany rovmice A%, pro
lim =0 konetn& f, "(z, y) = fyx"(x7 y) a tudiz vétu:

Existuji-li pfi funkei f(z, y) prvé derivace dle x a dle y v bodé
[z, y] a jeho okols a maji-li tyto prvé derivace obé totdlni differencidl
v [z, y], pak (existuji i druhé derivace funkce dle x, y a) jest fxy"(.r, yy=
=1."@= .

7 Ve vitd této se nepozaduje (explicitn&) existence druhych derivact
fo's fod & oviem také me jich spojitost v |z, y] a jeho okold.

200. Derlvace vyssich Fadd. Derivujice druhé derivace funkce u
dle x a y (existuji-li ovem derivace funkci danjch drubjymi derivacemi)
dospéjeme ke tfetim derivacim aneb ob3irnéji k derivacim tFettho Fddu
a jsou — za jistych pFedpokladd vyplfvajicich z véty odst. pfedch. o zd-
ménnosti v pofadu derivact D,, D — celkem &tyfi tietf derivace funkce
u, totiz

/’”,3(1'7 ;‘/); /"’,2},(1'; ¥) /Hlxy?(m’ ¥ f’".y’(w} 1))
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anéb v jiném oznateni

9%y %u % 2%

9z’ dx*dy’  dxdyr' oyt
Obecn& lze brati v dvahu za pfedpokladi na snad® lezfeich derivace
n-té. jichZ jest celkem » -1

) ™
fik)yn—k(f,y):W7 Zc:n, n—1,n—2...2 1, 0.

201. Totalni differencialy vyssich Fadd. Totdlni differencidl funkce
f(x, y) proménnych z, y

du _3_’fh+— (r)

jest opét funkei proménnych z, y (a konstant h, L) a miZe miti jakoZto
funkce proménnych z, y opét differencidl (totdlni), jsou-li oviem splnény
jisté predpoklady. Stadf k tomu ku pi. existence a spojitost druhych
derivaci funkce » —=f(r, ) v bodé x, ¥ a jeho okolf. Differencidl to-
talni totdlnfho differencidlu funkce u sluje totdlni differencidl druhého
Fddu, pfi temZ se pouzivd pro pfiristky proménnych stdle tychz velitin.
Misto pojmenovéni ,totdlni differencidl druhého Fddu“ miZeme Fikati,
nenf li tfeba obdvati se nedorozuméni, kratce ,druhy totdluf differencidl;
differenciél totdlnf funkce u (dany v (r)) nazyva se pak téZ ob3frnéji bud
differencidl totilni prvého F4du aneb prvy totdlni differencidl.

Znatime pak druby totdlni differencidl symbolem d%u = d (du).
Vychdzejice z rovnice (r), mdme pro druhy differencidl (existuje-li):

o 2% % % .
d'u = d(du)—kd( )—|—]»d( ) h(mh+éx—ayk)+k(wh+

T % 2 %,
+3—3Pk) W} +2a aJ M5 (odst. 199)
Z differencidlu totdlniho druhého ¥ddu dojdeme — za pfedpokladd k tomu
potfebnych — k differencidlu tfetiho ¥ddu, Ctvrtého, . . . . na zdkladé

rovni: differencidly ty definujicich:
d(d») = d?, d(d%)=d*, ... d@d" 'u)=d".

Pouzivajice téchto rovnie, odvodime snadno vyrazy pro tfetf, étvrty,...
totdlnf differencidl. MiZeme také operaci, jiZ dospivime k differencidlim
vyd§ich ¥dda, psdti symbolicky, kladouce

2 2
d=g bt
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a dostanemé pomoci tohoto symbolu pro prvni, druby, tteti, . . . n-ty
differencidl tyto vyrazy

(3,2 T T N T T A
du_(azk—l—ayk)u, du_(a—xh—l—é—ék)u, du_(ﬁh—l—@k)u,

n (D 2 .,\°
| au_(a—mh—l-@k) ", )
pfi ¢emZ po umoctiovdni jest nahraditi mocniny dle rovnice
2 A 2 u . al Y. A 3).+/4-u '
(,a—a-:k) (@k) 'u_é—w-x'a?,,'u-hk _a-—r—zayuhk.

Lze tedy tfetimu differencidlu funkce w (existuje-li v bod& [z, y])
déti tento tvar

3 3 2 %
du_—h —|-3 h/+3 —— hlk® —|—3—y3k3

xoy® a *
a podobn& pii vy3sich dlfferenmalech.

Ze symbolické oznaleni v (s) ndm prislusné differencidly urtuje
jednoznaind a jest tedy pfipustné, md svoji pfiinu v tom, Ze parcielni
derivace funkee # dle proménych x, y vyskytuji se ve vyrazech pro
differencidly linedrné. Pfi vyrazech kvadratickych (anebo dokonce stupiii
vys8#fich) v derivacich parcielnich bychom nemohli pouZivati symbold
v () naznalenych.

M4-li funkee » druhy totdlni differencidl v bod® [z,, y,], Fikdme,
7e jest differencovatelna do radu druhéhe v bodé [z, y,] — aneb
strutnéji, Ze jest dvakrite differencovatelna v [z,, y,] — . Obdobny
vyznam m4 rtenf: funkce u jest v bod& [x,, v,] differencovatelna do
Fadujn-tého (n-krate).

" Pfirozen& bychom mohli misto » a & uZzivati znatek dz, dy vice
obvyklych, takZe druhy differencidl funkce » p¥i neodvisle promé&nnych
z, y by se objevil ve tvaru

% 2% ?2%u
2, — 2 i 2
d®u — ’()_w'-’dx + 2 a2y dz dy 4 % dy (t)

a obdobn& ostatni differencialy.

Pozndmka 1. Pro prvnf a druhy differencidl funkce z dvou pro-
ménnych z, y, kteréito differencidly velmi Casto se naskytaji v geometrii
differencidluf, se zhusta uZivd t&chto zkricenjch oznaleni

dz = pdx + g dy , 4% = rdz® + 2 s dzdy + tdy°?,

v diisledku kteréhoZ oznaleni jest
L VRN N /B )
P=3z’ q—ay’ oz’ T ozdy T oy®
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Pozndmka 2. Jestlize je u=f(x, y), avak z, y nejsou neodvisle;
proménné, nybrz funkce necdvisle prom&onych &, n — jak predpokla-.
ddno v odst. 197. — pak vyraz na pravé strané rovnice (f) neni druhym.
differencidlem funkce «; prvnf differencidl jest sice ddn vyrazem (115).

Qu du LK dx

aviak ku odvozeni druhého differencidlu jest tfeba provésti na rovmici
5 .

¢

d&, dn jsou konst.) a dostdvdme ku pF.

du __ 4{Owu du 0% 2%u Q4 _,
d(a—zdm)_d(ﬁ)-dx—l-ﬁd(dz)_(wdx+a—;—57/dy)dz+ﬂd .
A tedy

dlu—

ddvajici du operaci d—= d§-|-g—n dy (kde? piiristky neodv. prom.

gw’ﬁ dr? 42
Vyraz tento shoduje se s (¢) jenom tenkrite (pfi libovolné funkei #),:
kdyz d*x=0, d*y=0, t. j. kdyZ dz, dy jsou vzhledem k operaci d-
konstanty (nezdvislé na £, %), coZ nastivd ku pf. tenkrite, kdyz x =¢§, -
y =1, (totiz kdyz r, y jsou vlastné neodvisle proménné samy, jakoZ v (¢)
jest predpokliddno). Obecnéji to mnastivd tenkrdte (a jenom tenkrite),
kdyz x—af+pn+y, y=0E+un+ 4, kde a, 8,... jsou konstanty.

20la. Mazeme viak také jinym zpisobem definovati differencidly
druhého fddu. UvaZujme pFirdstek funkce w» pii pifristcich k. & neod-
visle proménnych du—=—f(x+h, y+k—f(z, y); vypolteme si pki-
rlistek piirtstku, ¢t j. piiristek druhého Fddu, pii EemZ pii druhém
kroku volime pro pifristky neodvisle promé&nnych ¢isla 2/, k. Oznatime-li
ten piristek druhého F4du A'Au, jest

Adu=fx+hr+¥, y+E+¥)—flx+rh y+k—
f+W, y+8)+ f(=, y).

Kdybychom napfed byli volili pro pfirtistky neodvisle promé&nnych &fsla -
B, k' a pak isla h, k, dospéli bychom k témuz vyrazu, kteryz se tedy
neméni viménou dvojic [k, k], [#’, k']; lze tedy také psati 4'du=— A4 u.
Je-li mozno ddti privistku druhého Fddu funkce w z bodu [z, y] pFi
libovolngjch [h, k1, [B', k'] jistcho okoli bodu [0, 0] tvar

Adu=dAv=AWNW+ BhE+WE)+ Ck4=(h] L) (V|4 [4D,

()
— pfi ¢emZz A, B, C jsou ¢isla na k, %, &', k' nezdvisld a pro = pak
jest limz =0, kdyZz nap¥ed lim (|%]| +[%])=0 a potom lim (|A’| 4- [£’]) =0,

u 0%u . o, QU 4, 0u .,
azaydxdy—k—a?dy +ﬁd x-l—ﬁd y. ()
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(anebo naopak) — pravime, Ze funkce u pripousti totdlni differencidl
druhého 7ddu v bodé [z, y). Tento totdlni differencidl druhého #ddu
jest pak ddn vyragem (klademe-li v prvych tfech tlenech pravé strany
=Pk, k=)

d*u=Ah*+4+ 2 Bhk+ Ck*

(Trojélen na pravé strané rovnice (w) se nachizejici volen hned tak,
aby se neménil zdménou dvojic [k, ], [#’, k']). Pro A, B, C odvodime
snadno (dvé ze EtyF &isel A, %, A, &' a to jedno &drkované, druhé
neldrkované poloZime rovny nulle, zbyvajicimi dv&ma délime a vypo-
{teme limitu na obou strandch rovnice tak vzniklé pro.ptipad, Ze napied
jedno.a potom druhé ze zbyvajicich téch Cisel konverguje k nulle):

%u _%u __ ?%u (J'—@
222 T T dwdy dydx  oy?

Definice pravé podand pro totilni differencidl druhého Fidu jest
tiplné obdobn4 k definici druhé derivace pomoci limitniho v§razu (odst 128.,
rovnice (a)) a lze ji bez pFekdzky rozdifiti i na totdlni difterencidly fdidu
tFettho a vySSich. Definice tato vSak v podstaté se nelidf od definice
dFivéjsf, coz necht Etendf sdm zevrubnéji odivodni.

Z definice podané vyplyva téZ véta: Kdykoliv funkce » mé v bodd
[z, y] totdlnf differencil druhého Fadu, (pak existuji druhé derivace
funkce « dle obou promé&nnych a) jest v bodé [z, y]

%u __ 2%u

20y dyoda’
coZ jest novy tvar podminky postatitelné ku splnén$ této rovnice. V pod-
staté se viak tato podminka nelisi od podminky odvozené v odst. 199.

A=

202. 0 rovnicich mezi differencialy. Pii tvofeni differencidld vy-
skytly se velitiny, jez jsme oznalili jako pFirGstky proménnych (také
differencidly proménnych) a jez bylo moZno voliti v jistém rozsahu zcela
libovoln&. Tak pfi funkeich o dvou neodvisle promé&nnych [z, y] vysky-
tovaly se dva prirdstky 2, » (aneb téz dz, dy), jeZ vdzdiny byly toliko
podminkon, %e bod [z A4, ¥+ k] md pFindleZeti oboru, ve kterém
funkce, o niZ pravd jde, jest definovdna a m4 zdroved vlastnosti pozado-
vané. Existuje-li pfi takové funkeci totdlni differenciil v oboru £ a je-li
[z, ] bod vnitini oboru 2, jest [A, k] zcela libovolny bod jistého okolf
bodu [0, 0]; velitiny A, # nejsou tedy vaziny Zddoou podminkou a
at jim piisuzujeme jakékoliv hodnoty, piisludny vyraz jest stile totdlnim
differencidlem dané funkce. Nenapadd ndm tudiZ nikdy ve vyrazech t&ch
ddvati ¢slim Ak, % resp. dx, dy néjaké numerické hodnoty, i kdyZz bézi
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o differencidl v bod& pevném [z, y,], nybri vyznalujeme je vidy
obecngmi symboly a to. jak jiz bylo podotknuto, nejéastéji symboly
dz, dy. Jsou tedy velitiny dz, dy ve skutelnosti nové proménné na
sobd nezivislé (jsou-li oviem o, y na sob& nezivislé), nezdvislé (po-
vSechn®) i od proménnych zdkladnich x, y. Ze jsme je hned p¥ zave-
denj jich do poitu neuvedli jakoZto veliiny promé&ané, mélo svoji p¥i-
¢inu prdvé v tom, Ze jsme chtéli zddrazniti jich nezdvislost na =z, #;
rozhodovala pfi tom také snaha usnadniti ¢tendtim pochopenf pFisluSnych
novych pnjmi,

Okolnosti, %e differencidly neodvisle promé&nnych jsou velitiny pro-
ménné na sobd neodvislé, se ve znalné mife v potiténi s totdlnimi
differenciély pouzfvd. Totalni differencidly jsou ostatn& velmi jednoduché
tunkee differencidli neodvisle proménnych; jsou to polynomy homogennf
téhoz stupné, kolik obnddi f4d totdlniho differencidlu. PFi po&iténf pak
s totdlnimi differencidly nejvit3i uzitek poskytne vdta o neurdityjch sou-
&instelich ve svém nejjednodu¥Sim tvaru (pouZita totiZ ma polynomy).
Osvétlim to na dvou piikladech.

Priklad 1. BudiZ totalni differencidl funkce « dvou neodvisle pro-
mdnnych z, y v jistém spojitém dvojrozmérném oboru stdle roven nulle.
Jest tedy

du=0 anebau + —o.

Z vity o neurtitych soutinitelich (poklé.d:ime-h v tomto vfrazn jenom
ku pf. dx za proménnou) nédsleduje ihned

du du

E_O, ﬁ_.o,
t. j. funkce » neméni se v daném oboru ani s x, ani 8 y; funkce u
jest v daném oboru konstantnf. MiiZeme tudiZ vysloviti vétu:

Nutnd a postalujici podminka, aby funkee # bodu. [z, y] ve spo-
jitém dvojrozmérném oboru byla konstantni (t. j. stdle rovna pevné hod-
noté (), jest, Ze totdlni differencidl funkce » v tomto oboru existuje
a jest roven nulle,

Priklad 2. Dejme tomu, Zze z néjaké iivahy vyplyvd pro tketf diffe-
rencidl funkce » bodu [z, y] ve spojitém dvojrozmé&rném oboru vyraz

d?uw=A,dz* 4 34, dz*dy {3 A, dxdy®+ 4,dy>.
Aviak pro tteti differencidl, existuje-li, nésleduje z definice

3 -
d u_l iz 3+3a ,ay dz* dy +33xay dz d 2-{-
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‘Porovndme-li oba vyrazy, méme ihned v disledku v&ty o neurt. sout.:
u u
OZW’ A‘:‘%ﬂﬁ/"” (a)
Pozndmka. 7 uvedeného jest patrno, Ze rovnice mezi totdlnimi
differencidly funkei o dvou neodvisle prom&nnych zastupuje né&kolik
rovnic mezi funkcemi, jeZ jsou koefficienty v prislusnyech mnohotlenech
differencidinich. Tak ku pf. dle 2. piikladu vyraz ddvajiel tietf diffe-
rencidl totdlnf obsahuje ftyfi funkce a zastupuje tedy CtyH vztahy («).
V této okolnosti, jez zjedndvd znatné zjednodudeni pii vypisovani vztahd,
tkvi prdvé jedna a to hlavni z vyhod oznadeni a symboliky differencialni.
Zminka o tom utinéna jiZ v odst. 129. pozn.
' AvSak to nenf jedind vyhoda pojmu a oznaleni differenciilu tot4l-
nfho. Pfedpokladem existence totdlnich differencidld u funkce s dvéma
neodvisle promdnnymi zavadajf se pro tuto funkei jisté podminky. které
neni snadno nahraditi jinym zptsobem. Ty podminky oviem jsou.splnény,
jsou-li pFisluiné derivace &istetné funkce spojité v obou proménnych,
ptipad to, ktery v dvahdch tykajicich se pouZiti nejtastdji ba témef vy-
bradné se vyskytuje a ve kterém jakoZto hlavni vyhoda pojmu a sym-
boliky totdlnfho differencidlu jest svrchu zminéné struéné a ptehledné
vypisovdni vztahd. takZe, kdybychom na tuto v&c oekladli vdhu, vy-
statili bychom tu plné s derivacemi parcielnimi a differencidly totdlnf by
byly pro nds zbytetnym pojmem. Aviak ze stanoviska theorie poskytuje
pojem totdlnich differencidld (rdznych #4df) a funkei, p¥i nichZ existuji
differencidly totdlni, zvldstnf zdjem a jiZ ze struénych zminek, které
o této v&ci byly ulinény v ptedchdzejicim, jest patrna jednak obdoba
totdlnich differencidld riznych F4dd funkef o dvou neodv. prom. s deri-
vacemi funkce o jedné proménné, jednak tizkd souvislost zdménnosti
v potadu derivaci dle riznych proménnych a existence totdlnfho diffe-
rencidlu pHslugného Fadu (odst. 194, 201., 201a).

2 1 Derivace parcielni funkei o vice proménnych. Vyvody v odst.
predchdzejicich provedené pro funkce o dvou promé&nnych se bez potiZe
jakékoliv roz§ifuji na tFi a vice proménnfch, rovn&z i pfisludnd ozna-
tenf Nebude snad nutno podrobn& vSecko znova opakovati a postali
Gplnd, kdy? vytknu nejdilezit&jsi definice, oznateni a véty.

BudiZ dina funkce » = f(x,, x,. . . . ) n proméonych r,, z,,. . . 7,
a to v jistém oboru Q. Pokldddme-li z,, z,, ..., za konstantni, pak
se stivd » funkei jediné promé&nné z,; md-li- tato funkce jediné pro-
ménné derivaci (dle z,), sluje ta derivace derivaci parcielni funkce
u=/f(, 1, ...z) dle x;, a znati se zpravidla jednim z vyrazd

2f ou
]u-x;(.'l«'” x;“...x'), é?', a'?‘, Dxlf.

4
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‘Vyhody oznaleni prvého vyloZeny obifrng v odst. 192, rovndz tak,
jak by se vyznatila hodnota této derivace v ndkterém uréitém bodd
[=8, 25, . ., 3] oboru L. Nejsou-li hodnoty x¢ ddny numericky, mohli
bychom vedle oznatenf tam uvedenych uZivati téZ znaku

of of
[E]x‘;mg anebo prosté [3901]0’ (D, flo

204. Totalni differencial funkce o nékolika proménnych. Je-li
[x%, %, .., 2] libovolny bod vniténi oboru 2 a rovnd% bod [r]+4x,,
xS+ dr,, . .., @y + dx,]. sluje
du = f(x? + dz,, 2} + dz,, .. @b +dr) — f (a5 .., D)
pFirdstkem funkce « z bodu [z, ..., 3] pro pfirdstky 4r,, .. . 4z,

nezdvisle promé&nnych. Lze-li ddti pri libovolné volenych pFirdstcich
neodv. proménnijch tomuto pFiristku vidy tvar

Adu=A dx, 4 Ay dzr, ...+ A Az 4 (dz, |+ dx, |+ ...+ | gz, ]), (D)
kde A,, A,. ..., A, nesdvisi na dx, dz,. . . ., dx, a kde pro ,
Jeg advist sice na dz,, dx,, . . ., dr,. jest
limz =0, jestlize soudasné lim 4r, =lim dr, =...=lim 4r, =0,
*ikdme, Ze fumkce w=f (7, ..., z,) md totalni differencial v bod¢
[x9, 2, ..., «8)], aneb té%, Ze funkce ta jest v bodé [z}, ...] differen-
covatelna. Totdlntm differencidlem pak jest vijraz
du = A, 4z, + A, dr, + ...+ A 4z,

Stejné jako p¥ dvou promé&nnych odvodi se i nyni

4, =/, @&, 23 .., 20), ... 4, = f'xn(”?’ ZY, « « oy Zn)-
M4 tudiz funkee u, v bodé [z], ..., ;] differencovatelnd, v tom bodd
viecky derivace tastetné dle jednotlivich proménnych a ddle nasleduje,

?e totdlni differencidl funkece w v bod& [z, x,, ..., ] 1ze napsati ve
tvaru

du =g dr Ay +—dw an

kdeZ symboly dxz,, dxg, e (dlfferenclaly to toté,lni neodvisle promén-
nych) lze zavésti stejnfm obratem jako pF 2 proménnych.
Pfedpoklady postatitelné k tomu. aby funkee u v bodd [z°] méla
totdlni differencidl, 1ze snadno udati postupem, ktery byl uzit p¥i dvou
proménnych. Zvli3té snadno lze dokdzati véty:
Ma-li funkce uw v bodé [29, x}, . . ., z3] @ jeho okoli viecky promi
derivage Sdsteiné (dle viech » promdnnych) a jsou-li ty derivace ja-
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kozto funkce n proménnych spojity v bodé [z}, zj, ..., xn], md funkce
v tomto bodé totdlni differencidl (jest differencovatelna).

Md-li funkce uw v bodé [x3, x;, ... rg] totdini differencidl (je-li
v tom bodd differencovatelna), jest fumlkci n proménngjch r, ... r
v bodé tom spojitou.

205. Pod ¢&asteénym (parcielnim) differencidlem funkce « vyroz-
umivdme totdlni differencidl funkce v, jeZz jest funkef vznikajici z w,
ptisoudime-li p proménnym (0 <<p -~ ) hodnoty konstantni. Jest tedy v
funkei 0 #— p proménnych. Tak ku pt. dosadme v « za »,.x,, ..., 7,
pevné hodnoty r?. z),.... zp, obdrzime funkei » proménnych «,.,,
®piay ... 2, Ml tato funkce totdlni differencidl v bodé [z 41, 751 9,..., 25),
kterf jest pak tvaru

. ? [
e e

n

0xp 41 0
fikdme, %e funkce » mé v bod& [z!, r}, ..., x3] Cdstetny differencidl
dle prom&nnfch .1, Zps2. . . . x, (jest differencovatelna tdstetné dle
proménnych z,4,, 7 pber e a:,.)

tyto vyrazy (pro bod [.1:1, Ty .. .])

311 d d + 3" Ty + dx'-x L
ty jsou differencidly (éstetné. prvi dle proménné x ; druhy dle a,, 1,3
treti dle z,, =,.

. Jest otividno, e, m4-1i funkce u » proménnych v bod& [27,x2,. ., 70]
differencidl totdlnf. md v tom bod& vSecky mozné differencisly &dstednd.
Opak této vty neni platny. Funkce » miZe v bod& [z7,...] mit
viecky mozné differencidly téstetné, aviak differencidl totdlnf v tom
bod# pfece miti nemusi.

205a. Existuje-li differencidl totdln{ resp. tdstetny vbod& [z, r,.... 7 |.
Jest hodnota toho differencidlu p#i pevné volenjch hodnotdch piirdstki
neodvisle proménnych zdvisla na bodu [z,, z,. ..., »,] a jsou tudiZ
differencisly ty funkeemi » neodvisle prom&nnych. Opirajice se o tuto
okolnost, miiZeme si odvoditi snadno rozmanité podminky postatujici
k tomu, aby funkce » méla totdlni differencidl. Uvazujme ku pf. k vili
jednoduchosti funkei w = f (z,, z,, =;, z,) o ttyfech neodvisle promén-
nych, danou v bodé [z, x3, z2. z{] a jeho okolf. Piiriistek Ju z toho
bodu miiZeme psdti ve tvaru

Ay = [f (2] + 4z, 23 + dz,, =, 7) — [ (7], 235, 25, 2] +
+ [f @) + 4z, 23 + 42, x] 4 Az 2] + A7) —
— F (2} dn, 2 + 5y @y 2],
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Kazdou z hranatych zdvorek mizeme vyjadiiti pomoci tiste¢ného diffe-
rencidlu dle dvou proménnych — aneb, coZ jest totéz, pomocf totédlniho
differencidlu funkce o dvou promé&nnych. Provedeme-li snadnou tvahu,
dosp&jeme ku v&té: Iunkee » md v bodd [}, z3, «3, «7] totdlni diffe-
rencidl, md-li

1. differencidl ¢dstetny v tom bod& dle proménnych z,, =,.

9. differencidl tdstetny dle proménnych w,, x, v tom bodé a jeho
okoli, jestlize tento differencidl jest spojitou funkei v [29, ), =], z!]
proménnych =r,, 7,, 75, 7, a jestlize velitina z, vyskytujici se ve vy-
-jddfenf piiriistku funkce pomoci totilnfho differencidlu (viz ku p¥. odst.
203.) a konvergujici tu k nulle pro lim (| gy | + | 4, [) =0, konver-
guje k nulle stejnomérnd vzhledem ku vSem [x;, x,] nachizejfeim se
v jistém okoli bodu [x], 2]).

206. Derivace parcielni a rovn&z totalni differencialy vyssich Fadii
funkece # = f(z,, x,,. ., 7») zavdd8ji se stejnym zplsobem jako pFi
dvou neodvisle promé&nnych. Rovnd% pojem &dsteénych differencidlid vys-
§ich Fddd jest tu na snadé; tak ku pf. Castelny differencidl druhého
fidu funkce u dle proménnych r,, =, jest totdlnf differencidl funkce «
druhého ¥4du, pokldddme-li Ty Zy, . . . Zo Za konstantni a toliko x,, =,
za proménné.

Pro N-tou derivaci funkce « dle proménnych z, jest oznafeni neJ-
tastéji pouzivané dino vyrazem

2"u kde », + 9, 4... 42 =N;
ax:l .am2 BJ‘; b 1 p) Y n — L]

oznatenf toto jiz pfedpoklidd zdménnost derivalnich operaci dle riznych
proménnych. Zdm&nnost ta jest vidy prokdzidna, existuje-li N-ty totdlnf
differencidl funkee « dle proménnych z,, z,, . . ., z.; specielné pak ze-
jména tehdy, jsou-li funkce dané derivacemi Fd4dd N-tého spojité funkce
n proménnych z,.

Existuje-li N-ty totdlnf differencidl funkce w = f(x,, z,, ..., Za),
tikdme t6%, %e funkce u jest dle proménngch x,, o, . .., €n differen-
covatelna v Fddu N-tém (n-krdt). \\

N-ty differencidl totdlni funkce # midZeme - stejn& jako pii dvou
proménnych — psati symbolicky ve tvaru '

S ? 2,5\"
d u_(Bml h'+a_%h9+"‘+ﬂf‘*)<u’

kdeZ misto konstant %,, h,, . . ., h, miiZeme zavésti znaky dz,, dx,, ..., dxs.
Petr, Diff. polet. ' 21
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Tak ku pf. pro N =3 jest

%u 3 W %u
3, — v 3 > — 2 — Ay
diu — ) dz; + 3“ oy da: dz, + 61’2;: , 92,918 dridx dz,,

Lk=1223,...n; i:l:k; HrHs=1,23 ..,n; j<r<s,
vjznam znamének soultovych jest na snadé.
207. Rovnici pro piirdstek funkce » z bodu [, z,, ..., z,] 1ze
vypisovati téZ takto:.

o1

A '—g Z, + 2+ —I— — Adr —|—Qlda)l + . —I— Qndmn, (II[)

kde pfi k=1, 2, ..., = jest
lim ¢, =0, kdyZ soutasné lim 4z, =lim 4r,—...=lim4r =0.

Rovnice tato jest platna, at pirdstky 4, 47, ..., Jr nabyvaji
jakychkoliv hodnot (oviem s tfm omezenim, Ze bod [z, + 4r,,...] ne-
vybotuje z oboru L, ve kterém funkce u jest definovdna). MiZeme ku pt.
x,, ®y, ..., €, poklddati za funkce novych neodvisle promé&nnych a to
proménnych #,, %,,..., ¥, v poltu q; ale pak lze pFirdstky 4x, —
jsou-li #, funkce proménnych y, differencovatelné v oborech ptichize-
jicich v dvahu — pséti ve tvaru

dkadzk“‘ 6;,“4?/1‘ +[dy2] +... +[A?/q])7 k:_l, 21 ey Ny
lim ¢, =0 pro lim ((4y,14+...+ Idyq])—_-O.
Dosadime-li tyto vyrazy do (III), mdme ihned
?
=22 o 1o+ da .. R ARy )
-hmg':0 pro 11m(|dJ,|—|—...-|—|qu|)_ ,

odkudZ jest patrno, Ze differenciil funkce u, jeZ jest prostfednictvim
promémnych z,, #,,..., =, funkef to prom&nnych ¥, y,,..., Y, funkef
proménnych y,, y,,... ¥, lze vyiédi‘iti ve tvaru

du_ dx + Y da:2 +. + o ar

coZ jest tvar dplnd shodnf S (II); ve (II) vSak jsou dz,, dr,,... kon-

stanty, v (III') dz,, dz,,... jsou funkce proménnych y,, ¥,,..., ¥
(a konstant dy,, dy,,... dy ). Dosadime-li do (III')

2 z, ya’"l‘ -+

gz, = g;d "t

CEN

dy ,..,
?)g/g
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a oznalime-li ¥istetné derivace funkce u, jakoZto funkee proménnych
Y, Yo -..y ¥, (02 kterjchz zivisi vyhradas prosttednictvim veliin
Ty, Ty ) dle t&chto promé&nnych symboly

du) (2w 2u )
ay,) owm) 0 \ay )
médme ijhned rovnice

du\_du 2z, ,du D=z, du 0%,
(byl)_bxl 39, T ax, bg/1+"'+bmn 2y, av
1=1,92..., ¢q

coZ jsou nejobecn&jsi rovnice pro poéitani derivace funkce funkei. Rov-
nice tyto odwogeny za predpokladii:

1. funkce x, jsou differencovatelny v bodé [y;, y,,..., Y0

2. funkce w jest differencovatelna v bodé [z, a:,, . x] PFe
demZ mk:q)k(:'ll' Yoy oo oy f”q)

Specieln jsou rovnice odvozené platny, existuji-li derivace tdstetné

dx .
ay" a jsou li zdrovei spojitymi funkecemi bodu [y,, ¢,, ... y,] a zdrovei

e

existuji derivace édstetné Z—Z a jsou spojitymi funkcemibodu[z,, z,,..,z,];

oboji v oborech ptichdzejicich v tdvahu.

Pozndmha. Mé-li funkce u m-ty differencidl totdlni — pokldddme-li
ji za funkei proménnych 7, — a maji-li rovn&%z x, jakoZto funkee pro-
ménnych y, m-ty differencidl totdlnf, pak miZeme postupnym pouzitim
pravidla pravé dokdzaného vypolisti snadno totdlnf m-t§ differencidl
funkee » dle », a tudiz i m-té dstené derivace funkce « dle pro-
ménnych y,. Viz odst. 201., pozn. 2., kde vypolten ve specielnim pFi-
padé druhy totdlni differencidl funkce w dle proménnych £, #. Z rovnice («)
tam odvozené nisleduje pak ku pk.

2w \__2°udzr 9z | 3%x [0z Dy  Dzdy %udydy
(agan)—ax*ag aﬁ’am;,(aé 3_17+3173§)+3y23§a17+
u 3%z |, du %ty
+a_xa§a1,+a—g,a§aq

Zvl4§t jednoduSe se provddi pofet, jsou-li promé&nné 2, linedrni funkce
jedné proménné; budiz z, —a,+5,¢f, k=1, 2,... n; pak jest, jeli
opdt u="1(x,, Z,,..., z,) a md-li » m-ty differencidl totdlni (dle pro-
ménnych z,) ihned dle (IV) pro prvni derivaci » dle ¢
Qu Qu
(o)t 4,
a
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aneb symbolicky
du
(5¢)= ( b+ 3 Tht +--—b)

a pro m-tou derivaci » dle # méme prosté (neb vy3sf derivace neZ Fidu
prvého funkei z, dle ¢ tu mizf)

(aamt:) (3 z, b + Dz,

Pyiklad. Véta Eulerova pro homogenmfunkce Funkee /(z,, T,,..,#,)
sluje homogenni funkei stupné A-tého, plati-li identicky

JG .2, tomy, b2y, L3 )= (T, 2., 3,) ()

pldenticky“ znamend v definici podané, Ze rovnost vytiend platna jest
pro viecka f, jistého okoli bodu ¢#—= 1. Okoli to miZeme vymeziti ku pf.
pozadavkem, aby i bod [z, z,,.., ;] i bod [tz,, txy, .., tx ] byl
v oboru, ve kterém ziroveidl 7 jest definovdna 4 rovnice («) platna. Za
[,y ), . .., 2»] moZno konetn& v (@) voliti kterykoli bod tohoto oboru.

Poklddejme v rovnici (a) [z,, «,, .., #,] z& PeVay bod, ¢ za pro-
ménnou a derivujeme ob& strany rovmice podle £. Oznalime k to
oli tr, =2, tey=2z,, ..., te, =z, &im% (x) se zméni ve

\ :
(2 8ayene, 2)=t"f(2, 25y ..., T).
Poklddéme-li «,,.., x, za konstanty a ¢ za proménnou. jsou z,,.., 2,
veli¢iny promé&nné a to jednoduché funkce proménné ¢. Derivovani dle ¢
provedeme snadno jako disledek rovnice (IV). Obdrzime (derivace funkef
2, .., 2, dle ¢ jsou z,,.., x): '
xlf’yl(zl) 2y 0 o Zn)‘i'xu_-/’”(zv Zyy oy 2)F ..
+z, 1, (0 2 - 2)=At " f(x, 2y .., 7).

Kladewe-li v této rovnici =1 (a tedy 2, ==, 2, =ux,, . ..), zméni se
rovnice tato ve vztah, jemuz lze déti tvar;

oL tanglt o l=ir, 0., )

Vztah tento platns'r v tom oboru n-rozmérném, v némZ jest platna rov-
nice («), a nazyvd se vétou Eulerovou pro homogennt funkce stupné A.

Ku pi
21 .2 sz + 2, arctg _3
72 y

jsou homogenni funkce (prvé a tfeti stupné O, drubd stupné 1) promén-
nych z, y. Ctendf snadng verifikuje vétu Eulerovu v téchto tfech piipadech.
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208 Formule Taylorova pro funkce o » neodvisle proménnych.
Z formule Taylorovy pro funkce o jedné proménné lze odvoditi snadno
obdobnou formuli pro funkce o n&kolika promé&nnych. BudiZz dina
ku pf. funkce f(z, y, #) o tfech neodvisle proménnych, jeZ jest diffe-
rencovatelna ve vSech bodech tsetky spojujici body [z, %, 2.],
[Zo+ Pk, o+ %, 2,11 az do Fddu n-tého. Pak m4. funkce proménné ¢
flx, +ht, y,+ k¢t 2,4+ 1t) v intervalu (0, 1) vSecky derivace (dle ?)
az do F4du n-tého (odst. 207.). Utzijemeli na tuto funkei, jiz oznadime
pro kritkost @ (f), fady Maclaurinovy (odst. 133, (VI)) se zbytkem ve
tvaru Lag'rangeové méime

‘P(t)—@(o)-!- ‘15’(0)+ ¢"(0)+ aon

£ o
+ a1 ™ (@1),
kde @ jest Cislo mezi O a 1. Aviak @ () =f(z, y, 2), pii lemZ jsme
pro kratkost kladli z=—z, 4 2t, y=y,+ k¢, 2—=2,+ 1t a tedy dle
pravidla o derivaci funkce funkef (viz odst. pfedch., poznimku)

¢(l)(t)_(h-——|—k —Hbz) f(rr Y 2’)

Dosadime-1i v tomto vyrazu za ¢ nully, t. j. za [z, y. 2] bod [x,, Yor' %ol
mdme ihned tb(l)(O) Av3ak jest patrno, Ze d)(”(O) jest k-tym differenci-
dlem funkce f(x, y, 2) v bod& [y, ¥,, 2,), volime-li za piiristky promén-
nych velitiny %, %, I. MiZeme tudiZ poslednf rovnici psati

n—l

§ 27(0) +

tnl

(l:(t).:(f)o—l—ItT(df)o 2!(daf)o+ +(n @

+ﬂ( I‘),-,,-0+9h:, Yot Okt, 5, 1011,
kde index O za zdvorkou znaéi, Ze za [z, ¥, 2] se mi v differencidlu pFf
slu§ném dosaditi [x,, ¥,, 2,). Obdobny vfznam m4 i index v poslednim &lenu-
Klademe-li v posledni rovmici je§té ¢—1, médme koneiné Taylo-
rovw formuli pro fumkce o t¥ech proménnych ve tvaru
. d du——l
£t by oty 2o+ D=0, + E00 @ fy

(d"f)o
—l— + +(” 1)!+Rn7 (A)

1 .0
R, = 7@ Nx, 404 3o+ 0k s +01, 0<O<L
Chceme-li Fadu tu ob3irn&ji vypisovati, stati nahraditi (d*f), dle rovnice

@)= (2452 112 f @0, 30y 20)
o — 2, 3 3.’1:0) 0r Yoy %o)-
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K této formuli 1ze pridiniti obdobné pozndmky jako ku formuli
Taylorové pro funkce o jedné promé&nné. Tak nejprve lze, jestlize
lim R =0, pséti pro f(x, + &, y, + %, 2, + 1) nekonetnou radu Taylorovu

=

d d? a3
F@oth vtk 2+ D=0+ e @D Ehy 8
Rad& této miZeme, rozvinemeli (d"f), dle vzorce
@he_ 5 WEV [3““+"f(w, y, z)]
rl ly ey v llyl‘ll! le‘()y“az" 0,
kde A+ u+v=r a 4, u, » cel6 =0,
diti tento tvar fady trojné

fxo+h yo+ &, zo+l)-—lzﬂ"v'“ =l vl

hl kllv lv[ l'l' +”f(a;, Y, Z)] (C)
22 2yt 0 2’ 0
i u, 9,=0, 1, 2,

OvSem jest nutno pfidati podminku, nutnou ku spravﬁosti (a vibec k to-
mu, aby rovnice tato méla viznam) a jeZ jest, Ze trojnd fada privé na-
psaud mé byti absolutnd konvergentni. Nebof podminka lim B —0 svrchu

zavedend sta¢i sice ku sprdvnosti rovnice (B) a tudliz “ke konvergenci
fady na pravé strand této rovnice; nahradime-li viak jednoduchou fadu
v (B) fadou trojnou, jakoZ jsme to uinili, nepostati jiz podminka o R
nybrZ jest ti'eba je3t& pfibrati podminku vyslovenou. Obory konvergence
fady v (B) a Fady v (C) mohou byti podstatné rizny, jak na piikladech
v odstaveich ndsl. obsfrng ukdZeme.

Uv4dim konelnd tento tvar fady Taylorovy

@—x) (Y—y)" (z—zo)"_[a"+“+"f @ 9, z>] @
3:1:1 'r)y“ P 0

jenz vznik4, dosadime-ii 2—w, =%, y—y, =k, 2—z,=L.

Pozndmka 1. JakoZto nejéastdji uzivany piipad formule (4) uvid-
dim vztah

f(z'i' h; y‘l'k) z—]—l)—f(:v, Y, z):h'}",(z,, Y Zl) +
+kfly (z, y,, 2)+ 1122, y1, #),

kde [z, ¥, 2]=[24 Oh, y+ Ok, : + O], 0<<O<1.
Rovnici tuto 1ze poklddati za jakési zevseobecnéni véty o stfednf hodnotd
(odst. 104.).

Pozndmka 2. Stejnd, jako pi jedné promé&nné vedeni jsme byli
fadou Taylorovou ku vySetfovdni fad mocninnych o jedné proménné, .
tak i pfi fad& Taylorové tu odvozené zavddény jsou Fady mocninné

f(w)%z)—l”uv il [4! 2!
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o nékolika prom&nnych. Se zfetelem k vyznamu jednak véty Taylorovy,
jednak samotnych fad mocninnych o nékolika promdnnych, jakozto nej-
jednodudsfho prostfedku k definici funkef o nékolika proménnych, bude
v ndsledujfcim o Faddch mocninnych s nékolika promé&nnymi struéné po-
jedndino a budou odvozeny nejdileZitéjsi vét jich se tykKajici.

Rady mocninné o dvou a nékolika proménnyech.

209. Pod fadou mocninnou o dvou proménnych vyrozumivime
fadu dvojnou tvaru

Sa,xiyt, 6, k=0,1,2 3,... (odst. 53.) (1)
ik

Cisla a; sluji koefficienty fady. Souéet této fady miiZe definovati jenom
tenkrdte funkei bodu [, y], kdyZ Fada jest konvergentni a to, jeliko
potddek stitdni nenf stanoven, Ady3 jest absolutné konvergentnf. Budeme
tudiz vySetfovati obory [z, y], v nichZz takovdi konvergence miZe na-
stdvati.

K vili struénosti zavedeme si oznaleni

lap | =4y, |z|=X% |yl=Y
a budeme tedy hledati v&ty pro konvergenci dvojné Fady
SAXYS i k=0,1,2...; X=0, Y=0, 4,=0. @

I ik=—

.

Z obecnych vét pro konvergenci nekonetnych fad jest nejprve bez-
prostfednd patrno, Ze, jeli futo Fada konvergemtni pro bod [X,, Y,l,
jest také Fkonvergentni pro wviecky [X, Y], pro né 0 < X =< X,
0=Y=<Y,; a naopak, jeli divergenini pro bod [X,, Y,], Ze jest
téZ divergentni pro vieehy [X, Y], pro néi X=X, Y=¥,. (Véta prva.)

Jestlize Fada (2) jest konvergentnf pro kaZdé X,Y (=0), ikame,
Ze obor konvergence Fady (1) jest celd rovina bodd [z, y] aneb téZz cely
obor; konverguje-li fada (2) pouze v bodé [0, 0], konverguje i fada (1)
rovné% toliko v bodé& [0, 0]*) a obor konvergence této Fady se redukuje
na pouhy bod. Obecné&ji jest moZno, Ze fada (2) konverguje, kdyz .\ jest
uvnitf intervalu (0, a) a ¥ =0, a ddle, kdyz X — 0 a Y jest uvnitf
(0, b), pro viecka ostatni [X, ¥] pak, kde bud X > 0, Y = O anebo
X>a, Y=0 anebo konetné X =0, Y= b, jest pak (2) divergentni.
Tu obor konvergence fady (1) sestivd z bodd dvou usefek a to usetky

*) Rada (1) nemfize v jiném bodé konvergovati ani relalivné, nebot v tom pfi-
padé pro kazdj bod [X, Y] riizny od [0, O] tvofi &lenové Fady (2) — a tudil
i fady (1) — mnoistvi e&iselné, jez nemi svrchu (u fady (1) pFipadné i zdola) ohrani-
teno, jak etenaf snadno prokdZe a jak vyplyne ostatné z vety druhé dole dokizané.
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(—a, a) na ose X a 2z bodd tsetky (—&; b) osy Y, pii fem% krajni
body tusefek téch mohou, aviak nemusf, patfiti k oboru konvergence.

210. Vydettujme, jaké jedté jiné piipady obord konveigentnich
mohou nastati u fady (2) resp. (1). Predpokliidejme tudii v ndsledu-
jictm, %e mnenastdvd ani jeden ze tFi prdvé wvedenych jednoduchiyjch
pFipadi, a vezm&me v tdvahu body [X, Y], pro né%2 ¥ = AX, kde 4
jest pevmé lislo kladné; t. j. vezmeme v dvahu body [X, Y] polozené
na polopaprsku vychdzejicim z bedu [0, 0] a proch4zejicim prvnim kva-
drantem, o smérnici 4. Pro kazdy bod toho polopaprsku jest fada (2)
bud konvergentni aneb divergentni a rozdéluji se tudiz viecky body toho
polopaprsku na dvé skupiny borni a dolni (nebof v disledku véty prvé,
nasldva-li konvergence pro urtity bod toho paprsku, nastivd konvergence
i pro ka#dy bod polopaprsku blizif k bodu [0, 0] a obdobné& pfi bodech,
ve kterych nastivd divergence), pi¥i tem?Z v disledku pfedpokladu, jimZ
Jsme vyloutili tfi nejjednodussf ptipady. a v disledku véty prvé bude
dolni skupina obsahovati té% body rizné od [0, 0]. Ob& ty skupiny jsou
rozhraniteny bodem [£, 7 = 1£), tak, Ze doluf skupina obsahuje body
polopaprsku o menifm X nez £ (a pro néz fada (2) konverguje), a ob-
dobné body, pfi nichz X > &, patii ku horni skuping Z véty prvé nd-
sleduje pak tém&t ihned, %e pro vSecky body wwnit7 pravothelnika
P (0, 0; &, ), t.j. pro viecky [X, Y], pro n8z 0 << X << £, 0 <Y < 1, na-
stivd konvergence fady (2) a pro vSecky body oboru ., daného nerov-
ninami X > £, Y > 7, nastdva jeji divergence.

Na jiném polopaprsku o smérnici A’ > O existuje obdobné bod
[¢', »'] tvotici rozhrani mezi body na paprsku poloZenymi, pro néZ pa-
stdvd konvergence fady (2), a mezi body, pro n&Z nastivd divergence
fady (2). Bod [£', %'] neni poloZen ani uvnitf pravodhelnifku P, ani
v oboru Q. Nebot kdyby ku pf. byl uvnitt P, bylo by & <§£, ' <7
a bylo by lze nalézti bod [£',, »',] leZici na paprsku o smérnici 4’ tak,
te &' <&, <& 7' <y, <<n (takovych bodi jest nestislné mnozstvi).
Pro bod [£',, %/,] nastdvd viak dle disledku svrchu uvedeného konver-
gence fady (2); avSak, ponévadz £, > £, maé nastati divergence. NemiiZe
tedy byti [£, +/] uvnitf P a stejné ndsleduje, Ze neni ve @. Jsou tudiZ
pro [£, %'] platny nerovniny

bud £=¢ =7y aneb £ =¢E 4 =9,

jeZ se zméni, nahradime-li v/ resp. n vyrazy A'E' resp. 1§,

ve (¢ < 4

A
> i >
__l,g resp. ve £=¢ =l’§'
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7 téchto nerovnin jedind moznych nasleduje, Ze, konverguje-li 2’ ku 3,
¢ konverguje ku £ a bod [¥’, 7'] ku bodu [&, #] Déle vyplyva, Ze, je-li
A’ 1 (ve kterémito piipadé pouze druhy ze systémil nerovmin miZe
byti sprivny), & = k. JelikoZ pak miZeme poklddati & za funkei &sla 1
definovanou v intervalu (0 40, o) a kldsti

E=o®, n7=14gQ), ®

1ze vysledek docileny vysloviti takto: ,Funkee ¢ () jest funkef spojitop
a nerostouci proménné A*. Obdobny vyrok lze tiniti oviem i pro n—=12¢p (1)
a Hci iejména: Funkce A (1) jest funkei neklesajici v intervalu (0 4 0, o).
Tak jsme ziskali spojitou &iru o rovmicich (I), vymezujici spolu
s osami X, Y v prvém kvadrantu jisty obor, jejz oznatime L, a o némz
mizeme tvrditi (nebof kazdy bod prvého kvadrantu jest poloZen na
jednom polopaprsku vychdzejicim z [0, 0)): Rada (2) jest konver-
gentni v kadém bodé wnitnim oboru Q, a divergentni v kaidém bodé
prvého kvadrantu polodenym wvné oboru R, a neledicim na osdch X, Y.
Zda nastivd konvergence ¢i divergence fady (2) pro body éiry (I),
nelze rozhodnouti obecnd; midZeme snadno konstruovati fady, které kon-
verguji pro body tary (I), a rovmnéz fady, které diverguji pro ty body.
Body &iry (I) v prvém kvadrantu, . pro které konverguje fada (2), - bu-
deme &ftati k oboru ,, ostatni body té &iry nechf nepatif ku Q.-
Pro.body uvnitf dsekd vytvofenych na osdch X, Y &arou (I) —
aneb zevrubn&ji fefeno pro body osy X uvnitt intervalu (O, llim p) a
=0

obdobné pfi Y — nastivd dle v8ty prvé konvergence; aviak miiZe na-

stati konvergence i pro body osy X resp. Y poloZené vné té&ch dsekd,

nebot Gvahy predchozi pFedpoklddaly stéle' 2> 0, ' > 0. Usek osy X,

resp. Y obsazeny v intervale (O, }im e (1), resp. (0, llim Ag (4) budeme
=0 =

titati rovnéz k oboru 2, (bod [llim ¢ (1), 01 a obdobny bod na ose Y
=0 .

vSak jenom tenkrate, nastivd-li v nich konvergence i'akdy (2)).

Postupnym zrcadlenim dle jednotlivich os dostivime z oboru Q,
‘postupné obory £2,, £,, 2, polozené v druhém, tfetim a &tvrtém kva-
drantu. Obory ty dohromady tvo¥f obor £, o:némZ lze tvrditi: Rada
(1) ‘konverguje absolutné pro viecky body oboru . Pro viecky body
nepatrici ku 8 a neledici na osdch X, Y jest #ada (1) divergentns.

Jest patrno, Ze existuji-li limity }im o (3), l]im Ap (1) (v Sir§im

=0 . =mw
smyslu odst. 28., pozn. 1., existuji ty limity vZdy), Ze obor 2 jest obo-

rem koneénym a omezenym spojitou &arou skladajici se ze étyf kon-
gruentnich E4stf.
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Pozndmka. Vedle oboru 2 uvaovati budeme jesté obor £, ktery
sklddd se z oboru £, a usekd X, Y, jeZz ddvaji intervaly konvergenéni
Fad f(z, 0), £(0, y) a jichZ hranitnf body ¢&itdme k oboru £, nastdva-li
pro né& konvergence fady (1). Obor R pak jest oborem konvergendénim
Fady (1); pro vSecky body tohoto oboru jest fada (1) konvergentnf, pro
viecky body nepatiici k oboru £ jest divergentni.

211, Jestlie mnoZstvs Eiselné
A X Y55 6,5=0,1,2,3,...; Xy, =|z), ¥, =9, 4d,=la,| 3
jest shora ohranilemo, jest bod [x,, y,]1 bud bodem oboru Q aneb jest

aspori hraniénim bodem foho oboru. (Véta druha.)

Budiz tedy, abychom to dokézali, horni hranicf mnoZstvi (3) tislo
kladné M. Radd (2) mizeme d4ti tento tvar (vyluujice pfitom trividlni
piipad, Ze by jedno z tisel X,, Y, bylo rovno nulle)

i k
SAXT =34, Y"(X)(z).
ik ik 0 YO
Poklddime-li fadu na pravé strané za fadu mocninnou proménnych

XE’ ?Ii, vidime nejprve, Ze koefficienty té fady v disledku utinZného

predpokladu jsou vesmé&s mendi (=) neZ &islo M a Ze Clenové fady @)
jsou mendi neZ stejnolehlé koefficienty fady

i k
(XYY,
ik XO YO
kteriZ jest konvergentni, kdy? X < X,, ¥ <<Y, a md za soulet
M
(4)

(=5)0-n)

Tim spiSe jest Fada (2) konvergentni pro X <<X,, Y<Y, a jsou
tudiz v okoli bodu [X,, Y ], t. j. v O(X,, Y,, &), al si £ zvolime jak-
koliv malé, body X, Y, pro néz fada (2) jest konvergentnf a bed [X,,
Y,] jest bud uvnitt aneb na hranici oboru Q,, ¢im% véta jest dokdzdina.

Disledek. 7 véty prdvé dokdzané ndsleduje pro fadu (1): Je-li
bod [r, y] bodem vn&jiim k oboru & (konvergenénimu oboru fady (1)),
neni mnoZstvi iselné | a,z’y* | shora ohraniteno.

Jelikoz pak pro viecky body [z, y] oboru Q jest mnoZstvi éise]né
| a,a'y* | shora ohraniteno (nebof, je-li fada (1) konvergentni, Elenové
a,7y* 8 rostoucim ¢ resp. k konverguji k nulle), vidime, Ze, sestroji-
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me-li obor obsahujici body [», ], pro ndz mnoZstvi &isel}| a, 2y | jest
shora ohraniteno, dostaneme obor, ktery# nehledime-li k boddm”hranié-
nim, shoduje se s oborem &.

Uvahou touto ziskali jsme prostfedek ku vySetfovdni obord kon-
vergenénich u fad mocninnych o dvou proménnych. Objasnim pi{slusny
postup na nékolika jednoduchych piikladech, pfi kterych v3ak podrobné
. provedeni pifisludnych dvah, ostainé velmi snadnych, ponechivim &tendfi.
PFiklad 1. Rada

l+a+y+attay+y*+22+aytay'+9°+ .05 a,=1

jest konvergentni pro body uvnité pravedhelnfka (—1, —1; 1, 1); pro
body na hranici pravoihelnfka, jakoz i pro body vné& praveidhelnika jest
fada divergentni.

Obecnéji fada
I_ﬁ"aikw"yk, kde O<a<|a,|<B,
,k=0,1,2,...
m4d tentyZ obor konvergence; Fada pak, pro kterou

o B
m = | S R
mé za obor konvergence vnitfek pravodhelnika (— R, —8; R, S).
Pyiklad 2. Rada

1+@+y+ E@E+)*+ @+ +...,

pokliddme-li ji za fadu mocninnou argumentu x -y, jest konvergentn,
kdyz |z 4+ y | <<1, coz jest nitro pisu omezeného rovnobé&zkami
z+y—1=0, 2+ y+ 1 =0. Umocnime-li v jednotlivych &lenech
a odstranime-li zavorky, dostaneme fadu mocninnou o dvou promé&nnych
z, y, jejiz koefficienty jsou

ik
(1)
a jejfz obor konvergence jest vnitfek &tverce dany vziahem |z |-+ | y|=<1,
t. J. vnitfek Ctverce omezeného piimkami 2z +y —1=0, z 4y 4 1=0,
z—y+1=0, z—y—1=0.
Piiklad 3. Nechf fada potenini jedné proménné z
by + bz + by2* 0,25+ . ..

md za polomér konvergence K = 0. Dosadme do této fady z = + iy,
kde =—1, Umocnime-li v jednotlivich &lenech a rozmisobime-li,
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nahraujice mocniny ¢ bud &sly 1 aneb 44 (dle vztahdi 44 =1,
ik+1 =14, ,..), obdrzfme, podrZime-li jenom Cleny neobsahujici za &i-
nitele symbol ¢, fadu moeninnou o dvou proménnych

bo + b7 + b,8* — byy® + byz® — Bbywy® + b,w* — b2y + byt + . .
Rada tak vznikld méd za obor konvergemce itverec, jeho strany maj
rovnice .

z+y—R=0,2—y—R=0,24+y+R=0,z—y+ R=0.
Pozndmka. 1 v tomto odstavei — stejné jako v predchdzejicim —
jsme predpoklddali, Ze obor konvergence 2 Fady (1, obsahuje body [z, ¥)
takové, Ze Zddné z Cisel z, ¥ neni rovno nulle. Pfedpoklad tento podr-
Zime p¥i Faddch mocninnych o dvou proménngch © v wvahdch ndsledu-
jtcich odstavcd (odst. 212.—216.).

. 212. Derivace parcielni mocninnych fad o dvou proménnych.
Radu (2) méZeme, je-li [X, ¥] v oboru £,, uspofddati ku pt. takto

34, + 4, Y+ 4,4 .. )X, i=0,1,2,...

Vznikne tak mocninnd Fada proménné X, jejizto koefficienty jsou mocninné
fady proménné Y. Dosadme za Y pevnou hodnotu Y, = O; obdrzime
fadu proménné X

B,+BX+BX 4 .., 0)
B=A, + A, Y, + 4,7+ ...

Interval konvergentni fady (4) dostaneme, stanovime-li priisetiky pFimky
Y=Y, s hranici oboru £; maji-li tyto prisediky soufadnice (X, Y,),
(—X,, Y,), jest fada (4) jisté konvergentni pro vSecka X, pro néz
0=X<X,, po piipadé jest& pro X—=X,. M4 tedy (4) derivaci dle X
ve viech bodech uvnitf intervalu (—X,, X,) a jest ta derivace d4na
fadou

kde

B, +-2B,X + 3B, X* + .. ., )

jez m4 tyz interval konvergentni jako (4). Radu tuto miZeme psati opét
jako fadu o dvou promémnych X, Y,. U Y, pak miZeme vynechdvati
index 0. M4 tudiz nekoneind Fada, jiz dostaneme z tady (2) derivnjice
veskeré &leny dle X, tent§z obor konvergence jako Fada (2), nehleds
oviem ku hranicim, a jest souet t6 fady, derivované dle X, derivaci
dle X souttu fady (2).

Veskeré vyvody, provedené pravé s fadou (2), pfend3eji se téméf
beze zmény na fadu (1). Jenom jest miti na paméti, Ze interval kon-
vergentni pifi radé, kterd vznikne z (1) tymZ postupem jako (4) ze (2),
mize byti v8tif nez (— X,, X,) a stejng pii fadé obdobné ku (5), aviak
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tato ololnost nemd vyznamu se zfetelem k tomu, %e ve vysledku od
fad o jedné proménné ptechizime zase ku Faddm o dvou proménnych.
Ostatnd z dvah predch. odst. jest p¥imo patrno, Ze Fady dvojné, jei
jsou k sob& v témZ vztahu jako fady (1) a (2), majf vzdy t§Z obor
konvergence. Tak mdme vé&tu:

Oznadéme-li soulet rady (1) krdtce f(x, y), jest

g_;:.‘?‘.aikwi _lf‘/x—; 1=1,2,3...3 k: O;_ L,2... (6)
a obdobné
< of r—1. 4 '
——Z‘kakx' ,z_O 1,2,..;k=1,2,3,... (6"
0 ik i

Obory konvergenéni Fad tak vemiklijch shoduji se — nehledé ku bodim
na hranicich oboru Q a intervali konvergenénich ma osdch X Y —
s oborem R, konvergenénim to oborem Fady (1)

Poznamka PH vyvodech ptedchizejicich byla vylouéena hodnota
Y,=0 (a tudiz i y=0). Aviak pro y=0 (resp. ¥,=0) se fady
(1) a (2) ménf na fady o jedné proménné a v tomto specie]nim ptipadé
jest bezprostfedné patrna spravnost vé&ty dokdzané.

213. Radu vzniklou derivovinim dle x resp. dle y ¥ady (1) miZeme.
opét derivovati dle z i dle y a tak neomezené a dostaneme fady pro funkce
rYasls
i dy! ’
jichz obory konverﬂence — nehledime-li ku boddm svrchu vydatym —
shoduji se s Q.

Zvlasté pak dostdvidme, znalime-li. (¢), hodnotu fumrkee ¢ (z, y)

v bod# [0, 0]
(%
= (%),

i, 1=0,1,2,.

?
o0 = (o am:(%;) ) Gn

_ 1 a"’+"f) .
a- Obecné "ik _W(W S (B)
a fadu (1) lze tedy vypisovati té% takto
oty : '
[z, J)_z“k'(amlay) ,k=0,1,2,:... ‘ (D

Posdmka 1. MiZeme s ohledem na vjraz (4) odst. 211. psﬁ‘ﬁ

M
En_x) "
(-%)-%).

'
If(x;fl)_f(o’o)l:lf(m,:‘/)—aool<
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pH tem% M, X,, Y, podrZujf viznam vyloZeny v odst. 211. a X =],
Y =|y|, a pfi temZ se pfedpoklidd, Ze [z, y] se nachdzi uvnitt (— X,
—Y,, X,; Y,). Z této nerovniny vyplyvd ihned v&ta, Ze funkce f(r,y)
jest v bodé [0, 0] spojitou funkei bodu [z, y]. Nebot ndsleduje z nf

= M —ul=
L e =00 S e s el
Y,

Jelikoz vSak kazd4 derivace jest opdt fada potentni dvou pro-
ménnych s oborem konvergence bud stejafm aneb odli¥nym toliko v hra-
ni¢nych bodech, miZeme tvrditi, Ze i kasdd parcielni derivace fumkre
f(z, y) jest v bodé [0, 01 funkct spojitou bodn [z, yl.

Pozndmka 2. 7 vyjddieni (7) nésleduje, Ze soutinitelé fady mocniné
o dvou prom&nnych, definujici svfm souitem v oboru konvergentnfm o
a tedy i v jistém o'olfi bodu [0, 0] funkei f(z.y), jsou jednoznaéné
stanoveny hodnotami té funkce a viech jejich derivaci v bod& [0, 0].
MiZeme tudiZ vysloviti tuto vétu pro fady pntentni o dvou proménnych
(vétu o neuréitych souéinitelich pri dvou proménnych). Maji-li dvé
mocninné Fady proménnych =, y ve v8ech bodech okoli O(O0, O, £), kde
¢ jost libovolné (kladné) &fslo, stejné soulty, jsou mocninné ty Fady
identicky sobé& rovny.

~ MiZeme ostatné piSice fadu dvojnou ve tvaru soultu Fady jedno-
duché

“o

S, tay+ayi+ .. 02, £=0,1,2, .

a pouZivajice postupnd dvakrite véty o neurlitych soutinitelich pro fady
fady mocninné o jedné prom&nné, snadno dokdzati, Ze dvé fady mocninné
0 dvou proménnych se identicky shodujf, jsou-li jich soufty sob& rovny
ve viech bedech

[z, 9.} 5 h=123,..; (@)
p¥i tom jenom pfedpokliddme, Ze jednak hodnoty v fadé z,, =,, r,,...,
jednak v fadé w,, #,. y., ... jsou mezi sebou rizny (obd fady pak majf
nekoneéné mnoZstvi &lend), a ddle pfedpokliddme, Ze body zhuitdnf
mnoZstvi bodového (¢) nespadaji na hranice obord konvergenénich. Z této
véty pak nédsleduje bezprostfednd ndsledujiei véta o neurlitych souéini-
telich pro mocninné fady o dvou prom&nnych: Maji-li dvé mocninné
Ffady proménnyjch x, y ve viech bodech okoli O (xy, y,; €) Stejné souéty,
jsou moeninné ty rady sobé identicky rovny; e jest libovolné Eislo
kladné. Jestlize bod [z,, #,] jest hranitnim bodem oboru Q (odst. 210.)
pak jest postaitelno poZadovati rovnost soutu v té ¢asti okoli O (x,,y;¢),
jeZ spadd do Q.
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214. Vysledek (7) lze zevSeobeeniti a odvoditi tak vétu Taylorovu
pro mocninné Fady o dvou prom3nnych. Za tim dtelem kladme do (1)
za x, v hodnoty w,4+5. v, +% ObdrZime, je-li bod [z, 7, y,+ K
uvnitf oboru K, fadu. jejizto soulet jest f(x, +h, y,+*). Provedme
umocnéni v jednotlivfch &lenech, pak vykonejme rozndsobeni souliniteli
a uspofddejme dle mocnin ¥sel k, # Dostaneme mocninnou fadu pro-
ménnych %, %, kterd hude miti jist® tyz soudet (rovny f(z, + 7, v, + %)),
je-li fada vznikld po rozndsobeni absolutnd konvergentni. Abychom to
aspoii v hlavnich ptipadech mobli rozhodnouti, provedme obdobn4 ope-
race s fadou (2), kladouce tam X=X,1tH Y=Y,+ K, kde
X, =|wx], Yo=lu,), H=[k]. K=]|%]. a pfedpoklddejme, 7o zddné
z &sel X, ¥ neni rovno nulle. Aby touto substituef vznikla fada kon-
vergentni, musi [X, + H, Y, K] byti v ohorn 2, (po pfipadé na jeho
hranicfch): v Fadé tak vzniklé se rozndsobeni a uspofdddni dle mocnin
tisel H, K d4 provésti, aniz by se ménila konvergence a soulet fady,
nehot rozndsobenim v jednotlivich &lenech rozpadd se kazdy stary &len
v soufet kladnych &lend novych a jest fada po rozndsobeni vznikld jist&
kouvergentnf a oviem absolutné. Tim spiSe bude i fada mocninnd pro-
ménnych %, %, jiz jsme svrchu obdrZeli, konvergentni a divati za soutet
f(z, + b, y,+ k), pokud oviem [X,+} H, Y, + K] jest v oboru K, t. j.
jinak feéeno, pokud [|x,| +#], 1#,]-+1%]] jest v oboru £Q,.

Za predpokladu tedy, Ze bod [|z,|+|%), [y, + %11 jest uvnitk Q,,
jest mo#no f(x, -k, %, -+ %) psati jako potenini Fadu promé&nnych %, .
Uzijeme-li na ni rozvoje (7), pii temZ oviem misto x, y nastupuji i, %
a pH temZ zdroved uZfvime evidentni rovnosti

[a“f-" flz, 4 h, yo+k)] _ [a"+~" f(z, y)]
oW ax =0 T aal 9y

dostaneme obecny Tayloriv rozvoj pro potenéni fady o dvou promé&nnych

CEE[ 'ty

flx,+ 7 Hh=% — ] —/—— .

(w'l" 7:’/0+ ) r ,“7' [Bx’ay’_“:-‘o (8)
F=Y,

Klademg-h’ v ném h=z—2, t=y—y,, mime téz

Fr, = @=%) G—y)" [ P ]

i o j! (E Y
- y:yo

\ &tu pro obor konvergence fady (8) anebo, coz jest totéz Fady (9, dostaneme
snadno v désledku tvahy svrchu provedensé. Predpokldddme-li, Ze [z,, ¥,]
jest bodem prvého kvadrantu, t. j. Ze x,=0, y,=0, postadf vést-
rovaobézky X', Y' 5 osami X, Y. Rovnob&zky X', Y’ vytnou z oboru 2

—=x,
*o

=Y,

9)
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jistf obor 2',, ze kterého zrcadlenim na X', Y' ziskivime obor f' (ob-
dobné jako v odst 210. jsme ziskali obor ), Lteryzto obor se zietelem
ku systému soufadnicovému danému osammi X', Y’ bude davati obor ta-
kovy, Ze jsou li [k, k] resp. [t — z,, ¥ —y,] vnitini body toho oboru,
nastane konvergence fady (8) resp. (9). Obdobn& by se sestrojil obor 2,
kdyby [z, %,] byl bodem kvadrantu jiného nez prvého.

"~ 'AvZak obhor konvergence fady (8) resp. (9) mize pFesahovati obor Q'
prévé popsany. V tomto pipadé ndm dav4d (9) urlity soulet i v Edsti
roviny X, Y, jeZ jest poloZena vn& oboru 2, t. j. divd rozvoj (9) po-
kradovani funkce f(z, y) dané plvodn& rozvojem (1) v oboru Q. (Viz
obdobné dvahy pii potentnich faddch o jedné promé&nné, odst. 147.).

~Radu (9) mohli bychom ps4ti ve tvaru fady jednoduché (obdobns:
ku fad& (B) odst. 208.) takto

® v 2\
f (=, y):;‘- ((r 3 +(y_y°)3—g/o) F(®oy %o)-

kde symboly uZité majf vyznam na snadé leZici. Rada tato (jakoZ na
piikladd hylo jiz svrchu vytéeno. pf. 3., odst. 211.) miZe miti p¥iro-
zend votsi obor konvergence neZ tada dvojnd (9).

Pozndmka. UZijeme )i na Fadu (8) Fadu to potenéni promé&nnych 5, &
poznimky odst. pfedch., vidime nerrve Ze, Je i [x,; y,] bod vmti‘ni
oboru R, jest

hm f(xo—l-h, YoA+t)=f F (2 Yo)-

h=0, k
t. j. Ze soulet fady (1) jest spojitou funkci bodu [z, %] v kazdém bodé
voitfnim oboru Q. Totéz jest ' platno i pro kazdou E4stetnou derivaci
unkce f(z, y).

Se zfetelem ku vétam o totdlnich differencidlech miZeme tudiZ
vysloviti vétu: Soudet #ady potenéni o dvouw promémmgeh [z, y), jejiz
obor konvergentni R neomezuje se pouze na useky os X, Y, definuje
v oboru konvergenlnim funlkci, kterd v Fkaidém . bodé vnitinim doho
oboru md totdlnt differencidly viech Fddi.

215. Stejné jako pfi mocninnych fadich o jedné proménné zavi-
dime i pfi mocninnych faddch o dvou proménjch majorantni funkce.
Tak pravime, Ze ku Fadé (1) jest majorantni funkei (fadou) fada

P (z, y)=,_27_a,-,-z" y, 4,7=01,9 ...,
jestliZe pro vSecka pifpustnd ¢, j jest splnéna rovnost

o, =, .



337

Jest snadno sestrojiti majorantni funkei dosti jednoduchou ku fads (1)
na zdkladé dvah odst. 211. Je-li mnozstvi &iselné (3) svrchu ohraniteno
majic za hornf hranici M, jest patrné .

AGX ViU, b5 4, = MX]' Y7
aneb
(10)

)
la; ;] - a mizeme tedy kldsti o, , = _‘l. ’
=37 TET]

tiimZ obdrzime majorantni funkei (provedeme-li sditdni pFisluiné dvojné
fady, jakoZz vlastné jiz v odst. 211. bylo provedeno) rovmou vyrazu

. M
(=) — )
Rovnéz funkei
M
¥ (. ?/)—'-‘z—T (12)
~(£+7¥)

bychom za stejnjch predpokladd o tislech M, X,, Y, mohli voliti za
majorantnf ku (1), nebof koefficienty v rozvoji této funkce v fadu mocninnou
proménnych r, y jsou také kladné a je§ts v&tsf nez pki funkei g (z, ¥).
Existujf tedy ke kazdé Fadé dvojné, jejiZ obor konvergenéni obsa-
huje také body nelezici na osich X, Y, funkce majorantni tvaru (11),
(12), v nichz X,>0, Y,>0; zejmena pak lze vZdy vhodnou volbou
kladnych &isel M, X,, Y, dociliti, aby splnény byly nerovnosti (10).

2(6. Majorantnich funkei pouzijeme ku roziiFenf vaty odst. 153.
pro fady mocninné o dvou proménnych -BudiZ d4na fada mocninnd po-
stupujici dle mocnosti rozdfld »—v,, w—w,

Fr, u‘):iz;al_,jf(v—vo)i(w—-wo)i’ 7, 7=0, 1, 2, 3, ... (13)
a jez m4 obor konvergence 2 obsahujici téZ body [v, w] takové, Ze oba
rozdily »—wv,, w —w, jsou razny od nully. Dosadme do této fady de-
finujief v @ fonkei F(v, w) za v, w dle rovaic v=F£(z,y), w=9(, )
za piedpokladu, e funkece f, g 1ze rozvinouti v jistém okoli bodu [z, ¥,]
v Fady mocninné konvergentni, tak, ze lze psiti v tom okoli

v =0, =23 (x—z,) (y—9,),

) r., $=0,1,23,..., (14)
w—wo:rz;cns(m_%)r(y — 9.5,

pii Cem ¢&irka u znaménka souftového X znamend, Ze vylouten jest

piipad, kde soudasnd » i s jsou Tovny nulle. Provedeme-li dosazenf,

umocnénf, roznisobeni a uspofddéni vysledku dle mocnin rozdild z —u,,

Petr, Diff. potet. 22
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y — ¥, vznikne fada potenéni’ postupujfci dle mocnosti tdchto rozdili
i tdZeme se, zda Fada mocninnd tak vznikld jest konvergentni, kdyz
[z, y] jest v nékterém okoli bodu [r,, y,];: a zda divd tam za soulet
F(f(z, y). 9(x, u)). Tyto otdzky rozhodneme snadro pomoci majorantnich
funkef. Jest totiz patrno, Ze budeli u majorantnich funkei odpovéd
kladn4, tim spiSe bude i pfi danych funkeich odpovéd kladnd. PiisluSnd
iivaha zevrubn& byla provedena v odst. 153. pi faddch mocninnych
o0 jedné proménné; opakovati ji tu netfeba. U majorantnich funkef viak
stalf prostd konvergence fady po dosazeni vzniklé, abychom mohli dati
odpovéd kladnou; nebof umocnénim a rozndsobenim rozpadne se kazdy
tlen (ktery jest kladny za - pfedpokladu, Ze proménné jsou kladné)
v soutet nekoneéného mnozstvi kladnych ¢lendi; vznikne tedy tada
mnozné, konvergentni, aviak o Clenech vesmés kladnyeh —- tudfiz abso-
lutné konvergentnf — a libovolné pieskupeni a sloueni jest mozno aniZ by
byla dottena konvergence a soufet fady. K tomuto cfli vhodné majorantnf
funkce lze voliti takto. Nejprve ku +'(v, u) jest majorantni funkei vyraz
fl_A,-,j(v—vo)l(w—wo)’, i, =0, 1,2 ..., (15)
kde stejné jako svrchu jest 4; ;=|a; ;|. Vyraz tento mé tyz obor kon-
vergence jako fada pro J'(v, w). Ku raddm pro v —wv,, w— w, dosta-
neme, vychdzejice od bodu [£,, 7,], kde £,>0, ,>>0 a kde nad to
&5, 71, jsou voleny tak, aby obé& fady pro » —z,=§, y—y,=n, kon-
“vergovaly absolutné, dle ndvodu odst. 215. tyto majorantni funkce

T M N

r—2z ¥—yv.
1— 0
_( Lo )
w—w, (£ N —N
]_x_"'xo_i_?/_yo) '
(' & L
M=>0, N>0; bdz pak o to rozhodnouti, kdy dosazenim vyrazii na
pravych strandch tdchto vztahi do (15) vznikne absolutn® konvergentnf
fada. Ponechivaje podrobné provedeni vypoltu Ctendfi napidi jemom vy-
sledky. K absolutni- konvergenci zddané postalf, kdyz

o
lo—a] Ayl o _"\M) (16)
£ To M+ _]l

"\M

Pfi tom jest pfedpokldddno, Ze obor konvergence fady (13) a tudfiZ i (15)
jest ohraniten kFivkou o'rovmicich v—v, =@ (1), w —w, =1 ¢ (1) (viz
odst. 210.) Obor v (16) vymezeny jest étyfahelnik symmetricky dle rovmo-



339

b&zék s osami X, Y prochdzejicich hodem [¢5;-9,] & mime tak tento vy-
sledek: Provedeme-li dosazeni Fad (14) do Fady (13); venikne Fada, -kterd
jest absolutné konvergentni aspor v' oboru vymezeném nerovminot (16).

Pozndmka: Jednodu$ii by bylo'vySetteni fady) je# vznikie, dosa-
dime-li" do” fady ‘mocninné o jedné -promé&nné u za u ‘Fadii mocnintiou
o dvou promé&nnych, po ptipadé vydetieni fady, ku které dospsjeme od
fady mocninné o dvou proménnych u, », dosadime-li za «, v Fady moc-
nioné o jedné proménné.; Ostatné lze dvahy piislusné. peklddati za
specielni piipAdy. dvahy v odstavei tomto provedens.

Rovnéz netfeba tu dokazovati vétu: POdll f(w; y) g(z, _/) dvou Fad
mocninnych

f y)—Ea a’y” 9@, y)=Zbj,@y*
L_O 1, 2,

tai&ovfrch, 7e jednak obory konvergenéni obou ‘téchto fad obsahuji body
[z. #], v nicbZ Zddné z &isel =, y neni rovno nulle, jednak .b¢;==0, lze
rozvinouti- v fadu mocniunou proménnych u; y, jejiZ obor: konvergenéni
obsahovati bude body [, ¥, v nichZ Zidné z &fsel ., ¥ nenf rovno nulle.

Dikaz této véty jest tdplné tyz jako difikaz véty pro podil po-
tenénich rad o jedné proménné (odst. 154.:.

217. Veskeré vyvody podané v ptedch. odstaveich {odst. 20. .—216.)
pro fady mocninné rozsifuji se téméi beze zmény i pro fady mocnioné
o tiech, resp. obecné o » proménnych a neni tfeba podrobué piisludné
dvahy poddvati. Uzivajice zoaménka souCtoveho. nlizeme takovou fadu
0 » prom&nnych vyznatovati takto _ _

X e Al a0, i=0,1,2 3, ...,
i1, ig, .. ip f -
1 soutet této Fady definuje v vboru konvergentnim (kteryZito obor kon-
vergentni obsahuje jakozto hlavnf soutdst jisty obor spojity #-rozmérny,
jestlize obsahuje aspofi jeden bod [r,, ®y.... x,], kde Z4dné z Eisel
¥, %y, .:.,x, Deni rovno nulle) funkei » proménnych majici ve viech
bodech vmti‘nich oboru konvergentniho differencidly totdlni vSech Fidd.

Rovnéz lze roziifiti pro tyto i'ady pojem funkece (fady) majorantni.
Rizné jednoduché tvary pro majorantni funkei pii fadich moeninnych
o tiech proménnych jsou ku pf. tyto

M o .M

H)e-F-E) )

22*
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pii ¢emz R, S, T jsou &sla kladnd a takovd, ze [R, S, T'] jest bodem
voitinim oboru konvergenéniho, 4/ pak jest éislo vhodn& volené. Kdyby
v. dané tad® mocninné soutinitel «,,, byl rovny nulle, mohli bychom
od kazdého ze tfi prdvé uvedenych vyrazi pro majorantni funkce odéi-
tati J/ a vyrazy by zistaly i po odetteni majorantnimi funkcemi. A ob-
dobnd tomu jest i pfi » proménnych.

X. Fankee implicitni. Fankeciondloi defterminanty.

218. Hodnoty funkce neodvisle prom&nné mohou byti stanoveny
pomoci rovnice ddvajicf ndm vztah mezi funkef a neodvisle proménnou,
pH ¢emZ oviem k dplné definici funkce zpravidla jest tfeba jesté ve-
dlejsich -podminek. Tak ku pf. rovnice

y*+ =1 s podminkouy.=0

ndm stanovi tplné y jakoZto funkei proménné z v intervalu (—1, 1).
Funkcim takovym iikd se obyéwjnd implicitni funkee. V .ndsledujicim si
odvodime zdkladni v&ty, které nim davaji ve velmi obecnych pFipadech
moznost rozhodovati o existenci implicitnich funkci.

219. Implicitni funkce o jedné neodvisle proménné. Budis ' (z, y)
funkci dvow proménnych &, y defiovanvw v okvié bodu [y, y,]. Pred-
poklddejme ddle

1. Ze F(xy, y,)=0.

2. e funkce F (z,y) md derivace v okoli bodu [xz,, y,] a v tomto
bodé dle proménych x, y a fe derivace ty jsou funkee spojité (v bolé
a okoli). Oznadime je F' (2, y) F (x, y).

3. se F'_(z,, ¥o)F0.

Pak existuje jedna jedind spojitd funkce cpl(z) proménné x, jez
pro v —=ux, stdvd se rovnou y, a jei jest definovdna také pro viccky
body jistého okoli bodu xz,, takovd, Ze pro body tohoto okoli jest

F(z, ¢ (z)) =0.
Funkce tato md derivaci (stdle ve sminéném okoli bodu x, a v bodé x,)
danou rovnici
F (z, 9(z))

- F’, (=, (p(z)) ’
kterdZ jest spojitou funkct proménné «.

P'(x) =

Pfirozend mizeme tuto funkei @ (z) poklidati za feSeni rovmyvco

F(z,y)=0 dle y a sice to fedenf, které divs y, kdyZz . jest v ., a
jeho okoli, jakozto funkei spojitou a které se redukuje na y, pro z—x,,

4
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