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Cdst tieti.
Poéet differencialni pro funkce o nékolika proménnych.

V1II. Zdkladni pojmy u funkei 8 nékolika proménnymi.

175. Dvé neodvisle proménné (dvojice proménnych). V piedchd-
zejicim jsme brali v tvahu z pravidla jednu — t. zv.ycodvisle — pro-
ménnou, jiz znaiili jsme nejéastéji x a jeZ hodnotou svoji prostfednictvim
jisté funkce stanovila hodnotu druhé — odvisle — promé&nné, oznaéo-
vané obylejnd y; setkali jsme se tudiZ jiZ v pfedchazejicich dvahdch
velmi ¢asto 8 dvojici prom&nnych, z nichZ v8ak jedna toliko byla neod-
"visle proménnou, drubd pak odvisle proménnou:

Jest tieba viak uvaZovati také dvojice proménnych, jeZ obé jsou
neodvisle proménné. Nejjednodussi pifpad ndm poskytuje rovinnd geo-
metrie. Tam k urfenf bodu roviny jest tfeba dvou veli¢in (zvanych
»Soufadnice bodu®); méni li se pak bod roviny, méni se i soufadnice
bodu, kieréz ndm ddvaji tudiz pfiklad dvojice proménnych, a to neod-
visle proménnych, miZe-li bod postupné zaujimati polohu bodi poloZenych
kdekoliv na celé roviné dané. Lze ku pf. polohu bodu urtovati, bere-
me-li za zdklad dv& pravodhlé osy X, Y zndmym zpisobem. Pak dvojice
tiselnd, znatme ji [z, y], ndm stanovi bod, jehoZ pravodhlé soufadnice
jsou z, y; dvojice &¢fselnd [a, b] ndm pak znalf bod, jehoZto prvi sou-
fadnice (fisetka) jest «, druhd (pofadmice) pak jest /.

"Berouce tento nejjednodusdi pfipad dvojic proménnych za vycho-
disko, fikdme obecnd dwvojiei proménnych [z, y] bod, a to bod neodvisle
proménny, jsou-li obd &isla x, y (v jistém rozsahu) neodvisle prom&nna.
Symboly [2, 3], [, 0] ndm znati rovnéz body, a to wréité body; v prvém
pfipadé nabyvd proménnd x, resp. y hodnoty 2, resp. 3; v druhém na-
byvaji proménné rx, y po fadé€ hodnot a, b.

Symbolickd rovnice

[z, y] = [a, b] zastupuje dvé rovnice: x = a, y = .
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Souhrn dvojic &fselnfeh, jim# méZe byti rovna dvojice proménnych
[z, y], sluje oborem dvojice promdnnych [r, y] anebo téZ oborem ne-
odvisle promé&nnych r, y. Uvedu n&které piiklady oborid takovych.

1. Mize-li nabyvati x kazdé redlné hodnoty a rovnéz tak y nezd-
visle na z, mize [.r, y] stivati se rovnou kazdé dvojici ¢fselné; obor
dvojice proménych jest celym oborem obou proménnych; ob&é proménné
jsou tu 1dplné nezdvislé. Geometricky jest din tento obor viemi body
“celé roviny X7Y.

2. Jestlize z miize nabyvati vSech hodnot intervalu (7, a,), ¥
pak pii kazdém takovém z vSech hodnot intervalu (b, &,), sluje pi¥i-
sluSn)'f obor pravoihelnikovy obor, vyzradovati ho budeme krdice (ay, a,;
by, Iy). Geometricky jest ddn obor tento viemi body pravoihelniku »F
omezeného piimkami o rovmicich z =a,, x=a,, y =5, y =1"b,. Body
tohoto oboru, pfi nichZz bud x jest rovno jednomu z &sel a,, @, aneb y
jednomu z tsel b,, b,, tvoif t. zv. hranici oboru; v geometrickém znd-
zornéni jest ddna tato hranice viemi body uselek ohranitujicich pravo-
thelnfk P. I v tomto pifklad® jsou proménné r, y 1plné na sobé ne-
zavisly.

3. Budiz a, << a,, b, << b,; jestlize promé&nné z, y jsou omezeny
pouze nerovninami a, << z < a,, b, < y << b,, t. j. miZe-li = nabyvati
viech hodnot intervalu (a, + 0, a, — 0), y pak ziroveii vSech hod-
not v (b, +0, b, —- 0), dostdvime rovndZ pravoihelnikovy obor jako
v piikladé pfedchdzejicim s touZ hranici; jediny rozdil spotivd v tom,
ze v pifkladé piedchdzejicim hranice patfila k oboru, v fomito pak pii-
kladé hranice oboru nepatii k oboru damému. Oznatovati budeme tento
obor pravodhelnfkovy stejné jako v pfedchdzejicim piikladé, okolnost
pak, %e hranice oboru nepatti k oboru, vytkneme jenom p¥ipojenou &irkou,
takZe ccl§ znak toho oboru bude (a,, a,; by, &,). Jinak bychom mohh
ponékud obsirugji vyznatiti tento obor znakem (2,4 0, a, — 0; b, + O,
b, — 0). Jaky vyznam maji znaky ku pf. (a,+ 0, a,; b, b, —0) a
podobné, jest na snadé.

4 Jestlize dvojice proménnych [z, %] jest vizdna nerovninou
a® ¥
w g —1=0

jest obor jeji — uZfvdme-li zndzorn&ni geom. — dan vSemi body polo-
zenymi jednak uvnitt ellipsy o rovnici 5%c% + «?y? — a®?® = 0, jednak
na této ellipse. DBody vné ellipsy k oboru jejimu nepatii; ellipsa pak
sama tvofi hranici oboru daného. Proménni x jest vidy v intervalu
(—a, a) a miZeme si ji zvoliti libovolnd v tom intervalu; provedli-li
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jsme tak volbu proménné =z, jest pak y libovolnd hodnota v intervalu

(—%Vu“—x“, %\/a“—x"). V tomto piikladé jest interval pro y zd-

visly na proménné z, jinak vSak jest proménnd y nezdyvisld na z a mlu-
vime i tu o dvou neodvisle proménnych. Mohli bychom ov&em pFi tomto
postupu zaménit pofad proménnych a zaditi s volbou y a t. d.

5. Proménné [x, y] jsou vidzdny nerovninami
2+ y?— << 0, z'+4 y®— 2azxz << O.

V tomto piipadé jest obor vymezen dvéma oblouky kruhovymi; hranice
oboru nepatif k oboru.

Poznamka. V pPedchézejicich ptikladech nedospéli jsme k pojmu
pro hranici oboru v idvahu prévé braného v disledku néjaké definice,
pojem ten v jednoduchych p¥ikladech probiranjch vyplyval pouze z né-
zoru geometrického. Analytickou definici hranice (t. j. definici bez po-
micky ndzoru geom.) podéme pozdé&ji.

- 176. Odchylka (vzdalenost) dvou bodd. Budtez [+, 4], [a’, b'] dva
body roviny XY (dvé dvojice Ciselné celého oboru). Stanovime vyrazem
zdvislym na &islech a, b; o', I/, zvanych stejnd jako v analytické geo-
metrii roviny (viz piedch. odst.) souradnicemi obou bodid, odchyllu
(veddlenost) obou bodd. V geometrii jest ddna odchylka vyrazem

¥ (a, b5 @', B)=V(@ — a)*+ > — )% @
ktery md tyto hlavni vlastnosti:
-1, Ménf-li se Cfsla a, b,... spojité, ménf se i d”(a, b; a', b
spojité, (Definici spojityeh funkei o nékolika proménnych viz v odst. 190.)
2. Vyraz 4 (a, b; @'y 1) jest rovny nulle tenkrite a jenom ten-
krite, kdyZz a = a’, b = V’; jinak jest stdle kladny.
8. Jest dV(a, b; o, b) = d"(a/, ¥; a, D).
4. Je-li |a”,.b"] dalsi bod roviny XY, jest

d(l)(a, b; a’ b)Y = a® (a, b a*, b") + d(l)(an, b al, b

Posledni vlastnost vyjadfuje zndmou vétu planimetrickou o trojihelniku;
Ize ji viak také dokdzati ptimo na zdklad& vyrazu (I) pro d(a, b; a, b’).
Dikaz ten poddm pozdé&ji hned pro » proménnych.

Pro tlele analysy jest vSak uZitelno vedle vyrazu (I) zavésti jiné
definice pro odchylku dvou bodd. UZiv4 se jesté dvou rdznych stanoveni.
Bud se zavddi pro miru dchylky vyraz

i@, b; e, V) =|a—a' |+ |b—b| - (D)
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anebo Cast&ji
d(a, b; a’, b) = vétiimu z &sel {a —a'], |b—0"|. (III)

Cisla ve (IT) a (11]) stanovend maji tytés étyri hlavni vlastnosti svrchu
pro d®(a, b; a', b') vytéené, jak bezprostfednd jest patrno.

V ndsledujicim budeme zpravidla ufvati pro odchylku dvou bodi
vyrazu ve (IIL), to jest vyrazu d(a, b; a’, b').

Pozndmka 1. Definice odchylky zde podané jsou dosti libovolné a
mohli bychom je§td nekonetné mnozstvi jinyeh vyrazi za zdklad pro
definici odchylky uvésti; pii tom bychom jenom mohli poZadovati, aby
vyrazy ty hovély &tyrem hlavnim vlastnostem svrchu vyjmenovanym. Ze
jsme se omezili toliko na t¥i rdzné vyrazy, jimiz odchylku dvou bodi
chceme méfit, méd svou piifinu v tom, Ze tyto tfi vyrazy jsou co nej-
jednodussi a pfi vySetfovanich svych s nimi plné vystaéime.

Pii specidlnfch vySetfovanich, kde ptistupuji je§té& jind hlediska,
nenf volba pro miru odchylky tak svobodn4, jako prdvé. Tak ku p¥.
v planimetrii, kde pfirozen& se pro vyraz ddvajicf odchylku poZaduje,
aby byl invariantni vzhledem k translaci a rotaci, jest vyraz (1) jediné
moZny.

Pozndmka 2. Mezi odchylkami d, d°, d™ tgchz dvou bodd [a, ],
[a‘, b] jsou tyto vztahy o

1

——(D<LZ<(D =+
ng =d=d" o)

a) an
d=d =a",

1 m I -
v_§d( )éd()éd(ll), déda)édv_j,
déd(n) g 2d, d(l)._(__ dIU) é ngd) ,

jak Ctendi snmadno dokdZe.

Pozndmka 3. Jistou dileZitost md odchylka bodu [a, 3] od bodu
[0, 0], t. . Eislo d (a, b; O, 0) (resp. tsla d¥ (e, b; 0, 0), &'V (a, b; 0, 0)).
Cisla tato nahrazuji nim do jisté miry v oboru dvou promésnych pojem
absolutni hodnoty pfi jedné proménné. '

177. Okoli bodu. Okoli bodu [@, b] jest obor obsahujici viecky
body [r, 3] riizné od [a, b], jichz odchylka od [a, ] jest men3f nez
tislo kladné e, jez dle okolnosti moZno si voliti rozmanitym zpisobem.

Definujeme-li odchylku na zdkladé (I), jest okolf bodu [a, 4] ddno
vonittkem kruhu o stfedu [a, 4] a poloméru ¢ s vyjmutim bodu [, b].
V tomto piipadé znatiti budeme okoli bodu O (a, b; £). Obvod kruhu
jest vnéjsi hranici okoli; celd hranice okoli skldd4 se z obvodu krubu
a jeho stiedu.
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Podobné vychdzime-li od vyrazu (IT), resp. (I[), dostaneme pro okoli
obory, jez oznatime O (a, b; ), resp. O (2, b;¢). Tyto obory jsou dény
¢tverci o stredu [a, ]; pfi oboru o™ (a, b; £) jsou ubloptitky rovnobézny
8 osami X, Y a maji délku 2, pii oboru pak O(a, b; &) jsou strany
rovnobéZny s osami a délka jich jest 2. Ohranifeni viak a stfed t&chto
ttvercd nepatfi k okoli.

Casto jevi se nutnfm uvaZovati obor sklddajici se z okoli bodu
[#, b] a bodu [a, ], aneb obor, kter§ se sklddd z okolf bodu [a, b] a
vn&ji hranice tohoto okoli, aneb koneén&d obor obsahujief okoli bodu
[a, U], jakoZ i celou hranici okoli (vZetnd bodu [a, b]). Obory tyto
budeme nazyvati okolim bodu [a, J] doplnénym bodem [a, 5], resp.
vnéjsf hranici aneb celou hranici toho okoli; znatiti pak budeme tato
dopln&nd okoli v pifpadé, Ze uzivime v§razu (II1) pro stanoveni od-
chylky, symboly

0(a, b; 8, O(a b;¢), 0(ab;e)
a obdobnd v jinych piipadech.

. Posndmka. Netfeba snad ani podotykati, Ze pojem okoli (podobn&
jako pojem odchylky) bychom mnohem obecn&ji mohli definovati. Byla
by to viak pro naSe tfely obecnost zbytend, spife ztéZujici neZ
ulehéujiei vyklad.

178. Hranice oboru. Pod hranicf oboru £ proménnych x, y vy-
rozumivdme souhrn bodd [a, U] takovych, Ze v doplnéném okoli toho
bodu O (a, b; ¢) nachdzeji se i body (bod) patiici k oboru, i body (bod),
které nepatii k oboru a to, af si kladné éislo € zvolime jakkoliv (malé).

Bod, ktery patii ku hranici oboru, sluje hraniéni bod toho oboru.
Bod ten miZe, av3ak nemusf patfiti k oboru.

Lze-li udati takové &, Ze viechny body uvnitt O (a, b; &) pati ku
danému oboru £, sluje [a, b] vnitrni bod oboru 2; bod [a, b] patii
oviem také k oboru L.

Lze-li udati takové e, %e z4dny bod uvnitf O (a, b; &) nepatif ku
oboru 2, sluje [a, 4] vnéjsim bodem k oboru 2; bod [a, 5] oviem ne-
patfi k oboru £2.

Kazdy bod celé roviny jest bud bodem vnittnim, bud vnéjsim,
anebo konené patéf ku hranici oboru 0.

Priklady. 1. V oboru £, obsahujicim véef:ky mozné dvojice ¢iselné
(v t. zv. celém oboru viz odst. 175.) jest kazdy bod bodem vnitfnim;
obor nemd ani bodi hrani¢nich ani vnéjsich.

9. Budiz ddn obor £, sestivajici ze vSech takovych dvojic &i-
selnjch [a, b], Ze i a i § jsou ddny raciondlnymi ¢fsly. Pak kazdy bod
celé roviny jest bodem hrani¢nim oboru £,; body hraninf patii z ¢dsti
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k oboru Q,, z ¥sti k ndmu nepatif. Nenf bodd vnittnich oboru £,, ani
vnéjsich. -

3. Budiz ddn obor £, obsahujici

*¢) vSechny dvojice &iselné [a, 0], jsou-li @ i b ddny raciondlnymi
tsly, jichZz absolutni hodnoty jsou men3f nez 1.

B) Zérovef s body [a, b] pravé vytlenymi ndlezi k oboru £, okoli
téchto bodl O (a, b; €); pi tom & jest stanoveno rovnici

417_2 , jestliZe a:f_—), b:%, (m)
kde celd &isla p, g, » nemaji spoletné miry (r jest nejmensi spoletny
jmenovatel &sel 2, b). Pouze pii bodu [0, O] nepfibirdme okoli jeho
ku @,.

V oboru £, jest kazdy bod [a, 5], kde a, b jsou rac. &isla, bodem
vritFnim. Jsou jistd body vn&j¥f k oboru £, ; tak ku pf. bod, jehoZ od-
chylka od [0, O] jest v&t3f nez 2 (mé&kime-li odehylku dle III. odst. 176.),
jest jistd bodem vn&jsim. Body [e, ], kde aspoii jedno z &isel «, 8 jest
tislem irraciondlnym a obd jsou mendf nez 1 v absolutni hodnot®, jsou
tenkrite (a jenom tenkrite) body vnitfnimi oboru £,, lze-li udati &fsla
celd p, q, r bez spoleéné miry tak, aby

p

o — —

£=

lf’

q
4,'.9) ’ﬁ 41‘2, 7';l<1' (”)

Nelze-li vyhovéti témto podminkdm, jsou body [, #] body hraniéni
oboru £,. Jest snadno nahlédnouti, Ze body takové, (které nehovi ne-
rovnindm (»)) vskutku jsou; jak zndmo totiz z nauky o zlomcich Fets-
zovych, jsou Cfisla irraciondlnd « takovd, Ze nelze splniti &isly celymi
p, r hned prvnf podminku z (»). Tim spiSe 1ze udati dvojice [«, £], pro
které ob& prvni podminky z (n) jsou nesplnitelny. AvSak i bez pomicky
zlomki Fetézovych se ndm tento zdvér tém&F vnucuje pFimou tivahou.
Nebot ploSny obsah okolf O (a, b; &), kde “a, b, £ jsou dény v (m), jest

i74; vSech bodi [+, b], kde a, b maji nejvétsi spoletny jmenovatel r,
jest méné nez 4r%; soulet ploSnych obsahd jich okoli jest tedy mensi
neZ —71—2; tudiz jest soulet plo&nych obsahi v3ech okoli O (a, b; &)

mendi nez

1 1 1 2
(F+m+at +t)<g

coz jest mendf nez 4, t. j. men3f neZ obsah &tverce obsahujiciho viecky
body [a, 0], pro néz |« | <1, | B | <1. PH tom jest jesté uvdZiti,
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ze okoli O (a, b; &) z Cdsti vzdjemnd do sebe zasahuji. Odnfmdme-li
tedy &ttverci O (0, 0; 1) viecka okoli O(a, b; ¢), kde a, b, ¢ jest ddno
v (m) a pH CemZ r postupnd nabyvd hodnot 2, 3, 4, ..., zistivd
z plochy &tverce stile Edst vét3i nez 1. t. j. v&tSi neZ dvd tfetiny plochy
celého ttverce. Odtud miZeme usuzovati s velikou pravdépodobnostf, Ze
jsou body [, $] uvnitt &tverce O (0, 0; 1), které nepatff k oboru £,
a které jsou pak body hraniénimi toho oboru.

179. Nehledime-li k oboru 2, (viz pfiklad 1. pfedch. odst.) mtiZzeme
tvrditi: V kaddém oboru 8 dvojic é&iselnych [, 4] jsou body hraniéni.
Nebot v kazdém oboru takovém jest jisté bod [, 1], ktery pat#i k oboru;
jest také bod (aspoit jeden) [e, d], ktery nepatii k oboru. UvaZujme
pak body

[+ A(c—a), b+ A(d—P)), ()
kde 2 jest velitina proménnd, je% nabyvati miZe vSech redlnfeh hodnot
intervalu (0, 1). Dostaneme tak nekonetné mmoZstvi bodfi, z nichz né-
které (nsktery) patif jisté k oborn 2 (nebof pro A—=0 dostivime z (a)
.bod [a, 7] patiici ku Q), ostatni pak nepatfi ku 2, a mezi nimi jest
bod [¢, 4], jen% vyplyvd z (&) pro A=—1. Viecka &fsla intervalu (0, 1),
kters dosazena byvie do («) za i ddvaji body nepatFicf ku 2, tvoif
mmnozstvi &iselné; mnoZstvi to md jistou dolnf hranici 2,=0. Aviak
potom bod (a4 4,(c—a), b+ 2,(d —b)] jest jisté hraninim bodem
oboru 2; nebof v intervalu (1,—e, 4,-}¢) jsou jisté &isla (éfslo) inter-
valu (0, 1), kterd pati{ ku muooZstvi vytlenému a &isla (¥islo) intervalu
(0, 1), jeZ nepattf k tomu mnoZstvi, af £ si zvolime jakkoliv malé ;
z toho viak ndsleduje 16z, %e v kazdém okoli bodu [a--4,(c—a),
b-42,(d —b)] jsou i body (bod) patifcf ku 2 i body (bod) nepat¥ci
kuQ. Tim tvrzenf ulinéné, Ze v kaZdém oboru 2 — nehledé ku oboru 2,
— jsou body hraniéni, dok4dz4no.

Mohou vSak byti obory £, jeZ nemaji bodd vnitfnich, i obory, jeZ
nemajl bodd vn&jsich, a kone¥n& obory. jeZ nemaji oborfi ani vnitfnich
ani vn&jSich. (Viz ku p¥. ptiklad 2. predch. odst.)

Pozndimka. V odstavei tomto jako pomicky jsme uZivali oboru
dvojic &fselnych danych v («), kde 1 jest prom&nnd nabyvajici viech
hodnot intervala (0, 1). Obor tento m4 dileZitost i pFi jinfeh ivahach;
nazyvati pak budeme ten obor oborem bodi dselky spojujici body
[7, b), [¢, d], aneb kritce dseékou spojujici body [a, 41, [¢, d]. Po-
jmenovani toto md rovndz svij pived v pfislu§ném obrazu geometrickém.

180. Obory koneéné dvojic é&iselngjich [x, y] jsou takové obory, Ze
probfhd-li dvojice [z, y] viecky body oboru, jest stdle

|| <% [y] <Y
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kde ¥ jest urtité &fslo kladné. Mohli bychom té% Fei, Ze to jsou takové
obory, v nichZ odchylka kazdého bodu oboru od bodu [0, 0] (aneb iod
jiného pevného bodu) jest menSi nez jisté &islo kladné.

-Ohory, které nejsou konetné, sluji nekoneéné.

18l. Body zhusténi v oboru dvojic éiselngjck. Budiz dén obor
dvojic tfselnyeh [r, y]; jestlize v okolf O (4, b; & jsou body oboru €,
at ¢ si zvolime jakkoliv (malé) — a jest jich pak ovSem nekonetné
mnozstvi — sluje bod [2, 7] bodem zhuitdni oboru 2. Vyskytuji li se
tedy body zhuitdni oboru 2, patf k oboru jistd nekonetné mnoZstvi
dvojic ¢iselnych. Platf v3ak také naopak véta: .JestliZe ke koneénému oboru 2
bods [z, y] patri nekoneiné mnodstvi takovijch bodi, existnji jisté body
zhudténi oborn Q. K dikazu této véty budeme pfedpoklddati vétu o exi-
stenci boddi zhu$téni ve mnozstvich &iselnfch anebo jinak Feteno v oborech
s jednou proménnou (odst. 25.)

Nejprve jest totiz patrno, Ze je-li v .2 nekonetné mnoZstvi bodt
s touz prvni soufadnici rovnou a, t. j. nekone&né mmnozstvi bodd [a, ],
pak tyto dvojice, ohsahujici toliko jedinou promé&nnou w, stanovi touto
proménnou jisté mnoZstvi tiselné (obor o jedné promé&nné) shora i zdola
ohranifend a obsahujici nekonefné mnoZstvi &fsel; i méd toto mnoZstvi
jist& aspoil jeden bod zhuiténf, jejz oznalime 5. I jest tedy v intervalu
(h—¢&,7h 3- £) nekonetné mnoZstvi hodnot pro y takovych, Ze [7, y]jest
bodem oboru 2, a jest tudiz v okoli O (. b; ¢) nekoneéné mnoZstvi
bodd oboru O, af si £ zvolime jakkoliv malé. Tim je dokdzdno, Ze
v pfipadé predpoklidaném jest jistd bod zhu§téni.

Miizeme se tudif omeziti jenom na takové obory, v nichZ jest ko-
neény potet bodd s touz prvnf soufadnici a obdobné kone&ny polet
s touz drubou soufadnicf. Obsahuje-li pak obor 2 nekoneiné mnoZstvi
bodd, musf prvni soufadnice z té&ch bodi v ptipadé nyni pfedpokld-
daném probthati nekoneiné mnoZstvi hodnot tvoiicich mnoZstvi &iselné
ohranitené a majicich tud‘z aspoii jeden bod zhuiténi, ku p¥. bod a.
PodrZme si z  pak jenom takové body v nekonefném mnozstvi, jichz
prvé sonfadnice probjhd hodnoty, majici jediny bod zhuiténi a to pravé
v bod& o, ostatni body potlaime (viz odst. 28, pozn. 2.) Bude pak.
v oboru tak vzniklém Q' (kter jest tdsti oboru 2) nekonetné mnozstvi
bodi, jichz prv4 soufadnice jest tislem intervalu (a—¢, a--¢€), 2 jenom
konefné mnoZstvi, jichz prvd soufadnice jest vn& toho intervalu. Sou-
Fadnice druhbd y bodid z £’ probfhd opst nekoneiné mnoZstvi hodnot.
tvorfcich mnoZstvi &iselné ohranitené a majicf tudiZ aspoi jeden bod
zhudténi, ku pf. bod b, Podrime si z 2’ pak jenom takové body v ne-
konetném mnozstvi, jich druhd soufadnice probihiJhodnoty majict je-
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diny bod zhusténf prdvé v tomto 5, ostatni potlaéme. Bude pak v oboru
tak vzniklén Q" (kterf jest Gasti oboru @' a tudfz i tdsti Q) nekonetné
mnoZstvi bodd, jichZ drubd soufadnice jest islem intervalu () —e, b+ &),
a jenom konelné mnoZsivi, jichZz druhd soufadnice jest vud toho inter-
valu. I jest tudiz vné okoli O (a, b; €) konelné mnoZstvi bodd oboru £
. & tudfz v okolf O (s, b; &) jest jich nekoneiné mnozstvi (af &slo kladné &
jest jakkoliv malé), t. j. bod [a, ] jest bodem zhuiténi oboru 2" a tedy.
i oboru L.

Tim jest dikaz v&ty tipln& proveden.

Bod zhuSténf oboru £ mitZe, aviak nemusi pfindleZeti k oboru Q

182. Funkce dvou proménnych. BudiZz ddn obor 2 dvojic [r, y] &-
selnych; pfifadime-li kazdé dvojici toho oboru uréité &islo 2, fikdme, Ze
jsme definovali v oboru 2 funkei # dvou proménnych z, y. Obydejné
znalime tuto zdvislost 2z na proménnych x, ¥ podobné jako pk jedné
prom&nné rovnici

z2=f (z, y) aneb z2—=F (z, ) aneb z—o (x, y), 2=g (=, y) atd.

P#iklnd 1. Rovnicf
1

TEty
jest definovdna funkce z v celém oboru.
2. Jsou-li 7, y stejného znaménka, obé od nully riizna, pak rovnicf

2

x
Z:lOg‘g—/—

jest stanoveno z jakoZto funkce dvojice [®, ] Obor £ sklidd se tu
z prvého a tfetiho kvadrantu, s vyloudenim os X, Y.

3. Znadf-li m (r, s) nejvétsi spoletnou miru &isel », s, jest vztahem
' g=m (z, ¥)
definovdna funkce 2z, kdy% 2 obsahuje vSecky dvojice &fsel celych.
4. Funkce dand rovnici 2 = P(x, ), kde P (z, y) jest polynom tvaru
P(z, Y)=Za,ay", i+k=0,1,2...n; ¢=0, k=0,
ik
7, k jsou pii tom ¢isla celd, sluje racionalnd celistva funkce dvou pro-
ménnych x, y n-tého stupnd. Obor vztahovati se miZe na celou rovinu
X, Y. Je-li Q (x, y) jiny takovy polynom, stanovi rovnice
2@y
Q@ v)

racionalnou funkeci dvojic [z, y], pfi femZ obor 2 obsahuje celou ro-
vinu X, Y s vyloutenim dvojic hovicich rovnici @ (z, y)=0.




289

183. Funkce konetna dvou prom&nnych v oboru 2 se definuje
stejnd jako konetnd funkee jedné proménnmé. Jestlize totiz jest déna
v oboru 2 funkce z—=/(x, y), tvolf ¢&isla 2 probihd-li [z, y] viecky
dvojice &iselné oboru £, jisté mnoZstvi ¢iselné. Je-li to mnoZstvi &fselné
shora i zdola ohranifeno (majic za hornf a dolni hranice sla M a m),
sluje funkee z funkef konefnou v oboru L. (isla M resp. m siujf horni
resp. dolni hranici funkece z=F(r, y) v oboru 2. Rozdil M —m sluje
oscillaci funkce z v oboru Q. I pfi funkcich dvou prom&nnych lze vy-
sloviti v&ty obdobné vétim odst. 67. tfkajicich se oscillace funkce, jakoZ
i tisel M, m, coz k vili strutnosti opomfjim.

Rovné% pojem funkce nekoneéné promé&nnych [x, y] v oboru R
jest bezprostfedn® na snadé, tak ze stalf poukaz ku pFisluiné definici
u funkei jedné proménné. v .

184. Pro funkce dvou promé&nnych platna jest tato véta: Md-I:
funkece z—=F(z, y) v jistém konedném oboru Q hornf hranici M, pak
existuje aspoti jéden hod [£, n] takovy, Ze v té &dsti oboru R, jei ob-
safena jest v doplnéném okoli O(E, n; €), md funkce s=F (z, y) 2
hornt hranict rovné: &islo M, af st kladné &slo & zvolime jakkoliv
malé, Obdohnd véta jest ¢ pro dolni hranici.

Jost totiz dvoji moZnost. Bud funkce z nabfvd v jednom bodd
[, %] oboru £ hodnoty M, anebo ji nenabyvd v Zidném bod& oboru Q.
V prvém piipadé jest v&ta, kterou mdme dokédzati, samozfejma; zbyvd
tedy ji dokédzati za pfedpokladu, Ze funkce # nenabyvd v Z4dném bods
oboru @ hodnoty I, kteryZ ptedpoklad v ndsledujicim &infme.

Budiz ¢ libovolné &islo kladné; pak pondvadz M jest horni hranicf
funkce z=f(r, y) v oboru @, jest jistd v 2 bod [z, y] (a jest takovych
bodi nekonedné mnoZstvi), Ze .

M—io<f(z, y) <M. (@)

Sestrojme nekonefnou fadu ¢&isel kladnyeh 6, 4, 6, ...4, ... 8 ro-
stoucim indexem klesajicich a zirovefi konvergujicich k nulle. Vedle
toho budou tato #isla hovéti jesté dalifm podminkim. Cislo 6, zvolime
si libovolng, pak v ddsledku (&) existuje bod [z,, #,] ob?ru Q takovy,
e M—06,<f(xy, )<< M, tslo kladné J, necht hovi podmince
f(x, y,)<<M—0J, a dal§f bod [x,, »,] oboru 2 volme zase v disledkn
(), aby M — 0, <<f(x,, ¥,); Dpro d, necht jest f(z,, y,) <<M—d,; atd.
Jest tedy fada &fsel kladayeh 0, d,, . . . a Fala bodd [z, #,} [=), ¥,), ..
hovicich celkem podminkim

M—8, <f(z, 1)< M—0, <f(To, o) < ...
<M= <flr, g ) <M=, <... &
! Petr, Diff, podet. 19

1.



290

a vedle toho podmince

' lim 6, =0,
kterfmZ vSem soufasnd lze vyhovsti. (Podminka posledni jest jisté
spln&na, jestlize pfi volbdch svrchu tindnfch poZadujeme ku pt., aby
zdroveii byly splnény nerovmniny J,<<};d,, d;<<}d,,..., coZ patrnd
vzdy jest moZno). ’

Body [z, y,1[r, 9,), ... tvoff Edst oboru 2 a jest jich neko-
nefné mnoZstvi; jelikoZ vSak obor £ (a tudiZ i jeho &4st) jest obor ko-
netny, m4 &dst oboru £ obsahujici body [x;, y,] aspoti jeden bod zbuit&ni;
oznatme ho [£, 5]. V okoli O(E, ; €) toho bodu jest nekonetné mnoZstvi
bodil [z,, ¥,] 2 tedy v disledku (8) i body, pro né at si zvolime &
Jjakoliv malé, jest

0<M—f(xp ?/1,)<dvv
HmZ véta jest dokdz4na.

(85. Limita Ffady bodové. Budiz d4na fada bodd [, y,], [, ¥s),
...z, ) ... 0o nekonetném pottu tlend. Rikdme, Z%e dans fada mé
za limitu bod [, ] — anebo, Ze konverguje k bodu [£, 5] —, jestlize

lim z, =&, lim y, =1, @
coZ piSeme strutndji ve tvaru
lim [z, y,1=[¢, 7} @)

Jest patrno, Ze nutnd a postatujfci pndminka ku splndni (I) jest, aby
odchylka bodu [r,, y,]1 od hodu [£ #]8 rostoucim indexem konvergovala
k nulle, af odchylku tu métime kterymkoliv z vyrazi v odst. 176. uve-
denych. To jest, Ze nutn4 a postafujici podminka pro (T) jest ddna moZ-
nostf udati ke kaZdému ¢islu kladnému e &slo N tak, Ze .

d(r, y,: & n)<<e pro viecka n> N. («)

Nebof ku splnénf (I) jest nutno a postatitelno, aby ke kazdému e bylo
lze nalézti N tak, aby soudasnd

| z,—&| <& |y,—n|<e pro viecka n=>N, (8)

coZ jinak psdno jest prévé podminka v (e), &imZ tvrzeni dokdzdno.

Stejné by se to tvrzeni dokdzalo, kdybychom v () misto d uZivali vy-

razii dV, dV; ostatnd dle odst. 176, pozn. 2., jest pFimo patrno, Ze
z (@) ndsleduji obdobné podmfinky pro 4, 4dD,

Podobnymi tvahami dospivame ku vétg Bolzano-Cauchyové pro
limity fad bodid pri dvou neodvisle proménnjch: Nutn4 a postatujici
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podminka, aby fada bodi [z, ,], k=1, 2, 8,... mé&la limitu, jest,
aby ke kazdému &fslu kladnému & bylo 1ze udati &fslo N tak, Ze jest

A@y, Yoo Zr, Yor) <& PIO viecka »', v’ > N.

Jost zbytetno uvadéti je§td jiné tvary pro nutné a postalujicf podminky
k existenci limity, vznikajici jednak tim, %e bereme za podklad jiny
tvar véty Bolzano-Cauchyovy aneb jinou miru pro odchylku dvou bodi.

186 Limita funkce o dvou promdnnych. BudiZ d4na funkce

f(z, y) pro viecky body okoli bodu [¢,, ¢,], t. j. pro vSecky .body

O(c,, ¢35 E), kde E jestjisté tislo kladné. Poddme defivici pojmu limity

funkee f(z, ), kdyZ [z, y] konverguje ku [~, ¢,], kterfito pojem —
existuje-li v disledku té definice — bude dén symbolem

o siteno’ P 1)

Poddme hned dv8 definice, o nich% Ize dokdzati, %e se.v&cn& sho-

duji. JelikoZ dikaz ptisluiny shoduje se tpln& v my§lenkovém postupu

8 dikazem p¥islu§né vty pfi jedné prominné provedeném v odst. 70,

odkazuji ttenite k tomuto odstavei 2 uvddim toliko slovnd obé definice.

1. Definice. Rada bod& [z,, v}, [%5, %], - - - (%, #,),. .. M&jZ za

limitu bod [e;, ¢,]. Pak existuje-li limita "

lim f(z,, y,)=0C (2

a je-li limita tato vidy tiz (=0O), af [z, v, ...[z, ., ... jest

jakdkoliv fadd bodi poloZen¥ch v Of(e,, ¢,; F) majicf za limitu bod
[#, o], Fikdme, Ze existuje limita (1) a Ze jest rovna C.

2. Definice. PFislusi-li ke kaZdému kladnému slu e &slo kladné

6 << F tuk, Ze jest
| flz, y)—C | <<e pro viecky [z, y] v okoll O(c, ¢,; 9),
Hkime, e existuje limita (1) a Ze jest rovna C.

Jest nasnadd Einiti obdobné diisledky ze shody obou definic, jako
utinény byly p¥i jedné proménné. Tak, abych aspoii jeden ptiklad uvedl,
jest véta:

lim  /(z, 9).9(x = lm f@, y). lm g(z y)

[r, y1=[e1, ez [x, ¥l=[e1, 03] [z, F1=ley, 03]
za pfedpokladu oviem, Ze limity na pravfch strandch existujf.

Pozndmka. Pojem limity funkee f(z, »), kdyz lim [z, y1=[¢,, 6],
dd se rozmanitym zpisobem roziffiti,

Tak ku pf. 1ze nejprve uvaZovati limity pro ten ptipad, Ze [z, #]
konverguje sice ku [¢, ¢,], aviak probfhd p¥i tom body okolf O (e, ¢, ; B
jen potudy pokud jsou obsaZeny v jistém oboru R,

19*
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Na druhém mistd 1ze stejnd, jako pfi jedné promé&nné, i tu zavésti
pojmy horni a dolnf limity funkee f(z, y), kdyz lim [z, y]=[s,, c],
t. j. zavésti pojmy, jeZz vyznafovati budeme symboly

fm  f@g), lim f ).
[x, y1=(e1, 03] Lx, y1=I[oy, €3]

Rozsifeni tato jsou zcela snadna a nenf tfeba o nich obsirnaji po-

jedndvati (viz ostatnd odst. 73.—75.).

187. Nékolik proménnych, zakladni pojmenovani. Veskeré pojmy,
vyklddané v pfedchdzejicich odstavcich pro dvé promé&nné, daji se bez
jakékoliv pfekdzky roziffiti pro vice proménnych. Podém v té pFiding
struény pfehled pojmenovdni a oznafeni pfislulnyeh.

Systém » proménnych oznafovati budeme ob3irné [z, z,, .., r ],
anebo kritce [2]; budeme ¥ikati tomuto systému = proménnych také
strutnd bod proménny o » soufadnicich; », jest pronf sourdadnice toho
bodu, z, druhd, ... Pkisoudime-li ka?dé ze soufadnic urditou hodnotu,
¥kime, %e jsme stanovili bod o » soufadnicich. Jeli ku pf. z, =n,,
Zy=a,, .., 2,—a, mime bod [a,, a,. .., a,], anebo kritce [], anebo
konetnd nejkratteji bod A; podobnd pod bodem B vyrozumfvime ob-
§irn&ji bod [b,, b,, .., b1 a tak podobn&.

PiSeme (a ¥kéme), Ze [z, z,,.., 7 1=[1,, a, ..,a], kdyZ
i =a,, .., 2, =a_: v tomto ptpads ¥kime té% e proménny bod [x]
splyvé s bodem [a] (anebo jinak s bodem A.)

Souhrn bodd, jim# miZe byti rovny proménny bod [z], sluje oborem
proménného bodu[r]. Obor tasto se vyskytujici jest dén nerovninami

P e ! e = '
A, =2, =0, Au=—0=0 % ... @

n ; xn ; a"n ;

sluje pravotdhelpikovy obor bodu [z], znatliti jej budeme kritce

(ay, @y, ...a",;a",a",...a"). Ohécud se vyskytuji nejéastsji obory

dané jistfm podtem nerovnin mezi soufadnicemi promdénného bodu.
Pod odchylkou dvou bodi 4—=[a,, a,, ..,a,], B=[h,..,5]

‘vyrozumivati budeme jeden ze tif vyrazi

d(4, B)=nejvét§imu z ¥sel | @, —h, 1,1 ap—b, |, .. .| —b |,
d®(4, B=V(a,—5,)"+ (3,5 + ... +(z,—b,)",

am(4, By=|a—b [+ la,—b |+ ...+ ]e,—b,|.

Odchylky tyto budeme té% znaliti obSirngji znakem d(e,, a,,.., a_;
by, By .., 0), dV(ay,...), ... Ze pro odchylky tyto platny jsou 4 zi-
kladnf vlastnosti obdobné tém, jeZ byly uvedeny p¥i dvou proménnych,

“jest tém&F bezprosttednd jasno; toliko vétu 4. pro odchylku 4 jest
tteba dokdzati zvlasts'; t. j. jest tfeba dokdzati

d(D (A’ C)é__dm (A, B) + d(I) (B, C). F (.4)
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Abychom dokdzali vétu (4) o odchylce d®(4; B) v oboru » pro-
ménnych, dokdZeme si napied v&tu pomocnou: JestliZe

Vo=<<\r+Vs, p, r, s tsla kladod (==0), (@)
. Vo+le+or=Vr+o*+Vs+ o )
Nebof kdyby posledni vztah nebyl sprdvny, byle by nutné
Voo +o)*>Vr+o*4 Vs +o*;
tedy (umocnime-li na druhou po obou stranich).
p+(e+o)>r+e +s+o+2VrFeI+o)

a odelteme-li predpoklidany vztah («) (umocnény rovnéz po obou strandch
na drubou)

jest i

Vrs+ oo =>V(r+ %) (s + 9.

Odtud op&tnym umocnénim a pfevedenfm viech E&lend na pravou stranu
nédsleduje ihned

0> (c\r—oVs)?

coZ jest nemoZno. NemiZe tedy byti vztah (B) nesprivny a véta po-
mocnd jest dokdzdna.

Na zdkladé pomoené véty milzeme pak postupovati takto: JelikoZ

V(al - cl)g éV(al _'bl)E + V(bl - 61)2;

jest v jejim ddsledku

V(al =) 4+ (a,—e)’= V(al — b))+ (a;—5,y)*+ V(bl— ¢, )+ (bg—cy)*

a na zdkladé této nerovminy opétné pouZivajice pomocné véty

Via,—¢)*+ (a3—¢5)* (a3 —¢;)* = V(a, — b))+ (a,— by)* F- (@, —b,)*+
+ Vb, — ¢,)2+ (b; — ) + (b3 —¢3)*

a tedy po »-1 takovychto krocich
a4, C)=dv (4, B)+dD(B, O).

Okoli bodu A=[a,, a,, .., a ] definuje se tiplné stejné jako p¥i
dvou promé&nnych; rovnéZ doplnéné okeli; postalf papsati tu jenom pFi-
slu§né symboly:

0(4; &), 0D(4; 9), O (45 ¢),

0 d; e, ODd;e),..; O (A;8);...; 0(4;9),...

Rovnéz pojmy hranice oboru, bodu vnitFnihe, bodu vnéjsiho, oboru
koneéného, bodi zhusténi maji definice shodné v -piipadu « i dvou
proménnych. Dikaz véty, Ze v kaZdém oboru (nehledime-li k oborim
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obsahujicim vEecky moZné body) jsow hraniéni body, jakoy i véty, Se
existuji v oboru 2 body (bod) zhusténi, jestlize obor tento jest koneény

a obsahuje nekomecné mmnokstvi bodi, jsou v odst. 179., 181. podiny
tak, Zze bez potiZe roziifuji se na » proménnych.

188. Funkce » proménnych. Prifadime-li kazdému bodu [, z,, . . .
.., 2] jistého oboru 2 urtité tislo u, fikdme, Ze jsme definovali funkei
% 0 n proménnych x,, x,,..,x, a tovoboru L. Znatime pak tuto zi-
vislost &sla  od &fsel ,, x,, .., 2, jako dFive ve specielnich pfipadech
i nyni jednim ze vztahd

u=r (2, x,...,2,), w=F(x, =, ..,x,) at. podobnd.

Vyznam pojmu funkce koneéna (resp. nekoneéna) proménnych [z,, .. . r,]
v oboru 8 jest na snadé (viz odst. 183.)

Koneénd véta odst. 184. a jeji dikaz bez potiZe se roziifuje pro
funkce o # promé&nnych, rovnéZ tak pojem limita rady bodové, kterouzto
fadu budeme psiti ve tvaru

1 1 1 (3 2 2 k (k k
L2, 2®, oL, 20 [P, 2@, .., 2@, ... [0, 2, .., 2P L., )

a obé definice limity funkce o » proménnych; dikaz, Ze obé& tyto defi-
nice vécnd se shoduji, jest op&t totoZny s diikazem podanym p#i jedné
proménné v odst. 70.

189. Obory pro neodvisle proménnou nejéastéji pouZivané. Jako
jsme se pfi jedné proménné omezili z pravidla na obory dané jednim
intervalem (a, b), po ptipadé intervalem (e + 0, b) atd., jest i pFi vySe-
tfovini funkef o nékolika proménnych uZitetno zavésti obory pro neod-
visle proménné GZeji vymezend, jakoZ i objasniti pfisludnd pojmenovinf.

Obordm konenym, k nim# patif vSecky jich body hranitnf, Fikati
budeme obory uzaviené; nepatfi-li vSecky body hraniéni k danému
oboru, anebo je-li obor ten nekoneény, sluje obor piisluiny otevieny;
nepatfi-li 74dny bod hrani¢ni k danému oboru, nazveme jej oborem
piné otevienym.

Ku pf. okoli bodu 4, jak jsme je definovali, jest oborem plné
otevienym; okoli to dopln&né vnéjsf hranici okoli jest oborem otevienym ;
okoli doplnéné bodem A4 i vnéjdf hranicf okolf jest oborem uzavienym.

Jsou-li 4, B dva libovolné body vnitfni oboru £ a lze-li nalézti
fadu bodd C°, C®, ..., C® tak, 7e tsetky A C®, CVC?, ¢, . .
.+, C”B jsou cele obsazeny uvnitf oboru £, sluje obor 2 oborem
souvislym. PH tom tsetka CD jest souhrn bodd [c, 4 A(d, —¢,),
Cot A(dy—¢g)y .., ¢,+A(d,—c,)), kde 4 probihd vSecky hodnoty
intervalu (0, 1); viz odst. 179., pozn.
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Bodem isolovanym daného oboru budeme nazyvati ten bod 4,
patifef k danému oboruy, v jehoz okoli O(4, &), zvolime-li & dosti malé,
nejsou body patkici k danému oboru. Obory souvislé, neobsahujici bodi
isolovanych a majici nad to v kaddém okoll kaidého hraniéniho bodu
body wnil¥ni, nazveme obory spojitymi » rozmérnymi (oviem pii n ne-
odvisle proménnych). Obory spojité n- rozmérné (kontinua n- rozmérnd)
mohou byti zaviené, oteviené aneb plné oteviené. Nejsirif takovy obor
Jest obor cely, t. j. obor obsahujici viecky mozné body [z,, z,, .., =],
kde tedy proménné xz, mohou nabyvati na sob& nezivisle viech hodnot
redlnych. Obor tento jest oborem otevienym a budeme jej oznafovati
téZ jako prostor »- rozmérny.

Priklady. 1. Obor pravotGhelnikovy (definovany nerovnostmi
a,=<r, =<0, k=1, 2,...,n) jest oborem spojitym x- rozmérnym,
uzavienym.

2. Obor kulovy o stfedu [e,, a,, ..., a,] a poloméru R, obsahujici
viecky body [x;, 2,,..., ] hovicl vatahu

(@ —a)+(x, —a)?+. ..+ (x,—a,)?*<<R?, R*>0,
jest oborem spojitfm #x- rozmérnym, piné otevienym. Hraniénf body
oboru hovi rovnici (v, —a,)*+ (¢, —a,)*+...4 (z,—a,)*= R Do-
porutuji &tenédfi, aby veikerd tvrzeni tohoto pfikladu zevrubné dokézal.

Pozndmka. Pojmenovdni tu zavedend nejsou pojmenovinf vieobecnd
ptijatd a vyskytujf se v literatufe pod stejnymi jmény pojmy Casto
rizné. Tak ku pf. obor, ktery svrechu byl oznafen jako plné otevieny,
sluje Gasto prostd oborem otevienym a obdobné tchylky vyskytuji se
i pfi ostatnich pojmech.

Pii vybéru pojmi a pojmenovdni pffsluSnych mél jsem na zfeteli
v prvé fad® ulel této knihy; ostatné v odst. 191. a)-poddm jest& dalif
roz§ffeni a dopliiky pojmd tu zavedenych se tykajici. '

L7190. Funkce spojita » proménnych. Jestlize funkce f(x,, x,,..
. ., x,) jest definovdina ve viech bodech okoli bodu C'={e,, ¢y, ..,¢,]
a v bodé C, pak pojem spojitosti u té funkce jest vymezen timto vy-
rokem: Funkce /(x;, 2y ..,%,) jest spojitd v bodé C, jestliZe
[}{}ch(arl, Tyye oy @) =f(Cyy Cys-+.1C,); 0]
aneb ufvdme-li druhé definice pro limity funkce: Funkce jest spojitd
v bodé C, jestlize ke kazdému kladnému &islu 0 lee udati &islo ¢ lak
aby bylo

lf('l'uzz:'-',wn)_‘f(cnca;"-’c.)I <4 (1)
pro viecky body v O(C, .
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Neni-li funkee f(z,, #,, ...,x,) definovina sice ve viech bodech jistého
okoli bodu C, aviak je-li definovdna v bodé C a v mekoneéné mnoha
bodech toho okoli majicich v C bod zhu$téni, pak miizeme rovndz defi-
novati spojitost funkce v C a to tymiZz vztahy (I) resp. (II); p¥i tom
oviem v (I) jest ¢ftati limitu tak, Ze [z] konverguje ku C, probibajic
kteroukoliv fadu bodd, v nichz f jest definovdna a jez maji v C bod
zhu§téni, rovnost (I) pak nastivd neodvisle od toho, kterou z moZnych
Fad tu volime; ve (II) uvedend nerovmost pak (mé-li byti f v [¢] spo-
jitou) musi byti splnéna pro viecky body v O(C, €), pro které f jest
definovéna.

Rikéme pak déle o funkei f(z,, &, - .., ®,) definované v oboru £,
Ze jest spojitd v oboru Q, jestliZe jest spojitd v kaZdém bodé oboru £,
pokud ovsem tento bod jest bodem zhusténi v oboru L.

Pozndmka. Z definice funkce spojité v bodé C (a to z prvé defi-
nice) n4sleduje ihned véta: Jsou-li funkee g, (z,, 2y,..,2,), £=1,2,..,m,
funkce spojité v bods [¢,, ¢y ..., ¢,] a fuskee F (¥, ¥ « -+ ¥y
spojitd v bodd (d,, d,, ..., d_), kde

d,=@. (¢, ¢35 ...,¢), k=1 2,...,m,

pak jest funkce F(gy, @y, ..., ¢,) — funkce to proménnych x,, z,, .., z_,
jeZ za znalkami funkinimi @, k vili zjednoduseni vynechiny — funkef,
spojitou v bodé C. (Véta o spojitosti funkce funkei).

Véta tato roziifuje se snadno i pro spojitost v oboru £ a ma
tetné disledky zvidstni, jako ku pf.: Soutin dvou funkei spojitych v C
jest spojity v C a pod.

191. Zakladni vlastnosti funkei spojitych. 1. Je-li tunkee f(x,,
@y 5 .., &) Spojitd v bodé C=[c,,...c] a zdrovetr v tomio bodé
riena od nully, lze udati jisté éislo kladné e lakové, Ze v okoli O(C, ¢€)
jest funkce riema od nully a téhod znaménka jako f(c,, € « .., €.)-

/2 JestliZe funkce f(x,, x,, ..., z,) jest spojitd ve spojitém a
uzavieném oboru &, pak lze ke kazdému kladnému &slu & udati éslo 7
tak, ge

| 7@y &y - oy 27)) —f (214 “'2‘; ey my) | <e
pro viecka [z, [x] oboru @, pronés d(x'y, «'y,.., &', @y, @4y, @) <<,
Z této vty vyplyvaji disledky: Je-li funkce f(z,, . . . z,) spojitou
v uzavieném a spojitém oboru &, lze rozdéliti obor ten na konelny
podet oborid mensich tak, 3e oscillace funkce v téchto oborech jest mensi

nef e (Stall totiz obory ty voliti tak, aby odchylky dvou bodi v téchto
men§ich oborech byly mensf neZ %)
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Je-li funkee f(x,, 2,,..,2,) spojitou ve spojitém a uzavieném
oboru &, jest v tom oboru koneinou.

8. Md-li funkee f(z,, Z,, . . . T,), SPOJitd ve spojitém a usavreném
oboru 8, ga horni hranici funkénich hodnot v tomio oboru cislo M,
pak jest jisté aspors jeden bod [, &, ...E] -oboru &, pro kiery
£, &, ..., &)= M. Stejné tvrzeni jest platno i pro dolnf hranici .
Cislo M v tomto pifpadd pak se nazjv4 (absolutnim) maximem funkce
S (@, Zoy ... ,z,) v oboru L; &islo m (absolutnim) minimem. \

Dikazy tdchto vét lze d4ti tdplné tymZ postupem, jako podiny
jsou dikazy téch vét pfi jedné neodvisle proménné v odst. 77.—179.,
k nimZ odkazuji. Vyraz | #'—z | tam se vyskytujici jest tieba oviem
nahraditi vyrazem d(z',, ..., ,; «,..., x,), vétu pak odst. 68.
vétou odst. 184.; jinak jest- shoda uplnd. Ostatné v odst. 191.5) bude
podan novy dikaz véty 2., kterd jest fundamentdlni pro funkee spojité,
a to pro obory je3ts obecné&jSi neZ jsou obory spojité a uzaviené.

4. Jeli funkce f(x,, xy, -.., x,) Spojitd v oboru souvislém L
a -nabyvd-li ve dvou bodech A, B vnitinich toho oboru hodnot riengch
F(4), {(B), pak nabgjvd f(x) v oboru £ kaZdé hodnoty mezi f(A) a
f(B). Nebot dle definice obori souvislych lze nalézti fadu bodd CO,
C®, ..., O™ tak, ze tisetky ACW, CWC®, ..., B jsou uvniti .
Uvazujme fadu r - 2 &sel f(d4), f(CW), f(C®),.., f(B). Pak jeli
ku pt. f(A) <L << f(B) a je-li prvni tislo, které jest v prdvé napsané
tads vetsf nez L, hodnota f(C™), jest F(C* )<L a jest tedy L
mezi &isly f(C«—V), f(C®). Aviak dosazujeme-li do vyrazu

FA=F(* 420 — ), L, 2B — &)

za A4 hodnoty intervalu (0, 1), dostdvdme hodnoty funkce f na Wdselce
C* V™, vyraz ten pro A =0 stévd se rovnym f(C* V) =L, pro
— 1 pak rovnym 7(C*)> L; jelikoz pak jest F'(4) spojiti funkce
jedné proménné A (odst. 190., pozn.), -nabyvd dle odst. 80. aspoii pro
jedno Z intervalu (0, 1) hodnoty L; t. j. funkce f(z,, 7, .., x,) na-
byvd na kaZzdé lomené lire, body 4, B spojujici a uvniti & probihajici,
aspoli jedenkrdte hodnoty L (¢fmZ v&ta jest dokdzina).
Pozndmka 1. Lze-li pfi funkei f(x,, x,,.., z,) definované v oboru 2
ke kaZdému kladnému & udati kladné &fslo % tak, ze '

| £y, 2, . o) w’n)—f(wu Lyy -« x,,) | <e

pro viecka [2'], [«] oboru &, pro ndz d(z',, .., ', =, .., x)<<7,
nazyvame funkci /(x, oy, ...., 7)) funkci spojitou promeénnych
Zy, Ty, ..., z, stejnomérnéd v L.
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Na zékladd tohoto pojmu lze vétu 2. tohoto odst. vysloviti téz
takto: Jestlize funkece f(zy, ¥, ..., x,) jest spojitdi ve spojitém a
uzavieném oboru £, pak jest v tom oboru funkei stejnomérné spojitou
proménnych z,, x,, ..., z,.

Pogndmka 2. Jesté v jiném smyslu lze mluviti o stejnomérné
spojitosti funkce. BudiZ ddna funkce f(z, y, #) ti promé&nnych v oboru 2
a necht lze pfi pevném x, a pii pevnych y, 2z ke kazdému kladnému
¢islu & nalézti kladné islo 7 tak, Ze jest

[ f(z, ¥y &)—F (x4, ¥, 2)| <<€ pro viecka z, pro néz | x—uzx, | <7, (m)

jsou-li jen [z, g, 2], [7y, ¥, 2] body v L. Pak jest f(x, y, £) — pri
téch pevnych y, # — spojitou funkef jedné prom&nné z a to v bodé .
Lze-li viak &fslo # stanoviti tak, aby (m) bylo splnéno jednak pro v3ecka
| £ —x, | <7, jednak pro viecka [y, z] jistého oboru £,, pak fikdme,
se funkce f(x, y 2) — dunkce to tfi proménnych definovand v 2 —
jest spojitou funkeci proménné x v bodé x, a to stejnomérné vzhledem
ku viem [y, #] oboru £,. P¥i tom jsou body [z, y, 2], [«,, ¥, z], probi-
hd-1i [y, 2] obor £2,, vesmés body oboru £. Je-li dile £, takovy obor
bodd [y, 2], Ze, probihi-li [y, 2] obor £,, probihd bod [z,, ¥, 2]
vdecky body oboru £, jichZ prvd soufadnice jest x,, a je-li nerovnina
|7 (= y, ) —f (%, ¥, 2) | < € splndna pro viecka [x, y, 2] oboru £,
pro nd% zéroveh |z —z, | <7 a [y, z] jest v 2,, ikéme, Ze funkce
f(z,y, &) — [funkce to tii proménnych definovani v 2 — jest spojitou
funkci proménné x v bodé z, a to stejnomérné v oboru £.
Lze-1li konetné ke kladnému &slu & nalézti kladné &fslo 7 tak, Ze jest

| f(&'y y, ) —f (2, y,2) | <<e¢ pro viecka 2, z, prondZ | 2'—z | <7,

at jsou body [#', y, #], [z, ¥, #] jakékoli body oboru £, jest tunkce ti
promé&nnych f(z,y, 2) definovand v 2 funkct spojitou proménné z a to
stejnomérné v oboru £.

Snadnd zevSeobecnéni téchto pojmi (na libovelné polty proménnych)
pomfjim, jakoZ i snadné disledky, které definice zékladni funkei spoji-
tych a v&ta 2. ndm dovoluji Einiti pomoci pojmili prdvé zavedenych.

191. a. Rozsireni vét o funkcich spojitych, Véty o funkeich spo-
jitych lze dokdzati pro obory mnohem obecné&jsi neZ pro obory spojité
a uzavfené. Abychom ty obory co nejstrutnéji mohli vymeziti, zavedeme
8i nejprve n&které pojmy vztahujici se ku mnoZstvim bodovym v pro-
storu #- rozmérném, aniZ bychom na tato mnoZstvi zatim pohliZeli jako
na obory pro funkce o » neodvisle proménnych.

Budiz ddno tedy mnozstvi bodd [z,, z,, ..., x,]. Jestlize sou-
‘fadnice |x,| viech tdchto bodd hovirovnicim | =, | <¥, £=1,2, .., n,
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kde %A jest dané Cislo kladné, sluje mnoZstvi dané mnoZstvim ohrani-
tenym. (Je-li toto mnozstvi oborem pro funkei o » neodvisle proménnych,
nazyvd se obor tento konelny, viz odst, 180.)

V mnoZstvi ohraniteném, k némuZ piislu$f nekonetné mnozstvi
bodd, jsou vzdy body zhulténi (pojem bodid zhuiténi a piislulny dikaz
poddn v odst. 181.)

Je-1i ddno mnozstvi bodové E, majict body zhufténi, tvo¥f tyto body zhu-
8téni nové mnoZstvi E’, jeZ nazyva se mnozstvim derivovanym s mnoZstvi E.

Body mnozstvi E’ mohou — av8ak nemusi — pFindleZeti mnoZstvi E
KaZdé mnoistvi E, jed obsahuje viecky body mnodstvi E' derivovaného
2 E, sluje uzavienym mnozstvim.*)

Tu platf nejprve véta: Kagdé mnoéstvi E', derivované g libovol-
ného mnosstvi E, jest mmoZstvim wuzaviengm. Nebof, je-li A bodem
zhu§téni ve mnoZstvi E’, jest uvnitF kaZzdého okoli O (4, &) nekoneiné
mnozstvi bodt z E', jez jsou tedy body vnitini tohoto okoli, a tudiz
jest tam i nekonetné mnozstvi bodi z E (nebof v kaZdém okoli bodu
z E' jest nekonetné mnozstvi bodd z E); ndsledkem toho jest A téz
bodem zhu§téni bodd z E a patif ku E’ (coZ se mélo dokézati).

Budi? dina nyni funkee f(r,, @, ..., z,) pro viecky body
mnoZstvi E. Hodnoty funkéni pro jednotlivé body toho mnozstvi ddvaji
jisté mnoZstvi ¢fSelné, které miZe byti shora'i zdola ohrani¢eno; mlu-
vime pak o funkei na E koneéné a oscillace funkece definované na E v E
stanovi se i tu zpisobem ndm jiZ zndmym. Obdobné€ miZeme uvaZo-
vati oscillaci funkce kone¢né definované na E v &4sti mnozstvi E, za-
vésti pojem funkee nekonedné atd. UvaZujme hodnoty funkéni pro viecky
ody mnozstvi E spadajici do okoli O(4, &); predpokldddme-li, ze
Ty, ..., x,) jest konelnd, jest oscillace funkce v té &dsti mnozstvi
dd do O(4, ), jisté ¢islo O, =0, spadaji-li oviem do O (4, &)
ody daného mnozstvi E. Nespadaji-li viak do O(4, ¢)
vibec #4dné Lo nozstvi E, budé pro nis O, =0. Cislo 0, na-

zveme oscillaci funkce 7 na-E v O(4, ¢). Blizi-li se kladné &slo ¢
k nulle, klesd, anebo aspoii neroste tote_0 A jez jest stile =0, a m4

tudiz O, , limitu pro lim ¢=0, ji# oznaéime O, « nasveme oscillaci
funkee f(x,, 7,, ..., z,) v A na E**) Jest tedy

0,= limo . (n)

¢=0 1€

*) Ctenal snadno dokaZe, Ze obor, ktery jsme nazvali v odst. 189. uzavFenym
oborem, jest mnoistvim bodovym rovnéz uzavienym, avsak zdrovei ohranilemym.

*¢) Anebo téz: oscillaci funkee f(x,, x5, ..., x,;) na E v 4. Obdobnou z4-
ménu ve slovosledu lze uéiniti i pfi oscillaci v 0 (4, &),
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Neni-li bod 4 bodem zhu$t&ni ve mnozstvi E, jest ¢islo OA:(),

jak z utin&nych ustanoveni ihned plyne, a nis celkem nezajims. Aviak
ijeli 4 bodem zhusténf, mize byt 0, rovno nulle; tu zavddime pak

tuto definici:

Funkce f(ay, Zy ..., 2,), Jjejt oscillace v A na uzavieném
mnoistvi E jest rovna nulle, sluje spojitou funkci v bodé A na E. Pri
tom jest A bodem zhuSténi mmoZstvi E (a patii ku E). Definice tato
shoduje se v podstaté s definici odst. 190. Plyne z nf zejmena také, Ze,
je-li f(z,, 2, ..., ,) spojitdi v bodé A na mnoZstvi E, limita hodnoty
funk®ni, kdyZ bod [, x,, ..., #,] konverguje ku A4, probfhaje body
mnozstvi E, jest hodnota funkce v 4.

Je-li funkece spojitd na E ve vSech bodech zhu$téni mnoZstvi E,
tikdme, Ze jest spojitd nma E.

Je-li &slo O, v (n) definované rizné od nully, sluje funkce dand
nespojitd v bodé A.

191. b. Uzivajice pojmi zavedenych, dokiZeme si nyni vétu: Budiz
E mnoZstvi ohranicené a uzaviené, funkce f(z,, Z4 . .., x,) nechi jest
ddna v bodech tohoto mmnoistvi. Nelze-ls k danému kladnému Eislu e
udati kladné éislo 1 tak, aby oscillace funkce f na E ve viech moényjch
O(B, 7) byla mensi nei s, pak jest aspors jeden bod A patrici ku E,
v némZ oscillace funkce f na E jest =e. Pfi tom jest B libovolny bod
prostoru n- rozm&rného (a2 nemusi patfiti ka E; bod A4 oviem jest
bedem zhuiténf mnozstvi E).

Dejme tomu, Ze pfedpoklad ve vé&té vysloveny jest splnén; t. j.
dejme tomu, Ze jest &islo s (=0) takové, Ze, af si zvolime Kkl & 9
jakkoliv malé, vzdy jsou body (bod) B, v jichZ okoli O(B, 7). jest
oscillace 7 na E vé&tsi (=) ne% ¢ Zvolme si libovoln Fadu &isel klad-
nych v nekone&ném pottu 7,, 75, %, . .., majici za limitu nullu Pak exi-
stuji body B,, By, B;, . .. takové, Ze oscillace funkce # na E v okolich

O(B,, m), O(By 1a), O(By, %s). - -

jsou vesmds vétdf (=) neZ e. Body B,, B,, B;, ... maji aspoil jeden
bod limitni (odst. 185.), ktery jest bodem zhu&t&ni mnoZstvi bodového
slozeného z B,, B,, B;, . ... nejsou-li oviem body ty totoZny s kouneé-
nym pottem bodd, kteryZto piipad v3ak nejprve z idvahy své vyloutime.
Ozna¢me ten limitni bod (resp. jeden z takovych limitnich bodd) ¥fady
B,, B,, - .. znatkou b. Pak v okoli O(b, ), at si zvolime 7 jakkoliv
malé jest nekonetné mnozstvi bodi B, is pfsluSnymi okolimi O (B, 7,)
a jest tedy oscillace funkce f na E v O(d, %) vétsf (=) nez & pro viecka
kladnd 7; a jest tudiz v bodé b — kteryZ, jak zdroved patrno, jest bo-
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‘dem zhu$ténf mnoZstvi E — oscillace funkce na E v&t¥ (=) ne% &
(Coz se mélo dokézati.)

Jestlize viak body B, jsou totoZny s konetnym poftem bodd, ozna-
time jeden z téch bodd, které se v fadé B,, B,,... vyskytuji neko-
nefndkrite, opét znakem b a miZeme.o n&m stejnd tvrzeni uliniti jako
v pfedchézejicim ptipadé.

Z vity pravé dokdzané plyne jako smadny disledek véta: JestliZe
jest funkce f(x,, Zy ..., z,) ddna na mnoistvi E ohranileném a
ugavieném a jest funkei na E spojitow; pak lze ke kaidému Kkladnému
éislu s udati_kladné &islo 7 takz Ze oscillace funkece f na E ve vniech
moZnifch O (B, 1) jest menii neZ ¢,. Vta tato jest ofividn& zobecndnim
véty 2. odst, 191., ¢imZ tato véta zdkladni pro nauku o funkeich spo-
jitfch poznovu dokdzdna.

Pozndmka, JelikoZ mnoZstvi E v obou poslednich vétdch jest
mno#stvi ohranitené, spadd toto mnoZstvi do jistého oboru pravoihelni-
kového »- rozmé&rného. P¥i bodn B miiZeme se tudiZz omeziti také jenom
na ten obor pravoihelnikovy se zfetelem ku vyznamu oscillace funkce
f na E vO(B, o). '

1X. Derivace a differencidly funkei o nékolika proménnyech.

192. Derivace parcielni funkei o dvou proménnych. BudiZ déna
funkee w—/F(r, u) jakoZto spojitd funkce prom&nnych z, ¥ v jistém
oboru. Pfisufme promé&mné y pevnou hodnotu Yy, takZe z zistane je-
dinou promé&nnou. Tim stane se « funkef spojitou jedné proménné wx,
u=s(z, y,); méli pak ta funkce jedné prom&nné 2 derivaci dle z,
v bod8 z=—u,, sluje tato derivace éasteéna (parcielni) derivace funkce
u=f(z, y) v bodé [x,, u,] dle proménné x a znali se tato derivace
znalkou f'(z,, y,). Jest tedy

(M

Ohdobné jest tdsteénd derivace funkee » v bod& [z,, y,] dle proménné ¥
ddna vztahem (za pPedpokladu, %e pifslu§nd limita existuje)

F (% Yo+ k) —f(,, Y) ’
k = )

V téchto vyrazech mleky se predpoklddd, Ze %oy %ols [, + R, ¥,] resp.
[®, #o+%] jsou body daného oboru.

Existoji-li limity v (I) a v (I"),. kdyZ [z,, y.] jest v urtitém oboru,
piedstavuji ndm v tom obdtu obé parcielnf derivace jisté funkce body

flzo4-h, y)— (x5, Y
= L

f,’(mm Y)=1im
h=o

fy'(ro; Yo) = ]kig;
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