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VII. Derivace vyssich fadéi; fada Taylorova a Ffady moc-
ninné vibee, prisluSna pouziti.

1. Definice derivaci vyééic'h radi.

I125. M4-li funkce ﬂa:) v intervalu (a, ?) ve vSech bodech derivaci,
jest tato derivace mnovou funkei proménné =, jiz jsme oznalili /'(x).
(Viz odst. 101.) Mé&-li f'(x) op&t derivaci ve v3ech bodech intervalu
(a, ), sluje tato derivace druhou derivaci funkee f(x) anebo derivaci
druhého Fadu funkce f(z) v (a, b). Znatiti ji budeme f"'(z), t. j. bude

pro nds
(F@y=F"@).
Obdobné se definuji a znati derivace tieti, étvrtd,... n-td (n-tého
fidu) a to rovmicemi

(F@)=s"@) "@Y=" @), ..., (T @Y=" @
Podobné se znadf postupné derivace funkce y proménné z znaky ¥', y”,
¥y, y"", .., y®,... Jini oznafeni pro derivace vy§iich fidd udime
pozdéji.

1. Priklad 1. Funkce y=¢" md za prvni,~ druhou, teti, ... »
n-tou derivaci funkce '
y=¢", y'=¢" y'=¢",..., y¥ ="

Jest patrno, Ze viecky derivace funkce e* shoduji se s funkef samou.
Pro derivaci funkce y =c*"plyne y'=—wae™, y"=ae™, ...,y =a" "
Piiklad 2. Pro funkei y—sin z jest obdobné

y'=cosz, y'=—sine, y""'=—cos z, yv
a obecnd

O+

—sinx

=cosz, y* 1 =—sinz, y** =—cosz, y** —sina.

MﬁZem\,e viechny tyto rovnice shrmouti v jednu a .to v néasledujici:
y(’i’):éinv(w—l- n?u)
Stejné odvodi se formule
(cos z)™® = cos (z + %l) .
Piiklad 3. Derivace funkce y—z* jsoﬁ

y=ai"", y"=a(a—1) m“'z,f y"=aa—1) (d"—?) z*°



AoV

a obecné
cy?=a(a - 1)(@—2)...(a—n+1)z"".
Prillad 4. Je-li y=logx, jest

1 ’” -1 ! ’ Q! n ___ 1)1 ¥ — 1)!
"”:7’3’:—?’y"=+;.;n---y”=( b wn( .
Priklad 5. Budiz y—arctgz; v tomto ‘pFipads jest
y'= = 2z ym_____2(1+Z"’)+8$_":—2-—|—6w""
A (142" (1429’

Vyrazy pro. derivace . vys¥f stivaji se s Fddem derivace slozit8jsi a jest
obtizno pHmym postupem odvoditi si tvar xn-té derivace. MiiZeme v3ak
tu toho dosfci umélym obratem. Zavedeme si funkce ¢ a ¢ proménné x
témito rovnicemi
1
o=(1+=z%*, ¢g=are cotz.

Puak jest
| COsp=——>— sinq)———l—

Viter P Vivar

a mizeme nejprve ofividné psiti, vyznatujeme-li ¢rkou derivaci dle e,

j/:%.sinq;.

jest viak déle o’—cosg, ¢'=—¢ ' sing; derivujeme-li tedy poslednf
vyraz jako soulin, mime ihned ‘

R S §
Y=g (singcos ¢ + cos g sing) = 5 sin2¢.
:Stejné plyne e
" 21 3! .
¥y =+ ?sin?;(p, yrIV)z—F 8ind ¢

a uplnou indukef
(n=1)!

n

—1)1
21 Q__l)—'i sin (n arc cotz),

(14297

¢imz obecné vyraz pro x-tou derivaci funkce arctgx nalezen.

y(n) — (_ 1)11—1

sinng—=(—1,

126. Leibnicova formule vztahuje se ku vypoftu n=-té derivace
soutiru dvou funkef. Klademeli y—u.v, kde u,v jsou funkce *pro-
ménné x, jest ' '

vy =u'v4ur, y”:u”v—l—?u’v'-l—uv",...
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Obecnd lze patrné psdti

yP = A, u® o A"+ A u("—m v A w0

2 zbyvd jemom urtiti koefficienty. K tomu cfli kladéme u—=¢", v=¢*
a tedy y—r‘ ta)x , P Cem% o Jest konstanta. Dosazenim dostaneme

(1+ )n (1+a)A_A e(1+a)x+A ae(l+rx)x+A a-ze(l-ru)x_l_ +
+A an (14 a)x
t. j. _
(1+a)":Ao—|—Ala+A2a"’+...+Ana".

Tato rovnice jest platna pfo kazdé « (t. j. identicky) a-jsou tndiz A,
binomické koefficienty, takZe lze psdti

: n n n\ .
o)™ =u™v —l—(l) w4 (2) WP+ (n) ue™y

coZ jest hledand formule. Bylo by snadno i pomoei tplné indukee ji
dokdzati. @ :

.

@ Funkce liché a funkce suydé. Jestlize funkce jest definovdna
v intervalu (—a,a) a hovi rovnici

-4~ =

f(—' -T)z_f(a:)v ~;“ . ,1 (05)
sluje funkei lichou. Hovi-li naproti tomu rovnici f ,
f—z)=/(a), o (4

nazyvd se funkei sudou. Piipousti-li f(x) derivace vyssich Fadd, dosta-
neme derivujice (¢x) n-kréte

1 (=) =(=1)""f" (@),
odkudz ndsleduje véta: Derivace lichého #ddu funkce liché jest funkce
sudd: derivace sudého tddu funkce liché jest funkce lichd.

Podobné plyne z (3): Derjvace lichého *idu funkee sudé jest funkce
lichd; derivace sudého Fddu z ‘lhmkce sudé jest funkce sudi.

Dosadime-li v («) O za z, dostaneme ihned 7(0)=0., Jest tedy
funkee lichd v bod& O rovna nulle-a rovné% derivace sudé funkef lichych
4 derivace liché funkef sudych jsou rovny v bodé x_O nulle,

128. Derivace vyssich Fad jakozto I|m|ty JelikoZ (za pfedpokladu,
Ze derivace v ivahu vzaté existujf)

f(@)=lim: (—”"' V=IO | fr(a) =lim f——'(”"‘") =@
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jest (dosadime-li do druhé z rovoic za f'(x) na zdkladé rovnice prvaf)

lr_O

P tom jest poéitati ‘napfed limitu dle % a potom dle % (anebo — cdi
jest tu totéZ — naopak.) Existuje-li v8ak drubd derivace v bod® x a jeho

okoli a je-li spojitd v bodé x, miizeme také psati 4
@)= lim f(z+h+7r)—f(z+")—f(w+l)+f($) (@)
=0, k=0 hk

at h,l: jakkoliv konverguji k 'nulle; nebof nejprve jest, klademe-li
f(z+k)— f(x)=F (=, dle véty o stfedni hodnot& (1.9 a pozd&ji #, jsou
tisla kladn4, mensi nez 1)
fe+h+b)—f@+)—f@+B+ I @=F@z+h)—F@)=
- =hF'(x+3 1)
a déle rovnéz dle véty o stfedni hodnoté
F’(x—l—& =f'(x+ o, h+L)— e+ & h)y=skf' (x40, h+3,k).
Dosadime-li die poslednich dvou rovnic do («'), dastane tato tvar
M@= lim ("z+8k+80, 0<0, <1, 0<8, <1,

=0, k=0

ze kterého sprivnost utinéného tvrzeni bezprostfedné plyne. Specielné
miiZzeme v rovnici (a') kldsti , = %, ¢imZ obdriime (stile za pFedpokladu
existence druhé derivace v bodé x a jeho okolf a spojitosti jeji v bodé x)

2h)—2f(x+ 1)+ f(:
/"($)—11H;f(m+ I’) Zix+ ") 4 /(Q- (b)
Zavadi se pak &asto toto oznateni: Piiristek funkce v bodé x odpo-
vidajfci pfiriistku neodvisle proménné rovnému dJz a kteryZ piirdstek
jsme znadili 4f(x), kladouce Af=f(x+ d2)—f(x), sluje téz prvni
difference aneb prvni rozdil funkce /(z) v bodé x pFi priristku 4z.
Utvorime-li, podriujice tentys prirdstel 4z, proni differenci proni
difference, dostaneme druhow differenci funkce f(x), jiz znatime

A2 (@)= A (df @)=F (& + 2 42) —2f (x + 45) +f (@),
takse rovnici (b) lze psdti (misto & zavedeme z).
A%

® f’l(m) = Li‘lio Azt (C) .

Podobnou dvahu mohli bychom provésti i pro denvace vysﬁich i'adu
a dostali bychom za predpokladu, Ze derivace tyto existuji a jsou spo-
jity, tyto vjrasy limitni

f"(z) = hm ——Ia obecnd ™ (z)= lim 1t
4::0 dx
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Pt tom jsou A%, 4°f tietf resp. n-t4 difference funkee f(z) v bodé x
pH piiristku 4x a jest (jak bud tplnou indukci aneb pomoci funkce e**
(viz obd. dvahu v odst. 126.) lze obecné dokdzati)

Af=f(z+ 84x) —3f (2 + 242)+ 3f (2 + 4z)— [ (z),
L=z +ndz)—(?)f(w+n—ldm)+(;)f(a:+n —24dr) —.... +

+ (= 1" (Z)f (2).

Limitni vyrazy pro druhou, tfeti a x-tou derivaci prdvé odvozené
tvoif podklad pro nové oznaleni derivaci vysSich ¥ddi; znatf se pak

1 )_d—f £ (@)= —f aneb 62 obfrmdji :d{T(f’); (d)-
aviak budeme uzivati také ozna(‘,eni daného rovnicemi

a 3 n n
S§) = Def @, ST@=D:f@), fO@)=Dif @)

pfi demz index z pfi D, neni-li tfeba obdvati se nedorozuméni, mezno
vynechati.

Pozndmka. Misto (b) 1ze psiti vyrazy obecnéjsi, jichz sprdvnost
{(na zdkladé pFfedpokladi svrchu ulinénych) stejné mizeme dokdzati jako
sprivnost rovnice («’), t. j. dvojim postupnym pouZitim véty o stfedni
hodnot&. Tak jest ku pi. '

f(z+(a+2)/l)—2f(w+(a+1)h)+f(9;+ah)

f(z) = - , @)
kde a jest 1ealné ¢islo libovolné zvolené. Zvlasté pak pro a — — 1
méme vztah

vedle (5) hojnd pouzivany Stejné roziifeni ]est platno — jak patrno —
i pro derivace vy3§ich radd.

Prtiklad 1. Abychom uvedli aspoii jeden piiklad uZiti vzored tohoto
odstavce, uvazujme funkei v — 22¢p (x), o niZ budeme pfedpoklidati, Ze
mé v bodé O a jeho okoli spojité derivace az do fddu »-tého a jest
na$im dkolem ty derivace vypotitati. P tom jest je§té @ (z) definovdna
v okoli bodu O a konetnd v tom okoli. Jest pH kt=<n

(h) ¢(Ah)—( )(k—l) B2 ((k — 1)h)+( ) k— 2" g ((k —2) h) —
® — lim

= h=0 hk

:zim RNk " (kh) — (lf) ¢ —1pE~1h)+...]
=0

Petr, Difl. podet. 13



194

I jest.
g/x(‘f__)';': 0 pro k<<m,

y2=lim (p (k) — () (0 — PG TR + .. ),
k=0

¢im% kol deny jest Fefen.

Jeli km pf. y=a" (tedy ¢(x)=1), existuji vSecky derivace
v bodé =0 (n jest celé kladné); yg") —mn! a mime tak vztah — po-
rovndme-li tento vysledek s vysledkem privé dosaZenym —

n"—(’lz)(n— 1)"—}—(;)0& —2) ' — .. .=l
a ddle mdme snadno
k"—(;”')‘(k — 1)+ (;)(/{, —2)P°—...=0 pH k>n.
4
nebot v tomto zvl4§tnim piipadé jest pki &= n y(’=0). Tyto arithme-
tické vatahy lze psdti, uzivime-li zndmého oznateni pro difference,
A0 =nl, 40"=0, k>n

Kdybychom pouzivali rovnic obecn&j§ich obdobnjch ku (4’), mohli
bychom psdti misto poslednich rovnic vztahy

Ad"=n!, 4a"=0, k>n,
pH femZ (pro kazdé k) jest

A =@+ k)" — (71) (@4 k—1)"+ (’2‘) (a+k—2y"—...

Priklad 2. Ze rovnice (b) jest sprivna toliko za pfedpokladu, Ze
druhd derivace funkce f(x) existuje v bod® = (t. j. urlitgji fefeno, Ze
miize existovati limita na pravé strand té rovnice a nemusi existovat
druhd derivace funkce f(x) v bodé x), jest patrno ku p¥. na funkei
definované rovnicemi

f(x)_—_x"sin% pro z =0, F(0)=o.

Funkee tato m4 prvni derivaci v bodé x — 0, drubou derivaci véak
v tomto bods nemd. Limita vSak na pravé strand rovnice (b) tu exi-
stuje, nebof

1B — W) +£O) _ ( 8hsin o —2hsin ,l) —=o0.

lim
h—=o0 hg h—o

129. Oznaéeni differencialni. Velmi zhusta se zejména p¥i pouzitich
pottu differencidl nfho uzivd t. zv. differenciald.
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Differencial (prvy) funkce s(z) v bodé z jest souéin derivace
funkce f(x) a pFiristhu neodvisle proménné; znaéi se vyrazem df (z)
(aneb kritce téz df). Jest tedy

df () = f(@) 0, df(2) = f'(x) s,
pfi femZ jsme v prvé rovnici oznalili piiristek neodv. proménné
pismenou %, v'drubé ~z. Klademe-li- v téchto rovnicich f(z)—a a tedy

f(z) = 1, obdrzime
dw = h dr — dx

v disledku kterychZto rovnic znaéi se -piirdstek neodvisle proménné téz
znakem dz a nazyvd se Casto téZ differencidlem neodvisle proménné.
I'i%¢ se tedy z pravidla 3

; df () = f'(z) dz,

t. J. differencidl (prvy) funkce f(z) jest soudin derivace (prvé) a diffe-
rencidlu meodvisle proménné. Odtud zase nésleduje, Ze derivace funkce
f(x) jest podilem differencidlu té funkce a differencidlu neodvisle pro-
ménné a tak lze v oznateni pro prvou derivaci funkce f(z) diive zave:

deném (t. j. v %)) vidéti vskutku zlomek, v némZ Eitatel i jmeno-

vatel md uvedeny pravé vyznam.

Plati pak véta: V bodech, ve kierych derivace dané funkce neni
rovna nulle, md podil priristku funkce a prislusného differencidlu
(oboji pfi témZ piiristku neodvisle proménné) za limitw 1, kdyi pFi-
ristek meodvisle proménné konverguje k nulle. Jest totiZ

Af (@) __ fz+42) — f(x) _fzt4dz) —f=z) 1

df (x) F(@)dx - dz f ()’
odkudz véta uvedend vyplyva. Vété t6 miizeme d4ti téZz analyticky
vyraz rovnici '

af (w)

df(m) —
kdeZ &, & jsou funkce proménné z a pkiristku dz a konvergujici k nulle
pro lim dz = 0.

Obdobné jako derivace vyssich f4dG definuji se i differencidly vy$Sich
‘F4dd. Tak pod druhym differencialem vyrozumivame differencidl (prvého)
differencidlu (p¥i éemZ po obakrat jest tvofiti differencidl pomoei téhoZ
piiristku neodvisle proménné), Znatime-li druby differencidl d°f(x),
jest tedy

P (@) = d(@f @) = d(F(@) . B) = h . df'@) = @K
13

L4e df(@)=df@)+dde=("(z) + &)dz, ()
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anebo té%, pifeme-li dz misto &,
A% () = f"(x) dz*.
Stejné jest pro tieli, ... n-ty differencidl
a3 (z) = "' (z) dz?, . . . d°F(z) = f(z) dz".

Jest patrno, Ze v oznalenf derivaci uvedeném v (d) odst, predeh.
jest moZno pfisluiné symboly poklidati za skuteiné zlomky (stejné jak
tomu jest pki prvni derivaci), I rovnice (e) lze roziifiti a ku pk. psdti

A () = d¥ (2) + edz®, lime=0.
dx=0

Pozndmka. Oznateni differencialni poskytuje ¢asto tu vyhodu, Ze
"dovoluje ndm stru¢ndji vypisovati formule, umoZiuje nékdy v jedné
rovnici shrnouti nékolik rovmic oviem aZ pfi funkcich o n&kolika neod-
visle proménnych. Z té pfi€iny a vzhledem k tomu, Ze v stariich pra-
cich oznateni tohoto hojnd jest pouzivino, jest tu o ndm pojedndvano.

/ 2. Formule Taylorova.

" e e T S e
130. Ukolem formule Taylorovy jest podati rozvoj funkce fm+/z)
ve tvaru

flat+h)y=Ag+ A4, b+ A4, h*+ ...+ A, _ B4 A L 3

platny, kdyZ se prom&nnd % nachdz{ v jistém okoli bodu O (tedy platny
pro dosti malé |A(). PH tom jsou 4,, 4,,...4, | Usla nezdvisld na A
konstanty vzhladem ku » Dak jest funkce promé&nné  definovandi a
koneénd v tom okolf bodu O doplnéném bodem O, ve kterém jest svrchu

uvedeny rozvoj platny.
Jei.;flz}takamuozu jest pri urditém n moZnyj, jest jenom jediny.
Nebot kdyby byly dva takové rozv0]e pro f(¢+h), mali bychom v tom
jistém okolf bodu O platnou rovhost ‘tvaru
A+ A4, h+... +An—l B4+ A " =B,+Bh+...+B, N+
+ $n hn ]

kde A, jsou koefficienty prvého, B, koefficienty druhého rozvoje; funkce
proménné & ¥, B  jsou konelny v tom okoli a tedy jest konedny i jich

rozdil. Z rovnice posledni vSak plyne

B,—4, B

— A4 B —A
A —P = 1 ! R Sy e Sl O
B, =TT T
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M4-li vSak vyraz na pravé strané posledni rovnice byti kone&nou funkef
proménné i v okoli bodu O (af jest to jakékoliv okolf toho bodu),
musi patrné

By,—A,=0, B,—A,=0,... B, ,—A, ,=0 (viz odst. 67., pk. 3.)

a tedy i A, —B, =0, t. j. rozvoje prvy i druhy jsou totozZny (majice
tytéz koefficienty pfi v8ech mocnindch A).

Je=li takovy rozvoj pFi uréitém n moiny a md-li funkce f(a 4 k)
spojité derivace dle h af do rddu n-tého v bodé O a v okoli bodu O,
pak jest

1
4,=1(), 4,=77 FY@.

Nebot derivace dle % tlenu A A" v bodé O existuji v disledku pted-
pokladu o f(« %) a to az do ¥4du =-tého a jsou rovny nulle aZz do
fidu m—1. (Viz odst. 128., piikl.) Utvoiime-li tedy derivaci %-tou rov-
nice (I) v bodé O, dostaneme ihned 4, ve tvaru udaném. 4, vyplyvi
z rovnice (I) pfimo pro A=0.

131. Abychom vyettili, zda rozvoj (I) jest mozny, a vySetfili hod-
notu ¢lenu U, h”, budeme pFedpoklidati, Ze funkce f(z-}-x) mé spojité
derivace dle = v intervalu (—d’, 8) a to az do fd4du n — 1, nad to pak
jesté n-tou derivaci ve vSech bodech uvnit} toho intervalu. Aspoii jedno
z kladnych &sel &, 0' jest pfi tom rizno od nuily. .

Budiz » velléma intervalu (— &', 8); kladme pak v souhlase 8 pi‘ed-
chdzejicim odstavcem

ﬂa+m—1@H-Nf(%me%@+ o

(n—l)
51 fo-(a)+4-R,;

pokusime se hledati hodnotu ¢lenu B,. K tomu jest itelno zavésti funkei
proménné x

9 (z) f(a+ac)-|— ’(«-I-w)+(h /”( +z)+ ...+
+“_“ foD (a4 <),

(n—1)!
Jest @ (h)="F(a+h) a déle
P O)=F@)+ 1 )wam

(

a tedy
Ro—=@(h)— 9(0). (»)
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Aviak @(z) jest v (0, k) spojitou a md derivaci pro viecky body uvnitf
@, k) a miZeme tedy uZiti obecn&jif véty o stfedni hodnot& pro in-
terval (0, »), (odst. 106.) Je-li y(x) funkce spojitd v (0, ») a m4-li
derivaci ve vSech bodech uvnitt (0, %), kterdZto derivace se nestiva
tam nullou, jest v ddsledku cit. véty

p(h)—o@O) __ @'(Ah)
ph)—yp 0 ¢'(Oh)’

Mizeme ku pi. kldsti ¢ (2)=(h —=)’, p=>0; jelikoz dile, jak derivo-
vénim vyrazu divajiciho ¢ (z) snadno plyne

'(w)—(];—w et )

jest, dosadime-li do (g) dle (p), (») a za Y(x) ihned
. o P(1l—e)"?
. 2o U R —_—— - L
, [:w; Ar’ ‘/‘J g B p (" —1)!

Tak vyplyvd zakladni véta:

Formule Taylorova. /e-li f(x) funkce majici v intervalu (a — &'
a -+ 9) derivace spojité az do Fddu n—1 a derivaci n-tou pro viecky
body uvnitF toho intervalu, pak lze rozvinouti f(a -+ k) dle mocnosti
‘Eisla b na zdkladé formulc

0<b<1. (9)

F a6k, 0<®<l. {an

Hat W=7 @+ 1@+ g7+ o4 o+
PO et o)

pro viecka h intervalu (— &', d). Pri tom jest O jisté éislo’kladné mezi
0 a 1; p jest libovolné &islo kladnré.

132. Zbytek (Slen doplijici). Clen R, dany ve /(11), _jehoz hod-
’notu zndme jenom pFiblizné, nebof zdvisi zprav1d1£££i_sle ), 0 kterémz
juze vime, ze Jest mezi 0 a 1, nam ddvd _iru uasno\ff, s jakou se

T T

pfiblizuje_ soutet prvych n. éLenﬁ pravé strany “formule ﬂylozgl‘ hod-

—————

nm +Tz/ “Clen tento sluje zbytek po clenu n-tém amebo téZ élen
“doplimgici (n + 1)-ty. Zbytek zévisi pfi dané funkci toliko na » a h;

forma toho zbytku jest vSak jeité zdvisla na volb& ifsla p. Cislo @ zd-
visi na %, »p a na A.
Volime-li p—=n, dostaneme tvar zbytku nejvice obvykly

]1
R, = ﬁr@ (a4 0'h), 0<O&'<1,
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t. av. ibytek Lagrangeilv. Klademe-li p—=1, mdme
R, — ’“((1;?) f(a4-6"h), 0<O"<I,
zbytek Cauchyiiv. Obecny tvar uvedeny ve (II) jest zbytek Schlomllchuv

133. Piedpoklddejme, Ze f(x) md v intervalu («, ¢+ /) derivace
viech tddd. Pak ve formuli (II) mizZeme si zvoliti » tak veliké, jak
cheeme. Jestlize nad to

lim R =0, €289)
e
jest patrné i

f(a+h)—11m(f()+ (>+2,/"()+ g 7 0),

t. j. jinymi slovy lze f(a—l—h) vyjadriti nekonednou Fadou konvergentni
a pedti

/(a+h)—f<a)+ i@+ 2.)"’(~)+ A+ !f“’(a)-i- ,  (IV)

n—1

joz se nazyva Fadou Tayloroveu. Podminka (III) jest. nuimd a postatu-
jici podminka, aby fada Taylorova byla konvergentni a aby jeji soutet
byl f(a+ k).

Redé Taylorové miizeme dati rdzny tvar; jednim z nejéastdjsich
jest ten, ktery dostaneme, klademe-lia 4k =z, a==z, (tedy h=xz—ux,),
#mZ dostivdme

F(@)=F () + 1 @)+ & “’o’ JUCHE S

(w—k;"f‘o) ® )+ . (V)
Zbytek po n-tém Elenu jest v tomto oznalenf
-_— (x_x i n— n "7
lf,—p—(”_—;))!(t—@) P{E) (o + O (2 — z,)). (V)

Rozvoj posledni jest rozvoj funkce 7 (z) dle mocnin rozdilu »—u,
(mocninna Fada argumentu x — z,). PoloZime-li z,— 0, dostaneme funkei
S(x) vyjidFfenu mocninnou rFadow argumentu WW viem pHsludny
rozvoj konvergentni), t. zv. radu Maclaurlnovu, jejiz tvar jest

'L

F@=rO+ 1 1. 7O +377(0)+ 3,/"'<0)+ -+ ,c,f"" ©0)+ ..
(VI)
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[ e

a Tizné tvary zhytku po »-tém ¢&lenu jsou pii této Fadé
2"(1—e)""
p.-(n—1)1
f"” (O x) (zbytek Lagrangeiv), —

f®(Oz) (zbytek Schlomllchuv), (VL)

z"(1—
(n 1)l
Rady Maclaurinovy a Taylorovy se zhusta pouzivd ku vyjadfovéni
funkef _pomoci nekonetnjch moeninovyeh fad, jez pak tvofi pohodlny
prosttedek ku numerickému poditéni tdchito-funkef. Odvodime si takové
fady pro elementirni funkce. Rozvoje, které tu dostaneme, json
ndm viak znimy po vétSiné jiz z' dFivéjSich vySetfovdni, jeZz byly rdz-
ného druhu; vyznam formule Taylorovy nespofivd tudiZ v moZnosti od-
voditi tyto rozvoje s jeji pomoci, jako spife v moZnosti odvoditi je na
z4kladé jednoho zpisobu a v moZnosti udati zbytek jednoduchého tvaru.
Nad to lze uziti Taylordv rozvoj pro jiné funkce nez funkce elementirni.
Pro theorii funkci pak m4 Tayloriv rozvoj fundamentalni vyznam

Pozndmka 1. PiSeme-li ve (IV) misto a, dz misto h a vZpome-
neme-li si na definici differencidlu funkce f(z), dostaneme rozvoj (IV’
ve tvaru (f(x) z pravé strany ddme na lévou)

fletdz) — x)—df(x)_df(””)+d”£5x)+d“f(w)+ +
d* /(3?)

f‘"’ (@ ) (zbytek Cauchyiiy).

_|_

- Pozndmla 2. Rozvoj funkce f(z) v fadu mocninnou argumentu
(z — ), jako jest ku pf. rozvoj (V), budeme nazyvati rozvojem funkce
f(z) v okoli bodu x,. Rozvoj (VL), t. j. fada Maclaurinova, jest v di-
sledku tohoto pojmenovéni rozvejem funkce /(x) v okoli bodu O

V disledku prvé véty odst. 130. mizeme vysloviti v&tu: Existuje-l:
rozvoj funkce f(x) v okoli bodu x,, existuje jen jeding takovy rozvoj.
Anebo jinak fedeno: Je-li rovnost

ay+ a, (x—xg) +a, (v —x)* 4+ .

—b +b (.’D u)+b (1"—'730)2 ({z)
platna pro viecka x v okoli bodu z,, jest nutné e, = bo, a, =b,a,=,...
cveqy =b--- Véta tato sluje vétou o neurditych souéinitelich.

K rovnostem a,=b,, a,=9,,...a,=b,,.., ostatné postali, aby
rovnice () byla splnéna pro viecka = obsaZeni ve mmnoZstvi Eiselném,
jehoz bodem zhu¥ténf jest x,, jakoZ. snadno lze pfimo z («) dokizati a
jakoz ostatn® pozdéji, pojednévajice elementdrné o Ffaddch mocninnych,
zevrubné dokidZeme.
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3. Pouziti rady Taylorovy (Maclaurinovy) na elementarni
funkece a o numerickém vypoétu téchto funkei viibec.

Funkce exponencidlnf, mocninnd, logarithmickd, funkee trigono-
metrické a cyklometrické (nazjvané soubrnn& elementdrni funkce trans-
condentnf) “daji se rozvinouti v konvergentni fady mocninné rdznymi
prostfedky, jak jsme opétovnd na riznych mistech ukdzali. Dle pozndmky
svrchu uéindné lze pomoci fady Taylorovy (Maclaurinovy) téméf vSecky
tyto rozvoje snadno odvoditi. Odvozeni to bude pfedmétem ndsledujicich
odstavcli, pfi temZ poddme zdroveii nékteré pokyny pro numericky
vypolet jednotlivych funkef.

134. Rozvoj exponencidlni funkce. Abychom rozvinuli funkei e*
dle rozvoje (VI), stati si uvédomit, ze je-li f(z)—¢"

Fle)y=e =f'(x)=F"(x)... a tedy /¥ (0)=1.
Jest tedy ihned

n—1

« x x? z3 x
e :l+i+ﬁ+ﬁ+"'+(n——1_)_!

z"

oIe e, 0<B<1, (1)

pfi CemZ jsme psali zbytek hned ve tvaru Lagrangeové. Zbytek kon-
verguje k nulle pro kazdé x (odst. 32., pF. 2.), i jest tedy rada Maclau-
rinova sestrojend pro funkei f(z) konvergentni pro kazdé x a md za
soutet ¢*. Vedle rovnice (1) ze ovSem uzivati pro vypotet e* nerovnin (¢)
odst. 35. platnych pro z=0, kteréz davaji vysledek shodny s (1) aZ
na zbytek; tento viak jevi se tam ve tvaru znatné jednodu$sim. Pro z
zdporné md zbytek dle (1) znaménko jako 2" a absolutni hodnota jeho
jest men3f nez |_’“|'_n . Midme tak pro z kladné i zdporné jednoduché pro-
n:

stiedky vypotet funkce ¢” provésti; fady pak tim rychleji konverguji,
¢im men5i |x|.

Pro numericky vypofet by postadilo vypodisti &isla e, e~ ' (viz
odst. 34.), jakoZ i jeho mocniny s mocnitelem celistvym, kladnym i z4-
pornym a to prostym nésobenim, mimo to pak funkci exponencidlni e*
pomoci (1) pro interval (—21, 5). Ostatni hodnoty funkce bychom
ziskali vZdy jednfm nasobenim.

Z rozvoje (1) ndsleduje ihned rozvoj vidy konvergentni pro funkei
a”; jest

n llog

x'log"a o

+___>.

nl

a* —e'1°“a_1—|—x10ga z log @
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I35. Rozvoj pro cos x a sin x. Derivace postupné funkce cos x
pro x =0 nabyvaji periodicky hodnoty

1,0,—1,0ato ) =1, F4*°©0)=0, f**¥0)=—1, f**?(0)=0.

Jest tedy mocninnd fada pro cos z se zbytkem ve form& Lagrangeové

2k—2
Z

_ x* | k—1
2%k

+(— 1)“_——(2"":) 08Oz (3)

Obdobné jest pro sin =
ak—1

.z z* z T .
sme=-r - gitg— -+ D Gt
e @ e 3
—'—(—1) mﬁﬂln Z. ()

I v faddch téchto konverguje zbytek pro kaZdé z k nulle s ro-
stoucim / (ze stejného diivodu jako pii Fadé pro ¢*) a fady nekoneiné
jsou konvergentni a maji za soudet cos x resp. sin z.

Vypotet funkef sin z, co8 = stalf provadéti dle zndmych vlastnost
funkei téch za pfedpokladu, ze O <.z <<lm; neZ i pro interval (37, }=)
Ize vypolet jich pfovésti snadno na vypotet ondch funkef danych pro
interval (0, ix), jak patrno z rovmic

cos (% + x): o8 (%— :v) —sinz,
n b4 (4)
sin(T + a;): cosx — 8in (?—x).

Ze by pfi tabellirnfm potitini hodnot funkinich pro sin x, cos x
voliky uZitek piinesla addini v&ta pro tyto funkee platnd — obdobné
jako pfi funkei e* — jest na snad® a zndmo ostatné &tendfi z elementd
goniometrie.

136. Véta binomickd. Klademe-li (1 + z)™ =f(z), jest
P@=mm—1)...m—k+ 1A +2z)"*

f“"(O)_m(m—1)(m—2)...(m—k+1)_(m‘
kv 1.2.3...k k)’
¢imZz jsme obdrzeli koefficienty rozvoje, t. zv. binomické koefficienty.
Méme tak

m

1

o=t (Dot (ot (")
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pfi CemZ pro zbytek pouzijeme nejprve tvar Lagrangeiiv

=("::)-‘"(l+@m)”""

_m(m—l)...(m-—n+1)( x
- 1.2...n 1406z

) (14 0x)". )
Jest

Rn+l:m_1" x

R nt+1146z

KdyZ n roste nade viecky meze, jest limita prvniho Cinitele pravé strany
— 1, druhy &initel jest, je-lz = kladné, mensf neZ z. Je-li tedy « kladné
2 men#f nez 1, 1ze udati k &slu g leZicimu mezi « a 1 ¢&islo N tak, ze

RL‘H <g<<1l pro viecka n= N¥),

t. j. je-li « kladné a menSfi nez 1, jest lim K =0 pro lim #n = oo.
(Odst. 32., 3. pt.)

MiZeme vSak je§té k Sir§imu vysledku dospéti, neZz jest pravé
vytten¥, za pfedpokladu m > — 1. Lze totiZ psiti vyraz (7) ve tvaru

Rn:(—l)".(l—m T 1)(1—- ™+ ]-)

1 2

.. }(1 _"";" 1).(1:6x)n'(1+@x)".

Druhy CEinitel pravé strany, obsahujfei prvych s initeld nekonetného

soudinu
m-4 1 m—+ 1 m+ 1
(1— y )(1— : )(1— ; ) (8)

konverguje k nulle, je-li m + 1= 0. Nebot privé napsany soutin jest
divergentnif a ponévadZ ¢initelé nekoneiného soutinu aspoli od jistého
indexu poéinajic jsou mensf neZ 1, jest soulin ten rovny nulle. Tfetf
tinitel pravé strany jest mensf neZ 1 pro kladné z="1 a tak miiZeme
tvrditi, Ze imR, —=Oprom>—-1a 0=xz=<1.

*) Je-li m2> —1, jest nerovmna talo spinéna pro Lazdé n > 5,m a kazdé g v (x, 1
mizeme dokonce klasti qg=x, N= ;m, je-li m <—1, jest postatitelno ku splnéni ne-
rovniny, aby

n— —mx—q

>
SFT x<q, &i jinak n —x

Lze ledy v tomto pripade kldsti V= ——:‘—_x_ pti temi g jest oviem cislo mezi

xal.
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Je-li # <O, uZijeme pro zbytek tvaru Cauchyova a pfifeme

_mm—1)...(m—n41) , (1—6" \"! -
Rn_ 1.2...(n—=1) ‘X '(1_*_@'1’) (1+@x) .

Zbytek lze rozloziti ve i¥i tinitele
7 m—1 m—l n—1 1_@,
met+ 8 (L2)77 (15wl

Kdyz 0 > z > — 1, jest prvnf menif nez mz, tfetf pak men#l nez 1 pro
ka?dé »; druhy Zinitel (jak snadno vyplyva z piedchdzejiciho, nebof do-
spéjeme k nému z vyrazu (7), klademe-li tam misto m, n, ® ¢fsla
m — 1, n — 1, 0) konverguje k nulle pro limn—oco a pro|z | < 1.
Tedy i imRE, =0, je-li 0O>z> —1. Pro a=—1 jest zbytek (po
snadné Gpravé) )

R_:_m(l_@')‘"—‘(l—ﬁ)(l—ﬁ)- ..(1_ ")

a—1

1 2 n—1

a tento vyraz konverguje pro limz—co k nulle, kdyZ m =1 (nebot
nekoneény soulin, z ného pro limn=— oo vznikajici, jest divergentni,
viz svrchu). ”

Jestlize m jest uvnitf intervalu (O, 1), pak sice z vyrazu pro R,
nendsleduje, Ze limita jeho jest pro limnz—oo (a 2=—1) rovna nulle,
aviak fada nekonecnd pHisluind dle kriteria Raabeova jest konvergentni
a soutet jeji jest roven nulle (dle véty Abelovy o faddch mocninnych,
kterou viak teprve pozdé&ji, totiz v odst. 149., dokdZeme). Véta bino-
mickd i tu jest tedy platna.

Miizeme tudiZz psati rozvoj pro (1 4+ z)” t. zv. Fadou binomickeu
(L+2)"= 1+(T)m + (gl)m“ (g")w” ...

platny pro — 1 <<z << 1 a pro kaZdé m. Jestlize  — 1, m4d rovnice tato
vyznam pro m = — 1, je li x = — 1, pak nutno a postati, aby m =0.

Ve viech ostatnich piipadech rovnice poslednf neni platna, nebot
fada na pravé strand jest divergentni. Jest totiz pomdr dvou po =obé
jdoucich &lenii fady binomické

m—n+ 1 z
n

a jest tudiz fada binomickd

a) divergentni pro | =z | = 1 (dle kriteria d'Alembertova),

b) pro | z | = 1, m << O neni absolutné& konvergentni (dle kriteria 4.
odst. 44.) a tudiz diverguje pro 2= —1, nebof lenové maji stejné zna-
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ménko, Je-li nad to m = — 1, diverguje i pro =1, nebof pro m < — 1
tlenové fudy rostou nade viecky meze, jelikoZ soudin (8) jest divergentni
(o &lenech vé&tSich hez 1).

Nékteré dilezité zvlastni pi¥fpady binomické Fady jest tfeba miti
na pamétj, jelikoz casto se jich pouzivd. Jsou to fady

L// 11?vzl+z+x“+w’+...+m"+...
(1_;:”)2:1+2w+3x’+4x3+...+(k+1)1"+...
(11_'—2@3:1.2+2.3a:+3.4.ac2—|—...+(k+1)(k+2)a:“—|—...
S 1 1.3 1.1.3 1.1.3.5
V1+”:1+"2“"‘24 *+oae ® 34687 T
1 1 1.3 , 1.8.5 1.3.5.7
T tteeter s toge  Tozes st

137. Rada logarithmicka ném'poskytuje rozvuj funkee log (1 4 x).
Jost, klademe-li f(z)=log(1 + z),

’ _ 1. Prn e 1 . (k) — k—‘l&-—'l)!
Y@= == gy @=L
R0 (—1n*?
BTk
a tedy jest platny vztah
_z z* | oz ps &
108(1+m)—T—?+—3—— A (—1) _1+
_l)n——l n r
o (1 +0x)”

kde psali jsme hned zby'tek ve tvaru Laalangeove Z tohoto tvaru zbytku
ihned nésleduje, Ze pro 0 <<z =1 jest lim B, —0. Abychom vy3etFili

chovani zbytku pro z < 0, pifeme jej (ja‘iizowpi'i vété binomické) ve tvaru

Cauchyové, kladouce

S el PG R —.(1;‘-"_’) "
(14 @'z 1+ 0= \1T o'z

Posledni &initel pravé strany jest pro 0=x>-—1 mendf neZ 1, pro-

sttednf pro |z | <1 konverguje k nulle a tedy i pro O>2>—1
jest lim B —=0.

n—wo

B, =(—1
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_ Mizeme tudiz psati pro log (14 z) rozvoj

2 3 P

[ lgltag=T 545 — DT
L

platny, kdyz —1<z=.1. Pro jind x tato rovnost nema4.vyznamu,
nebof fada na pravé strané diverguje.

Rada odvozend md fundamentdlni vyznam pro vypolet logarithmi.
N4s nejprve zajimd vypoéet logarithmi prvotfsel 2, 5 a pak ostatnich
prvotisel. K tomu cili odvodime si z (1) fadu pro tento vfpodet wcel-
n&jsi. Zménimeli v —z, obdrZime nejdfive

] 3 k
1og(1—'z):—-’l”——%-—-‘?’;-—...—% —. lz <l (1)

a odetteme-li oba rozvoje poslednf (1) a (1)
14z x z3 z* ,
log1 ~_2[T—|—?+F—|—...] pro j = | <1. ()
. 1 )
Klademe-li tu z—=—, mdme ddle

1 1 1
log—— =2 | —+g=5+=—=-+..-] pro z>1, 3)
S z—1 | [1.3 3.2 "' H.s :

kterdzto fada se d4 s vyhodou jiZz pouiiti pro vypoCet logarithmi prvo-
tisel. Tak klademe-li ku pf. z—3, mime ihned

1 1 1
log2=2 [rs+ﬁ+5“3%+ - ]
Pro z=9 pak nésleduje snadno

. 1 1 1
logb=21log 2 +2[1.9+3.93+5'95+...],

kterézto dvé fady ndm poskytuji pohodlny prostfedek pro vypotet log2
a logh. Dostaneme snadno
log2=06931471806... logh—16094379124...
‘ Radu (3) miiZeme pouziti jestd rozmanitym jinjm zpiisobem. Za-
vedeme k vili strutnosti pro okamzik oznadeni
1 1 1 !
[Z]..—_2 [1——2+3—.z—3+5—:z—5+...] (l’t)
a mime nejprve, klademe-li ve (3) misto z vyraz 2:—1,
logz=log(z—1)+4[22—1], 4)
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formuli to pondkud vhodnéjsi pro vypolet logarithmid prvolisel nez (3)
je-li totiz z prvotislo (liché), jest z—1 jisté &islo sloZené a to z prvocisel
mensich ne% z, takZe moZnost vypoiisti postupné logarithmy viech prvo-
&sel pomoci (4) jest bezprostfednd patrna. Pro logarithmy 3 a 7 méli
bychom (kladouce ve (4) jednak z=—28l, jednakz—49) ’

4log2=loghb-44log2+[161), 2log7=—1log3 -+ 4log2-[97].

Jesté vhodngjsi formuli pro postupny vypolet logarithmiéi v3ech prvolisel,
dostaneme ze (4), piieme-li tam z? mfsto 2. Obdriime tak

logz:%log(z—kl)+%log(z—1)+%[2z‘-’—1]. (5)

Formule (4) a (5) miizeme psiti také ve tvaru

logz—log(z —1)={[22—1], log z—2log (s — 1)+ log(s —2)= .

| =—[2—4et1), (6),
¢imZ vyjddieny jsou prvni a druhd difference logarithmi &isel celych
v pfirozené Fad& Eisel celfch po sobd ndsledujicich, fadami rychle kon-
vergentnimi,

Pozndmka 1. Zbytek fady pro (2] po #-tém &lenu (viz ()) jost;
jak snadno stanovime '

r,= 2 T ‘_,@ ; 0=O<1, z2>1.
@2nun41)s 22—1
Pozndmka 2. Rady obdobné ku (5), obsahujici jenom vice loga-
rithmi, 1ze na zdklad& (3) v neomezeném poltu sestrojiti. Uvedu aspod
tfi nejjednodusif jako pfedmét pro cvitenf, ponechdvaje jich dikaz éEte-
ndfi a rovndZ jich zevieobecndni. Jsou to fady (pouZivim k vili jedno-
duchosti oznatenf zavedeného v («)):

log (z+ 2) —2log (# + 1) + 2log (z—1) —log(x_g)_—_[xs— 3w]

2
(fada Bordova),

log (x -}-6) — log (|- 4) — log (z + 3) + 2logx —log (x— 3)—log (x— 4) -+
+log(z —5)= [z‘i_L{;L‘-@] (tada Harosova),
log (z+-10)— log (z + 9) —log (z + 7) + log (z + 4) + log (z + 2) —
— log (x — 2) —g log (x —4) +log (x — 7) 4 log (z — 9) — log ( — 10) =
__[#®—1252% 43004«
- 5040

(Fada Lavernedova).
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138. Pri potitani tabulek logarithmickych, uddvajicich po ¥adé loga-
rithmy vSech &sel celfch o uriitém pottu cifer, nejvétii uzitek by po-
skytly fady v (6); nebot Fady ty uddvaji, jak jiz bylo poznamenéno,
prvou a druhou difterenci v fad® logarithmd po sob& jdoucich. Tak ku
pf. kdybychom méli stanoviti logarithmy s p#sludnymi differencemi
v tabulce

log 10000
log 10001
log 10002
log 10003

A10g 10001
Alog 10002
4log 1C003

4*log 10002
4%1og 10003

stanovili bychom nejprve log 10000, coZ jest snadno, zndme-li log 2 a
log 5, potom Alog 10001 —1og 10001 — log 10000, kteryz vyraz vyplyne
z (6,) pHi 2=10001, tedy 22— 1=20001 a Fada piislusnd bude rychleji

konvergentni neZ fada geometrickd s kvocientem 1:20001%<Z é 10~°

a konefn& 4*log 10002, kteréz &islo ziskime z (6,), ‘klademe-li tam
2=10002, takze fada tam se vyskytujici bude miti prvy &len v abso-
Iutni hodnot& men3f nez 10™° a dalsi ubyvati budou rychleji nez ¢leny

fady geometrické o kvocientu—i—. 107, V nésledujicim pak nutno bude

poéitati jenom tuto drubou differenci, jez stile v absolutni hodnoté se
umensuje a pFi %emz pii politini na 20 desetinnych mist bychom dplné
vystatili s prvym Clenem v fad® na pravé stran& rovmice (6,).

Tabulky logarithmické zpravidla jsou konstruoviny v logarithmech
t. zv. briggickych, t. j. .v logarithmech, jichz zdklad jest 10. Kdybychom
v tabulee svrchu uvedené cht&li od logarithmé pfirozenych resp. jich
differenci pfejiti ku logarithmim briggickym, postatilo by viecky prvky
tabulky (vSech t¥f sloupcii) nédsobiti Eislem

1 1
M= — S
! log 10 — 2:30258 50929 94045 6 . . .
Pozndmka. Obdobné 1ze p¥i vpottu tabulek pro logarithmy sinusu
a kosinusu pouZivati vztahit

=0434 29 4431903251 8 . . .

logsin(x—|—2d)-—216gsin(w+d‘)-]-logsinx:—[@q(w_i—a) — 1],

sin® &

. D L
logcos(z + 2 d) —2logcos (z + b‘)+logcos.a::—[zcoS @+9) 1].

sin?¢
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139. Funkce arcig x. Kdybychom chtéli poéitati fadu pro arctyux
dle formule Maclaurinovy, mobhli bychom pouZivati vzorei p¥. 5. odst.
125. Jest tu :

[ (n—1)! o |
M (@) =(—1)""", ~a. sin (narc cotg x)
|12 |
. =0
a tedy )
. , . 2

I O)=0, fHO)=@0IsmEE+1) =(— 1" @h!;

mame tak rozvoj

k—1

avotr g — T xd 2’ k_lx_?__
arctgr = —-g o g —... (1) 2k—1+
L S ot 0
24+1 S
1+ 0"

Zbytek konvercuje k nulle pro limli—oo a pii | x| =1; lzc tudiz
pro x v intervalu (—1, 1) psdti rozvej v fadu nekoneénou

o x 2z

. ) g — —_—— ',
aretyy z = 3 FtE ()
vo kteréz zbytek (dle pravidel o Faddch se stiidavymi znaménky) mi-
zeme psdati ve tvaru

&  auy

k-
-V erri”

7e rozvoj (2) veplyne snadngji (a bez umélych obratd, jake jich bylo
pouzito pfi vypottu vy3&ich derivaci funkee arctgwx) powocf vét o primi-
tivnich funkeich ku soudtu fad stejnomérné Lkonvergentnich, byle jiz po-
znamendno v odst. 121. (viz téz odst. 116.)

Specielné pro x=—1 mdme znamou fadu (l.eibnicovu)

T 1 1 1 ] .
ISTgts—at- ®

Rada (2) jest dobfe zpisobili pro vypotet Cisla Ludolfského 7.
Formule (3), vznikajici z nf pro « = 1, se sice k bezprostFednimu vy-

pottu nehodi, avsak le fada plynouci ze (2) pro w= \% ddvé

i 3o L 1 1 1 \
altt,,\/,;j_ 6 _\—/5(1'—* +*.—"~—‘_-E,“ e

Pete, Difl. potet. 14
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Rady pro =, které je§td rychleji konverguji, docilime pomoci vztahd,
jez snadnym pottem (odst. 94. (13.)) se daji dokdzati:

b 4 1 1
vy —aretg 5 -} arctg 3
—4arct 1_ ar L (formul i Machi
—4arctg B ctg 239 rmule 1nova)
1 - 1 1

= Sarctgm— —4alctg5T5 — arctg% ,
1

== 12arctg 18 <+ 8aretg — 7 —baretg 339 (formule Gaussova)

a obdobnych.
Dle rovnice (~) odst. 8.  viak jest téz (viz také odst 141.)

tes z? 2. 4 r* \°
awt"z_l—[—a; [ + 5 3 1+a:“+ (1+z) +...},

coz jest fada, jiz rovndz lze pouZivati pro vypolet arctgz a specielné
pro vypotet &isla m. Na zdklad§ této fady lze pomoci formule Huttonovy

7 =20 arctg T + Sarctg %

dosti pohodIné tslo m stanoviti. Jest
__ 28 2 2.4 2 30336 2 (144
—10 [1+ 5100 T 55" (100) T }" “10% [H” 3" (165)"’

2.4 (144

+ﬂ'(w) +]

Zbytek fad v zdvorce lze rovné&z snadno vyéfsliti (viz odst. 58.)
140. Funkce arc sin x. PFi této funkei jest vySetfeni zbytku v fadé
Maclaurinové nesnadné a vyjdeme tudiz ihned z rozvoje pro arc sin z
-2
jiz. diive (odst. 121., pt. 2.) odvozeného na zdkladé fady pro (1 —=z%) *

Tam jsme dokizali rovnost
. 1.3 2°

aresinz = + R —I—2 5 - (m)

pro | z | <<1. Vysledek tento lze nejprve roziffiti i pro z=-+1. Pro-
vedu v8ak uvahu pifslu§nou ihned na Fad8 obecndjdi. Nechf jest ddna
funkce f(x) v intervalu (0, 1—O0) fadou mocninnou

@ =cFeyztezt ...,
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ve kteréz viechny koefficienty jsou kladné (=0); necht jest dile f(x)
v (0, 1 - 0) funkei konetnou. Pak 1ze tvrditi, Ze existuje limita /(1 — 0) a Ze

fl=0)=co+¢,+e; 45 +..., (n)
#mz zdroveii vysloveno, e fada na pravé strané jest konvergentaf,
Existence limity vyplyvd z okolnosti, Zze f(z) jest v (0, 1 —0) ro-
stouci (nebot ¢, =0) a konetnd. Na druhé strané jest

hm (r +e ettt ..+, '1,'")<f(1—0)
6. j.
Gre+ea+t.. 4, <f(1—0),

tedy Ffada na pravé strand rovnice (») konvergentni a Fada pro f(x)
stejnomérné konvergentni v.(0, 1), odst. 120. Odtud ndsleduje ihned (n)
(odst. 122.)

Ostatné ve zvlistnim pifpad& Fady pro arcsinx zde projednivaném
vyplyvd konvergence I‘ady '

1 1 13.5...(20n—3) 1
i— 3+‘)4 5+ +246 (210—25211-—1-’_"'
ilmed z kriteria Iaabeova (odst. 43., 3.), nebof jest
) 4,,, _ (@n—D? 2—¢,
Tu,  gn@eF DT =1——7 limg, =0, o

a tudiz i stejnomém;i konvergence fady pro arc sin x v interv. (— 1, 1)
a platnost rovmice (m) v (—1, 1). .

Zbytek po n-tém ¢&lenu v ¥Fadé (m) jest dén soultemn nekoneénéd
fady

R_

z?ot 1.3....(2n—1)‘[1+2n+1 2n+1 2 ]

on+1' 2.4....2n Iut32gnt2

a. je-li = dosti malé, 1ze snadno jej odhadnout. Mizeme ku pi. psdti
pii |z | <1

1.3....20—1_ 27" 1
2.4....2n 2nF11—2®

Je-li viak z—=1 aneb blizko 1, jest tento vyraz bez uZitku.
Mizeme pak ku odhadnutf zbytku uziti methody Kummerovy (odst. 59.)
a psiti pro x=1 aneb z blizké ku 1 O <z <1)

13 ~2n—1 (Zn(bn 1 )

0O <.

P =6
n

R = -

24 ... 20 ¥ 3(211—1)2+3(n—1)(2n—|—1)

kde opét 0 << @®'< 1.
14*
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141. Jiz v piipadé funkce tak jednoduché jako arcsin r naskytly
se pfi rozvinuti jejim v fadu Maclaurinovu potize, jez pfimély nds od-
voditi fadu tu ne jako ddsledek obecné formule Maclaurinovy, nybrz
jako ddsledek obecnych vét o Faddch. Ve v&t8i mife tomu jest pii
funkeich, jichZ definice jest slozit&jsi. Uvedu aspoii jeden piiklad takové
funkee a odvodim fadu Maclaurinovu pro funkei

arcsinz
| Vi—a
abych naznaéil jednu methodu, jeZ v takovych piipadech miZe byt
uZitetnou.
JelikoZ arc sin « jest ddno Fadou konvergentnf pro kazdé x inter-
valu (—1, 1) tvaru
aresine—a,z4+a, 2* F o, 2> Fa,274- . ..
. 1 *
a roynéz funkei (1 —a?) ? lze rozvinouti v iadu konvergentof pro kazdé «
intervalu (— 140, 1—0)

) 1 pa— 2 e

S
a ob& tady jsou soutasné absolutné konvergentni — je-li x jenom
v ‘—1 +0, 1—0) —, lze souiin obou fad psdti ve tvaru

arc sin xr

Vi =cpz et + cyx® a4 . ()

e, =a,b,+a,b,_ +a.t ... 4ab,

a kde fada nové vznikla jistd jest konvergentni v intervalu (—1 40,
1—0), viz odst. 56., 1. Koeficienty «,, »_a dle posledni rovnmice i ¢,
jsou v3ak &isla kladni a je-li tedy fada («) konvergentni pro kladmou
hodnotu x,, jest dle véty odst. 120. konvergentni stejnomérnd v inter-
valu (— x,. x,). TudiZ jest Fada («) konvergentni stejnomérné v intervalu
(— 1+ ¢ 1—e¢), kde ¢ jest libovolné Eislo kladné, men&f nez 1. Abychom
stanovili koefficienty ~, ve tvarn co nejjednodussim, nisobime rovnici ()
virazem \/1T —=z? a budeme derivovati obs strany rovnice dle z, pFi
¢emz na pravé strané v didsledku privé dokdzané stejnomérné konver-
gence budeme derivovati ¢len za Clenem. Dostaneme tak

1 f——— e e
Vl—a: Vl )((ovL+c-b+fl+ +\/1—Iu(c"+3('la}"'—!—

+o0,2t 4. ) )

kde
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aneb, nasobime-li opétnd odmocninou \/ 1 —2* a na pravé strand nélezitd
srovndme,
l=c,+@Be¢,—20)x*+@e—4e)x*+ ... +[(2k+1)e¢,—
—2Fke,_ l]rw‘ + ...
Porovndme-1i obé& strany této rovnice, madme dle véty o meuréitjch
soucinitelich (odst. 133., pozn. 2.)
(=1, 8¢ —2¢,=0, bey—4¢,=0,... k41, —2kec__ =0...
aneb
. 2Ia_c _ 2k.2(k—1) . = .
T k1 T QR D@1 2
_ 26.@L-9Ek—d). .2
Tk )RE—1D(2k—3)...3" Y

¢imz ¢, vypolténo.
Mizeme tedy psati pro o v (—1 +O 1—0)

arcsine 2 2.4 5, 2.4.6 .
'V_]-—Tx:r“_-l‘—*—?.l, +ﬁ. . 3— »——7 —l—... ((S)

a fada Maclaurinova pro danou funkei dplné odvozena.

Levd strana posledni rovnice jest derivaci funkce%(arcsinx)".

Nisleduje tudiZ z (8) tento rozvoj (dle odst. 121.)

i 1 1 2 1 2 4 2.4.86
3 e__ - ey ot 6 — " _x8
[arcsmzj_lm-i-z —|— —|— 55730-}-..
platny v intervalu (—1, 1).
Z rovnice (d) nisleduje, dosadime-li
.7 . . 2
z= —- a tedy arcsinz —aresin ————=arctgs,

VIi+42t

V
* 2.4( 2% \*
"”tgz—ﬂzz[H T —(ﬁr—) +]
jiz difve jinym zplisobem odvozend (odst. 58., e, odst. 139.)

rovnost

4, Zikladni véty o rtaddch mocninnyeh (potenénich).

Piklady obou odstaved predchizejicich nds. poutuji o obtizich,
jaké se naskytuji pii rozhodovini o tom, zda funkce dana jest rozvinu-
telna v konvergentni Fadu Taylorovu. Rada Taylorova (Macl.) jest Fadou
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mocninnou a obtiZe zminéné daji se ve veliké vétdiné pripadi odstraniti.
zndme-li zdkladni véty o faddch moeninnych. Jiz v ohou odst. pied-
chdzejicich opirali jsme se o nékteré takové véty (zvlisté o véty vy-
plyvajici ze stejnomérné konvergence téch fad). Se zretelem viak k ve-
liké dilezitosti tad mocninnych pro analysu a pro numerické vypoéry
jevi se uleloym veSkeré véty o faddch mocninnych nezdvisle od vét
platnych obecnd pro Fady z funkei podati a odvediti je — jakozto véty
zdkladni — prostfedky pokud moZno ~elementdrnimi a tak si zjednati
pomiicky ucelné, platné vyhradné pro. vysetfovini funkei rozvinutelnych
v fady Taylorovy. To bude cilem odstaveld nisledujfeich.

Pii tom v8ak jest jeSté poznamenati, Ze nauka o Faddch potentnich
flosdhne plného zjednodugeni teprve zavedenim komplexnich proménnych;
teprve potom se objasni ndlezité piic¢iny jistych vlastnosti téch fad a
zjevii pii nich se vyskytujicich. AvSak tato okolnost nemize a resmf
byti piicinou nauku o faddich mocninnych odsunovati az dé theorie funkef
komplexni promé&nné, Jednak lze dikazi zakladnich v&t platnych v oboru
promeénné redilué pouziti téméf beze zmény pii dilazech obdobnych vét
v oboru komplexni proménné, takZe ndwabha v prvém sméru vykonand
neni ztracena pro vyZetfovinf fad na zdikladé komplexnich proméunych.
jednak neni piipustno, aby vySetirovidni dalsi ku pf. o faddch mocninnych.
s nékolika proménnymi (kde vyznam komplexnich proménnych ustupuje
do pozadf) byla uvidéna ndjak v souvislost s &isly komplexnimi, ze-
jména, kdyz pro ndkteré otazky analyse, jako ku pf. pro tkoly o maximeéh
a minimech funkef, jest vitbec nutno miti zfetel pouze k proménnym
redlnym, a koneiné, projedndvaji-li se Fady mocninné toliko se ‘stano-
viska funkei komplexni proménné, nevystihne se ani nilezité uzitek
ktery zavedeni proménnych komplexnich s sehou prindsi.

142. Polomér konvergence mocninné Fady. Véta Abelova: Je-l:
fada_potenint argumentu z i

gtartazt . tastd.. )
Lonvergentni, dez za x (Iosadlme kodnotu A, ;cst také Lonvergemtni
T

pro vdecka x, jichi absolutni hodnotu jest mensi mes | X1 a io ubso-
lutné konvergenini. Nebof ponévadz jest fada

o+ ay X+ a, X2fay, X0
dle supposice konvergentni, jest nutné
lim v, X?=0 (odst. 41., 6.)

D= w

a tudiz mnoZstvi Cisel obsaZené v iadé
la, ) |a, “‘\17 |a, “,Xiuy ey ’"kl X5, («)
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mi jistou hornf hranici, jiz oznatime M I jest tedy
'4 ‘ mt <
la, | X[F <M, |akl’|X (2)
a déle jest patrno, Ze ¢lenové Fady (1) jsou v absolatni hodnot,é mensi
neZ stejnolehii tlenové fady

m o, M
Sﬁ—l—xY—l—’v X—,‘-—l—...,

jeZ jest konvergentni (absolutn&) pro | z | << | X |, ¢inZ dikaz Abelovy
véty poddn.

Rozdélme si nyni véecka éisla re‘ilna. ve dvé skupmy Do ]edné
dime —|—I;ﬁanebo —b. Do d1uhé skupmy ddme éisla Qs_tat.ni znatme Je .
Dle véty Abelovy jest patrno, ze Zdidné z ¢isel b nemiZe byti menif nes
nékteré Lislo a. Jest tedy kazdé z tisel @ men3i nez kazdé cislo b a obé
skupiny maji zikladni vlastnosti skupin odst. 5. (viz odst. 6.); stanovi
ndsledkem toho jisté ¢fslo redlné I, jeZ jest rozhranim mezi &isly a o
¢isly b a jemuz Fikati budeme polomér konvergence fady (1). Polomér
konvergence I jest Gplné charakterisovin témito dvéma vlastnostmi:

1 Rada (1) Jjest konvergentni pro viecka x, pro néz |z | << 2
ato absa_ tne. . - T

2. R 2, Rada (1) jest _divergentni pro vieeka r, pro néz | r| =R

Pro # —=-+ K aneb » — — /i Fada mize konvergovati (a to_bud.
absolutné anebo ]en-lelatu né), muze viak take divergovati.

Interval (-— R, 1), pro jehoz vnitfni body fada potentni (1) kon-
verguje, -sluje intervalem konvergenénim.

Priklady. 1. Rada
z  z¥ ¥
Ttets T
jest konvergenini dle d’Alemnbertova kriteria, jeli |z | << 1, divergentn,
pro | z | > 1. Polomér konvergence jest tedy 1. Pro = 1 jest Fada

dxvergentni pro z — — | jest konvergentni (relativng).
2. Rada

¥

R 1+_1T+§T+ﬂ+"

jest dle d’Alembertova kriteria konvergentni pro kazdé =, v fakorémio
pripadé vikdme, Ze polomér honvergemce je oo.

3. Rada
N4 21z22 431234, ..

diverguje pro kazdé x rizné od nully, nebof tlenové s rostoucim indexem
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od jistého indexu potinajic, rostou v absolutnf hodnot8 (a nekonverguji
tudiz k nulle). ¥V tomto piipadé pravime, Ze polomér Fonveryence jest
nullg, a Fada potencni nemd vibec jako takovd vyznamu. V ndsledu-
jicich deahdch budeme miti vihradné na zieteli Fady potenini s polo-
mérem onvergence 1. = 0.

Poznamka 1. Dikaz véty Abelovy opiral se pouze o okolnost, Ze
mnozstvi iselné v («) md hornf hranici M. Mizeme tedy vétu Abelovu
ponékud zevieobecniti pravice: Je-li mnoistvi Cisel obsazené v Tudé (v)
shora ohraniceno, jest rada mocninnd (1) absolutné konvergentni pro
viecka x, jichZ absolutni Lodnola jest men$i nez | X |. Z toho v8ak
ndsleduje ddle vyrok: Je-li X > R, kde R jest polomér konvergence
Fady (1). neni mnoZstvi ciselné v (a) obsaicné shora ohraniceno. Jest
tedy ¢slo It 1aké rozhranfm mezi &sly kladnymi X, pro néz jest (=)
shora obraniteno, a mezi ¢isly kladnymi .\, pro néZ («) neni shora ohra-
niteno. Cislo I patif oviem ku jedné z obou skupin.

Pozndmha 2. Rada (1) a fada

fa, | 4+ 1 |x'—1—|aﬂ]19—|—....—|—|ak|m"
majf, jak 2 piedchdzejici pozndmky ihned ndsleduje, stejny polomér kou-

vergence. llovnéz ziistane u Fady (1) po]omél konvergence nezmonsu,
vynechdme-li vy té Fade—komeeny—potet clend té Fady. V tom plip'ulé
vmhom potlafill nekonecny podet clent fmd"'_l), nohli bychom
dostati fadu potencni, jejiz polomér konvergence R’ jest jiny nez A; tu
viak jest vzdy R' > R.
Pozndmla 3. Polomér konvergence mizeme urciti dle kriteria
Jauchyova  (fasto viak také a 'smﬁéﬁ dle kriteria d'Alembertova, juk
jsme na pifkladech svrchu uvedenych ukdzali). Jest dle pozndmky odst.
44 rad.l (]) l\onve]nentm, ]esthze

Lhm \/] a2 <1 \ ]estlue | ] - 1:Tim V”cT'A[,
a dlvernuentni! !estllze

llm\'a zn > 1,{t. j. jestlize |z |>1: ]1mV|a

Odtud jest patrno %o polomér konvergence fady (1) jest pFevratuon

ll|

hodnotou é&isla llm\/l a,

143. Potenini fada (1) definuje pro viecka x uvnitf intervalu kou-
vergeniéniho funkei, jiZz oznatime P (), kladouce

P(x) = ay + az + a,x® +

e e
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Funkee tato nabyvi pro z =0 hLodnoty «, a jest v bodé x =10 tunkei
spojitou. Nebof, je-li X jistd kladnd hodnota uvnitf mtervalu konver-
genéniho polozend, miZeme dle predchdzejiciho odst. stamoviti tisle m

tak, ze jest splnéna (2), a jest potom ihned :
| P(x) — PON=|P (@) —a | <iz|(la, |+ ]aq || 1|+ |a || 2|2+
lz] M
- —
~X |2
X

Pozadujeme-1i v posledni nerovningé, aby |z| byla mensf nev mensi

z obou &fsel 1 X bude patrné | P () — P(0)] <e pro viecka ta r,

Ez
) 2\“\7
tim7z jest spojitost funkce I’(z) v bodé =0 dokizina. MiZeme tudiz
t87 psiti

lim 2’ (x) = P(0). 3)

x==0
[44. Dudiz & libovolnd hodnota poloZend uvniti intervalu konver-
genfniho Fady (1) (t. j. ndiz | & | << R); pak lze stanovit Cislo & tak,
aby téz | &+ | 2] <R, a fada (1) bude konvergovati absolutné

iproxr=1&]+ || T.j fada

lag [Ty | AENH TR Ao+ LN TAD .. ()
jest za podminky | &| 4+ | & | = R konvergentni. Rada tato md &leny
vesmés kladné a rovnéz i fada, kterd z ni vznikne, provedeme-li na-
znatené umochovini a pak rozndsobime-li koefficienty | a, |, md cleny
vesmés kladné; i jest tedy Fada umocnénfm a rozndsobenim vzniki:i

(takze z /-tého Clenu Fady (j3) vznikne % Clend nové fady) rovnéz kon-
vergentni (absolutné) (viz odst. 42. zdkladni vétu). Mizeme tedy i v Fadé
t+a E+FaE+R . e E+ D+,
jejiz soutet jest I’ (£ -+ h), provésti naznatené umoctiovani a ndsobeni,
jednotlivé ¢leny fady rozitépiti ve ¢leny pii umociiovdni a ndsobeni
vzniklé a Fadu tak docilenou libovolné uspofadati; konvergence a celkovy
soutet fady pak se témito operacemi nezméni (viz odst. 52.). Tak do-
staneme, uspofdddme-li ¢leny dle stoupajicich mocnin veliciny 7,

PEAN=PO+ L PO+ RO+ BE ... @
PH tom jest

P (x)=a, +2a,z+ 30,2+ 4a,2"+ ..

Py@)=2.1a,+ 8. 20,2+ 4. 30,2+ 5. 4u 23+ ..

P, (z)_3 2. 1a, —|—4 3. 2u4;r—|—o 4.3n0,2°+6.5.4a,2%+ ..
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Pravd strana rovnice (4) jest potentni radou veli¢iny A, jiz md-
Zeme poklddati za proménnou -velitinu omezenou toliko podminkou
|6t 4+ | k| << R; pro viecka / hovici této podmince jest fada ta konver-
gentni; jest tudiz polomér kovergence Fady (4) jakoZto potenéni fady

v I bud rovay &isla B — | & | aneb jest vét3i neZ toto &islo. UZzijeme-li
na (4) véty (3), mdme ihned
hlim P+ b= P(); (D)
=0

t. j. 7ada potencni (1) jest spojitou funkci v kaidém bodé &, ktery jest
poloZen wrnity intervalu konvergeniniho.
Ze (4) viak také vyplyvi

PE+R)—PE _
! =4 Pl + o5 PO+ BB + -

Av3ak na pravé strané této rovnice jest potentni fada proménné i (se

stejnym polomérem konvergence jako iada na pravé strané v (4)). Uzi-

jeme-li tedy téze véty jako priavé mdme
lim PE+ 1) — P

h=o h

= P,(§); (6

t. j. rada potenéni (1) md v kaidém bodé & wvnity intervalu konver-
genéniho derivaci rovnou I (£). Jest tedy, uZivame-li obvyklého symbolu
pro derivaci funkee I’(r),

P(x) = P\(x) = a, + 20,2z + 3(1356é + ..
Ponévadz pak Fada potenini P,(z) vznikd z P,(z) tymZ postupem jako
P,(x) 7 tady P(x) a obdobné P;(z) z P,/x) a t. d., jest
Py(z) = F',(5) = P"(z), Py(z) = Ply(2) = P"(a), . . .
P(x)=P,_(»)= P(k)(w), R
V disledku téchto vztahi mizeme rovnici (4) ps{mti ve tvaru

Pe+N=PO+E PO+ PO+ L lmm+ M

Vyvody tyto jsou platny za pfedpokladd | & | < L, 2|+ 2| =R
a jsou tudiz nutné fady I”'(§), £’""(£), ... konvergentni pro | & | << 7%,
Jelikoz snadno jest patrno, Ze Fady ty dn erguji pro | & | = 72 (nebof
koefficienty téchto fad jsou vétsf v abs. hodn. neZ u fady P (§) — pfi vhod-
ném vzdjemném pfifazeni — a nejsou tedy jich tlenové pii |[£] > I
mnoZstvim ¢iselnym shora ohranitenym, jest B polomérem konvergence
viech téchte fad P'(x), P”(z), ... t.j. polomérem konvergence viech
fad vzniklych derivovdnim postupaym z fady P(z).
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Shrneme  vysledky dosaZené ve vétu: lunkce P(x), dand Fadou
potenéni s polomirem lkonvergence R, jest funkei majici v kadém bodé
woniti intervalu (— R, R) derivace vSech 7ddi, které dostivdme jako
Fady potenint,’ Jichz élenové jsou devivace prislusného Fddu clendt Fady
P(x). Rady tyto jsou rovnii o poloméru konvergence R. Funkei P (a)
lze pak rosvinouti v kaidém bodé & wvmité intervalu konvergenéniho
v Fadu Taylorovu (7) za 'p;‘cdpokladu |¢] 4+ | % | <R. Rada (7)
vSak — moceninna to 7ada proménné h — md za polomér konvergence
éislo R,, o kterém vime, 3¢ R, Z R — £ |.

145. Uzijemé v ndsledujicim oznateni pon&kud obeené&jiiho, kladouce
do fady (1) z —x, misto z a I(x — x,)= @ (z). Pak jest

Q@=oa,+a (x—a)Ffayw—mr)* 4 ... +a,(c—x)k t+. S
a mime tak Fadu mocninnou argumentu = — z,. O Fadé této, ktela Jest
pro |z —a, | < B konvergentni a pro |[z—z,| >R dlveroentni
ffkdme rovnéz, ze polomér konvergence J(‘]i jest R. Jelikoz konverguje
pro v3ecka o uvniti intervalu (— R—f—aﬂ,, R +x,), sluje tento interval
jejiim intervalem konvergencnim; stied intervalu konvergenéniho jest
hod z,. Klademe-li do fady (7) za & resp. § vyrazy » — x, resp. r,— 7,
a uzfvime-li oznaleni zavedeného ve (8), mdme ihned misto (7)

0(7)_0(r)+ Q ,)—l—(r Q“fﬂ".)+
o “’”)Q(“( DA )

va pledpokladu |z —=z, |+ |z, —x, | << . Specielné pro =, = r,,
dostavime z této Fady

—

x —
0= 0@ +5 B e+ S ey 1, ®
coZz vSak jest rozvoj totoZny s (8), nebot jest Q(xy) = P(0)= «,
Q' (x) = P'(0)=1.a,.... Rozvoj (8) ndm definuje funkei @(x) v okolf
bodu x, daném nerovninon |z —uax, | << E; rozvoj (8) nam divd za
soucet touZ funkei v okolf bodu r, 'stanoveném nerovminou | xr —ux, | <<

< KR— | o — 1, |. Pro polomér konvergence R, fady (8‘) vSak jest
platna obecné nerovnina _
Rl%R_[ml—wu l (9)

V tomto novém oznateni jevi se rozvoj Tayloriv (8') funkee dané v (8)
jako pfeména Tady potenini argumentu xz—=z, v ¥Fadu potenéni argu-
mentu xz— x, a o stejném souctu, pokud jest splnéna podminka
lz—x, | + | ¢, —=, | <R.



920

Jestlize R >R —|m» —x,|, pak tada inocninnd argumentu
(I - .’I.‘])

% @)+ E 5 ) + @)

@ (s,

kterd pro x uvnitf intervalu daného nerovninou [z —z, | <X B— |z, —, |
nd dle (8") za soulet funkei @(z), stanovi svym souttem uréitou funkei
téZz pro viechna z vné tohoto intervalu, aviak zdroved uvniti intervalu
definovaného podmfnkou |az—=z, | <<R,. Interval tento (t. j. interval
(—+z, + R,, z,3¥ R,), konvergentni interval fady (8')) se pak rozpadi
na‘intervaly tfi a to:

1 |

1. pa interval, pro n&z |z-—zx, | <<B— |z, —u, |, oznatme
Jej 1.

2. nnintervall,, pronéjz zarovei |« —zx, | <R, |[z—2z, | <R,
|z —a | Zl— |2, —= | .

3. nainterval L,, pro néjz zirovei | x —z, | <R,, lz—ux, | =R,
|z—2, | Z2R— |2, —x, | .

Intervaly I,, I, dohromady ddvaji interval obsahujief viechny body
spoletné intervalim konvergen¢nim Fady (8) a Fady (8”). Interval I,
(ktery, coZ pFedem sice nutno pFipustit, vskutku v8ak nikdy nenastane —
jakoZz ov3em teprve pozdéji sezninme — sklidati se miZe ze dvou ne-
souvislych intervalG) obsahuje vSechny body, které jsou uvnitf intervalu
konvergenc¢nfho fady (8”) a zaroveii vné intervalu konv. fady (8).

Jakoz svrchu v rovnici (8') Dbylo vytteno, jest soucet Fady (8")
pro z intervalu I, roven souttu tady (8); t. j. @(x). A tu nejprve se
naskytd otdzka: Jaky jest vztah mezi sounétem Fady (8) (rovnym @ (x))
a souttem fady (8”), kdyz x jest v I, ? Abychom tuto otizku rozhodli,
odvodime si nejprve vétu o nullovych hodech fady mocninné a t. zv.
vétu o neuréitych souéinitelich (jez nim v jednom svém tvaru jest
Jjiz zndma).

146. Je-li z, bod uvnitf intervalu konvergencniho fady Q(z) a je-li
Q(c,)=0. sluje », nullovym bodem funkce ¢ (x) (vesp. pifisluiné fady
mocninné). Jestlize obecné

Qr)=Qz)=C"(x)="... ="V (&)=0, ¥ (z)=F0. (o)

sluje bod ., nullovym bodem Fadu i-tého funkee Q@ (x) (a piisluiné
fady mocninné). Je-li z, nullovym bodem fidu k-tého funkce Q(x) , pak
vztahu (8’) mizeme dati tvar

Q@=(@—2) (b, 4+ b, (x--1) T b, @—2)2+ .. ), b 0.
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Radu v zdvorce oznatme @, (z); jest pak @, (z,)=",; polomér kon-
vergence Fady €, (x) vzniknuvd z Fady (8'') tim, Ze vytkli jsme z ni
(x —x,)*, jest tyZ jako u Fady (8") a tedy rovny R, =ZR—|x —=x, .
Jelikoz pak dle dokdzanych vét jest @, (x) v bodé x, funkei spojitou
a nabyvd tam hodnoty 5, od nully riizné, lze udati kladné Cislo ¢ tak,
ze @, (z) v intervalu (z; —¢, z, +¢) md stdle znaménko cisla 4, jsouc
od nully rizno. M4 tedy Q(x) v intervalu (z, —e, z, -+ &) pouze jediny
bod nullovy a to v bod& x»,. Jestlize tudiZ funkce (resp. Fada) ¢ (z) ma
nekoneény pocet nullovych bodd uvnité intervalu konvergenéniho, neni z, —
nullovy to bod fddu %-tého poloZzeny uvnitt intervalu konvergenéniho ——
bodem zhu$t&ni tdch nullovych bodd. Rikdme, Ze bod =z, Jest lsolovany
nullovy bod. T

Mizeme vSak dokézati, 7e pro kazdy nullovy bod z, funkee (a Fady)
Q (z), tslo celé % podminkami (o) stanovené vskutku existuje, nenf-li
Q(x) — dand fadou (8) — takovd, %e ¢y—=a, =~ ... =a;=... =0,
ve kterémzto pripads fikdme, Ze jest Q (z) idevticky rovno nulle a kteryzto
trividlnf pt¥ipad hned predem z tvah svych vylutujeme. Nebot kdyby %
neexistovalo u urtitého nullového bodu z’, polozeného uvniti intervalu
konvergentniho, bylo by jednak @ (2',) =0. jednak hodnoty «Sech deri-
vaef, t. j. cisla Q'(z’)), @"(«',),...byla by rovna nulle. Dejme tomu
tudiz, ze takové body_ 2, uvnitt interv. konv jsou, pro néz vskutku
R(2)=Q'(+')=@"(2')=...=0 a uvazujme nejprve ty z t&h
bodd, jez jsou na pravoe od bodu =z, (t. j. pro néz x', = x,). Body ty
maji jistou dolni hranici, jiz oznalfme § a pro niz §==,. JelikoZ & jest
poloZeno uvnité intervalu konvergenéniho, miizeme psati

§

£ Q"(&) + . . . pro viechna x, pro néz

W@=QE +@E@—5HQ
lz—§ | <R— | §—=,|.

Jest dvoji pFipad mozny :
a) ¢ jest zdroveil jednim z bodd 2',. Pak Q (&)= Q)= Q"(& =

=...=0 a tedy Q(z)=0 pro vecka z, pro ndz [z —&| <R —
— | £—®, | . Neni-li § jiz bodem =,, jsou tedy vSechny body na levo
od & hovicf nerovningd | z—§& | <R — | £—ux, | nullovymi body funkce

@ (), coZ jest nemoZno; nehot dle definice ¢isla = a v ddsledku toho,
¢0 jsme svrchu dokdzali, nemize nullovy bod funkce ¢)(z), uvnitf in-
tervalu {a,, Z) poloZeny, byti bodem zhuiténi nullovych bodii. AvSak
také nemiize byti £=—ux,; nebof potom a(,:ulza2 < ...=0, coz
Jsme vylouéili. Piipad tedy, Ze & jest jednim z bodd z',. nenastane nikdy.

b) £ neni jednim z bodd 2’,. Pak jest & bodem zhu3téni bedd z',,
(nullovyeh to bodid funkce ¢ (z)) a, jelikoz @ (x) ve viech bodech uvnitf
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intervalu konvergentniho jest funkei spojitou, jest i Q(£)=0 a & jest
nnllovym bodem funkce Q (), ktery jest ziroveli bodem zhusténi nullovych
bodd «',; t. j. £ jest v dlsledku uvahy svrchu provedené nutné jednim
z bodd z’,, jichz existenci jsme pFipustili. Vysledek tento odporuje viak
supposici pravé ulinéné, Zze £ nenf jednim z bodd z',, kteriZ jest tudiz
také nep¥{pustna. :

Stejné- dvahy bychom mohli provadéti i pro body z', poloZené na
levo od bodu z,. Nemohou tedy existovati nullové body funkce a Fady
@ (z) polozené uvniti intervalu konvergenintho, pro néz by funkee Q(z)
a jeji derivace vlech- fddd byly zdroveii rovny nulle. Nemohou déle,
mé-li fada mocninnd nekonetné mnozstvi nullovych bodd uvniti inter-
valu konvergenéniho, jich body zhu¥téni nachdzeti se uvniti toho inter-
valu a jsou tedy mutné na hranicich (resp. je-li jenom jeden bod
zhusténi, na hranici) intervalu konvergenéniho.

Kritce vysloyujeme vétu prdvé dokdzanou, Fikajice, Ze nwllové
body Fady mocninné, jsou-li poloieny wenity jejilio intervalu Lonver-
genéniho, jsou body isolované a nemaji bodi zhu$téni uvnits intervalu
konvergenéniho.

Disledek véty dokazané jest nasledujici v&ta (véta o neuritych
souéinitelich pro fady mocninné).

Jestlize dvé Fady mocninné

%+”1 x——xo)—}—a._,(a:—'to)"—l— te

by+b (z—2)+ b (2 —x)+ . - .
Jjsow si rovny pro melonciné mmoistvi bodd poloZengich v intervalu,
ktery jest cely uvnitF intervalu lLonvergenéniho i ¥Fady preé i Fady
druhé, pak jsou obé Fady identicky si rovnry; t. j. a,=Dh, a, =D,
a,=Db, ...

Nebot rozdil obou fad lze psiti jako Fadu potenini, jez jest rovna
nulle v nekoneéném mnozstvi bodd poloZenych v intervalu, ktery jest
uvnitf intervalu konvergentntho. Majf tedy nullové body bod (resp.
body) zhu$téni uvnitf intervalu konvergenéniho, coZ jest, jak jsme ukd-
zali, nemoZno, leda Ze rozdil ten jest identicky rovny nulle.

Priklad. Funkce f(z) dand v (—1, 1— O) rovnici

f (x) = sin

1 -
l—=x
d4 se rozvinouti v fadu potenéni v okolf bodu O (postupujici tedy dle
mocnin promé&nné z) s polomérem konvergence 1, jak ttenii snadno
dokdZe, vychdzeje z rovnice

ol — 1 1t . 1 1
l—z" 11—z 3!(1—2x)® " bB!(1l—ux)°®
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a pouzivaje ku pomoci funkce
1 1

= ~i=
—;—\_el—x—e . )::Sh 1

11—z’

Rovnéz v takovou Fadulze rozvinouti funkei g (x), kde v (—1, 1 —O jest

g (x) = sin* ri; ;
te plyne z véty o ndsobeni nek. fad (v tomto pkipad® Fady samy sebou).
V intervalu konvergenénfm (— 1, 1) jest pro nekonetné mmnozstvi bodi
poloZenych uvniti intervalu toho f(x)=g(z), totiz pro viechny body

1_/:]—1:; E=1,2 3,...

Rady pro 7 () a ¢ () nejsou si otividné identicky rovmy, (majice
rizné ndm- zndmé soutty), atkoliv bodid . téchto jest nekonelny potet,
aviak v kazdém intervalu lezicim womits intervalu (— 1, 13, t. j. inter-
valu, jehoz koncové body nesplfvajf ani s —1, ani s 1, jest jich ko-
neény- podet. :

Pozndmka. Jelikoz derivace fady poten¢ni md tentyz interval kon--
vergentni jako pdvodnf fada, nemd derivace fady potentni v intervalu
(—R+ 1z, ¢, B4 @, —¢), kde ¢ jest kladné mendi neZ R, nekonetny polet
nullovych bodi. PonévadZ jest nad to ta derivace funkei spojitou, 1ze
interval vytknuty rozd&liti na kome‘ny polet intervald, ve kterych
jest derivace stdle téhoZ znaménka. Jest tedy funkce dand fadou potentni
o intervalu konvergenénim (— R, ) takovou, Ze interval (— R+ x,+ &
R+ x, —¢&) lze rozdéliti v konefny pocet intervald, v ndmz kazdém jest
funkce ta ryze monotonni.

.1
Funkce ku pf., jez v okolf hodu O jest rovna vyrazu °2w+:rsm7
nemize byti tudiz rozvinutelna v fadu potenéni v okoli bodu 0.

147. Vratme se nyni k tdvahdm odst. 145, kde dospéli jsme
k rozvojim '
z —a,

0 @)+ 257 @)+ (x_;_;@; Q@)+ - .., % Q" (z) =4a,, (a)

Q)+ )+ G ¢+ #)

Soutet prvé z téchto fad diva ndm jistou funkei @ (z) pro vSechna z,
pro néZ |z —r, | <X, soutet druhé z tdchto Fad jest rovnéz rovmy
@(z) a to pro z, pro néz | z—ux, | +'| ¢, —x, | <R, jak svrchu bylo
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dokdzdno; oznatime-li tedy soucet druhé fady @, (r), kteryito soutet
jest ddn pro vSecka x, pro néz | r—z, | <R, (R polomér konver-
gence fady druhé), jest

Q, (x)=Q(x) pro viecka x, pro néz j r—uzx, | + |z, —xz, | <R (7)
JestllzZe R,—=R — | x,—x, |, zndme tudfiZ vibec soutet fady druhé.
pokud jest konvergentnf; pifipad tento nepotiebuje daldtho Setfenf a my
se obratime ku moZnosti R, > R -- | z, — x, | . Tu nejprve si miiZeme
dokdzati, ze R Z R+ |z, —x, | . Nebof piipustime-li, ze B, >R +
+ | 2, —x, | , pak jest patrno, %e bod z, bude v- intervalu konver-
gencénfm, fady (3) a miZeme tymz postupemn, jako jsme odvodili () z (),
odvoditi si z (8) (tim, Ze jeji soucet, t. j. @, (x) rozvineme v Fadu
Taylorovu v okoli bodu z,) Fadu

x—ux —ux,)?
Q)+ T2 @tz + ISR g ()
I"»ad;z tato dle vjvo;h‘i 'o_dst. 145. konverguje aspoii pro viecka x, pro
néi | w—ax, | <R, — | 7, —mx, | , a m4 pro tato z soulet Q, (x). T.]j

fada (9) konverguje a md soutet ¢, () pro viecka », pro néz | @ —u, | <
<R+4, kdez =R, — R — | x, —x, | jest v disledku toho, co jsme
piipustili (totiz, ze 2, >R+ | z, —z, | ), tislem klnrln)’rm.! Av8ak dle (;)
jest soutet Fady (d) v intervalu I, (daném nerovninou |z—uz, | <t
< RBR— lx;—ux, | ) téz dan vyrazem @ (z). Maji tedy (&) a (4), mocninné
to Fady argumentun (r—ux,), tyz soutet ve vSech bodech intervalu I,
a jsou tedy dle v8ty o neurditych souéinitelich identické. Rada (@) ma
polomér konvergence R; fada (d) v8ak s ni identickd v disledkn pii-
pqﬁté_neho ptedpokladu, Zze R, >R+ |2, —a, | md polomér konver-
gence aspoii K4, kdeZ 4>0. To ovSem jest nemozno a neni tudiz
i moZno, aby R, >R+ | r, —x, | . Lze tedy k nerovniné (9) piipojiti
nerovninu
R =R+ |z,—=, |. ©)
V disledku této nerovniny skladd se interval I, v odst. 145. ke konci
definovany toliko z jediné Ctdsti.
Intervaly konvergenéni tad («¢) a () jsou (— R+ =z, R+4x,)
2 (=B, 4=z, R +2); jestlize ku pf. 2z, >, jdou koncové body
téchto intervald v disledku (9), (9') za sebou v tomto pofadi: — R r,,
—R, 4=, R+=,, R +z, pii temz jeli v (9) resp. (9) splnéno
znaménko rovnosti, splyvd bod prvni s drubym resp. tfeti s ¢tvrtym.
Obdobné jest tomu, kdyZz r, <<z,, aviak k vili zjednoduSeni podrzime
v nisledujicim ptedpoklad xz, =x,. Spoletnd Cist obéma intervalim
konvergentnim (t. j. dle oznaeni odst. 145. souhm intervald I, I)
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jest diina intervalom (— R +z,, R+ x,); stfed tohoto intervalu ozna-
time ., __—r—(R R)-l- (xo+w1) Rozvineme nyni i funkei @ (x)

i funkei Q, (z) (prvd dina fadou (), druhd fadou (8)) v frady Tdylowvy
v okoli bodu x,, pro ktery, jak snadno Ctendf dokdZe, jest z, < x; <<z,.
Dostaneme rozvoje

Q)+ 52 Q)+ U5 gy 4
Q@)+ 20 @ )+ E= 5 gn 2y 1.

z nichz prvy i dl'uh)’r budou konvergentni, kdyZ z jest aspoil v inter-
valu (— R, +x,, R+ «,). t. j. aspoii v [,4 I, a prvy mi tu za soulet
Q(z), druhy @, (x). - Aviak jelikoz Q(x)=— @, (z) pro « v I, jsou oba
tyto rozvoje sobé rovny, kdyZ = jest v I,, a tudiZ se rovnaji identicky a
jest Q(r) =@, (x) i kdyz x jest v I,.

Mdme tak celkem vétu: Rozvineme-li Fadu potenéni a,—+
a,(x —x)+ ay(@—x)2+ ..., 0 poloméru konvergence B a definujici
svym soutem funkei Q (x) pro viecka x uvnit¥ intervalu konvergenéniho,
v fadu Taylorovu v okoli bodu =z,

Q)+ 552 @) + E 52 gy 4

pri cemi x, jest uvnitf intervalu konvergenéniho Fady dané, dostdrvdme
novou Fadu potenéni argumentu = —x, a o poloméru konvergencé R, .
Soulet jeji bude ve viech bodech spoleénych intervaldm
konvergentnim rady dané a Fady nové roven souétu Fady
dané t. j. roven Q(z). Pro I2, pak jsou merovniny

Rt |w—a | ZR=Z=R— |2, —x | .

PouZfvame-li tedy k oznaceni souttu fady () (jako svrchu jiz
pouzivdno) oznaleni @, (x), pak miaZeme definovati funkei f(x) témito
dvéma vztahy v ' '

f@ = Q @) pro «, pro ndt | z—a, | <1;

f(x)=Q, (x) pro x, pro néz | z—uz, | <R,
Jjez nejsou v odporu, jelikoz pro ta =, jez hovi ob&ma nerovnindm
| z—z, | =R, | z—=, | <R, dle véty pravé vyslovené @ (z)= @, ().
Vztah druhy definuje f(x) v intervalu piesahujicim interval, ve kterém
byla definovina piivodné dand tunkce ) (x), je-li ovi§em R, >R — | &, —z, |.
V tomto' ptipadé ifkdme také, Ze funkei @, (x) bylo sestrojeno analy-

}-:’etr, Diff. pocet. 16
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tické pokraéovani funkce @ (x). Funkce @ (r) i se svym pokradovdnim
@, (x) tvofi funkei f (z), kterd jest definovina uvnitf intervalu (— 7 - x,,
R, 4+ x,), mé ve viech bodech uvnitf toho interv. derivace vSech fadd a
jest v nich rozvinutelna v fadu Taylorovu. Md ovSem tato funkce tam
i jiné vlastnosti svrchu odvozené pro soulet Fady potenénf v intervalu
konvergentnim.

Vychézejice od Fady @, (z) a volice si bod z, > z,, miZeme roz-
vojem v fadu Taylorovu sestrojiti funkei @, (r) jako Fadv mocninou
argumentu (x —u,), jez v piipadu pfiznivém ndm definuje tuto funkei
jesté pro body na pravo od R, +=x (je-li totiz R, +x,> R, +z,).
Piiberme i tuto funkei k definici funkce f(z). Takovymto zpfisobem
postupujice a to nejenom smérem na pravo od z,, nybri také smérein
na levo (volice fadu bodit z_,, z_,, ... tak, Ze xy>r >z ,>...-
a konstruujice p¥isluSné rozvoje Taylorovy @_, (r),"...jak svrchu bylo
vyliteno), rozs§ifime definici funkee f(z), pivodné dané uvnitt intervalu
(—R+1z, R-+x,) potentnf fadou ¢ (x), na jisty interval (240,
L, —0). Funkee f(x) naz§vé se pak analytickow funkei definovanou
uvnité intervalu (g, b). Jednotlivym rozvojim poteninfm v okolf bodi
Toy Ly ..., jimiZ tato funkee jest prdvé definovdna, ¥ikd se proky
(elementy) analytické funkee f(z). Tyto rozvoje samy pro sebe jsou
oviem téZ analytické tunkce, definované viak toliko v pifslu§ném inter-
valu konvergentnim.

148. Potenéni rady na hranici intervalu konvergenéniho. Potentnffada
Q@) =a,+a (x—z) +a@—2x)'+ ..., (@)

jejiz polomér konvergence jest I?, mize byti v bodech danych rovnici
z—x,— =+ R (v bodech to udavajicich hranice intervalu konv) i kon-
vergentni i divergentni. Jest zajimavo a pro letné iivahy v analysi dile-
Zito vydetfiti v rdznych pfipadech, které nastati mohou, chovanf funkee
¢ (x) v okoli téch bodli (pokud oviem to okoli spadi do intervalu kon-
vergentniho). K vili zjednoduSeni zavedeme do tady dané novou pro-
ménnou z' rovniei

z—x,—=Ra', resp. z—a,=—Ra,

¢m% dostaneme Fadu poten&ni argumentu »’"a o intervalu konvergencnim
(—1, 1), pfi temz zédroveii jeden z obou bodd r— =, = I (dle toho,
které z obou substituci uzivdme) se transformuje v bod 1. Tdk postaci
ndm vySetFovati fadu a funkei (pti «’ vynechdvam v nésledujicim &drky,
koefficienty a’, —a, i2* znadm rovnéz kritce a, a misto Q(r, =)
kladu -P(x)):

Pr)y=w,+az4+aa?+ ... (1)
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o0 poloméru konvergence 1 a to v okoli bodu 1-v levo. Véty, které :tak
dostaneme, prendSeji se bezprostfedné na piipad funkee @ (x).

149. Oznaéme

S=a+a,+a+... ta, @)
a piedpoklidejme, Ze
AZs = B pro viecka n= N. )

Nejprve jest, roznzisobime-li'pi‘islusﬁé nekone&né ia'.dy,

P .
a tedy
P - §
If;—(su+sla:+ @ ): M_l%\i +SN.»;‘DN* T

Budiz = kladné, pak pravd strana poslednf rovmice v ddsledku (3) jes'
vétsi (=) nez )

. , A" B
A 42" )= T & jest mensi nez 17—

Znatime-li jeits pro kritkost ¢_(r)=s, +s,z+... +s_a", jest tedy

4" E P@)—(1—a)e (1) <BF, (3)

odkudz ihned, pkejdeme-li k limitdm pro lim x—=1—0,
AZ lim P() = lim P(2)=. B

ox=1-0 r=1-"
Na zdkladé téchto vysledki a pojmid nejvétsi a nejmensi z limit mizeme
vysloviti tuto vétu:
Jsou-li pro éisla s, splnény nerovniny (3), jest

lime, = lim P(x) Z lim P(z) ~lim s, r<l.
n_ X:l—() r=1—0 n=mxs
Jestlize cxistuje lim s, pro n=oo, t. . jestlize fada I’(x) pro
r=1 jest konvergentni, nabledme jako specielni pifpad pravé vyslovené
vdty tancho téz piimo snadnou dvahou ze (5)) véta Ahelova:
Jestlize nckoneind tada ay--a, 4-a,+ . .. jest Lonvergentni o
md za soucet Cislo s, pak jest
lim 1’(:1,)—3
x=1=9
LPozudmlw 1. Funkee )(r) dand Fadou potentni (a) o polowméru
konvergenco R jest funkei spegiton, jak jsme dokdzali, v kazdém bodé
15*
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uvnité intervalu konvergence. V disledku véty Abelovy pravé dokédzané
tato vlastnost se rozSifuje i na tu hranici imtervalu konvergenénfho, pro
kterou jest dand fada potenini konverzentnf. Je-li konvergentni pro ohé
branice, jest @ (x) definovdna v celém intervalu konv. tou fadou a tam
ve viech bodech spojitou (tedy v celém intervalu stejnomérné spojitou).

Pozndmhka 2. Rada potenéni pro Q(r) v disledku okolnosti, ze
polomé&r konvergence jest R, jest stejnomé&rné konvergentni pro viecka
(x —m=,) intervalu (— R-+4¢ R—¢), 0. Jestlize viak ta fada po-
tenéni jest konvergentni pro z —zx,—R, resp. pro :—mo —R, lze
prokazati stejnomérnou konvergenci jeji v intervalu (— R + ¢, R), resp.
(— R, It — ¢), je-1i pak konvergentniipro r —z,—= R,ipror—x, = — R,
jest stejnomérné konvergentni v (— R, R). Dikazy t&chto tvrzeni (staé
dokézati toliko prvni tvrzemf), z nichZz véta Abelova ihned nésleduje
jako disledek vét o Faddch stejnom&rn& konvergentnich, lze snadno po-
dati na podkladé rovnice (4), uZité ovSem misto na P(r) na zbytek

7, (£)%)
150. JakoZto doplnék vty Abelovy plyne ihned z (5) véta: Jestlize
lim s, = oo, pak jest

nI=m

lim P(z)= oo.
r=1-0
Obdobny vyrok lze utiniti i pro pFipad, Zze llms = — oo.

Uzijeme-1i vétu Abelovu, jakoZ i _]e]i dop]nék na radu vzniklou
z P(r) ndsobenim 1 — «, t. j. na fadu

(1 -2)Pl@)=a,4 (a, —a))z+ (0 —a,) 2+ (g, — ) =" + ..
pfi nfz
5, =d, +(a,—a))+(@y—a)+ ...+ (a,, _‘a,,._1) =a,
dostaneme ibned tyto vyroky: |
Jestlize lim « = a, jest lim (1 —z)P(z) ==,

=1—0
JestliZe lim o, — oo, jest lim (1 — ) P(x)= oo
x=1—0

Prilklyd 1. Rozvoj
x 2 at
P(m)_—1—+—2 +"3—+ .

mi pro | [ <1 soutet —log (I —z); jelikoz pti ném limv =0. jest
lim (1--x) log (1—x)=20

r=1-0

*) Viz pozndmku. pod tarou v ,Potlu inlegralnim, sir. 462.
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Priklad 2. Jelikoz koefficienty v fadd
P(z)—=u«logl 4 z®log2 4 2*log 3 + .
rostou (jsouce kladnymi) nade vSecky meze, jest lim (1 —x) /° (z) == co.

i=1—0

Utvotime-1i vSak rozdil rady
g (1—3)_ = o1 1 af1 , 1 1
H =T (r ) e T et 3)+

l—= 1
a fady P(x), dostaneme rozvoj pro funkei
loc (1—=z ]
— R R,

jehoz soutinitelé jsou diny rovniei
an_—_--l— —}——1 —|—.L+ oo+ i — log ».

Pongvadz tu lim «,—= C, kde C tak zv. Eulerova konstanta, jest nejprve

lim [—li’T“_ %) 7)(7)](1—1)—(

x=—=1—0

tudiz
i (1_@[__0__135(_1___11)_17@)]: .

=1-0

Die vyrazu pro Eulerovu konstantu z odst. 119. lze dokonce psati
log (1 —ux) C 1
l(—:l; '—1__'1.—_2_1”g(1_1)+P1(1)7

kdez P, (z) jest ddna Fadou v bod& r=—1 (a téZz v bodé x=—1) kon-
vergujici a kde tudiz P, (x) jest v intervalu (—1, 1) funkef spojitou a
konetnou.

I151. Cesarovy arithmeiické stredy. Vé&tu Abelovu lze vSak jest&
v jiném sméru rozdffiti a to jenom malou zménou postupu uzitého.
Utvotime-li souéin fady pro I’(x) a Fady

L Sl 2a3at Gt D

(l—x
(rovnéz o poloméru konvergence rovném 1), obdrzime fadu

+o,

Px)y=—

Pz) 0 m ™

(1—3')"'_0"!‘1’”'*" EE e

kdez ‘
s(t_):(l.;—i—l)ao—}-L‘al—l—(k—l)az—|—- c-eta,
=%+ +S+...+s,.
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Utinime li pfedpoklad, Ze

(1)

‘5 n
TES)

dostivime ihned tuto merovminu pfi 2>0

< B pro vieckan > N,

: - g I
Al + D (V422 4 )<(1_“z) —(s "2+ ..
+sya)<B(W+D AN 49N L), -
# ni% nasleduje stejnd jako svrchu
AZ lim P(x) < hm P(z)Z B,

x=1—0 r=1—0

(6)
nebof soutin ,
(L= 2 (V4 DT (V4 22™E (V4 3™ 4 ) =

=2 (N4+1—Na)

md za limitu 1 (coZ ostatné také z toho jest patrno, Ze zdvorka v sou-
¢inu jest rovna vyrazu {(1—z)~ zmensenému o jisty polynom stupné \)-
7 mnerovniny (6) plyne ihned rozs$ireni Abelovy véty:

(1) (1)

s s
lim —2_<< lim P@)= lim P()= iy "
= ’H—{—l x=1-0 r=l_9 p=—=w l+

ve specielnim pFipadé pak mdme vyvok: Fzistuje-li limita

. SL]) {n Q

llm“_i_—l-:s , ."—%".,-{-S‘,-}— .+,
pak jest
' ]1m Pz)=s"
Timto zpisobem miiZzeme pokracovatl a zavésti ¢sla <{” rovnief

Dz 2

(l_(z)) — (()h+ U)x_l"‘ all) +

Jelikoz |
P 1 P
(1—a) l—a’ (1 —u"’

jest ‘

-"i,..;'": sg’lu)_i_g(l).—l)_l_ L. +-"‘2l_])
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a.mame ihned vétu: Existuje-li limita

Ke3]
Sy @

31=n=1;n}.
(")

lim P (z)=s%

x=1-0

b

pak jest

Rikdme pak, %e dand Fada potenéni jest v bodd z =1 séitatelna
dle stfedu Cesarovych rddu 2 (anebo strulné jest stitatelna (C, 2)).

Pozndmka. 7 odst. 31, rovoice 1V. ndsleduje snadno, Ze existuje H
s, %e také existuji s**P, s**t9, ... a ze viecka tato fsla jsou si
rovoa, _

152. Majorantni funkce (fada). Abychom pokud moZnd jednoduse
odvodili si dilezité véty o funkcich analytickych a o faddch potentnich
zv148t, zavidi se pojem t. zv. majorantni funkce (fady). Je-li dina ana-
lytickd funkce j(x) v okolf bodu x, fadou

f@=a,+a (x—r)+a,(z—x)+ ...

sluje funkee (Fada) (p(i') majorantni, ku f(x) v okoli bodu x,, jestliZe
g () =y + 1 (x—xy) F-0, @—z)*+ ...,
‘aoglaoh ow=|al|,.., “kzlakl"
a pi tom jest fada pro ¢(x) konvergentni v jistém okoli bodu z,. Pro
tento pojem zavddi se oznaleni X
¢ (@) > f (@), f(2){ 9 @)
Jest dle definice patrno, Ze soutasné jest
P@Yf @), ¢" @YY @) . -

Jest snadno sestrojiti ku kazdé f(x) jednoduché — a o takové hlavné
jde — majorantni funkce. Tak ku p¥., je-li R polomér konvergence
fady pro f(z) a R' lislo kladné men3f nez R (po piipadé rovno £
je-li fada pro f(<) konvergentni pro z—zx,==+ R), pak jest &islo B/’
takové, Ze | a | <M R *pro k=0, 1, 2,... (viz odst. 142) a my
mizeme ihned psati

dile

f(x)<<M’ —i—lj'f—,,(x—xo)—i—%;(x—ro)ﬂ-{- L
F@)
1 n

T
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Kdyby v fadé dané bylo «, =0, mohli bychom (podriujice vyznam iisel
M, R") voliti majorautni funkei dle vztahu

M (z—z,)
P 7 | P 0l .
/@ << _ =% M= 1%
R' R
kdyby a,—=a,=a,=...=a,_, =0, pak by ohdobn& majorantn{ funkce
byla d4dna vztahem
k
£—x,
Tl — g (")

RI

Pozmdimka. Majorantni funkce vlastné jsme jiz pouzili pfi dikazu
spojitosti funkce dané poten¢ni fadou (v odst. 143.) Poddvaje v nisle-
dujicim dvoji pouZiti majorantufch Ffunkei, podotykim, Ze dalsi pouzitf
naskytnou se pii vySetFovani implicitnich funkei a pki fadé Lagrangeové.

153. Jako prvni pFiklad pro uZiteinost pojmu majorantnf funkce
budeme Fediti otdzku, zda dostaneme funkei proménné x rozvinutelnou
v fadu Taylorovu v okoli bodu =, dosadime-li do dané Fady potenini
postupujici dle mocnin rozdflu y —y, za y—y, jistou fadu potentni po-
stupujici dle mocnin x—x, (bez konstantnfho ¢lenu.) BudiZ tedy

Fly)= A4, + 4, v —y,)+ 4, y—y,)*+ . ..; polomérkonverg. R=>0 («)
a dosadine za y— y, dle rovnice '

Y—%=0b (5 —2)+by (@ —2)" +b,(z—2z,0° +..
poloméx konv r>0. (f)

Tim zméni se F(y) ve funkei proménné z, jiz oznatime G (a), a
dostaneme, provedeme-li dosazenf, umocnéni, roznasobent a uspofdddng
dle mocnin z — z,, na pravé strané vyraz

kd Co+c1 (x'—xo)+cz(m—zo)!+ oy (7’)
(e

C,=A, C,=4,b, C,=A, b+ 4,1, 5

Co=A, b, +2A4,0, b+ A5, C,=A b+ - . . @)

Operace posledni — t. j rozndsobenf a uspoiddani dle moenin x—zmx, —
-jsou vSak jemom tenkrite pFipustny, je-li Fada pii rozndsobenf vznikld
(kterymzto rozndsobenim se kazdy &len plivodni fady (e) rozpadune v ne-
koneény poéet ¢lend, tedy fada («) v Fadu dvojnon, viz odst. 53.) abso-
lutné konvergentni a o tom privé nds pouéf majorantni funkce. Nebof
povede-li rozndsobenf p¥i majorantnich funkeich (za jistych podminek
pro x—ux,) ku fadé absolutné Lonvergentni, tim spile bude tomu tak

~
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(za tyechz podminek pro z— x,) 1 pii rozvojich (e), (B), jichz koeffi-
cienty jsou v absolutni hodnoté mensi (a jsou tudiZ i soutinitelé vznika-
jici pFi umociiovini a ndsobeni s Fadami («) a (8) mensi v absolutni
hodnoté ne soucinitelé pii tychZz operacieh s piisludnymi majorantnimi
funkeemi).

* Za majorantni funkei ku F'(y) zvolime si Fadu

D(y)= | 4, [+ 14 | (y—v)+ | A4 | G—y)+ - .
majorantni funkef ku pravé strané rovnice (3) necht jest fada (»'==r7)
m , m'(z—zx,)

r)="—-—m= < .
YO= e, A1-%) ®
)

Dosadime-li do fady @ (y), jejiz polomér konvergence jest R, za y—g,
vyraz ¢(z) privé napsany, ohdrzime Fadu postupujici dl> mocnin vyrazu
q (x) konvergentni pro viecka a;, pro nd% { | z — x, | jest mensf nez )

m | z—z, | Ry
N\ | L I q .
| (x) | <R aneb - <R, t ] "'\R+:)a 2

Aviak fada pro ¢ (z)

q( )_?n(ﬂ - o)+m’(z_:zn) +m(z—:c‘,) +

y'2

mi ¢tleny vesmés kladné, je-li z —x,>-0 a rovnéz tak i mocniny té
Fady s celistvym mocnitelem. Tedy dosadime-li do @(y) za y—y, po-
sledni fadu pro @(xz) a provedeme-li v jednotlivich Clenech ptislusnd
umocnénf a rozndsobeni, rozpadne se kazdy &len fady @(y) v uekonetny
potet tleni kladnych (stile pfi x —2,=>0) a miZe bfti fada dvojnd
tak vznikajici jenom absolutné konvergentni (odst. 53.) To pak nastane
vzdy, je-}i splnéno (¢). 1im spiSe nastane absolutni konvergence pFi ob-
dobnych operacich s (&), () a mizeme v disledku toho vysloviti vétu:

Dosadime-li do funkce F(y), rozvinutelné v okoli bodu y, v #adu
Taylorovw o poloméru komvergence R=>0, za y—y, funkei f (x)
rovnéz rozvimulelnow v 7adn Taylorovu a to v okoli bodu z,, ktery
jest zdroveri nullovym bodem té fumkee, obdrZime funkei F(y, + f(z)),
Jek jest rozvinutelna v Fadu Taylorovu v okolt bodu x=, a jest konver-
gentni pro viecka z, pro né:

Ry

B4m )

lz—zx, | < 5
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Pri tom jsou m',.v' kladné konstanty tak volenéd, aby funkce v () byla
magorantni ku f(z); souéinitele pak #ady mocninné argumentu z —x,
pro funkci F(y,+ f(x)) ziskdme, provedeme-li dosazenim poadované
operace (umociiovanf, rozndsobeni a uspofddani).

Tak ku pt., dosazujeme-li do Fady
I+y+y* +y°+.

za y fadu

’ ® x* ¥
. Tty Tyt
mdme nejprve bkél.l_"; lze tedy volii sm'=1, »"=1 a fada moc-
ninnd v x dosazenim vznikld jest Lkonvergentni jist& pro vSecka z, pro
‘néz | x| <—;-' (Polomér konvergence fady tak vzniklé jest dokonce,
'Jak mem Lpusobem lze zjistiti, rovny 1—e-1).

- 154, Déleni radou potenéni. Abychom rozhodli, zda podil dvou
funkef, 102\'mute]nych v fadu l‘aylolovu v okoli bodu x,, di se rozvinout
v fadu Taylorovu rovndz v okoli bodu z,, stati nejprve misto x, brati O
(t. j. misto z —r, prosté poloziti z) a potom zabyvati se zlomkem

1
gy (@)= , T
('n+‘ '1,—{—0 x£+ +CL—1L+--‘

za predpokladu, Ze ¢,==0. Tento zlomek lze takto rozvinouti v Fadn
geometrickou

o= —gatast . It latast. . )

o
_%(Cl xte, 2+ .. )4
;s:'bézi tudiz v p_odsta.,té o to, abychom dosadili do fady poteutnf
——i/z+*?_“——: ey R=1¢ |
~za y Fadu ‘potenéni
y=cx+c,z*+ ¢ 27 4
Jestlize ku poslednt T-aﬂé. jest majorantni funkef vyraz m’(l - Tx,—)_;m’,

‘dostivime pro g(x) fadu potenini, jeZ jisté dle predch. odst. konver-
guje pro viecka x, pro néz

T /.._.LQ»—-L-L-. )
Pl < w4 | e, | (@)
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Jelikoz soudin dvou fad poteninich v x jest din zase Fadou potenini,
konvergentni aspoii pro ta x, jeZ jsou obsaZena v meniim z obou ‘in-
tervalti konvergenénich, jest i podil

do+dix+dya*+ .. 1
Gt ozttt ... Y g(@)
rozvinutelny ‘v fadu potenéni, jestlize oviem Fady v Citateli a jmeno-

vateli jsou konvergentni s polom&ry konvergence vétiimi nez O 4 jestliZe
zdrovedi | ¢, | 0. g

‘=(d,+d x+dya* 4.

Dostaneme tudfZ -— za téchto podminek —

dy+d,zc+dyz*+ ...
cwtexte, x4,

kdez fada na pravé strané ma jisty polomér Lkonvergence=>0. K vy-
poctu koefficientd e,, e, ¢y, . .. miZeme pouZiti methody. nequitjch
soufinitelii, ndsobice po obou stranich Fadou nekonectnou, uat,heize_]iCi se
ve jmenovateli levé strany. Dostaneme pak powvnava]ue koethmenty
pii 2% na obou strandch

d=ce,tece +egep o+ .o+ b=01,2 .. .-

=ty +exte 4. o

ze kterychzto rovnic postupné koefficienty e,, e, ¢, .. . daji se snadno
vypotitati.

Obecnéji jest patrng, je-li ¢, = =... =c,_,=0, aviak e, 9=0
a rovnéz d, =0, -

dy+d, x+d,a" e €, e
et EA AT P et

pii cemi &isla e_,, €_jyp - - - (2 nichz prvnf jest od nully rizno), Ize
snadno stejné, jako svrchu, methodou neurcityeh souciniteld vypolfsti.

155. Jakozto dalsi pifklad k uziti majorantnich funkci vezmeme
v tvahu inversni funkce ku funkcim danym Fadou poteném Jak zpdmo
ndm z odst. 82, existuje ku kazdé funkei y = /(x) ryze monotonni tunkce
inversni z = g (y) tak, ze vatahy y = f(z), ©= ¢(y) mezi ploménnyml
x, y jsou ehvivalentni a rovnice y = f(p(y)), x_q)(f(a)) id-nticky
platny. Je i /(x) ddno Fadou potenéni argumentu x-— z, a mtervalu
konvergeniniho (w, — R, x, + I?), pak jak jsme ukdzali (odst. 146 po-
zndmka), lze kazdy intelval poloZeny uvniti intervalu kdnveﬁencniho
rozdéliti v lkoneény pofet intervaldt castetnych tak, Ze uvmtI tohoto
tdstecného intervalu jest derivace f'(x) stile tého? /naménka, Jqouc st&]e
od nully rizna a funkee f(z) jest v ném ryze monotonni. Existije tedy



936 .

v kazdém Cdstetném intervalu ku f(r) funkee inversni ¢(y). Na&im
tikolem pak bude rozhodovati, zda lze tuto funkci inversni rozvinouti
v fadu potenéni.

Budiz tedy dina funkce y proménné x takova, Ze jest rovna y, pro
r=uz, a e lze ji v okolf hodu =, rozvinouti v fadu potentni

Yy—%=a (—x)+a(z—az) +as(x—x)°+.... (D)
Budiz ddle x, v intervalu, uvnitr n&hoZ derivace funkce y dle =

jest stdle od nully rizna: pak «, jakoZto hodnmota té derivace v hodé
=1, jest rizna od nully. Dé&lime-li obé strany ¢islem «, a k vili

strutnosti zavedeme y —y,=7a,, @ — z,—=§, zméni se posledni rov-
nice ve vztah '
=& — AE— A — L — A — ... (2)

ve kterém zavedeno pon&kud jiné oznalenf souliniteld. Funkee inversni
¢ (n) ku funkei definované fadon ve (2) a rovnajici se nulle pro n =0
(o niZ vime, Ze existuje) md tu vlastnost, Ze. dosadime-li do (:) za §
funkei. @ (), Tovnice tak vznikli jest identicky v jistém okoli bodu 4 =0
splnéna. Dosadme do (2) za & ¥adu mocninnou proménné 7, majici v bodé
7 =0 nullovy bod, 2 skoumejme, za jakych podminek vznikne rovuice
identickd v okolfi bodu 5 =—=0. Tedy dosadme dle rovnice

§=eaq+toenten®+ ... ... 3)

a uspofidejme na pravé strané dle mocnin proménné v, ¢im% dostaneme
n=en+ (¢, — i) 0" + (¢ — 2006, Ay — T A) 9 + . .. .. :

md-li tato rovnice byti splnéna identicky v okolf bodu i =0, pak jest

nutno a statf dle véty o neurlitych soutinitelich, aby splnény byly
rovnice '
eg=1, ey,=e¢jd,, c;=2¢c, 4, + ci4,;, )
€a=1(2c5c, + cDHA, + 3e,c, A, ¢4, ...

Tyto rovnice postupnd urfuji koefficienty a to dplné, Existuje-li
tudiz funkee ¢ proménné 5 tvaru (3) spliujici identicky rovaici (2),
existuje jen jedind a shoduje se tedy s inversni funkef ¢(y) ku funkei
defitované fadou ve (2); shoduji pak se v tom intervalu, ve kterém obé
jsou definovdny, pii temz oviem ku definici Fadou (3) se pozaduje kon-
vergence té fady. .

Jest tedy jedte jenom rozhodnouti. zda fada (3) jest vibec v jistém
okoli bodu n —=0 konvergentni, a k tomu cili pouZijeme prdvé funkce
majorantnf. Tu jest ihned patrno, Ze, kdybychom do rovnic (4),.stano-
viefch koefficienty c¢,, misto Cisel A, dosadili ¢isla kladnd v&tsf absolutni
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hodnoty, koefficienty ¢, rovnicemi t&mi pak stanovené by byly rovnéz
&sla kladnd a vétsi v absolutni hodnotd nez ¢, pivodnimi rovmicemi
(4) dand. Nabradime-li tedy ve (2) fadu A4,&* 4 4,84 ...... majo-
rantni funkei a bude-1i potom k vyrazu tak vzniklému prisluSnd inversni
funkce rozvinutelna v Fadu potencni konvergentuf v okoli bodu % =0,
tin spise bude v tomié: okoli konvergovati (3) (kde -, jsou vypoltény
ze (4) na zdkladé piivodnich hodnot koefficientd 4,;. Majorantni funkei
zvolime dle predpisu odst. 152.°a vySetkime tedy inversni funkei ku
funkei 5, jez jest dana vztahem

7]:&—"‘.__—'_7' (5)

pii temZ Jt' jest ¢islo kladné, mensi (<) ne polomér kounvergence fady
ve (2) 2 M’ jest rovnéz Cislo kladné, vhodné ku R’ volené (tak, aby
mensitel na pravé strané (5) byl majorantni ku A,E2 4 4,82+ .. .)-
Z (5) viak ndsleduje FeSenfn dle & (pFi &emz pocitdme ten kofen kva-

dratické rovnice, ktery pro ;=10 stivd se nullou)-

c B4+ —R(1—¢g n) (1—¢ n)“
§= MR+ 1) ()

kde & , ¢, jsou kofeny rovnice drubého stupné v e

, 1 1 ,
— ¢ (2M +§7)+E’E=0'

Indexy pfi ¢,, &, volime pak tak, aby

14 2M'R"— V(1 +2M’R’)9—-1
R’
1-';—2M'h’.’—|—V(1—l—2M’R’)2
62 R!
Vyraz pro (6) jest rozvinutelny (dle binomické . véty) v Fadu mocninnou
proménné 1, l\ouvel;,entni pro v8ecka . jichz absolutni hodnota jesi
mensi nez £, = R'(L+ 2M'R'—\((L-F 2M'R)*—1). Tim spie bude
konvergovati fada (3). pii niZ soudinitelé hovi rovnicim (4), v tomto
rozsahu. '
Tim podidn dikaz véty (vrdtime se k piivodnimu oznatenf rovnice (L:
Ku funkei y = [(2), kterd pro x =z, stdvd se rovnou y, a klerd jest
v (1) ddna Fadow mocninow argumenty z— x,, kom)ergujm'v jistém
okoli bodu x ==, , existuje vidy, je-li a, ==0, funkee inversni x =@ (y),
kierd pro y —y, stdvd se rovnou z,, a tato jest rozvinutelna v Fady

g =
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mocninnow argumentu.y — y,, konvergentni v jistém okoli bodu y = y,.
T. j. z rovnice (1) pFi a, == o ndsleduje vztah

=L =0y =)+ b -+ ). (D)
Ji 1iplné ekvivalentni.
. Kocffictenty bk lze uriiti postupné methodou neuréitych soucinitels,
b, =, -1
, Na z'lkladé tsel ¢, &, mizeme snadno odvoditi si pro hodnotu zbytku
v Fads (4_) nerovninu, jez mize byti uzitetna. Koefficienty A v Fads
pro & dané rovnici (G) hovi (jak Ctendi snadnym poétem prokdze) ne-
rovoindm
n-1f n - ]),'
W, << (= 2 — w>1.
U] (- 1) ( Ve !
Na zdkladé tohoto vysledku miZeme psa*l pro zbytek 7, po n-tém
¢lenu rady (T) tuto nerovninu -

_1)( :3) n I n-
,Zl(‘ (o)
; l]'l yi + 1) la"l 1 ——I—?‘! /l'/ - .?/0)

1:
1

nebof binomicti sonéinitelé ("") s rostoucim » v absolutni hodnoté stile

klesaji, PFH tom jest stdle pro &isla M', R’ platnn tato jich deﬁni_ce

e DR )+ )

’E—’I
w

1—-=

by /Lhu?, Ku tunku
. oo z: o x
y=er=l4 rtyrtg+ -

existuje, jak znimo, .inversni, jez jest log y. Dle véty pravé dokdzané
jest log y rozvinutelno v okoli bodu # = 1 v fadu potentni; t. j. mame
rozvoj
log y=h (y—+ b, y—D"+ ..,

konvergentni v jistém okoli bodu v =1 V tomto piipadé lze voliti
M=, =3 a dostaneine, Ze Fada posledni jest jist& konvergentui
pro | y—1]| 7036 Ve skutetnosti jest vSak konvergentni v rozsahu
znalné vét$im (jak znimo z rozvoje lozarithmického) a to pro y ~ 1< 1.

. Poendmia, Pozd&ji bude poddno explicitni vyjddfeni soudiniteld &,
pomoct .. Vig pfiklad 2. ku v&t& Lagrangeové, odst 162.
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5. Nékteré priklady k uZiti obecnyeh vét o faddch moeninnych.

156. Rozvoje funkci cos » (arcsinz), sin (naresin.r). Jelikoz aresin.e
lze rozvinouti v Fadu poteninf o konvergentnim intervalu (—1, 1) a
k niz jest 111£1j__()v{§97t11i funkef vyraz

1TT1 (viz odst. 140.)

a jelikoZ ddle pro funkee cosa, sin.z mame rozvoje o poloméru kounver-
gence oo, vime ihned z véty odst. 153. (vztah (¢')), Ze pro dané funkce
budou platny rozvoje potentni, jez konverguji pro viecka |z | <1,
(Stadi do citovaného vztahu dosaditi #»’=1, »'=1 a lim R = o0). Dile
jest patrno, Zze prvni z danych fuakef, jsouc funkei sudou, bude obsaho-
vati jenom sudé moeniny proménné x; drahd funkce pak jenow liché
mocniny, MaZeme tudiZ psdti pro vnitfek intervalu (—1, 1)

cos(narcsinx) =ay +a,2* a4 .. .,
sin (naresine) =u, 2 +a; 2’ a, 274 . ..

(1)

Snadno jest patrno, zc a, =1 (dosadime-li do prvého rozvoje x =0}
a ze a,=mn (délime-li v drubé rovnici po obou stranich tislem » a
potom vypolteme limity obou stran pro limaz =0). Abychom vypocetli
ostatni soutinitele, odvodime si rovnice differencidlni, jimé dané funkce
hovf. Prvou z nich pro krdtkost znatme q (x), druhou ¢ (z); 1 jest nej-
prve @*(z) 4 ¢ (x) =1 a ddle postupné

"

=, (1 -z @ (x) = n?y?(x),

g (£)=— ¢ (x) 'Vl

(1—axYe"(x)=n*(1 — ¢p*(x)).
Derivujeme-li je§té jednou rovnici posledni, mdme po naleZitém krdceni
(Il—z%)q¢"(r) —x¢'(€)+ 1*@a)=0.

Jest tedy rovnice differencidlni mezi y (jakozto odviélou) a a (11e6dvislé
proménnou) '
(L—a®)y'—ay'+0*y=0

splnéna, dosadime-li y =¢q (x). Tatldz rovnice jest splnéna, klademe-li
y = (x). Dosadime-li do nalezené difterenciglni rovnice za 4 rozvoje
potentni jednak pro funkei g (x), jednak pro (x) a nalezité (dle mocuin
proménné x) srovndme, dostaneme na levé strané rozvoj, ktery jest
identicky uvnitf (—1, 1) rovny nulle a jehoz viecky koefficienty dle
véty o neurlitych soutinitelich jsou tedy rovmy nulle. Koefficient pfi z*



240

Jest (kdyZz dosazujeme rozvoj pro q¢(z), jest £ sudé; kdyz rozvoj pro

¥ (x), k liché)

E+2)¢k+ Day,,—k(k—1)a,—ka, + n“ak_(k—|—2)(lc+ 1)“k+4+
+ (n*—k%a,.

Klademe-li tento vyraz rovny nulle, mame

a _a=kmth
T T G D)+ 2) %

Z toho nasleduje

. n? n?(n?—2% _ nt(nr—2H(n*—49)
B=TRY ST T 6! ’

Obdobné jest

n(n%—1? n(n®—12%)(n?—3*
g =— 37 ) u, = ( 5)!( ); Up=-..

Tin jsou koefficienty a, uplné stanoveny a nebylo by nesnadno vypsat
i obecné vyrazy pro a,,

Jelikoz

Uf 1’
li =41
lim 52 —=t1

jest polomér konvergence nalezenych rozvoj& rovny 1. Splyvd tedy
interval konvergenéni s intervalem, pro ktery platnost rozvoji (1) byla
prok4zéna.

Pozndmka. Klademe li v npalezenych rozvojech a=sin§, t. j.

aresinz —=¢§, mdme, je-li oviem ¢ v intervalu (——;—,—g—-), tyto Fady

n (n -—2)

cosng=—1—_ sm“‘§+ sin! § —
e__ e__ 12 2___42 (2)
sinfsgz%sins—y—L—(”g—'l— sin"”g'—i—n(n 15)'(" 3 )sin?’§—...

Je-li # celé a sudé, jest rouzvoj prvy koneiny, druhy jest konetny, je-li
n liché. Mdme-li na mysli jenom ty rozvoje, jeZz jsou ukonteny, a
é—— 7 — &, dostdvame z nale-
zenych formuli vyjidfeni kosinu sudého ndsobku &isla £, jedvak poly-
nomem v sin®§, jednak polynomem v cos®§; ddle sinus lichého ndsobku &

nahraZujeme-li jeSté v nich ¢islo £ vyrazem
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vyjaddien jest jako polynom v sinfé a kosinus lichého ndsobkué jako
polynom v cos£, Tak jest ku pk.
co86&—1—18sin*£ |48 sin' £ — 32siné
=—1-}18cos?& — 48 cos* &+ .32 cos® £,
sind £ =>5sin§ —20sin® £ | 16 sin} £,
cosDE=bcosE —20cos*t 4 16 cos™£.
Jak lze vyjddriti ua zdkladé odvozenjch vysledkd sin24§, (% celé)?

Jak veliky jest soutet fad (2), kdyz & jest vné intervalu (-— —g—, %) ?

Jak veliky jest soutet t&ch fad, kdyZ sin & nahradfme funkef cos&? Vy-
Setfiti konetnd zevrubng konvergenci Fad ve (2), kdyz £ = —;'—7': (srov.

vySettovini odst. 136.).

Ukol. Odvodte stejnym zpisobem rozvoj funkee ewresinr - jakoy
i rozvoje funkce e v fadu mocninnou, jejiz argument jest sinz (ob-
dobné ku fadim (2)).

157. Diive nez budu projedndvati dalst-priklady, odvodime i jednu
vitu pro nekoneéné soutiny. Budiz din nekonedny soutin (14 u,) (1-}-1.,)
ve kterém jest u, dino fadou potentni: '

o= a¥r 4 a2 4 oPusp .. . (@)

konvergentni pro kazdé «x, koefficienty afk) hudtez vesmés, ¢isla kladnd
(= 0). Budiz ddle soutin dany rovndz (ftbsolutné) Kouver gentni pro kaade z.
Znatme P (z) soutin prvych » Ciniteld daného soutinu; lze jej- vy]adutl
Fadou potenéni konvergentni pro kazdé x a budeme jej vypisovati ve tvaru

P@)=14+ A" 14722 ...

7. okolnosti, Ze tisla r/” 2.0, plyne ihned, Ze tisla A(") jsou -¢isla ro-
stouct :meb aspon neklesajici s n; maji tudi/ limitu pro lim n = oo,

nebof jest zdroven patrno. Ze kazdé z {isel A Jest mendi nez hodnota

daného soutinu pro x=—1. Oznaéme tu hnntu ;. Uvazujme pak nej-

prve za predpokladu x = 0 Fadu dvojnou sestavenou v fidky a sloupce
[¢V) T

14 4, + 4, z? + A;l)m" +...
04 (4"~ (]))JI—{—(‘4;2)—11l;1%)9:9+(-A() At 4. 0
404 (47— ");-+(A§‘"_AT_,'"’)1"-'-|-(Af’—A;)w3+...
4+04. . ...

Pefr, Difl, potet. ' 16
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Cleny této fady jsou ifsla =0, je-li tedy konvergentni, jest konver-
gentni absolutnd, Stitejme napfed podle Fddkid, soulty Fddkd utvofi fFadu

P (@) 4 (Py(x) — P, () + (P3(z) — P2+ ..
jeZ jest konvergentni, majic za soutet lim P (z) = P(7) (nebof dle pted-

n=w>

pokladu dany soutin konverguje a existuje tedy limita vyrazu P,(zr) pro
lim n = o). Jest tedy dvojni fada absolutnd konvergentni a miZeme ji
stitati napfed dle sloupcd. Séftdme-li vSak napfed dle sloupeii, utvofi
soutty sloupect Fadu

14+ Az 422+ .. .,
jed bude tudif konvergemini a bude miti opét tys soulet, t. j. I (r).
Vysledky docilené jsou platny i pro # = 0, nebof absolutni koavergence
dvojué fady nenf odvisld od znaménka lfsla .

Mizeme v3ak dokdzané vysledky roz3ifiti na pripad, kdy
", = Mo 4 c(f)x* +..,
pFedpokldaddme-li jenom, Ze fada na pravé strané mé polomér konver-
gence oo a %e nekonefny soutin o &initelich
14| et ||t 4. E=1,23,...

jest konvergentnf pro kazdé x (konvergence bude oviem absolutni).
Abychom dikaz naznatili, kladme pro kritkost |c§k)!:afk) a necht maji
pro tisla c “ 4 novi sou(:in' symboly C’:n), C., @,(x), Q(r) tyz viznam

jako maji symboly A y 4., P,(@), P(x) pro &isla n,.(“ a Zprvu uvazo-
.vany soutin. Pak Jest otividné (odst. 18., posl. vztah)

ot ¢t < I < [a*7 A("',
odkud? jednak dle véty Bolzano-Cauchyovy plyne existence lim C( - Cey

n=w

jednak na,s]eduje ze dvojnd Fada, jiz dostivdme z (), nahradime-li n"‘)
tisly cf , jest rovnéZz absolutn& konvergentni jako ()), a madme tudi7
i didsledek, Ze fada potenéni

Q)=1+4+Ciz+ C,z*+ ...
jest konvergentni pro kazdé x a jeji soutet jest roven nekonedénému
soutinu v dvahu vzatému.

MiZeme, co jsme privé dokazali, shrnouti ve vétu: Nekonednj

soucin
(4+u) )l +u). .
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ve Lterém w, = c( ):c + c(") 4 ... jest Fada potenéni konver Jentiu’ pro
kazdé x a kieryi souéin jest rovndi Lonvergentni pro kaidé a: a o
tak, Ze lkonverguje i soubin vznikly z daného, nahradime-li c, ) jich
absolutni hodnotou, jest rovny #adé potenini

14 Ciz 4 Cyz® + .
Aouvcrgentm pro kaidé z. Koefficienty 7/, mizeme vyjddFiti jako lnmty
lim CL , t. j. jako soufty Fad nekonelnych

- ., ) fiy) () . .
(L:Eo’ J.;....cj y i, =1,2,38,..,
T T
ot .=k {5, kdyz i r=1,2,3,..
158. Abychom véty predchdzejiciho odst. pouzili na ptikladé, uva-

Zujie soudin
_,E'z m'.' .1;2
(l_lTﬂ") (l—w) (1—'3T”2‘) ..... (C)

Soutin tento jest absolutné konvergentni, af z* nabyva jakoukoli hodnotu
redlnou (kladnou & zdpornou) a dd se psiti tedy jakozto potenini fada
voliciny x? konvergentni pro kazdé z®. Jeli x* kladné, jest ten soulin
roven funkei (odst. 91).

sin z

e, @

Jiz v8ak dovedeme vyjddiiti snadno jako mocninnou Fadu proménné a*
1 x? x4

s tE T )

konvergujici pro kazdé xz*. Jsou tedy vyrazy (¢) a (e) rovny a to iden-
ticky a rovnost tato tudiz dle pfedch. odst. trvd, kdyZz z* jest zdporné.
Klademe-li v (¢) —x? misto 2% méni se vSak vyraz tento ve

1 er—e~x

) z* zt )
FURREE TR TR R PR

tak Ze wdme rovnost platnou pro kazdé

) ) o

éimz jsme docilili rozkladu hypcrbolickc’ho sinusu v soucin nekoneény.
Obdobné dostdvdame pro hyperbolicky kosinus:

ax+20 . (1+(2L)-..)( 4 (2r) )( + g?;)g)

16*
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159. Rovnice (f) pouZijeme k odvozeni dileZitého v analysi.roz-
voje. Nédsobime-li ob& strany té rovnice fslem e*.x—! a potom klademe
x misto -2z, midme po snadné upravé:

er— 1
loa (1+1‘,(2 )z) (1+ - ))
Logarithmujeme-li obé strany, dostaneme

er—1_ z”
:;:c+]o°(1+ - (2 o )+1o (1+ T )+

aneb rozvineme-li logarithmy na pravé strand v moeninné fady a pak
néleZitd uspofdddme

log

€ 1., Bz Bz B, &'
log _2m+ 2! 2 4! 4 + ! 6 e e s sy (g)

pki temZ jsme k vili strutnosti kladli
B}, 2 (1 1 1 -
@)! = (2724 (W + o + 33 + ... ) )

Rozvoj (4) jest platny pro viechna z, jichZ.abs. hodn. jest mensf
nez 27. Cisla B; v (¢) definovans sluji &isla Bernoulliska. Derivujeme-li
bbé strany rovnice (¢) dle z. pak ndsobime z a k ob&ma strandm pti-
tem 1— }z, mdme téZ pro |z|<< 2x

z e+4+1 By o ,_. 7 6
PR Rt T +5te
jakozto  nejjednodussi rozvoj definujici Bemoullzsla éisla.

Ndsobfme-li na obou stranich této rovnice vyrazem

z x? z®

a potom — uzivajice véty o neuréltych ﬁouémlteliuh — porovnime
koefficienty pti 2" na obou stranich, obdrifme
B, By B
(21)11! (21.—2;'3!—'_(2}.—4»’3'
(=1 (=D 1
T @I DT 2 @ul

aneb, nisobime-li jesté (22.—[—1)' a soufasnd zavedeme obvyklé ozna-
tenf binomickych soutiniteli, po jednoduché upravé

(2AT1)BL_(2;.;1) Bl_1+(2a+1) B ...
ey 1(4;+1)B EPPRS

20—1 2
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coZ jest Moivreova relace pro Bernoulliskd &isla. Ta ndm dovoluje
postupné vypotitati tato Cisla; vyplyvd pak z nf, Ze céisla Bermoullisid
jsvu vesmés éisla raciondlnd. Pro nejnizsi indexy jest po snadném poétu

1 1 1 1 _ 5 ., _ 691
B=% Bh=g5 5KH=g Bz 5~ Hh=omy
T 3617 ,, _ 43867 174611 854513
Bi=%, Be=7%10 Boe="7g5» Br= 555 Bu="ggg »-

160. Av3ak i pro funkce goniometrické miZeme odvoditi z pted-
chdzejiciho n&které dilezité rozvoje. Deruu.]eme-lya obou strandch
rovaici

=1 1 i
0g (l—l——) + 0“(1—m)+ ooy

log sin x

maime ihned

2x 2 2
cotg x_——l— 12”1—1—1:2_22?—'—3:,‘__32—”—_‘—{—.... (’l)

ze kteréhoz rozvoje nésleduJe, uzivdme-li vztahu
2z 2z 223 2x°

w_:ﬁ_-—-' El;'. ——/.’_—4”4 ———kﬁnﬁ—... 5 Iz|<kﬂ,
stejné jako svrchu v (y) vztah (pouzijeme pii tom rovmosti (L))
cotg x — %—p— 2%z f'z 2473 — Bf 2025 — . — << x<n.

. Obdobn& z rovnice ddvajief ndm rozklad cos z v Cinitele (odst. 93)
dostivime jednak

2r 2r 2z
TR Tt o gt s T ()
.
jednak potenéni rozvoj
_T Ty T, |, 4 4
tgx_g_!m+4—!m:{+6_};z,+-": '_—2—<Z<?, (l)
kde -
7‘_- 22}.+1 1 1
(213 1= i (IT, +3u + 02; + . ) (m)
Avsak

1 1 1
ﬁ—l-@-{—m-{—

{1 , 1 1 11 ,1 1
—(ﬁ+éﬁ+@+-~)—ﬁ(ﬁ+ﬁ+3—ﬂ+“-)
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a porovndme-li (m) s (k), mdme na podkladé posledni identity
T,=2"(" —1) B,, (n)

kteryzto vztah stanovi soulinitele v rozvoji tangenty jednodusSe pomoci
Bernoulliskych ¢fsel. Stejnd jako svrchu pro éisla Bernoulliskd dostdvime
z () pro tangentové soulinitele tento rekurrentni vzorec

T, — (2‘) ,1+( ) ...-;-(—1)1“(212_l 2)1’,:(—1)"“2‘;.,

ze kterého vyplyvaji éisla T', postupné jako ¢isla celistvd (1", =2, T,=3).

Kun odvozeni rozvojii pro cosecz, secx pouZijeme vztahu

cosecx_—;— tg ; + - 1 (-otg ;r,
ze kterého v diisledku (¢) a (%) ndsleduje
vl cosec:z__i. + ].“nfﬂim"_g'zn?_x__ru TN 2a~ e )
aneb .té7 .
mr= L () (k)b
Klademe li v této rovnostl——r misto a: a uspofdddime-li vznikly vyraz

2
vhodnéji, dostaneme

1 _ _ 2 2 2 2
cosa:_secx_(n—2m ;—{—2;1')—(%‘-'—_7):5:—'_)7:—}—21/_’—

+( 2 +5nin

aneb

4.1.n__ 4.3.1n + *4.H .
Tni— 4z 37ai— 4zt ' bige —4r' e W

secr—

Z vyrazi ziskanych ndsleduji potentni rozvoje pro cosecz, seca. Ostatnd
pro prvnf z téchto funkei madme z (p) ihned pfi —n <z <=n

1 B B, . B, .
cosecr=—-+ @ =T o+ @' — 2 Pa 2 -2 et ..

Pro druhou funkei pak mdme z (s) 1-ozvoj tvaru

Secx:Eo+{;‘!.1:‘2+E 'l'—}- 6' xt 4 . -g—Q;r/\%—,
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kde .
o oubr | 1 1
m}" —n2k+| 12k+1 - 32k+1 +52k’-}-_1 N
7 véty o neuréitych soutinitelich plyne (obdobné jako pfi tfslech Ber-
noulliskych) pro fsla E, — tak zvand §isla Eulerova — relace (> 0)

E, —(22”) Faoy + (24”) Foge ... 4 (=1 (2 zig) E, +

n{2n _
4+ (—1) (M) E,=0.
Jelikoz, jak bezprostfednd patrno, E, =1, plyne z této relace, Ze viecka
¢isla Eulerova jsou &isla celd; jest pak ku pf. E, =1, E,=5, k, =61,

E,= 1385, E,= 50521, E,= 2702765, E, — 199360981.
 LPozndmka 1. V piedchizejicim ziskali jsme gsoudasnd vyjadieni
souttd nékteryeh Fad nekonetnych astdji se vyskytujicich. Jest

1 1 1 _22!:—1”2&
T T E = @r! -
1 1 1 2k +1

)

1%+ - gkt + 5ak+1 e ':2“'“(215)!
a specielné »

111 n?
1'-’+9'-'+3“+"' 6
1 1 1 T
R S SRR =7

7z nichZ poslednf zndma je nim z rozvoje pro arctg r (fada Leibnicova).
Pozndmka 2. Poddvim jestd pocdtedni tleny rozvoji funkei gonio-
metrickych; jest

17 62 1382

P — _.l_ 3 2 A 7 9 e § |
r=r+4-g 2+ 452"+ 3752+ 5aar 2"+ prgas £ T
N [ ___1_ '!___l_,,-l___ 2 . (5 1 8 2 10__
weotgr=1-— ot — g o — g o oy ¥ T8
— ey 5 4 61 271 e 50521 .,
seer=1+ 5 @ For =+ o * *+ go6s *" T 378200° T

T ., 81 ., 121 ., 13 .
360° T i5120% 1 G04800% + 3491280% T
161. n-ta derivace funkce funkce. Abychom si zjednali vyraz pro

n-tou derivaci funkee funkee, miZeme s prosp&chem pouZiti véty odst.
153. o dosazeni fady mocninné do jiné Fady mocninné.

xcosec r=1 —(l),— x4
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Budiz F(u) funkce rozvinutelnd v fadu Taylorovu, takze lze psiti

F(ut 8= F )+ Py + -5 Py + M

a budiz "% rovna funkei f(z) rozvinutelné rovnéz v fadu Taylorovu
ve tviru

[ @)= @+ 7@+ o @+

Dosadime-li do (1) w=—j (z), k:-%—']’(x) + —72’—11”(13) + ... a uspol4-

ddme-li dle mocnin proménné %, obdrzime Fadu potenéni proménné 7,
jez bude fadou Taylorovou pro F'(f(x-+7M) a v nii koefficient pri A"
bude n-tou derivact fuukce F(/(x)) dle z deleuou Gislem n! Avdak
koefticient pri 4" ve vyla/e L™ t. j. ve vyraze

Qﬂ@+§ﬂm+mf @

jest. dk polynomické véty, ])1591119-]1 k viili strucnosti /% (2) kritee «'”

y e ml (u W\ u’"’l._- o
’m”‘fz,!/.gl,lu!... (Ti) (zl) .-;!) ’ ()

kde soutet se vztahuje na viecka &isla kladnd celd 4,, 4., 4,, . .. hovici
rovoicim
At b+ 4 .oo=m, 4
A +22, 434, 4+ ... =n )
Tedy pro n-lou derivaci’ hledanou mdme
DIE(f@)= 2 LT ). B, ()

Vysledek jest sice odvozen pouze pro funkee rozvinutelné v, fadu Taylo-
rovu, aviak jest platny pro viecky funkce majici derivace fddi ve for-
muli se vyskytujicich, jak ¢tenif snadno nahlédne. Vysledku tomu
miZzeme dati téz tento tvar

mver=ns gt () () () o

kde soutet vztahuje se na vSecka ¢isla cela kladnd hovief rovniei (H)
a kde jsme pro krdtkost psali 4, +4,+ 4, + ... =
Priklad 1. n-td derivace F(x*). Tu jest j(r) =a? [(x)=2a,
"a)=2, f"(x)=0... Jest tedy
I 1 m 2
D F(*)y=nl2 RPN 7 )(a;'l) 2% 2",

/.1,1.2 1
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kde 2, + 24, =mn, m = 4, 4+ 2,. Klademe-li v tomto vyrazu postupné

4,=0,1,2,... jest zirovei 4, =n, n—2, n—4,... a m=n,
n—1, n—2,...a tak se vyraz przivé napsany méni v ndsledujicf
- __ n! o . aE=2 g_g (n—1
Dx l’('rQ)_T (‘)'1)+( 2)'1|2 x F (z2)+

n! n—A gy =2
(n—__m2 £, I (Iz)“l"' e

Priklad 2. n-td derivace F(u), kde u:j—:—i—z. Tu -jgst o
W 9—be g lad—be T
T (ex+d)¥’ - ez +d)r

1% jest obecn® rovno podilu konstanty a (cz—l—(?)e_“; se zfetelem ku
(4) a (D) se tedy vyraz -

! }'1 r )‘3
Iv'(m)(ju)(“—) (?'-) .. le(lllkll]t‘ na C, L (u)

1] \ot “ex 4 )T
kde (' jest konstanta. MizZeme tedy ps:iti
]) I ax—l_ b) 2"1 ( / ( ’3;—,; (1!)
cx—|—d m=1 (C.Z‘+d)

a zbyvd stanoviti jenom C_. K tomu cili volme F(u) —=u*, kde r jest

celé, a stanovme n-tou derivaci toho vyrazu pro z=—=0.a", tudiz
pro =0, Jest patrno, ze F 0)= rl, vEecky ostatni derivace P 0)=0,

k== r. Redukuje se tedy pravi stmna (), je-li r v (1, #), na
C .r! e ¥ (

nt (ud—b(:)"+". 2

Levou stranu vypotteme piimo tim, ze derivujeme w*—(az + b)" (cr+ a)"

jako sounéin dle Leibnicova pravidla, dosazujice hned za x. Dostaneme

) no 77" .r n—r n \—n n— 1(” 1)
= la'.c . — A=
[I)xu ].,=_b.r’ (r).r.a T @d B0 (= 1) ()
Porovnidme-li oba vysledky (8) a (y), mdme ihned
nl(n—1)!

(n—r)lri(r—1)!
&mz kol na% dplné felen.

Priklad 3. n-td derivace F(e*). V tomto piipadé jest u — e* =
=u' =" =u'"=".., a rovnice (7) se ménf ihned na

C.==1""" (ad—0e)'¢" ™" r=1,2,3,.., n,

D FEe) =2 G F” () e
mn=]



850 :

kde jest je§té urtiti konstantu G_. K stanoveni jeji mibZeme voliti
F(u)=(»—1)", r celé v intervalu (1, »), a vypotisti n-tou derivaci
pro x=0, (u=1). Jelikoz F™1)=10 pro m=r a FO1)=r!
a jezto ».-td derivace funkce (u—1)"= ¢ — re" V"4 ... snadno se
vypotte p¥imo, dostaneme ihned porovnénim ohou vysledkd

(7,;?'_‘1! [, —(;)(,-— 1)"-{—(;)(;' 9y .. ]

Priklad 4. n-ta derivace F(x'). Tu dostivame podobné jako v pii-
kladech predchdzejicich kladouce u —a¢

- ¢ (m) —n
DF@)=2EI'" ()at™"".
m=1

K stanovenf &sel /2 staci volill F'(u) = (1 — 1)", kde r celé v (1, u),
a potitati m-tow derivaei pro =1, (n=1). Dostaneme podobné& jako
v pledch. pFikladé .

= (- 6|

Je-li ¢ celé kladné. stati jen ta s v souttu svrehu napsaném brati
v tivahu, pro né7z gm —n =0.

Priklad 5. Odvozeni Waringovy formule pro souéet n-tych mocnin
korfend rovnice algebraické. Uvazujme funkci log (1 + a,t + a 824 . .
cen —I-aNtN) proménné f.  Vypocteme n-tou derivaci dle ¢ pro hodnotu
t =0, uzivajice rovnice (7); jest I'(w) =logn, u=1+ at + a,t*+..-
cootatt Jest

n® ) (w m -
["—'] =a,, LF )(u)J =(—1) ](m— !
k1 ¢ t =0

. =0
a tedy

 a (=" Tm—1D! i, 4 N
[Dtlog(l—l-a,t—l—..):l :n!.}.( ).l)!lgl.(..l‘v!) ul'u:‘...a;\.

=0
Aviak, oznalime-li kofeny rovnice 2"+ a,2*~'+ ...+ a, =0 znatkami
@y, ey o ooy g, JeSt Jog (1 4 a2 + ...+ aat”) = log (1 — e, 2) (1 —ayi). ..
(=g )y=log(l—ef) +log(l —eapt)+ . . . +log(1—ayt) a
koefficient pfi ¢* v Maclarinové rozvoji této funkce jest

1 n n n\ __ Su
e =
Porovndme-li oba vysledky, méme
| (=D om—1) i i
\ S=2" i —a,'a,*...a"
h (RS PV DU I B
: WH 2. Ny =n
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a kde m=12, 44, +... 42, Formule tato jest pravé hlédand formule
Waringova.

162. Rada Lagrangeova. Funkei » proménné = danou rovnie
y=a—+zy(y) ’ M
a podminkou. 7e pro =0 jest y—«, miZeme poklddati za funkei
inversni ku funkei
y—u
T —x,
P1y)
Levou stranu této rovnice lze rozvinouti v fadu potentni argumentu
y — a, lze-li jenom ¢(y) v takovou Fadu rozvinouti a je-li dile y(a)==0
(viz odst. 154). Jest tedy
r=a,(y—a)+a,(y—a)+a;(y —a)*+ ...; a F 0.

7 véty odst. 155. nasleduje na zdikladé této rovnice rozvoj

y—a="hax-+ b,z ba*+ ...

konvergentni v jistém okoli bodu =20, ba lze dokonce i pro F(y), je-li
F(y) funkee vozvinutelnd v fadu Taylorovn v okoli bodu y — e, psiti
0%V 0j o

Flg) = A+ 4,z + 4,2+ ... (odst. 1H3.) (2)
Formule Lagrangeova poddvi vypotet koefficientd A, v jednoduchém
tvaru. Abychom si piisluiné vyrazy odvodili, jest tfeba nejprvé poukdi-
zati k tomu, Ze veliina a jest vizdna toliko podmfinkou ¢(«) 3=0 a lzo«
tedy ji v jistém intervalu libovolné méniti,” ba dokonce lze ji poklddati
za proménnou omezenou na jisty interval, coZ také udinime. Pak jest
oviem také y funkei proménné a, kterouito funkei miZeme pokladati
za inversni ku funkei ¢ =4 y — xy(y), tedy za funkei majici prvou
derivaci dle ¢ i derivace vyS$iho Fddu. Derivujeme-li vSak (1) jednou
dle z, podruhé dle a, dostdviime rovnice '

dy _ e W e Y gy W 3
Pl ) an + v(y), e = L+ 29/(y) a2’ (3)
ze kteryeh nisleduje mezi derivacemi funkee y dle # a dle « tento vztah
dy __dy.
iz — da - P(y). (4)

Obratme se nyni ku poéitdni tisel 4, , koefficientli v rozvoji funkce F(y)
v potenéni fadu argumentu 2. Koefficienty ty budou funkee druhé pro-
méuné « a mizeme je snadno potitati dle formule Maclaurinovy. Tak
pro prvé dva ku pi. mame (pH vypottu A4, pouzito prvé z rovnic (3))

A,= [/"(_7/)] = I(a), A: :[dfl;gy):l = [F'(?/) :%] = a) y(a);
x=0 o di =0 (5) -
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takovymto zpfisobem bychom postupnd mohli potitati v3echny soutinitele
A,. Abychom vSak je mohli vyjadriti ve tvaru jednoduchém, uZijeme
zviddtntho obratu, ktery i pfi jinjeh pifleZitostech byvi uzitetny. Deri-
vujeme rovnici (2) dle «; obdrZime pouZfvajice ziroven (4)

Fliy)y (y)% = A, + 24,0 + 34,2+ ... F kA4 .0 (6)

Uvazujeme-li rozvoj jiné funkee F,(y) (rovnéz rozvinutelné v fadu
mocninnou argumentu (¥ — a)) obdobny ku rvozvoji funkce F(y) ve (2)
a kteryZ piSeme ve tvaru

F(y)=B,+ B z+Byz*+...+ B,z +..., (7
miZeme, derivujeme-1i na obou strandch nyni viak dle «*), dociliti, aby
levd strana rovnice tak vzniklé shodla se s levou stranou rovnice (6).
Tomu bude patrné vyhovéno, volime-li 7, (y) tak, aby F', (y)= I'(y) ¥ (y)
(t. j. aby F, (v) jako funkce promé&nné ¢ byla primitivni funkef IF'(y) ¢ ();
ze takové funkce existuji a jsou rozvinutelné v mocninné Fady arg.
¥ — a, jest na snadé, viz odst. 14%). Provedeme li derivaci dle a rovnice (7)
a dosadime-li pak I tedy celkem F', (y)= F'(y)w(y), dostaneme

dy _dB, , dB d B, aB, ;
1., oY o — [1] 1 2 2
FprvW o= t st ot tge+- 8

Porovndme-li soutinitele na pravych stranich rovnice (6) a (8), obdrZime

_ dB,
(/;+l)4k+1:7i71—;k20, 1,2 8,... )]
Znsme-li vsak soulinitel A, v (6) pro funkei F'(y), kterd jest libovolnd
funkce proménné y rozvinutelnd v mocninnou Fadu argumentu y — a,
zndme také B, a tedy v disledku (9) 4, ; t. j. zndme-li 4, pro libo-
volnou funkei £(y) rozvinutelnou v mocninnou fadu arg. r —a, zZnime
také 4, . Ponévadz vSak zndme 4,=—F'(a), znime také 4,. a tedy
také 4,, 4,,... Jest ku pi.

A, = F(a), tedy By=1I (a) a tedy dle (9), pii £=0,

4=, Fla)p @),

*) Pripustnost derivovani dle a u rovnice (7) by ov3em méla byti zdivodnéna;
nechci viak touto véci se zdrZovati, nebof z pozdéjsich obecnych uvah o implicitnich
funkeich a mocninnyéh radich dvou proménnych (a takovéto Fady tu privé miame
a to jednak argumentu x, jednak argumentu a — ao, kde ao jest jistd hodnota zvo-
lend libovolné uvnili intervalu, kiery muize probihaii a) vyplyva pripusinost tato
bezprosliedne, ’
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tudiz dile B, = _l]_i F'(@)yp(a)= -1—- F’(a) »?(a)a fedy dle (9), ptik=1,

4= (@) 97 (@),

1d,,.
By=g 7, (F@ v’ (1), dy=—7; 3'd q(l"(a)q; (@) a t. d.
Uplnou indukei pak dostiviame ilined
k—1

¢
A= T gam F@v'@) o

{imZ soutinitelé v rozvoji 2) stanoveny a Fada Lagrangeova odvozena.

Pozndmka 1. Methody vyloZené dd se téz pouziti, mame-li misto (1).
rovnici pondkud obecnéjsi

y=C(at+zy(y),
za jistych oviem piedpokladd (na snad® lezicich) pro funkce @ a .
I v tomto pFipadé totiZz zlistane zachovdna rovnice (4); pro koefficienty Ax
rozvoje (2) dostaneme tvar

4, =F (@ @), 4,= ;D" [F(@@) 4" @ @) ¥@). (1)

Pozndmka 2, Rada Lagrangeova feif také tkol, dle kterého funkce
F(y) se nd rozvinouti v fadu potenéni postupujici dle moenin funkece f(y)
rozvinutelné v potenéni fadu argumentu y — e, a majicf nullovy bod
Fadu prvého v a,; jest tedy f(y)=(y —a,)q (), rp(ao):|:0. Klademe

y—a)py)=z a tedy y=a+ <

kde a jest velitina proménni jistého okeli hodu «,. Dostaneme pak
ihned z Fady Lagrangeovy (za jistych piedpokladi o F'(y), které netfeba
poznovu uviadéti) — za z dosazujeme ve vypsané formuli L. (y —a)q (%)
a pak za a klademe a,, tedy celkem za z klademe f(y) —

v Fiy=A4,+ 4, Fyp+ 4.1+ .., (12)
e

A4, =L[p= (F@) —Lipe ‘(F’( P i) )] (12)
ELT )] _ TR ff@ ],
Tomuto rozvoji fikiva se nékdy *ude Birmunnova,
Pozndmka 3. Pouzijeme majorantnich funkef, abychom si odvodili
nerovninu pro polomér konvergence Fady Lagrangeovy. Vysetfujme
tento polomér pro piipad, Ze velicind « ddme pevnou hodnotu a,,
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Funkee y(y) jest funkce rozvinutelnd v Fadu wocninnou v okoli bodu
y—a,, budiz pak vyraz
M
1 _Y—
0
majorantoin ku w(y). Pak pro koefficienty 5, fady Lagrangeovy pro y
(F(y)=y, "(y)=1) a pro a=a, budeme miti nerovninu

y M=>0, Q>U

1 _ . 4 |
Lo | =35 yhia), <%'~ ‘Dﬁ ‘_..Li
hmap ( ) |
_ 2k—2n A
l['l.-l'\(/ )I/vok—1'
Avsak
k

e —2)! k . (2] — 1 4 M
11111\/(2, M 1 2EGE—1) M U—"—{ (odst. 1., (1IL),

—lin
o (k=1)thl g k= Ek+1) o o
odkudz Jest. patrno, Ze polomér ¥ady Lagrangeovy, sestrojené pro

F(yp) =y, jest vétsi (=) nez (:I_I (odst 142., pozn.)
Zbytek po (»+ 1)-tém tlenn jest v tom piipadé rovmy vyrazu
NN CIATI i AR
(4Dl o M’

9

Priklad 1. Uzijeme-li formule Lagrangeovy na rovnici

| 6 <T.

.'/:w+%(y”~l) (13)

k vypottu fady pro y, dostaneme Fadu ddvajici pro dosti malou | x| ten
koten rovnice, ktery jest rovny uulle, kdyz a =0. Rada Lagrangeova
pro y jest v tomto pFipadé
L E 1 ) Y
y=a+5 1)+2,( D( D+ ..

k
4 %(é) D=0 ()

Vypoiteme-li viak kofen rovnice (13), o n&jz jde, dostaneme snadnym
pottem

y = —Vl — 2ax -+ 2% (15)

a!._.
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Polozime vyraz (15) rovny fadé (14) a derivujeme-li potom jesté dle a
na obou strandch (viz pozn. pod Carou, str. 252.), obdrifime rozvoj

1
V1 —2za + «°
kde soudinitelé dani vztahem

=14 w.X,(0) + 22,a) + ...+ X, (@) ., (16)

1
2.4.6...2k

jsou t. zv. polynomy Legendreovy.

Priklad 2. Pomoci Lagrangeovy formule lze wypoéisti explicitné
souéinitele pro inversi mocninné rady (odst. 155.). Mime-li vztah

t—zg=a, (y—y)+ oy —y)+.., (18)
mizeme, jeli a, & 0, uziti formule Lagrangeovy na rovnici y —=a -+
+ (@ — =) ¥ (y),

1
kde WYy = —
= Y e o~y F e — v -
a ve které a jest proménnd, jejiz obor jest jisté okoli bodu g,; misto
svrchu uzivaného x psidno z — r,.
_ Vyraz ok (y), vyskytujici se ve formuli Lagrangeové, -potitime dle
poutky binomické, kladouce

X, (2)= 1): (a?— 1) a7

E(k+4-1) 4 E(k41) (k42
=L b 10 HeED ) NG,
kde ,{(_/):ag('/_."/o +a, (v oy)+ ...

Formule Lagrangeova pro » — y, ddivé, kdyz jsme napfed provedli umoc-
néni fady y(y) a naznacené v ni derivovanf dle « a potom za ¢ dosadili
vesmés y,, po snadném pottu tento vysledek

z—zx, A o, Ay
¥ ?/o:—al—' +a_?2‘(w_‘xo)'+ 61‘ (z—x)"+ ...
| ;
"'+a2k——kl(x—x0)k°" (]9)
1
kde

(=" 1, @k —2— ,z)v; 2, 2,
Av=—p— }_:12"( 1) LT, la,a,’ ..

Pfi tom ‘se souttové znaménko vztahuje na vSecka kladni (=0), celd
tisla 2,, 2,, 4,. ... hovici sontasnd ob&ma rovnicim

h+4+ 45+ . =k—1,
ll+2).2—{—3).3+....:2k—2.

(199
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Specieln& jsou soutinitelé ,, A, 4,, A4s, 4, ddni témito vyrazy
' —a,, —a,a,+ 24}, —ay? + baya,a, — daj,

—azal + 6a,a,a + 3ajal — 2lagaza, 4 1443,
—aga} + Taa,02 + Taja08 — 28a,a5a] — 28a’a,a? 4 Sdazaf 1, — 4245,
Zarovein mame pro polomér konvergence ¢ a zbytek po n-tém Clenu 7,
fady (19) dle vysledkii odst. 155. tyto merovniny

oe=¢e1a |,

7| <Lkt (2n—1)(52|x——w0|) o 1
A STLT TN Ja | SURFT) | ‘_x__ﬂ,
2 3
a, .
" (20
?__
kde e, = 14+2MR +V2+IMR)
a kde kladnd ¢isla M, R jsou tak vélena, aby
M |a
Pk_z/ a,
Misto ez mizeme otividng uZivati hodnoty &', _3'(1—'—15/”1{), jez jest

V& nez e,.a nebude tim dottena spravnost nerovnin (20).

Priklad 3. Re$eni rovnic numerickych lze s vyhodou providéti
pomoci Lagrangeovy formule, zname-li oviem kofeny rovnice jiz s jistym
pFiblizenim. Odvodim pifsluiné vztahy pouze pro rovnice algebraické tvaru

Y by T by b, =0, (@0
Budiz pFiblizni hodnota kofene této rovnice %,; Tovnicl sammu mizeme
pak psdti ve tvarn
—f(.'/o)— /(./o —¥)+ ‘”/”(’/o) =)+
e + 'f)’ﬂ/.w)(yo) (.]/ — U ).

Uzijewme-li nynf tu rovnice (19) kladouce £ — uo =— f(¥,), ¢, = ;—' P,
méme ihned pro hodnotu 4, kotene to blizkého ku y,, rovnici

JWD "W fH (ye) +| T (go) F1(36) = B " (y,0] I (4a) 4
e 2/%y,) 6/ (yo) -

Y=%—
(22)

O kounvergenci této fady a o zbytku jejim po n-tém ¢lenu nds
poutuji vztahy (20). PouZijeme nejprve téchto rovnic pro kofen blizky
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nulle (jehozto piibliZn‘i hodnota y, =0). Pak pro y,==0 jest f(y,) =5,
f’( Yoy =b ., 2| f'(y)=>,_, ....; podrzime-li pak ve (22) po

denu 4, toliko jeden ¢len, miZeme vyslovm na ziklad& (19) a (20) vétu:
Jsouli ¢fsla kladna A7, R tak volena, aby

M b

ok
RP=5,_
aje-li dile | b, | = |0, _ | ¢!, pak v intervale (v, 1), kde¥)
b, 1 R (52 bn)2
=T _T1+2MR o, 7’

b, &, b
= — + k (2)),
4 14+2MR\O

jest kofen rovnice 121), ktery jest nejmensi absolutni hodnoty ze vsech
kofend redlnych (i kowplexnich). Obdobnou vé&tu lze vysloviti i pro
kofen o nejvétsi absolutni hodooté; dostaneme ji transformaei rovnice
(21) substituei y =:7' a uZitim na rovnici tak vzniklon véty prdvé
dokdzans.
Ku p#. pil rovnici 2°4 42*+323+22%+ 72+ 2=0 mizeme
2

kldsti M/ = 7 1{:—3— a tedy-szz—;—; jelikoz pak jest b, =2,

2
hy="Ta podmmce [ by | =2 | D, | & vyhovéno.jestvintervalu(——-7——
7 2 . . . . s
—Eg T + F)%) redlny koien dané rovnice, jenZ jest uejmensi
absolutui hodnoty ze viech kofent dané rovmnice. Odporuluji &tendfi, aby
kofen pifslusny vypotital presndji na zdkladé odvozenych formuli.
Abych aspoii na jednom numerickém piikladé objasnil uzitek rovnic
odvozenych, budu uvaZovati rovniei
y'—2y—5b=0.

1
*) Pfi tom ve (20) vyraz <Y — T I’ kleryZlo vyraz zaslupuje vlasine

nekoneénou fadu
b

Her
I
3 3 bn—l

nahrazen prosle % e3, coz iest pripusino, je-li &, f &, ] 6, ,

2
2

M=t

Petr, Dill. potet. 17
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Rovnice tato mé kofen blizky 2; jelikoz pak jest y* — 2y —5 = (y — 2)? +
+6(y—2)*410(y—2) —1, miZeme pouzivati formuli ptikladu 2,
6
0’
R=6. Dostaneme &, =272 a pro g nerovnost ¢ =(0-272)~". Podrzime-}i
z rozvoje (15) prvych 5 Elend, dostaneme pro kofen blizky 2 vztah

16 , 62 780 . 10884
10~ 1000 " 100000 10000000 " 10°

kladouce z—z,=1, ¢, =10, a,=6, a;,=1, a,=...=0, M=

+6.744.107°

y—2=

aneb
y=2094553+ @, 744.107° | @ | < 1.

Na pfiklad® tomto jest patrno, Ze hlavnf uZitek pro vypofet pFindgeji
prvi tlenové rozvoje (19); tato okolnost plati obecnd, jak snadno lze
prokizati.

6. Pravé hodnoty vyrazi neuréitych.

163. Neékdy byvd ddna funkce vyrazem, ktery viak pro nékteré
hodnoty neodvisle promé&nné ztrdci plné vyznam, a my pak Ffkime, Ze
stavd se pro ty hodnoty meurditym. Tak ku pf. vyraz :‘!_1_111?3’ stanovi pro
ka?dé = rizné od (0 urlitou hodnotu, pro =0 viak nabyvd tvaru
%— zcela bezvyzimamného; stejné i vyraz sini— jest pro « = O vyrazem
neuréitym.

Mize se v3ak stdti, Ze jest funkce spojita, kterd se s vyrazem
danym shoduje a nabyva uréitych hodnot i v bodech, ve kterych vyraz
dany stivd se neurtitym. Pak fikdime oném uritym hodnotim pravé
hodnoty daného vyrazu pro piisluiné hodnoty neodvisle proménné. Dle
této definice jest tedy pravd hodmota vyrazu f(x) v bodé z—=a, ve
kterém f(x) neni definovino (nemd vyznamu), ddna limitou

lim f(z),

existuje-li tato limita; neexistuje-li tato limita, pak vyraz f(z) nemd
pravé hodnoty v bodé a, nebof nemiZe byti funkce, kterd by v okoli
bodu « shodovala se s /(x) a byla spojitdi v bodé a (dle definice funkce
spojité v bodé «).

Vyrazy SN%:, sin% maji tedy pravé hodnoty v bodé r—0, exi-

stuji-li limity
. Sinz .. 1
lim——, limsin—,
Ir= 0 z xX=0 z
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a jsou pak ty pravé hodnoty témto limitdm rovny. Jak patrno, toliko
prvy z vyrazi md pravou hodnotu (=1) v bodé £ =0; druhy nemd
pravé hodnoty.

Jest tedy v podstatd politini pravych hodnot vyrazi v bodé e ne-
urtitych pocitanim limit vyrazd dangch v okoli bodu e spojityii funkcemi.

164. Pfipad néj(;astéji se vyskytujici jest vySetfovani limity podilu
dvou spojitych funkei

llm {E ; za predpokladu, Ze 11111 f(x) =0, 11111 Fxy=0, (1)

kde tedy vyraz v bod8 z =0 md bezvyznamny tvar 3. UvaZzujme tento

piipad nejprve za predpokladu, Ze i f(z) i F'(x) daji se rozvinouti v ne-
konec¢nou fadu Taylorovu v okoli bodu a. Budiz
I I+1
f@=a@—a) +a,,@—a +. .,
o L L1
Fy=A,(x —a) +4,, (z—a) + ...

(a, jakoz i 4, jest rovno O, ne.bo_'ﬁ f(a)y=0, _F(d)':O; v rozvojich na-

psanych jsme utinili piedpoklad, Ze téz @, —=a,=...=a,_, =0,
Ay=d,=... =4, ,=0); o0 g, resp. A, budeme pfedpoklidati, Zze
jsou od nully rizny. Pak jest

f("') - )I—L a1+a1+1(ﬂ—ﬂ)+.._

Ty —r—a .

F(z) AL-—{—AL+1(w—.q)+...

Druhy tinitel vyrazu na pravé strand md vidy limitu a to rovnou po-
dilu @, : 4 ;3 &l téz limitu i prvni &nitel, pak existuje 1 limita (1).
Jsou tii pifpady moZny: o
a) I> L; tu limita hledani existuje a jest rovma nulle, nebot
prvai cinitel vyrazu na pravé strand md limita rovnou nulle.

b) I << L; v tomto pifpadé limita (1) neexistuje a méZeine psiti

f@) _
Him-——
r=a @)
je-li L—1 sudé a a,: A, kladné (zdporné), jest voliti znaménko horni
(dolnf); jinak jest znaménko neuréité.

¢) L = L; pak jest
/@ q ¥ (@)

—~ aneb jinak psino — ——-.
—a F(.I:) AL ] p F(I) (a)
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Priklady.
* 1. lim a*—1 — lim zloga 4+ jxlogla+ ... loga
T ormeb*—17 ,-ozlogb+ z*log?b4...” logl °
X __ p—x)2 2
2 1im("—e_)=1im4”—+—=4.

=0 Ztgx xr=9 2"l'

e L : sin*z —z%cos®x __
3. lim|— — cotg’x \=lim oo =
r=o\ & x=0 sin® x

(]

o (z”——g——[—...)—'x“(l——x"—'l-,..)

] T

-~

l,iino [%\7(1 +ax)y(l4+a7)...(14+ax) _%:I:
\.7(_1+a|1')...(l —|-(1nz)._]_ _

= lim
xr=0 x
Lo tat. ta)etiaart.
= lgﬂ z G ————

1
:’—L(a,+a.¢+...+a").

. X I + ycr x
5 lim |*2 +ﬁ-,———— .
[ e+p+y
Misto limity tohoto vyrazu budeme potftati limitu logaritmu toho vyrazu.
Kdyz = se blizf k nulle, pak vyraz v zdvorce hranaté se bliZf ku | a
niZeme psiti

wa + b 4 per

otp+y

x—=0

a(@—H)+0 —+ye—1)
e+ p+7
=1+ Ba+ Ce+ ...,
_aloga+plogb-4-yloge =

=1+

kde B=

et g4y '
. logaaa':_ﬂ;_l_";“ =Bat 224 ...

Jest tudiz limita logaritmu daného vyrazu pro lim r=—0 rovna slu B3
a hledand limita

' 1 1
e BV e F__ap yatptr
llm[. Py J_(ul;c)

[

r_"O'.
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6. lim 2 z—, kde % jest &islo celé. Lze psdti
x=k7tx"—kn

lim 2% _ (— 1)} sin (@ — Im)

sminZ— k7 x=kn .’D—/HI

— D~

165. V odstavei pFedchdzejicim jsme uiinili o funkefch f(z, F (z)
piedpoklad, ze lze je rozvinout v Fady Taylorovy v okoli bodu «. Pied-
poklad tento lze nahraditi Casto pfedpokladem obecn&j§im, ktery ndm
rovndz umozni vypoéet limity (1). K tomu sméfuji tyto véty:

1. véta. Jestlize It (a)=‘f(a)=0 a magi-li funkce f(z), F(x)
v bodé a derivace f'(a), F'(a), pFi cemZ jest F'(a) rizné od nully,
pak jest

@ __f'@
D F@— F@)
Nebot jest
I'(®) Fla+ )
I ) = i ) 2)
Aviak
fla+1)— f(a)
flat+h)y _ flat+h)—1 (a) _ h @)
Fla+h)y— Fla+h—F@)~ Fl@a+h—F@’

h
odkudZ uc¢inéné tvrzeni ihned nésleduje.

2. véta. Jestlize lim F' () =0, lim /(x) =0 pro lim z—=a, jestlize
ddle funlce F(x), f(x) maji v okoli bodu a derivace a jestlize ani
F(x), ani F'(x) v kaZdém okoli bodu a nestdvaji se nullou, palk

f(@) S(x)
11m sy )_hm i) 4)

za dal$iho predpokladu, e limita na pravé strané existuje. Aviak
i kdyZ
'}
lim : f,(m-)_-{— oo, resp. — oo, resp. ~+ oo, jest i llmf,( )—
X=a ( ) ,\—alf( )
- resp. —oo, resp.+ oo,

Jest totiz dle (2) a (3) a dle formule Cauchyovy (odst. 106.)
(v disledku predpokladd f(«) i F'(a) jest v ndsledujicfm rovno nulle)

i L@ _ e F@t D —f@) _ . f(a+6)

r=a F(w) h=1 F(a+h) F(a) he FI( + Oh) 0<@<1'
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A_vSak

fla+ Oh) J'(x) )
Py o CRCT R e ®)

jestlize limita na pravé strand existuje. Odtud tvrzeni vétou uéinéné
vyplfva.

Poznamka 1, Zdalo by se na prvy pohled, Ze x rovnic napsanych
vyplyvd, Ze kdykoliv existuje

S (&) "(z)
PEI @)’ 7e vidy téiemstu]el]lm ' Fy

za predpokladii oviem ve vétd utindnfch. Tomu viak tak neni, jak na
ptikladé, je)z ihned uvedu, jasné sezndme, a piitina toho tkvi v okol-
nosti, ze sice « + ®k v rovnici (5) konverguje ku @, kdyz lim h=0,
aviak zpisob, kterym « -4 @k se blizf k @, nenf zcela libovolny, jak to
pojem limity na pravé strand rovnice (5) vyZaduje, jelikoz @ jest pti
danych funkeieh f(z), F(z) urtitd funkce #, aviak nim nezndmd (aZ
na to, Ze jeji hodnota jest v intervalu (0, 1)) a miize tudiZ konvergence
a+0Oh ku ¢ pii lim 2=0 byti takovd, Ze limita na levé strané rov-
nice (D) existuje, na pravé pak neexistuje a rovnice ta pozbyva vyznamu.
To nastivd ku pk., klademe-li

f(m)_—_m‘lcos—}- pro =0, f(0)=0; F(r)=sinz, a=0.

g

Pak jest
z?cos % ‘ :
lim ——-— =lima cos — Sfl—“—a- =0:1=0. (o
=0 sSinx =0 r X
Aviak
_ z oS 1 - sin 1
J'(@) _ ®z .z
'@ Co8 X ¢

limita vyrazu tohoto pro lim z=0 neexistuje a rovnice (4) nemd tu
vyznamu., Limitz («¢) miZeme v3ak tu snadno vypocitati dle véty 1.,
odkudZ jest patrmo, Ze véta (1) miiZe byti uzitetnd v pfipadech, kdy
véta (2) pozbyvd vyznamu; jest to tenkrite, kdyz derivace f'(z), 17(x)
existujf v okoli bodu « i v bodé @ a nejsou v bodé a funkcemi
spojitymi.

- Posndmka 2. VEty tohoto odstavce snadno daji se rozsiriti i pro
ten pfipad, Ze se vySetfuji limity, kdyZz proménni se bliZf ku « bud
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jenom z leva nebo jemom 2z prava. Tak ku pi. misto véty 1. lze psdti

vztah

lim 1@ 1@

x=ato0 F(.’E) F' (a) ’
kde f' (a), F’' (a) jsou derivace z prava funkef f(x), F'(z) v bodé a
a vztah privé napsany jest platny, existuji-li tyto dvé derivace z prava

a je-li druhd z nich od nully rdznd.
Véta druhd pak dd se rovn&Z nahraditi obecn&j8f vyjddienou

vztahem f( - f’( )
@
A e AR, Py

28 pfedpokladu obdobnych jako svrchu.
Obdobné rovnice lze psiti i pro lim r—a—0.

166. Véta druhd odst. predchdzejieiho vede piimo k t. zv. pra-
vidlu I’ Hospitalovu. Dle tohoto pravidla pfevadi se za jistfch pFedpo-

kladi vypoéet limity, jevici se ve tvaru neuréitémi, na vypolet li-
mity podilu f’(z): F'(z) pro lim z—a. JestliZe viak i tato limita vede

ku neurtitému t,varu%, vezmeme v tvahu f'(z): F''(x) (jsou-li oviem

splnény predpoklady obdobné tém, jeZ uddny ve v&t& druhé). Je-li i limita

tohoto poméru tvaru neurditého — 0 ptejdeme ku podflu f"(x): F"'(x)

0 ?
atd. Takovymto zplisobem moZno ¢&asto vypoéistt hledanou limitu, po
piipadé -zjistiti, zda lim f(z): F(#¥) = o0, — o0, + co.

Tak miZeme snadno odvoditi téZ hlavni pravidla odstavee 164.
(coz tu pomfjim) a rovnéz poéfitati pfiklady uvedené v tomto odstavci.
Uvedu jeSt& jenom jediny piiklad, abych naznalil obrat, ktery &asto
zjednoduluje vypolet.

Priklad. Vypotisti jest pfi » rizném od hodnot 0, + 1 limitu

. tgmxz—migx
=8z —nsinz’
Uzijeme-li véty 2. pfedch. odst., mdme ihned pro hledanou limitu vyraz
m_m
cos®mzx cos’z
,E, 1nCOSNnZ—ncosT
ktery jest op&t mneurtity.. Jelikoz lim cos*z=1, lim cos?*mz=—1 pro
lim =0, miizeme v Citateli ndsobiti cos®zcos®m x, aniZ by limita se
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ménila, a dostaneme tak. limitu

m(cos®*z —cos*ma) im 2m (sin x cosz— msinmreosma)

lim

=0 n(COSmxT—COS®) ~ r=o u (nsinn @ — sinx)

m sin2a:—msin2mz_2mlimc032f—m cos2mzr

N = NSIDRZ—SINZT = B r—n nBCOSNZL—COSZ

_2m(l— 72
T amr—1)
167. Vétu 2. (odst. 165.), jakoZ i jeji roziifeni dostavime snadno
jako disledek véty: Jestlize lim £(2) =0, lim /()= 0 pFi lim x=a
a jestlize J'(x) v okoli bodu 2 neni rovno nulle, pak jest

S(x) . MD
@) = B, Fla)— Fia)

za predpokladu, Ze limita na pravé strané existuje, af &, 2’ jakkoliv —
jsouce jenom rizny — konverguji ku «. Za tychz predpokladi jest rov-
nice (6)platna kdyZ pfilim x =ua jest lim / (£} =~ oo, lim. I () = +- co.

Abychom vétu tuto dokdzali, pfedpoklidejme, ze limita na pravé
strané existuje a Ze jest rovna g. TPak dle definice limity (odst. 70.)
lze ku kladnému ¢fslu & stanoviti ¢islo 6 tak, 7e

f () —7 ()
F(n—F()

(6

ﬂl _& pro viecka 1, 2', pro néz O0-Gjr—a | 4,

O<]w—a|<0‘. (7)

.

1. Za ptedpokladu lim £(x)=0, lim F(x)=0 volme v této ne-
rovnind z pevné a nechme z’ konvergovati ku o, pak jest ihned

—*—1{((3 — 3| = pro viecka «, pro né%z 0<< |z —n | =< §;

tim v&ta v tomto pifpadé dokazana.

2. 7a predpokladu lim f(x) = = oo, lim F(x)= —* co miizeme —
volice z v (7) optt pevné — stanoviti kladne ¢islo o' == & tak, aby druby
¢initel na pravé strané identické rovnice

_f@)

J@—f@) @) @)

F)—F@')  F@) , 1F(x)
| “TI@)

byl v intervalu (l—s 14" pro véecka o/, pronéz 0<< | 2’ —a | <&,
at kladné tijIO ¢ jest jakkoliv malé. V ddsledku tohp plyne ze vztahu (7),




jemuz lze ddti tvar

J @) — 7 ()
f—e<F@—Fu)=PT®

ihned
B— I@)
1+u‘ﬁ@q
ze kterézto nerovniny ndasleduje i druhd Cdast véty (nebof & & lze si
zvolit tak malé, jak chceme, a vizdy jest &islo &°, pro néz jest posledni
nerovnina splnéna). N
Jelikoz dle vety Cauchyovy jest (za predpokladu, Ze existuji /'(z),

I"(xy v okoli bodu « a 7e v tom okoli — jez miizeme si zvoliti libo-
volnd malé — jest /'(x) riizné od nully)

J@)— @) (@) .

Fzy— 1 (@) I'(x)’
jest patrne. 7e existuje-li limita vyrazu na pravé strand (8), existuje za
vyteenyeh privé predpokladd i limita na pravé strand rovnice (6; obé
pak jsou si rovuny. Odtud pak nasleduje jednak véta 2.-odst. 165. a déle
tato véta:

<[-i—+8_, pro véechna 2, pro néz 0<< | 2’—a | <9,

z, jost uvnitf interv. (2, 2'), )

Jestlide lim F(x) == oo, lim f(x) =4 oo pro lim z=ua « jestlize
v okoli hodu a maji funkece f(x), F'(x) derivace, z nichi F'(z) neni
v kaidém ololé bodu a rovna nulle, jest

I

i /)y 1@
x=a I (X)) s=a 1'(Z)
za dalstho predpokladu, e limita na pravé struné exisluje.

Vétu tuto m@Zeme snadno dopluiti (stejné jako pii 2. vété odst. 165,)
i pro piipady, Ze

m )
1' :1)—+O° — 00, == oo,
J (=)

I'(2)

V tomto pifpadé stadi totiz llV.‘l/OV'ltl misto pomf‘lu jeho pievratnon

hodnotu.
Dokiizand prdavé véta ¢asto nam usnadni vypolet limit podild,
v nichZ délitel i délenee v absolutni hodnoté rostou nade vSecky meze

. . o +
a jez kritce symbolicky vyznatujeme jako neurtité tvary :: Oviem

Jestlize lim f(@)==+ oo, jest i lim fz)—oo (viz odst. 109.) a véta

=i X=a

zdinlivé jest neuziteCna, avSak zhusta lze podil f'(): F’(x) zjednodusiti
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a tim prévé ku vypoitu hledand limity dosp&ti sndze nez pii bezpro-
stfednim vySetfovdni podflu 7(z): F(x).
Priklady 1. lim z” logz; £>>0, >0, Vyraz tento lze psati jako

=0
limita podflu v
llm10 z , >0, =0,

X =0 I

Dostdvame, uZijeme-li v&ty pravé odvozené
-1

lim l"i_ff —tim— % —_ Limac—o,
=0 2 ="—ax € x=o

coZ jest zndmy vysledek.
1

2.*lim z%¢". Tato limita jest olividné 4 oo, konverguje-li 2 ku

x=+40
nulle hodnotami kladnymi, jak chceme predpoklddati a jakoZ znaménkem +
pFi O bylo ve vyraze uvedeném vyznateno, je li e =<(. Stanovme limitu

tu pro «= 0. Jest

1
X

4
lim — = lim
=+og =40 — € x—y0

7 této rovnice jest patrno, %e je-li pro urtité « limita hledand -+ oo.
Ze jest také -4 oo pro w o jednu vétdf; tedy jest také - co pro o« o dvé
vétdf a t. d. JelikoZ pak limita ta jest vskutku 4 oo pro «==0, jest
tudiz 4 oo pro ka#dé a.

168. Vypoéet limit llm If((; Ize  providéti, jsou-li oh& limity

hm f(x), im F(r) bucT 1ovny nulle aneb —=+- oo

r=m I—wm

, tim, Ze zavedeme

napfed movou proménnou substituci z :%, a potitame limitu
1
.f(7)
lim B
y=10 of —
()

Ta jest dle pfedchizejfctho za jistych pfedpokladii rovna limité — exi-
stuje-li oviem ta limita —
/1
'f( Y ) Vi (x)
lim =i

1 1
L
1 ¥ i
— -~ = lim im
-V=+°__i" ]'.,/i y=to grf L 1 — r( )
7\ 7




takze i v tomto pfipadé méme 10vnici

[ =)

I'(x)
lim == = lim 9
o 6 R o ) )
platnou za pfedpokladu, Z%e limita na pravé strané jeji existuje a Ze
I'(z) a I'(z) pro 724dné x> A se nerovnaji nulle (A miZeme si zvoliti
tak veliké, jak chceme). RovnéZz je-li limita na pravé strané -} oo,
resp. — oo, jest i limita pa levé strand 4~ oo resp. — oo.

V ndsledujiefm uZivim oznateni lim q;(z) g (o0) (viz odst. 71.,

pozn.).

PrFiklad 1.
i 7 arctg z 1 1
i (o) = B i

x
=lim = + ;=1
Priklad 2. Necht existuje /'(o0); pak jest
!
i 12 = tin £ e, @

Rovnice tato jest v disledku dokdzanych vé&t platna toliko, kdyZ
lim f(x) = oo (jelikoz jmenovatel daného vyrazu rovnéz vzriistd nade

R =—t--]

viecky meze s 2 — nebot jest pravé rovny ). AvSak jest platna i v tom
pifpadé, kdyz f(oo)=—a, nebof potom jest (je-li . libovolné ¢islo)

[+ 1) —7 @=hf"a+ 08, 0<6<l ®)
a
]1m lf(x+ M —f(x)]=a—a=0 a tedy i h.lim f(z+ Oh) =

t. j. (v disledku toho 7%e existuje (o)) f'(c0)=0 a majf tudiz ob&
strany rovnice («) stejuou hodnotu, i kdyz f(oco)=a. Z (8) ndsleduje
(stdle za predpokladu, Zze existuje f'(oo))

f('l«—l-h) —f(z)

lim =

A—w

=/() | ()
a tedy porovnime li («) a (3)

im £0) i /(5 D=1

—w T r—»

llm [f(z-F1) — f(@)]-

Poslednf ¢linek této rovnice nz‘xs]edu‘)e 7z piedchdzejiciho, klademe-li
v tomto ~A=1. Viz odst. 31.,, kde odvozena pro Fadu ¢isel a,, a,, a, ..
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za jistych predpokladii relace

lim %2 =1im (a " —a,‘-,).

n=wo n n=m

Priklad 3. Doka/te obecnéji vztah

/() f(z+h)—f(2)
I‘Tl F(x )_\]‘_m Fadh)—Fa)
platny, kdyz bud lim F (x)=0 aneb lim F(x)=-1 oo resp.—=—o0 a
l
kdyZ zdroved bud existuje lim ,,g( )) aneb hm /( )—+ oo, — oo (viecky
ty limity pfi lim 2= oo).
Pfiklad 4. Limita
08 2
14—
lim % o5z =—Iim N = 1 =1,
c—n I —COST = g _ cos 1
.’IJ

cos

jelikoz lim - %_ac — 0. Kdybychom ehtéli tnto limitu ﬁoéitnti dle rovnice (9),

r=w

nedospéli bychom k vysledku Zddnému, nehof limita vyrazu

f'() _1—sinx
F'(@) T 1+ sinz
neexistuje, kdyZz lim #— co.

169. Vedle ptipadé hlavnich v piedchizejicim vylicenych pfichdzeji
nékdy v tvahu limity, jez se jevi v jinych tvarech neurtitych. Tak
ku pf. je-li limita tunkee q(a) pro lim z=« vovma 0O, limita v (z)
viak oo, nelze lim ¢ (x)4 (&) pii lim 2=« vypolisti na zdkladé znimé
véty o limité soutinu (odst. 30., 4) a mluvime v tomto piipadé o ne-
uréitém tvaru 0. oco. Tu mizeme viak psiti

g (x)
[ ()]
¢imZ jsme tvar 0. oo pievedli na tvar). (Viz ostatné piikl. odst. 167.
a dole piikl. 3.). )

Obdobné transformace miizeme provésti pii nenrutyh tvar ech. jez
srozmnitelnym zplisobem oznaciti 1ze oo — oo, 0", oo 01" , pii Cem?
mizeme misto limit piislunych vyrazi uZiva,ti limxty loﬂ.mtmu (p¥i
vhodné upravé a za ndlezitych piedpokladd). Abych asport jesté jeden
obecny piiklad uvedl, uvaZzujme

]1m q(m) w q«)_hm

Yim [ () — o (2)], kdyi lim q'(x): co, lim yp(r)=—o0;

Xr=a’ I=u X=a
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tedy neuréity tvar co — co. Tu miZeme identicky kldsti

@) — )= [l,, (1) —(p(m)] p@)y(z)’

¢imz tvar co — oo se prevddi na tvar 0:0. Lze-li tu uziti pravidel
svrehu odvozenych, jest po smadném poétu
i — T P P(E) — ¢ (1) ()
e @ = @I= A s v F @ e @

OvSem zbyvd rozhodnouti otdzku, zda v urtitém piipadd takovymito
operacemi se vibec néjak k cili piiblizujeme; zda vyrazy, k nimz Jsme
tak dospeli, neposkytuji pii vypofiu limity vétsi potize nez vyrazy pi-
vodné dané. Otdzku tuto nelze ovSem obecné rozhodnouti a lze jenom
tolik poznamenati, Ze &asto, provedeme-li jednoduchou dpravu resp. rozvoj
danych funkei podobné jako v odst. 164., lze v mnohych piipadech vy-
potitati snadno zddanou limitu.

Uvedu v ndsledujicim k tomu ecili n8kolik pifkladi.

1. PHi vypoétu limity
[ 1 Blog(A—l—m)]’ A=0

lim

=1t 0

2(4 4 ) x*?
mdme tvar oo — oo, Uvedeme-li viak vyraz v zdvorce. na spoleény jme-
novatel, dostaneme (uzivajice druhé véty odst. 165.)

i 8= BUA+ og(d 40y _ | 1—B—Blog(d+)
x=+0 x* (A+-L) =0 24’]!“"3.’152

Neni li trojilen 1 — B — B log A rovny uulle, jest limita na pravé
strané a tedy i limita dand rovna + oo, aneb - oo dle toho, jaké zna-
ménko md onen trojélen. Je-li trojélen 10vny nulle, jest limita hledand
rovna &fslu
B 1
oA T 2(TFlog Ay 42
2. Abychom vypotetli-znimou limitu

dim (1 4 x)f
=0

methodami tu naznatenyini, vypocitdmme limitu logaritmu daného vyrazu
(#a ptedpokladu tu mozuého x> —1) a uzijeme véty druhé odst. 165.
Médme ihned

]0.,(]—}—1:) 1
] log (1 =i =lim —
1m og ( —i—x) Ali[; ry ,1=01+ac 1=1.
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Jost tedy limita dand rovna . Podobné
lim (14 2)=1,

lim =1 (viz odst. 167. pf. 1.).

x=+0
3. Limita
o a1, Bt 2ax D . Lo+ 2ax 4+ 1
108 e Ay B — M 08 o B o

Uzijeme-li véty odst. 168. na posledni podil (tvzu %), mdme, Ze limita
hledand jest rovna limité

llm 2 +a) 2(x+ A) . 2
2 2az+0b 4242424+ B

_,E:l
Limita tato jest 4 oo, resp. — oo, nenf-li A=u«; je-li 4 =a, jest

hm ztlog 72 ig;:ig

b—B.

7. 0 maximech a minimech funkce jedné promcéuné.

170. UvaZujeme-1i funkei f(z) v intervalu (e, b), ve kterém jest
ve vSech bodech definovdna, naskytd se Casto otdizka po nejvétsi nebo
nejmensf hodnoté té funkce v intervalu (a, b). MiZe nastati, Ze nejvéts
(resp. nejmensf) hodnoty nabyvd funkce v jednom z hraniényeh bodi
intervalu (a, ). Ku p¥. pfi funkei rostouci v (a, b) jest f(a) nejmens,
f(b) pak nejvétsf hodnotou té funkce v (a, b). Mize viak také funkce
nabyvati své nejvétif resp. nejmensi hodnoty i pro body leziei uvnitf
intervalu a konelnd jsou funkce definované v (a, b), jeZ nenabyvaji
v (a, b) nejvétsi (resp. nejmensi) hodnoty, Jakoz na jednom ptiklads
ukdZeme. _

Nazyviame pak nejvétsi hodnotu, které f(z) v intervalu (@, b) na-
byvd, absolutnim maximem funkee /(xr) v intervalu (a, b); nejmenif
pak hodnotu jeji absolutnim minimem funkee f(z). v intervalu (a, b);
absolutni maximum a absolutni minimum zahrnujeme pak jedinjm po-
jmenovanim jakoZto absolutni extrém.*)

*) Pojmenovini v nauce o maximech a minimeeh pouZivana jsou dosud ne-
ustdlend; nekieri aulofi ku pt. pod pojmenovinim absolulni maximum rozuméji lo,
co v této knize pojmenovino relativnin maximem. Volba pOJmenov.ml provedena lu
ve shodé s ,Encyklopadie der math. Wig.* II A 2, 16,
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Priklady. 1. Funkce sin » m4 v intervalu (0, 4 =) absolutnf maximum

1, nabyvd ho v bodech %; 5)2—%3 absolutni minimum md -—1 a to
37 m [

v bodech 5 9 Kdybychom funkei tu uvaZovali v intervala
7 7T . , 1 1

(_T: T)’ méli bychom absolutni extrémy — \—/5; Ve a to

v krajnich bodech toho intervalu.
2. Funkee definovand v intervalu (0, 1) rovnicemi

f(z):% pro 0<<zr=l1, f(0)=0

nemd absolutnfho maxima, absolutni minimum jest O pro x—=0.

Z prtislugnych pojmd jest patrna ihned spravnost véty: Funkce
#(x) miiZe miti jenom tenkrdte absolutni maximum v (a, b), jeli f(z)
v (s, b) shora ohrani¢ena; absolutni maximum pak — jestlize existuje —
jest rovno horni hranici funk&nich hodnot v («, /). Obdobndi véta plati
i pro absolutni minimum.

Pii funkeich spojitych pak pojem horni resp. dolné hranice funkénich
hodnot v intervalu (a, b) vibec splijvd s pojmem absolutniho mazxima
(resp. minima) (odst. 79.)

171.Relativni maximum resp. minimum. DileZit&j5f pro nds vSak jest
nyni pojem relativniho maxima. Rikdme, e funkce f (&) nabyvé v bodé w,
relativioiho maxima, jestlize f(z,) jest v&tSi nez hodnoty funkece f(x) ve
viech bodech jistého okoli bodu .,. Okolf to pak mnachdzi se uvniti
intervalu («, 6), ve kterém f(x) jest definovino a obsahuje body na_.
levo i na pravo od a,. Analyticky mizemc vyjddiiti definici relativaflio »
maxima takto: V bodé x, md f(x) relativni marimum, jestlize i

f@)>F (o + k) pro vsecka h, pro né: 0 << | h | <u;

n jest jisté tislo kladné vhodné (vzhledem k f(x), («, b) 2 bodu x,) vo-
lené. Aneho: Funkee f(x) md v bodé x, relativni maximum, lze-li udats
¢islo kladné v tak, aby

f(wy+h) —f(x,) <O pro vecka h, pro nééd O0<<|h| <<y, ()

‘Podobné se stanovi: Funkce f(x) md v bodé z, relativni minimum,
- lze-li udati éislo kladné n tak, aby

F(xy+h)—F(x,) >0 pro viecka h, pro néz 0<|h| <y (I)

Relativnf maxima a minima sluji souhrnnym jménem relativni extrémy.
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Pozndmka. Kdyby (I) neplatila, avSak misto toho bylo
flxo+2)—f(e,) =0 pro viecka 5, m néz 0<|h|<y

at si zvolime y jakkoliv malé, pak by nastal piipad, ktery byvd ozna-
tovin jakozto meolastni relativni mazimum. Obdobnd nevlustni rel.
minimum, nevlastni rel. extrim,

Priklady. 1. Funkce
f@ =1

md v bodé 2=0 relativni maximum. Nebof jest
11
L4t 1402

V tomto piipadé relativni maximum splyvd s absolutnfm maximen.

<0 pro vSecka /i od nully riznd.

2. Funkee f(x)=sinz md relativoi maxima v bodech —-+2/47,
r’]

“relativni minima pak v bodech — ’%" + 2ka. Pii tom jest % libovolné

¢islo celé,
3. Funkee definovand vztahy

f(x)= (:c sin —;’—) pro x =Z0; f(0)=0

jest fuukei spojitou definovanou pro kazdé »:. Jest zirovefi stile rovma
¢islu bud kladnému bud nulle rovnému. Ponévadi f(0)=0, dalo by se
otekdvati, Ze pro =0 nastivd relativni (a tu zdrovedi i absolutnf)
minimum. Ve skutefnosti viak nelze zvoliti dislo 5 tak, aby byla
splnéna {1'); nebof v kazdém okoli bodu x=0 nachdzeji se hodnoty,
" pro néz dand funkce se stivd také nullou. Stivd se totiz nullou pro 2 =0
a pro viecky body :u:-/lf y kde & jest &islo celé. Jest tedy splnéna
toliko nerovnina

h

at si % zvolime jakkoliv malé. Md tedy funkce v bodé x=0 toliko nc-
vlastni minimum.

2
(ksinl) —0=0 pro viecka L, pro néz 0= |2 | <y,

172, Podminky pro relativni extrém. Zavedewe-li pro funkei f{x)
nékteré piedpoklady, wiZeme o funkei té piedem roznodovat, zda a ve
kterych bodech nastdva .extrém.
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1 Nejprve uéinime predpoklad, Ze funkee md ve wiech bodech ji-
stého intervalu pront deMBaci. Pak z vah odst. 102. vyplyvd ihned, Ze
nutna podminka, aby v bodé x,, uvnité toho intervalu se nachazeywzko
nastal relativni extrém, jest, aby derivace funkce v bodé @, byla rovna
nulle; t j. aby f'(z,) =0.

Na zdklads vSak v&ty o stfedni hodnot® miZ*eme snadno odvoditi
podminky postafujici ku relativnimu extrému v bodd x,. Nastivd-li ku
pk. v o, relativni maximum, jest dle (I) a dle véty o stfedni hodnotd

f(zy - k) — f(x,) = hf'(z, -+ OR) <O pro vSecka h,

pro n&Z 0 << | k| < u; (1)
0 < ® << 1. Nerovnina tato bude jisté splndna, jestliZe pro vSecka ’
Iladnd a men¥i ne% 5 bude f'(x,+ k) <O (pak bude pro ta % i f'(z, -+
+ 61) < 0) a jestlize zaroveri pro viecka h zdpornd a v absolutni hod-
noté mensi nez #, bude f'(z, + #) = 0. Jest tedy platna véta: Posta-
CiteIna podminka, aby funkce f(z), majici ve viech bodech jistého inter-
valu derivaci, méla v bods x, wvnit¥ toho intervalu leZiciho relativni
mazimum, jest, aby f'(z), kdys « prochdzi bodem x, rostouc, ménila své
znaménko, pFechdzejic od hodnot kladnijch k zdpornym. A obdobné:
Jestlize f'(z), kdyZ x prochdzt bodem x, rostouc, ménf své amaménko
pFechdzejic od hodnot zdpornijch ke kladnym, jest v bodé =, relativni
minimum funkce f(x).

2. Na druhém mistd utinime predpoklad nejlast8ji platny, Ze f(z)
md ve viech bodech jistého intervalu derivace viech Fddd (a tudiz spo-
jité). V bod& x, budtez derivace prvych (n—1) ¥add rovny nulle a
derivace »-tého F4du rézna od nully. Pak dle formule Taylorovy se
zbytkem Lagrangeovym lze psati pro jisté okolf bodu x, (t. j. pro viecka
| bl <<, kde 5, vhodn& volené &islo):

Ao+ W) —Fle) = o Mot Oh), F7(a)k0.

Jelikoz /™ (z) jest spojitd funkce, m4 pravé strana, je-li k v jistém inter-
valu (—#, #), toté%z znaménko, jako h°f™(x,). Tento vyraz, je-li =
liché, ménf své znaménko, méni-li » znaménko, a nenf tudiz, je-li » Jiché,
v bodé =1z, ani maximum ani minimum. Je:li » sudé a zirovei
F®(x,) kladné, jest viraz posledni kladny pro viecka b, pro néz |h|<1,
a funkece f(z) m4 v bod® = = z, minimum; jeli » sudé a f (")(.ro) z4-
porné, m4 funkce f (z) v bod8 r — x, maximum. Mame tedy v&tu:

Md-li funkee f(x) v jistém intervalu, wvnitF ného3 se nachdzi
bod x,, spojité derivace prvijch n Fddi a jestlize

Flae) =0, f(x) =0, f™a)=0,.. . f"(z) =0, fz,)==0,

Potr, Diff.7potet. 18
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pak nutnd a postalujfci podminka, aby funkee f(z) méla v bodé x—z
relativni extrém, jest, aby bylo n sudé. Jestlif® f@(z,)=0, jest extrém
ten minimem, pro fO)(z,) <O pak jest mazimem.

Véty prévé odvozené postatuji v piipadech zpravidla se naskytu-
jicich ku vySetfeni bodii, ve kterych funkce dand f(z) dosahuje extrémni
hodnoty. Propotitdm v ndsledujicim né&které piiklady, pfi ¢emZ budu uzi-
vati bud v&ty 1. aneb 2. dle toho, kterd jest prdvé vyhodn&js.

Priklad 1. Stanoviti jest extrémy funkce y = (2 — a)* (b — x)®
v intervalu (e, 6); a << b; «, § redlnd Cisla, riznd od nully. Jest

¥Y=@—a* 7 0—of [ («+ pa+ (e ap)].

Extrém miZe nastati uvnité intervalu (a, ) toliko v bods

v = ba + ap
0 — o + ﬂ ?
(ve kterémZ derivace se rovnd nulle), jestlize oviem x, jest uvnitt (a, 7).
Av8ak z, nenachdzf se uvniti (a, b). jsou-li @, § protivného znaménka;
v tomto pfipadé nenastivd relativni extrém v (a, b). Maji-li «, B stejnd
znameénka, jest a <<z, <<b a y' méni pii prichodu neodvisle prom&nné
hodnotou x, své znaménko. Nastivd tedy v tomto pFipadé v x, relativnf
extrém a to maximum, jestliZe « > 0, f > 0, minimum pak, jestliZe
a<<0, <0 L/,/
Které extrémy méd dand funkece, jsou-li «, B celd &fsla, v inter-
valu (— oo, o0)? '
P#iklad 2. Stanoviti jest extrémy pro plochu &tyfdahelnika, jehoZ

tyfi strany a, b, ¢, d jsou ddny. Znalili « dhel sevieny stranami a, b,
z' pak tdhel stranami ¢, d, jest funkce

y = ab sin z + cd sin o’ ()
rovna dvojndsobné plofe &tyFdhelnika vy3etfovaného. O z budeme pied-
poklddati, %e jest v intervalu (0, »); mezi z, =’ pak jest vztah (dle
Carnotovy véty)

a® 4 1% — 2ab cos x — ¢? + d* — 2cd cos 7', 5]

na jehoZ zdklad® midZeme poklddati «' za funkci proménné x a y rovnéz

za funkci jediné proménné z. Extrém nastati miZe toliko pro hodnoty

hovici rovnici
r

y’ = ab cos x -4 cd cos x'-g—:zo. »
Avsak dle (B) jest (derivujeme-li ji)

1
2ab sin z = 2¢d sin z' da’

dz
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a tedy
ab sin (z 4 2") |

¥y = absinzx (cotg z + cotg w') = sin 2’ !

nastivd tudfZz extrém funkee () toliko pro hodnoty, pro néZ
1. z4+2'=x aneb 2. z+42'=0.

Pro druhou derivaci mime v t&chto dvou ptipadech (hoduotu proménné z

hovici (8) a jedné z t&chto dvou podminek oznatime x,, hodnoty funkénf

piislu¥né vyznatime rovné indexem O0)

. ah (ab -+ cd)
cd sin xz,

__ab(ab—cd)

1. g -
Yo ¢d sin z,

, 2. y''=

Nastdvd tedy v piipadé 1. maximum, v pFipadd 2. maximum, je-li
cd << @b, minimum, je-li ¢d > ah, PHsludné extrémy jsou (jak snadoym
pottem plyne)

1. y,= V—a+b+c+d)a—btct+d(at+b-c+d)(at+b+c—ad);
2 o=t N—(@+b+cFd)(atb—c—d)a—b—c+d)(a—b+c—d).
kde znaménko horni jest voliti, je-li ab>cd, dolnf, kdyZ ab << ¢d. To-
liko pfipad 1. md vyznam geometricky ilohou vytfeny; jaky geometricky
vyznam mé p¥ipad 2., vyZeti{ snadno Etendf.

Na zdklad® provedené dvahy vyplyvd véta: Ze Ctyfdahelnikd o da-
nych &tyrech stranich m4 &tyfihelnik, kterému lze opsati kruh, nej-
vétsi ploiny obsah. A ddle: Z »-dhelnfkd, jich% strany jsou ddny, m4
n-ihelnfk, kterému lze opsati kruh, nejvét3{ ploiny obsah.*)

Pﬁklad 3. K urtenf extrémi polynamu P(x) stalf psiti derivaci
jeho ve tvaru ‘

Pl(z) = (z—al)a](z —a) .. (z :ZP)""P, (x),

kde e, @,.... «, jsou veSkeré reilué kofeny rovnice P'(x) =0 ndsob-
nosti liché (a,, a,, ... jsou tedy celd tisla lichd); budteZ ddle tyto ko-
feny spotddiay dle velikosti tak, Ze o,>a,> ... >a, P (z) potom,
kdyZ z se libovolnd méni, neménf své znaménko. Bud jeho znaménko
kladné. Pak dle véty 1. nastivd, kdyZ z = ¢,, @, «, ... minimum,
kdy? = a,, @4, @, ... Dastivi maximum polynomu P (z).

*) Ptedpokladati pfitom nutno, Ze pii danych strandch existuje vZdy n-uhelnik
konvexni, 'ktery 4 maximdalni plosny obsalh (Ize-li viibec z danych n stran né&jaky
n-tihelnik konstruovati). Dikaz toiioto ptedpokladu vyplyne snadno z véty o funkeich
spojitych (odst. 191., véta 3.); plocha konvexniho ‘n-thelnika o danjch strandch jest
totiz spojitou funkei n —3 whli dvou sousednich siran,

18*
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Tak ku pf. je-lli P(z) = 22% — 92* 4 122 | 6, jest P'(z) =
=6(@x*—3x+2=6(x—2)(x— 1) a nastdvd pro x — 2 mini-
mum, pro z = 1 pak maximum; P(2) = 10, P(1) = 11.

Priklad 4. Abychom stanovili extrémy raciondlni funkce __g((a:))
piteme derivaci ve tvaru N(( )), kde M a N jsou mnohotleny bez spo-

letné miry. Sestavime kofeny obou rovnic M (z) =0, N (z) =0, pokud
jsou ndsobnosti liché, v jedinou Fadu dle velikosti. jako v p¥ikladu pfed-
chizejicim. Pak, je-li ;Em)
M(x) =0 na prvém, tfetim, ... mistd v fad& se nachdzejici hodnotami,
pro néZ nastivd minimum dané raciondlné funkece, kofeny pak rovnice
M () =0 nachdzejici se na sudém misté uddvaji, kdy jest maximum. Ku
pf. pro

kladné aneb -+ O, jsou kofeny rovnice

_ 2 4axt+b . , __(a—|—2):r—l—(a—|—2b)

y—(WAFJMy= (x—1)?
a nastivd, je-li a <<—2 a jeli prvd z obou hodnot
_a+2) 1
a2’

v&taéf, pro tuto prvou hodnotu minimum daného vyrazu, Je-li a>— 2,
pak maximum. Opalné jest tomu, je-li prvd z obou vytknutych hodnot
mensf. JestliZe a—— 2, nem4 dand funkce relativnfho (ani absolutniho)
extrému, '

Prilklad 5. Stanoviti jest maxima a minima funkce proménné z

y=F@w), uw=9q,

kde pfedpoklidime k viili jednoduchosti, Ze i F' i @ jsou funkce majict
spojité derivace prvnfho FAdu, kteréZto derivace maji nad to v okoli
Lod#, v nichZ stivaif se nullou, a to v okoli v pravo i v okoli v levo
urtitd znaménka. Derivace funkce y jest 4’ = F’(u)u'. MiZe tudiz dan4
funkce miti extrém jenmom v bodech, ve kterych bud
F(w) =0, aneb o' = ¢'(z) =0,

“to jest pfedeviim v bodech, ve kterjch bud F(u) jako funkce proménné
« nabyvd extrému, aneb v bodech, ve kterfch u jakoZto funkce proménné
z Dnabyvé extrému. Uvaiujme pFipad prvy a budiz », hodnota takovd, Ze
F (u,) jost ku pf. maximum, pokldddme-li F(u) za funkeci proménné u.
Pak I (u), kdyz » prochdz{ hodnotou w, rostouc. pfechdzi od hodnot
kladnych k zdpornjm. Totéz plati i pro F'(x), pokldddme-li ji za funkei
proménné xz, je-li jenom.u' = ¢'(z) progta =, pro néZ u =, rizné
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od nully; je-li jedno takové x — », (takZe u, = @(z,) 2 ¢'(z,) = 0)
pak F'(u)w', kdyZ = prochdzi hodnotou «x, rostouc, pfechdzi rovméz od
hodnot kladnfch k zipornym, at jest ¢'(x,) kladné & zdporné. AvSak
totéz plati i kdyz ¢’ (x,) = O, at jiz funkce @ (x) md v bodé z — =,
extrém &i ne, jak &endf rozborem otizky, jakd zména znaménkovéd pii
F'(u)u' nastivd, kdyz o prochdzi x,, snadno dokiZze.

Méme tedy nejprve tento vysledek: Md-li F(u) jakodto funkce
proménné w v bodé w = u, maximum (resp. minimum), md funkce ta
maximum (resp. minimuni) ¢ jako funkce proménné x a to pro vsecka
x,, pro néz u, = @(x,). _

V piipadd druhém, md li » = ¢(r) v bodé r = z, exirém ku pt.
maximum », = ¢ (z,), prechdzi ' = ¢’ (), kdyZ z prochdzi hodnotou
x, rostouc, od hodnot kladnych k zdpornym. Totéz plati i pro F'(u)w’,
je-li F'(u;) > 0 aneb aspos, je-li F'(u) > O pro viecka u, pro néz
u, — 0 < u <<u,, kde J jest kladné vhodnd volené &slo; je-li viak
F'(u,) << O (aneb aspoii v intervalu privé vytéeném I”(u) << 0), pfechizi
F'(w)u', kdyZz z prochdzi hodnotou ®, rostouc, od hodnot zdpornych ke
kladoym. Jest tedy za posledniho predpokladu F(u,) minimum, za dii-
véjsiho pfedpokladu jest /'(x,) maximum, TudiZ mime pro funkei F (g (x))
tento vysledek: Funikce fato md v bodé x= x, mazximum, je-li u, =@ (z,)
mazimem (resp. minimem) funkce q (x) a zdroveri F*(u) = 0 pro viecka
u, pro né% u, — 0 < u << u, (resp. F'(u) <0, pro viecka u, pro néé
%, << # << #, + d). Funkece F(p(x)) mi ddle v bod8 z = #, minimum,
jei w, = ¢(z;) minimem (resp maximem) funkce ¢ (x) a zdrovei
I"(u) > 0 pro véecka w, pro néZ u, << u << u, + d (resp. F'(u) << 0 pro
w— & << u<<u). o

Jestlize konetné v bodé « = x,, ve kterémz w, = @ (r,); jest bud
F'(u) = 0 aneb ¢’(x,) — 0, aneb koneiné& oboji soutasnd a jestlize
ani funkce proménné % F(u) nemd v bod® w, extrém, ani ¢ (x) v bodé
z = z,, nemd extrém ani F(p(z)) v bod® z —=x,, jak tendF snadno
nablédne.

Tak ku pf. funkce

1 - ’ '
y:_rcos?ac—}—as; aneb jinak psdno y—wu?-4 %, %=1C0S.r

mé extrémy nejprve v bodech x,, pro které 2u, —u;* =0, t.j. pro
_1

které w, — 2 *; tato jsou vesmé&s minima. Ddle m4 extrémy v bodech,
pro které u'= —sinz =0, t. j. pro x;—k=, k celé &slo. Ta jsou pro
k sudé i pro % liché maxima.

Ctenat necht odvodi véty svrchu dokdzané prostym uzitim defi-
nice extrému. '
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173. Priklad. Budiz d4na v intervalu (—1, 1) funkce f(x) tdmito
vztahy

flx) =2z — | z| sin% pro 30, f(0)=0.

Funkee tato jest spojitd a md derivaci pro viecka 2 v (—1, 1). Ve
viech bodech tiohoto intervalu jest kladnd, vyjma v bodé z = 0, kdy
stdvd se nullou. M4 tedy v bodé x — O relativni (av8ak i absolutni)
minimum. Podminka nutnd pro existenci minima jest spln&na, nebof-
derivace v bodé O jest rovna nulle; naproti tomu podminka k extrému
postatujici (odst. 172.) (Ze derivace m&ni své znaménko, kdyZ proménnd
prochdzi hodnotou, pro niZ nastivi extrém) splnéna neni. Nebof pro z
riizné od nully jest '

horof znaménko pro z = 0,

/ — _5 7 % i 1 % 1
[(@) =425 |«|*sin—+|z|*cos —, dolnf pro z < 0.

Funkee f/(x) jest spojitou v bodé x — O, nemd vSak v okoli toho bodu
ani pro > 0 ani pro z << O urtité znaménko, af si to okoli zvolime
tak malé, jak chceme. Nebot kdyZ x bliZi se k nulle, pak aspoii pro ty

hodnoty, pro které cos%=i 1, t. j. pro hodnoty « :k—ln (% ce-

listvé) rozhoduje o znaménku derivace f‘(x), je-1i x dosti malé

1
(totiz je-li |z |*>4| x|, |« | <35), tlen posledni a ten je kladny &i
zdporny dle toho, je-li % sudé ¢éi liché.

Z piikladu tohoto jest pa§uo, %¢ podmfnka odst. 172., uvedend
jakoZto k extrému post:.éujicf, neni podminkou nutnou.

174. Dok4zali jsme, Ze v bodech, ve kterych funkce m4i relativni
extrém a zdrovel derivaci, derivace tato nutné jest rovma nulle. Jestlize
tedy jest na¥im tkolem vySetfovati vSecky relativnf extrémy néjaké
funkce v intervalu (a, b), pak jest pfedev8im tfeba vySetfovati body,
v nichZz derivace funkce jest rovna nulle.

. Mimo tyto body nastivati miZe extrém je§t& v jinych bodech
(v nichz tudiz derivace viibec neexistuje). Uvedu nékteré dileZzitéjsi pii-
pady, pii ¢emZ se oviem omezim na funkce spojité.

i. V bodé z, derivace sice neexistuje, aviak existuje v jeho okoli.
Pak, je-li v okoli z prava kladni, z leva zdpornd, nastdvd v z, relativni
minimum; je-li na prave zipornd, na levo kladnd maximum. Plyne to
z véty o stfednf hodnoté (viz rovnice (1) odst. 172.), kterd jest platna
i kdyz v bodé r, neni derivace.
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9. V bodé x, jest derivace funkce f(z) z leva zdpornd, derivace
z prava kladnd; pak mi f(z) v bodé z, relativni minimum, obdobné
pravidlo jest i pro rel. maximum. Viz odst. 102, pozn. 3.

3. Funkce f(z) md v z, derivaci z prava —4- oo, z leva — oo, pak
mé f(z) v bodé z, minimum; jestlize F @) = — oo, [ (x) =+ oo,
jest v x, maximum,

Osvétlim vty tyto na piikladech.

Priklad 1. Funkce

f @) =\G—1)

jest spojitd a mi v bodé x — 1 relativnf (a také absolutnf) minimum.
Derivace této funkce jest

f@)y=3—— proczl,
(z—1)°

Na pravo od z =1 jest kladnou, na levo pak zApornou. Lze uziti téZ
svrchu uvedeného pravidla 3.

Priklad 2. Funkce y — | | md v bod€ x = O derivaci z leva

—1, derivaci z prava 4+1; v bodé # — 0 m4 tudiZ minimum (relat
i absol.).

P¥iklad 3. Funkce definovani rovnicemi

f@=—2"1 pro z=£0, F(0)=0
1—e*
jest funkei v bodé O a jeho okoli spojitou. JelikoZ jest v okoli bodu
z = 0 zépornou, vyjma bod x — 0, kde jest rovna nulle, jest v bodé
=0 maximum; funkee f(z) viak nemd v bod& tom viibec derivaci, M4
oviem derivaci z prava rovnou nulle a derivaci z leva rovnou 1, jak
¢tendf snadno dokdZe. Piiklad tento ukazuje, Ze i v piipadech, kdy

jedna z derivaci z prava a z leva jest rovna nulle, miZe miti f(r) rela-
tivnd extrém.
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