Pocet differencialni

VL. Derivace funkce jedné proménné

In: Karel Petr (author): Pocet differenciélni. Cast analyticka. (Czech). Praha: Jednota
Ceskoslovenskych mathematika a fysikt, 1923. pp. 134-188.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402694

Terms of use:

© Jednota Ceskoslovenskych mathematikt a fysika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized

documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402694
http://dml.cz

Cdst druhd.
Pocet differencidlni pro funkci o jedné proménné.

VI. Derivace funkce jedné proménné.

1. Zakladni defimice.

95. Definice derivace. BudiZ d4na funkce f(z) v intervalu (a, b)
a nechf jest « nékterd hodnota uvnit? toho intervalu. Uvazujme pak
pomér
flz+h)—f(2)

- : @
ve kterémz . jest Cislo takové, Ze x -+ I jest také v intervalu (a, #)
Pomér tento mize miti limitu, kdyZz . se blfzi k nulle; limité této pak
fkdme derivace funkce f(x) v bodé z a znadime ji f'(x). Jest tedy

f@)=limIEEN =1 @) (1)

h=o h
‘Tak ku pf. je-li f(x)= 2%, jest derivace této tunkce déna limitou

= lim (2z + k) = 2z. -

h=0

23 ___ 2
lim (x+h) z
h=o0 h
Vysledek tento pifeme timto zpGisobem snadno srozumitelnym

(x?) = %z (e)

a podobnd nim znalf (e*)’ derivaci funkce ¢ dle proménné x. Oznaleni
ve (II) pouZité poskytuje tu vyhodu, Ze pfi ném miZeme udati zevrubné
i zvla§tni hodnotu neodvisle promé&nné, pro kterou jest vypoétena deri-
vace; tak ku pf. znatky f'{c), /'(2) znali derivace funkce f(z) a to
prva znalka derivaci v bodé x — ¢, druhd derivaci v bodd x—=2.

Pozndmka. Vedle oznateni vytéenych ustdlila se v poltu differen-
cidlnfm je§té jind oznafeni, z nichZ nékterid budeme uZivati v ndsledu-
jicim, ndsledkem &ehoZ jest tfeba je seznati.
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Nejstruénéjsi znatkou pro derivaci funkce y — f(z) jest y', pfi ni
neni vSak vytlen znak neodvisle proménné, dle které se derivuje; znatky
této lze uzivati ovéem jenom tenkrite, kdyZ neni tfeba obdvati se ne-
dorozuméni.

Ob&irnéji 1ze derivaei funkce y dle = znadtiti vyrazy D D,y. . D f@).

Dalsi velmi asto uZivané oznatenf vzniklo v disledku de deﬁnlce deri-
vace (a v ddsledku zavederi t. zv. differencidldi, o nichz pozd&ji bude
tet). Citatel vyrazu (I) jest vlastnd piirdstek funkee f(z) vznikly, kdyz
proménnd z vzroste o k; tedy » — t. j. jmenovatel vyrazu (I) — jest
pifristkem proménné x. Znalime pak piiristky funkce y — f(z) resp.
neodvisle proménné x pomoci feckého A piSice pro né Ay, Af(x)
resp. Ar. Pieme tedy

y+dy =f@+h), f<w+h>—f(w)=4y, h=dr,”  (B)

(@) _41:]_]1 d—w

V souvislosti s poslednim vyrazem piSe se pro f'(z) téz

&Y _ im Y.
de ™ 4,_,dzr’

Jsou tedy celkem pro derivaci funkce y = f(x) dle = v ndsledujictm
pouZiviny tyto znalky
o ' dy df
f(‘x)! [/(I)]7 Yy, DA_/(I), 'D,—.'/: dz’ ﬂ_m;
‘stejnd oznafeni s ndlezitou zménou oviem zavad&ji se i pi jinfch ne-
odvisle proménnych.

96. Md-li funkce f(z) v bodé z derwam, 7th » bode tom spojita
Nebot miizeme psati =~ m spojitd.

fa+h) —f@=h. -

a prejdeme-li k limité pro lim I;.:O, (prav4 strana mi limitu rovmou
nulle, jelikoZ druhy &initel na pravé strané méd limitu f'(z), prvni nullu)

Jm (@@ +h)—f@)=0, limf(z+h) = f(z),

&imZ tvrzeni dokdzino.
Pozndmka, Uzivime-li symboli 4y, Ar, miZeme tvrditi, ze

lim 4y =0, existuje-li ¥’ (v bodé z).
Axr=0

97. Geometricky vyznam derivace. Znizornime-li si graficky funkei
y=1/(x) tim, ze v pravoihlém systému soufadricovém XY nakreslime
kfivku, jejiz rovnice jest y — f(z), miZeme ddti pojmu derivace zvldtni
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geometricky vyznam. Zvolme na dané kfivce bod M o soufadnicich
®, y), pfi temZ ovlem y = f(x); zvolme si pak na ni jesté jiny bod
M' o soufadnicich (x + 4r, y + 4y), pii temZ y + dy = f(x + dx).
Piimka MM’ spojujici oba body M, M’ sluje seénd dané kiivky. Smér-
nice té setné jest patrn& (viz obr. 1.)

QM __ Ay [+ dn)—F(@)
MQ T Az Az

/ Mé-li tento vyraz limitu pro lim g4z =0
— t.j. ma-li f(z) derivaci v bod& z —, md
o ¢ i tg « jistou limitu tg «, (kdyZ lim 4z =0) a
to takovou, Ze

y W tga—=

. WL . d
0T P tg 0y = 72 = /1" (2).
Obr. 1.

‘Kdyz 4z blizi se k nulle, pak M’ se blizf
ku M a setnd MM’ se blizi piimce TM prochézejici bodem M a svira-
jici 8 osou X thel «,, az v limité s touto piimkou splyvd. Primce t6
tkd se teéna krivky y — /() v bodé M a derivace f'(z) jest smérnici
té tefné.

Poendmka. O vlastnostech funkei 7(x), jeZz jsou piistupny geo-
metrickému zndzornéni zde pouZitému, odvodime teprve pozdé&ji véty
prislu§né. Poznime, Ze kfivky ty jsou druhu velmi specielnfho a ne-
mize tedy tvofiti geometricky nizor podklad pro odvozovini vét plat-
nych obecné pro funkce spojité. Z této pFitiny pouzivdno jest v této
knize geometrického zndzornéni jenom jake podpory k objasnéni vykladu,
nikdy vSak jako prostfedku anebo pomiicky dikazu.

98. Pravidia pro poéitani derivaci. 1. Je-li /(x) v intervalu (a, b)
rovna stile téze konstants, jest derivace té funkce v ka?dém bod& uvnitt
intervalu (s, b) rovna nulle; nebof je-li f(x) = C, f(x 4+ k) = C, jest
vyraz (I) rovny nulle a tedy i limita jeho pro lim 2 —0 jest rovna nulle,
: 2. Budtez #, v, w, . . . funkce prom&nné x majici derivace v bodé x;
ty jsou dény limitami (pfi tom jest w -+ 4u hodnota funkce w, kdyZ ne-
odvisle promémnéd mi hodnotu = + Az, viz (3))

Au Av dw .
u :hmz, v _hmd—z, w _hmd ;... pro lim 4x =0.
Stanovme derivaci funkce y —u + v —w -+ . . . Piiristek funkce
yot. j. dy—=du+ Av—Aw+ . . . a tudiz

4y 4u Ay ﬂo_i_
i dz™ dz Az ' C
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PonévadZ limity &lend na pravé strand, kdyi lim 42 — O, existuji, exi-
stuje i limita levé strany a jest tudiz
y=u +v—w-4.., 4]
kteryzto vztah ndm ddva pravidlo pro derivaci souétu (resp. rozdilu).
3. Budiz y — wv za tychz pfedpokladi o » a v jake v predchize-
jici dvaze. Tu jest
dy = (u —|— .du) (v + 4v) —uv —=udv + vdu + dudv
=it et g T
Pfejdeme-li k limité pro lim gz —=20, jest ihned (posledni &len pravé
strany md limitu rovnou nulle)
y=w' + ', @)
coz ddva pravidlo pro d_u@_ i_ﬁiﬂ dvow funkei.
4. Necht jest dale (stdle za pfedpokladu, Ze existuji w’, ¢')
y:%. Pak jest
u+ du v vdu— udv

W= o wotr )’
Au Av

:Iy_LZ—J:—u;'E

de " v(v 4 dv) °

Pfi tom pfedpokliddme, Ze v jest rizno od nully v bodé. o n&jz jde,
a Ze Ar jest jiz tak ‘malé, aby i v—i—dv bylo stdle rizno od nully.
Piechodem limitnim médme z posledni rovnice ihned
’ , w'v—uv’ .
y= =" 3

pravxdlo to pro derivaci podllu dvou funch

5. Derivace funkci invemsnich. Nechf funkce f(x) jest takovd, ze
rovnice y — f(z) definuje také x jako funkei y, tak Ze rovnice z=—q(y)
jest ptedchazejici rovmici ekvivalentni (viz zevrubné o tom v odst. 82,).
Md-Ui funkce f(x) derivaci v bodé x riznow od nully, md funkce in-
versni @(y) rovné? derivact v bodé y (piisluSném ku x na z4klads
vztahu y — f(x) ) @ derivaci tu muZeme snadno vypocisti pomoci deri-
vace funkce f(x).

Nebot jest (jestlize lim 42 =0, jest lim 4y = 0 a naopak, viz
odst. 96. a 82))

4 o 1
f(@)=lin A—z , ¢'(y) = lim =X

r—od./ f'—(x')
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Rovnici posledni miZeme d4ti tvar .

f’(I): Il ™ 1
?'(y)  9'(f(=))
na zdklad® jehoz miZeme vypolisti derivaci funkee f x), zndme-li deri-
vaci funkce inversni ¢(z) a naopak.

6. Derivace funkce funkce. Budiz y— F(u), kde » —f(z); znatme
zase u + du = f(x 4+ A=z). Pak jest
4y __ Flu+ du) — F(u) _ F(u+ du) — F(n) . du )
Az~ Az T Au Az (m
Necht mé » derivaci dle z v bodé = a F(u) derivaci dle % v bodé

# = [(x) (jiZz oznatime F'(u)). Ptejdéme k limitim v posledni rovnici
pro lim 4z = 0 (p&fk i lim 4« = 0), i dostaneme

(4)

tim 2 — i F T LW = F0) oy, A )
. dx—o dx du=o du dx—o dx
aneb 0
L{ y' = Fl(u).u B)

!
¢imz déno pravidlo pro derivaci funkece funkce.

Pozndmka 1. Rovnice (m) jest v odvozeni podaném v platnosti
jenom tenkrdte, kdyZ A« neni rovno nulle pro ptislusné 4. Jestlize
viak 4 u= 0, postali k zachovani platnosti rovnice (m) kldsti misto podilu

Flu+ 4u) — Fu)
du o
ktery ztrdci vyznam, kdyz 4w = 0, vidy v tomto pfipadé (4u = 0)
bned F'(u). Sprdvnost rovmice (n) touto substituei nebude rovnéz
dotéena a vysledek docfleny tim nijak nebude poruSen. Touto iivahou
z{skdva rovnice (5) platnost i tenkrdte, kdyZ 4« pro nekoneéné mmoZstvi
4z, konvergujicich k nulle, stivd se nullou. V tomto pfipadé ovSem
derivace funkef F(u), » dle z, existuji-li‘ viibec, jsou rovny nulle, jak
snadno patrno, é&mz pro ten pfipad na novo potvrzena sprdvnost rov-
nice (9). ’
Pozndmka 2. Jako zvlastni piipady é¢asto se vyskytujici uvi-
dim rovnice

(Fla.x)) = a F'(a.®), (Fax+ b)) =aF'(ax-+b). (6)
PFiklady. 1. Nejprve jest, je-li y =z, y'= 1 (plyne piimo z de-
finice derivace).

2. Jestlize jest y == Cux, jest y'= (' (rovnéz disledek definice).
3. Jeli y = af(x), kde a konstanta, jest y'= af'(z) (z definice).
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4. Vétu pro derivovdni soulinu miZeme ponékud zevIeobecniti.
Nejprve miizeme ji psiti ve tvaru
e ' (u_v): _71, i‘
(uv) =w'v<4 uv' aneb oy “u_+ et
Méme-li t# faktory wu,, w,, u,, poloZme v posledni rovmici » — u,,
v = u,u, & uZijme k vypottu-derivace » opét poslednf rovmce dosta-
neme postupné ORI TR S

(oy ugug) u1 _I_(um3 ul _|_ u,+us T

Uy Uy Uy Uy u,
Tak vyplyvd obecné

F (y uguy .. cug) ', "'a
R g JuL i It — o
i U Uy Uy .. Up Uy + U, + + + @)

5. Rovnice (¢) miZeme pouziti na V)"poéet derivace funkce y—= z=,
kde n celé¢ kladné. Klademe nejprve w, —u, —uy; = ... =tz =u
a dostaneme

uu ! ul
o) =n_ (u?) = nu'u"1, @

ull
M@y =nan, ()

kterjzto vysledek bychom mohli oviem ziskati téz pomoci binomické véty.

apro u=—z

. 6. K vypottu derivace funkce y = V:c postali uvdziti, ze tato
funkee jest inversnf ku funkei x = y=, %Ze tedy dle (4) a (y) jest

1
[(z)—w ) (P\J)—./; @ = ny"- ‘J

— 1 -
n—1 " -)-; x
Als")

r
7. Derivaci funkce y—=a9¢ stanovime, pouzijeme-li vztahu (3)a ()

&
\\’\
S0
———
R
I~
S—
|
D]
B
Il
|
8
I
|
—
==
&

(9)

1
[v prvém kladouce n = p, v = 2’ |; obdrzime
@\ AU I N N
(mq):p_lmq -(a;q) _ P j

Jest tedy rovnice (y) platnd pro kaxdé n racionilné kladné; rovnsz
snadno jest ku pt. dle pravidla o derivovdni podflu rozsifiti platnost
jeji i pro x.raciondlnd zéporni.
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8. Derivace mnohollenu y — a,z° 4 a, 27! -+ a, 22 4 ...+
+ az1z + a. jest

Yy=mnaz" '+ nm—1az 24+ (n—2a,2° % +...4 t,,
(dle pravidla o derivovdni souftu a dle p¥ikladu 3. a 5.).

99. Derivace elementarnich funkei. 1. Derivace logarithmu. Poti-
tejme nejprve derivaci pfirozeného logarithmu. Jest dle definice logarithmu

(logz) —lim BE M —logz_,, 1 log(l +i)—_—
h=o0 h x

h h=o

: 1
. = Jim 7 log (1+ )
rovnicich téchto jest z jist4 kladnd hodnota; kladme v nich o misto

» pak bude ¢ velidinou soutasné s k konvergujicf k nulle a dostaneme’

sl <

(log @ = -~ lim %8 (la+ D1 oast. 0) @
- d =0 *lu*a

Abychom zjskali derivaci logarithmu pfi obecném ziklads, stati vzpo-
menouti na vztah

1 log,e

zlog A« ()

log =
log =l_og71 a tedy (log,z) =

2. Derivace exponmencidlni funkce. Exponencidlni funkce e jest
inversnf funkef ku logarithmu. Uzijeme-li tedy rovnice (4), kladouce tam

1 .
y=/[f(x)y=¢e* o(y)=log Y 9 (y) = Pk méme ihned

¥ =y aneb (ef) =e¢~ || ®8)
Derivace obecné exponencidlni funkee ziskévdme timto postupem
(a%) = (ex1°82) —=log a . ¢*1°¢3 = a=log a. (rovnice (6.) (8")
Derivaci exponencialni funkce ¢* mohli bychom viak také odvoditi takto
postupem piimym ’
exth_ ox et —
Y — p—
(€% ,,ITT, h ¢ ,}1;1}, h
3. Derivace obecné mocniny. Abychom vypoletli derivaci funkee
y — =z, miiZeme postupovati takto

Lo (odst. 70)

(x*) = (ex1°8 %) = (a«log )" . e* 18 = — .z = ag™".

o
€

Pfi tom pouzili jsme rovnice (5, kde jsme volili u=elogz, F(u)=e"



141

Kdybychom cht8li pfimy vypolet této -derivace, psali bychom
(z*)' = lim ~(w+72 —a —z“-’hm— «1—!— ) )‘

b=o0 },—0
aneb
(L+0*—1
R

(x*) == zo—1 11m —ax*1.  (odst. 70.)

4. Derivace funkci goniometrickych. K odvozenf derivacf pro sinus
a kosinus vyjdeme z rovnic odst. 90. pro tyto funkee platnych. Jest

sin(x + h)—sine__ 2 . h h
’ —-—= Zsmgcos(ac—{-—),

cos(@t+h)—cosxz 2 . h . h
% = k31n23m(1:+ 2).

Piejdeme-li k limit8 na pravé strané pro lim 2 —0, dostaneme~jednak

2 h .. sinih sin A’
Jim 5 sing =l —==lm Z~=1,

jednak (jelikoZ kosinus a sinus jsou funkee spojité)

h=o0

a tedy

llmcos(x+h):cosa:, ﬁmsin(z-{-%):sinx -
h=0 :

R . |
(sinz) =cosz, (cosz) =—sing. |

Pro tgx a cotgx vyplyvd uZitim rovnice (3)

sinx\’ (sinz) cosz—sinx(cosx)  cos?z - sintx 1 |
| S - O —_ —
(tgm) —_ Py Rt 2 . - 2 - [PV
o c0sST cos*x cos®z cos®z’
1 h _
(cotg x)’_ = —

sin*x’ \.

5. Derivace funkci cyklometrickiyjch. Derivaci funkef cyklometri-
ckych mifiZeme vypotitati bud pfimym poltem aneb na zikladd véty
o derivaci inversnich funkei. Timto zpisobem vypodteme ku pf. derivaci
funkece arcsinz, onim derivaci are tg .

V rovnici (4) klademe x=siny, f(x)=arcsinz, ¢ (y)=siny
i dostaneme _
(are sin z)’ = 1 ;
cos ¥

aviak jelikoz —% =< 7‘7—) (dle definice furkce y — arc sin z), jest
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cosy_Vl—sm“y—Vl—a: a tedy

1 |
arc Sln x —_— ——— '
o y = |
Z rovoice () odst. 94. plyne™ ~~-.__
i (arc cos z) = 1 e ,]
——— yi—='

Abychom vypocetli denvacn funkce arc tg z, vychéze]me z rovnice (13")
odst. 94. Jest

aretg(z 4 h) —arctgz __ 1 h
7 =% mtgl Tr@Eh)
142+ h .k 1

h S ey ey s S Gy Py A
Klademe-li pro krdtkost .
- . h' h ‘.‘"‘ - -
1+ ax+ h) /’)f.»;;

a prejdeme-li k limité¢ pro lim # =0, z &ehoZ naisleduje téz lim =0,
obdrzime

7U . arctgh' |, 1 S “
(arctg “’ = lim — 7= lim | +z(x+n)_r1+ac2"E\
tmZ jest hledané, derivace vypotténa. 7 tohoto vysledku ndsleduje z4-
roVefi (podobné jako svrchu)

. - P ! v
(arc cotg x)’ = T gl‘i

100. Néktera rozsireni polmu ‘derivace. Nemé-li vyraz (I) limitu
pro lim 2 — 0, pak neexistuje derivace v bodé z. Nastati pak mohou
nékteré piipady, z nichZ nejdiilezitéjsf ihned vezmeme v dvahu, s pii-
padem pak nejobecn&jiim teprve pozdé&ji se budeme zabyvati.

1. Nejprve jest mozno, ze vyraz (I) m4 limite, kdyZ A pouze z4-
pornymi hodnotami probihajic bliZzi se k nulle; t, j. jest mozno, Ze exi-
stuje limita

lim I +h)— f(w).
) h=—o h
Této limité fikati budeme derivace z leva. Podobn& pod derivaei z prava
budeme vyrozumivati limitu
f(r+h) — i)
h—+o
ve které 4 konverguje k nulle probihajic hodnotami kladnymi.
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Znadéitt budeme derivact z leva funkce f(z) v bodé z, symbolem

7 (z,). obdobné derivaci z prava funkce f(x) v bodé x, symbolem

fT(z,). Téz mozno uzivati symbold snadno srozumitelnyeh 5 f(x,), D7 f(x,).

\ Ma-li funkece derivaci v bodé =, md ovSem ¢ derivaci z leva v tom
\ bodé ¢ derivaci g prava a obé jsou si rovny.

2. MiZe se pak ddle stiti, ze vyraz (I), kdyZ % konverguje k nulle,

roste nad kazdé &islo kladné, t.j. Ze, bereme-li limitu v $ir§im smyslu, jest

lim fleth —f(m):+ oo, (r)

h=0 h

V tomto pFipad® sice derivace funkce f(z) v bodd x neexistuje v tom

smyslu, v jakém jsme ji definovali. MiZeme v3ak pojem derivace ponékud

roziffiti obdobng, jak jsme to uéinili pfi limitich, a mluviti v pFipads,

Ze splnéna rovnice (r). o derivaci v Sirsim smyslu funkee f(z) v bodé z,

jeZz jest nekonefnou kladné. Psiti pak budeme strutnd tento vztah (r)

ve tvaru f(x) — oo. Budeme tedy pod derivaci funkce f(x) v Sirsim

smyslu vyrozumivat: limitu vyrazu

Se+h) - f@)
h

LY

pro lim i = 0 wvaiovanou v sirsim smyslu (odst. 28., pozn. 1.). Ne-
existuje-1i tato limita ani v &ir8im smyslu, nemd f(r) derivaci ani v §irdim
smyslu. Mluvime-li o derivaci funkee f(z), méme na mysli zpravidla de-
rivaci v dosavadnim, t. j. v uZSim smyslu; - pfipoustime-li vSak pro
hodnoty derivace f(x) symboly + oo, — oo, + oo, mime samozfejmé&
na mysli derivaci v 8ir§im smyslu. ’

Obdobné lze roz&ifiti pojmy derivace z prava resp. z leva, takZe ku p¥.
vyrok: derivace z prava funkce f(z) v bod® x jest + oo, jest srozumitelny.

3. Na obrdzeich 2., 3., 4., 5. jsou znazornény graficky vylo-
7ené piipady.

Na obrdzku 2. neméd zudzornénd kiivka v bodé 4 tednu; existujf
spiSe tetny dv&, z nichz A/, divd smérnici svoji derivaci z leva, A%,
pak derivaci z prava. ’

Na obr. 3.a 4. m4d kfivka v bodé 4 tetnu kolmou k ose .X'; v pfipadé
prvém jest derivace — oo, v druhém + oo, jak snadno &étendf nahlédne.

V obr. 5. jest opdt tetna ¢,¢, v bodé A kolma k ose X, tu viak
jest derivace z leva — oo, derivace z prava - co.

4. Jako piiklad k derivaci z prava i z leva uvddim funkei danon
Tovnicemi

@)= 12— pro 20, f(0) = 0.
e+ 1
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Pro derivaci z prava v bodé z — 0 uvaZujeme vyraz

O —fO_ 1 jagsn>o0.

h ei—l— 1
} Vyraz tento md pro lim » — -+ O za limitu O; derivace z prava jest
nulla. Podobné vyplyv4, Ze derivace z leva toho vyrazu jest 1.

Y
4 & z

|\
N

/

Obr. 2. Obr, 3. Obr. 4.
2
Fynkce dand rovmicf y — «" nemd v bod® O ani derivaci z leva
ani z prava, v §ir8im smyslu viak derivaci z leva — — oo, derivaci
z prava — - oo,
5, Md-li funkce f(x) v bodé = deri-
¥ . vaci 2 leva, jest funkee f(xz) v tom bodé
) # leva spojita. Obdobny vyrok jest i v pH-

« padé, kdyz, m4 funkce derivaci z prava v bodé
/ z. Diikaz je tyZ jako p¥ vété odst. 96.
Je-li derivace funkce f(x) v bodé z

bud + co anebo — oo, nemusi byti f(x)
: v bodé x spojita, nebof dikaz odst. 96. tu
= ‘pozbyva platnosti. Obdobné vyroky lze uéi-
Obr. 5. niti i v pfipadé, kdyZ derivace z prava resp.
% leva jsou =+ oo.

Pozndmka. Zavedenim pojmu derivace z prava a z leva defi-
novali jsme limitu vyrazu (I) i pro pfipad, %e x jest hranitnim bodem
intervalu (a, b), ve kterém f(z) jest definovana. Je-li a << b, jest limita
vyrazu (I) pro = = a &islo /*(a), pro z = b pak &slo 7' ~(b).

101. Budiz f(x) funkce definovand v intervalu (a, &) a majfef de-
rivace ve viech bodech intervalu (a, b)) — v bod& « derivaci z prava,
v  derivaci z leva (pi a << #) —. Pak hodnoty t&chto derivaci tvoii
novou funkei definovanou v intervalu (a, 1), jiz tikdme funkce derivo-
vand z f(x) anebo kritce derivace funkee f(.) v intervalu (a, b) a zna-
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time prdvé f'iz). A naopak funkce /(x), jejiz derivace v intervalu (a, ?)
jest rovna jisté funkei g (x) v tom intervalu definované, sluje prlmltlvnl
funkei ku ¢ (x) v intervalu (a, 7).

Ku pP cos. jest derivaci funkee sinz v kuzdém intervalu
a naopak sin 2 jest primitivni funkei ku cos z v kazdém intervalu.

Funkce T2 jest derivaci funkce arctg a a tato naopak jest primitivni

funkei k oné rovnéz v kazdém intervalu. IFunkce log a2 jest primitivni
funkef ku 7' v kazdém intervalu obsahujicim toliko kladnd z.

MiiZeme v3ak mluviti o derivaci f’(a) funkce f(z) v intervalu (¢, )
i, kdyz neexistuje derivace funkce f(2) ve vSech bodech toho intervalu;
pak v téch bodech, ve kterych f’(r) neexistuje, neni /’(x) defihovino.
Specieln& v bodech, ve kteryeh j’(«) = oo, anebo, ve kterjch — — oo,
aneb konetng, ve kterych jest derivace z prava rdzna od derivace z leva,
neni f'(x) definovano.

Pozndwmka 1. Obecnégji, existuji-li pfi funkei fix) definované v (a, ¥)
v jednotlivych bodech derivace z leva a derivace z prava, definuji tyto
hodnoty nové funkce f'~(z) resp. /' (x), jeZ nazfvame derivace funkee f(x)
z leva vesp. z prava v intervalu («, 7). Lze pak ptitiniti obdobné po-
“znimky, jako svrchu ve specieln&j$im pripadé.

Pozndmka 2. V odst. 100. jsme vytkli vyznam réeni: derivace f'(z)
jest v bodd z nekonetnou (kladng). Jiny vyznam ma vyrok, Ze deri-
vace f'(x) jisté funkce jest nekoneénou v intervalu (v, 4); pojem ten
osvétlime na piiklad® Ku pf.uvazujme funkei f(x) definovanou rovnicemi

: 4 : :
f(z)=2* sin% ipro v8ecka r intervalu (— 1, 1) vyjma pro x=—0,

710y = 0.
Tato funkce md derivaci v kazdém bod& intervalu (— 1, 1). Je-li =
rizno od O, jest derivace té funkce ddna rovnici -
1 s .
flx) = x sin— — z ?cos —,
x z

v bodé z = 0 jest pak derlvace ddna limitou
1
tim {OFH =IO — iy i = 0

h=0 h=0 h
a jest rovna nulle. Derlvace jest tedy v kaZzdém bodé tplné stanovena,
ddna urditym Cislem; jest vSak funkei, kterd nenf v (— 1, 1) ani zdola
ani shora ohranifena a tudiZ v intervalu (— 1, 1) nekonetnou. Vibec jest
derivace dané funkee v kaZdém intervalu obsahujicim bod O nekoneina, aé-
koliv v bodé x = O derivace v uz8im smyslu existuje a jest rovna nulle.
Petr, Diff. podet. 10
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2. Véty obecné o derivaci.

102. Funkce rostouci (klesajici) v bodd. Na ziklads definice dané
pro derivaci miZeme psiti

flx+ Ry — /()
h

=1 @)+ ¢,

kde ¢, jest tislo zdvislé na z a na & (jak indexem vyznaleno) takové, Ze
za predpokladu o existenci derivace v bod& x jest lim £, — O pro lim & =0.
Budiz nyni pro urtité z—c nachdzejici se uvnitf intervalu, v némz
funkece jest definovdna, derivace kladnd, t. j. budiz f'(¢) > 0. Pak lze
nalézti tislo kladné % tak, aby pro viecka %, jichz absolutni hodnota
jest men&f neZ #, pro pifsluSné e, bylo splnéno | e, | << f'(c), jest tedy i

f(c+l;3—f(c) =0 pro viecka %, pro né&z | k| <.

‘Tuto nerovninu miZeme, vyndsobime-li jmenovatelem, psiti ve dvou
riznych tvarech (dle toho, zda % jest kladné &i ziporné, klademe bud
h = ¢ aneb k= — o, pii temZ o jest kladné)

flet+eo)—f()=>0, fle—@—f(c)<O

fle—o)<f(e)<<f(c+ o) pro viecka kladnd o <<n. 4y
Funkei, jeZ splije tyto nerovniny, fikime funkce rostouci v bodé c;
tak mdme vétu: Md-li funkce f(x) v bodé ¢ derivaci kladnou, jest
funkci v tomto bodé rostouci. A podobnd: Md-li funkce f(x) v bodé c
derivact zdpornou, jest fumkci v tomto bodé klesajici; pF tom jest
pojem funkce v bodé ¢ klesajici definovin obdobnd jako pojem funkee
rostouci.

Zaroveii jest patrno z této tivahy, Ze v okolf bodu ¢, pro ktery
derivace f'(c) neni rovna nulle, nachdzeji se vZdy body, v nichZ funkce
nabyvd hodnot vétSich nez v bodé ¢, a body, v nichZz funkce nabjvd
hodnot mensich nez v ¢. Je-li ku pf f'(¢)> 0, nabyvd f(z) v okoli
bodu ¢ v levo hodnot mensich, v okoli v pravo vétsich.

Konetné vyplyvd z ptedchdzejiciho, Ze, md li funkce f(z) v hodé ¢
derivaci j'(c) (v uzSim smyslu) a je-li f(c) zdroveri horni hranici funkce
f(x) — aneb maximem funkce f(x) — v infervalu (c—e, ¢ ¢),
kde € jest jisté Cislo kladné, Ze f'(¢c)=0; nebof nemiZe byti ani
f'(¢) >0, ani f'(¢c) < 0. Obdobny} vyrok jest platny, je-li f(c) minimem
funkee f(z) v intervalu (¢ — ¢, ¢ ¢).

Pozndinka 1. Véta dokdzand jest platna i v tom pfipadé, kdyz
f'(¢c) = oo anebo kdyZ f'{¢) = — co. Specielné, kdyz f(c) = 4 oo, jsou
v platnosti nerovniny (I), jak Etendf snadno z piisluSnych pojmi odvodi.

aneb
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Pozndmka 2. Existuje-li v bod& ¢ derivace z leva a je-li tato
kladnd, jest funkce f(z) v bodé ¢ v levo nosteecel; t. j. jest splnéna
nerovnina '

fle—o)<<f(e) pro viecka kladnd o <1.
Obdobné vyroky plati pro derivaci z prava a t. d.

Pozndmka 3. Nabyvd-li f(x) v bodé ¢ horni hranice bodnot, jichz
tato funkce nabyvd v intervatu (c —e, ¢+ ¢), kde e >0, a md-li f(x)
v bods ¢ derivaci z leva i derivaci z prava obojf riizné od nully (a oboji
v §ir§im smyslu), pak jest nutné

(>0, () <0,

pii femz oviem, je-li f'7(¢) = 4 oo, pokliddme za splnénou nerovminu
JF~(¢c) =0 a obdobné v jinych pfipadech, Véta tato vyplyvd z poznidmky
pfedchézejici.

103. Véta Rolleova. Jestlie funkce f(x) spojitd v intervalu
(a, b) jest rovna nulle v krajnich bodech toho intervalu -a jestliZe ta
Funkce md derivaci v kaddém bodé uvniti toho intervalu, jest tato
derivace aspofi v jednom bodé leficim wvnitF intervalu (a, b) rovna
nulle.

Dle pfedpokladu jest f(a)=0, f(b) =0; kdyby také pro viecky
ostatnf -body intervalu (a, b) byla f(z) =0, byla by i derivace f'(x)
ve v3ech bodech intervalu (a2, ) rovma nulle a véta Rolleova platna.
Ptfedpoklidejme tudiz hned, Ze neni f(x) stdle rovno nulle, a Z%e nabyvd
ku pf. v (a, b) také hodnot kladnjch Jest tedy (za tohoto piedpokladu)
hornf hranice A/ funkZnich hodnot pro interval (a, &) &islo kladné (M = 0)
a jest M dle véty o spojitych funkcich zdroved maximalni hodnotou f(x)
v intervalu (#, b). Této hodnoty M nabyvd f(z) pro jisty bod ¢ leZfcf
uvniti intervalu (¢, b)) — mnebot jest f(a) =f(h) =0 — a, jelikoz jest
f(¢) zérovell maximem funkce f(x) v intervalu (€—e, ¢ +¢), kde ¢ >0,
jest nutné dle uvah piedchédzejiciho odstavee f'(¢) =0, &imZ tvrzeni
vétou Rolleovou vyslovené dokédzdno. Obdobné by se postupovalo, kdyby
f(x) v (a, V) nabyvalo jenom hodnot = 0.

Pozndmka. Véta Rolleova ziistdvd v platnosti, i kdyz jsou v (s, b)
body, ve kteryjch derivace v uzsim sinyslu neexistuje,- je-li jenom v téchto
bodech bud f'(2) = + oo aneb f'(r) = — oo a je-li oviem f(z) v (a, b)
funkef spojitou; viz odst. pfedch. poza. 1.

Jak by bylo nutno doplniti Rolleovu v&tu, kdyby pro nékteré body
intervalu (a, b) derivace sice neexistovala, av3ak v téch bodech existo-
valy derivace z leva i z prava, rozhodnouti l1ze snadnou dvahou (viz
pozn. 3. pfedch. odst.). i

10*
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i04. véta o stfedni hodnotd. Jednim z disledkd Rolleovy véty
(a zéroveii jejim zobecnénim) jest tak zv. véta o stfedni hodnoté. Abychom
ji odvodili, uvazujme funkei

D)= (b—a)(f(@)—f(1)—(x—a)(f(}) —F(x)
Pfi tom jest f(2) funkce definovand v intervalu (v, 1), v n&m spojitd
a majici pro viecky body uvnitf (a, I) derivaci. T'ytéZ vlastnosti md
nédsledkem posledni rovnice i @ (x), mimo to jest @ (u) = 0, & (b) =0,
jak bezprostredné patrno. Existuje tedy jist® aspoii jedna hodnota
uvnité (a, ), pro kterou @'(§)=0, t. j. pro kterou vyraz

¥ (2} = (b — a) J'(2) — (F(b) —F (a))

jest rovny nulle. Dosadime-li tedy do pravé strany £ za x a poloZime-li
vysledek roven nulle, mdme

_ fO)—f@=0—afE, a<é<i, (D
¢oz jest hledany vztah. Klademe-li v ném b —a -+ », pak £ miZeme

nabraditi vyrazem a4 ®h, kde ® musi byti ¢islem mezi 0 a 1 (m4-li
bfti splnéna nerovnina «¢<<a 4+ ®h<<a-+ ). Rovnice pak obdrzi tvar

fla+h)—fl@=1f'a+6h); 0<O<I. (M
Tentyz tvar bychom -dostali, kdybychom miste @, », £ do (I) po Fadé
dosadili @ 4 7, ¢, a + ®h. Rozdil spotivd pouze v tom, Ze nynf jest %
zdporné, kdezto dfive bylo kladné. IRovnice (I') jest tedy platna pro h
kladné i zaporné za jediného predpokladu, Ze funkce f(x) jest v infer-
valu (a, a + h) spojitou, majic ve vSech bodech uvniti toho intervalu
pologengjch derivaci.

Formuli (I) resp. (I‘) budeme nazyvati vétou o stiedni hodnoté
pro funkci f(x) a pro interval (a, 1), resp. (7, a + &).

Ze v rovnici (I) jest obsaZena véta Rolleova jako zvld&tnf pFipad,
jest na snadé. Nebol polozime li v (I) f(b) = f(4), dostaneme ihned
(b—a)f (¢) =0 aneb f'(§)=0 pro jisté & mezi a a b.

Pozndmka. Véta o stfedni hodnoté jest platna i, kdyz f'(x) v n&-
kterych bodech intervalu (a, ) neexistuje, jestlize jenom v téchto bo-
dech jest bud f'(x) = -+ oo aneb f'(x) = — oo a kdyz f(z) jest v (a, b)
spojitou. Viz obdobnou poznémku v predch. odst.

105. Vétu (I) moZno utiniti ndzoru pFistupnon pomoct geometriékého
zobrazeni. BudiZ v obr. 6. CMD obrazem kFivky o rovnici y =7 (z),
dile OA=a, OB=10; pak jest AC=/f(a), BD= f(}) a

f)y— f(a_) _EI)

— =25= smérnici seéné CD.
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Véta (I) ndm pak pravi, Ze mezi
a, b jest polozen bod £, pro ktery ' D
F'(£) jest rovno napsanému pravé M r
vyrazu; t. j. jinak feteno na oblonku
CMD ktivky y = f(x) existuje bod,
jehoZ tetnd jest rovmobé&Zna se sel- G E
nou CD. Tento bod (jakoZ i jeho /
tetnd) jest na obrdzku zndzornén w |5
v bods M (ON=§). Oy —F—F

Na obrdzcich 7. a 8. jsou znd- Obr, é.k v
zornény dva piiklady funkei, ve kte-
rych predpoklady uéinéné o funkei ve v&té o sttednf hodnot® nejsou splnény
a kde také neplati v&ta o stfednf hodnoté. Kiivky y = 7 () jsou v obou
piipadech zndzornény CEarami silnd vytaZenymi; tsetce OF jest piifa-

Obr. 7. Obr. 8.

zena jimi pofadnice EFF, 04 —=a,0B=0b, OE=¢; EI'—f(¢). V piipadd
prvém jest sice f'(¢)—=-} oo, aviak funkce y = f(z) md pro xr—wedis- ,
kontinuitu; v piipadé druhém neexistuje pro x —=-c derivace (jest toliko
derivace z leva a derivace z prava). '

106. Zobecndni véty o stredni hodnotd. (Formule Cauchyova).
Uvazujme vyraz ) '

[f@)—f(a][e®) —9@)]—[pE) — g (@][f}) —Ff(a)]
Tento vyraz jest rovny nulle pro z=1@a a pro z=~. Maji-li tedy f(z)
a ¢(x) derivace v intervala (240, »—O0) a jsou-li zdroveid v (a,b) spo-
jité, jest derivace vyrazu napsaného rovna nulle aspoit pro jednu hod-
notu £ polozenou mezi a a b (dle Rolleovy véty).

Lze tudiZ psiti

FEPG—g@] ¢ELFG—F@)]=0 (r)



150

Z rovnice této ndsleduje délenim

FO)—Jj@__ 1@ 7.

90 —g@ g *=F<Y an
Déleni viak jest jenom tenkrite oprdvnéno, nenili () —g(a)=0 a
neni-li ¢’ (£) =0. MuZeme tudiZ vysloviti vétu: Vztah (1), kde & jest
jistd hodnota wvnitf intervalu (a, ), je.s-f platny za predpokladii:

1. Funkce f(x), 9 (x)jsou spojité v (a, b) a magjipro viechny body
uvnité intervalu (a, b) derivaci.

2. Neni ani 9(b)=q(a), ani funkce ¢’ (x), J'(z) mejsou pro
jednu a fous hodnotu uvniti intervalu (a, b) poloZenow rovny nulle.

Nebot z rovnice (r) ndsleduje, Ze, je-li @' (§) =0 a ¢ (b)— g (a)=F0,
jest nutné f'(§)=0.

Podminky pod 2. uvedené budou jisté splnény, nenfli ¢'(z) pro
Z4dnou hodnotu uvnitf intervalu (¢, #) nullou. Potom totiz ani ¢ (b) —
@ (a) nemiize byti rovno nulle, jelikoz dle véty o stfednf hodnotd po-
uzité na vyraz q(h)—q(c) vyplyvd, e pti @(b) — ¢ (a)=0 jest pro
jednu hodnotu § téz ¢’ (£)=0.

Pozndmka. Vétu o stfedni hodnotd (odst. 104.) miZeme prohldsiti
za zvla§tni pifpad véty prdvé dokdzané; nebot klademe li ¢ (z) ==z, ob-
drzime z této onu,

107. Z véty o strednf hodnoté (1) lze udiniti snadno ndkteré dile-
#ité disledky. Predpoklidejme, Ze existuje derivace funkce f(z) v inter-
alu (e, b) a budiz z hodnota v tomto intervalu. Pak lze psdti I téz
ve tvaru (pfSeme-li tam x misto )

J@—fla=@—a)f@), ea<é<z=D (e)
Predpoklddejme nejprve, Ze pro vsecka x v (a, ) jest stdle A = f(x) < B.
Pak oviem jest i 4 = f(§) = B, kde £ jest hodnota rovnic{ (&) stano-
vend a méme ihned z (a)

z—a)A=[f(@)—f(e) = (x—a)B,

f@O+@—a)d=f@=/(a)+ (z—a)B,
kterézto nerovniny pfi vySetfovini funkef byvaji Casto uZitefny.

Jestlize pro viecka xz v (a, b) jest stile f'(z)—4, nédsleduje z («)
obdobné

aneb téz

f@Q)=f(a)+ x—a)A=dz 4+ m,
pii temZ pro strutnost jsme kladli m —f(a) —a4.

Rovnici tuto lze vysloviti takto: Funkce proménné z, jeji¥ deri-
vace v intervalu (a, b) ve viech jeho bodech existujici jest rovna kon-
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stanté A, jest ddna vyrazem Ax + m, kde m jest rovné% konstan/a.
Zv145té pak, je-li A =0, lze fici: Funkce f(x), kterd md derivaci ve
vech bodech intervalu (a, b) a to rovnou nulle, jest Lonstanta v tom
intervalu.

Z véty pos'edni, uzijeme-li ji na rozdil dvou funkef majicich v (a, b)
stile derivace, plyne: Dué funkce f(z), g(x) majici v kaddém bodé
intervalu (a, 1) derivace a to derivace sobé rovwé, maji v (1, b) za
rozdil konstantw (anebo jinak Yfefemo: liSi se v (e, b) o additivni kon-
stantu, coZ znameng, ¥e jest mezi nimi vztah

f(x)=g(r) + m, (m nezivislo od z).

Druhé a tfeti vé&t8 tohoto odstavee lze déti snadno té% tento tvar:
Nuind a postadujici podminka, aby spojitd funkce f(x) se v intervalu
(a, b) rovrala linedrnimu vyrazu Az 4 m jest, aby ta funkce méla
v (a, b) derivaci a to derivaci stdle rovnou konstanté A.

Nutnd a postatujici podminka, aby funkce f(x) spojitd v intervalu
(a, 1) byla tam konstantou, jest, aby méla v (a, b) derivaci a to deri-
vaci stile rovnou nulle.

Pozndmka. 7 («) nisleduje téZ témé&F hezprostiednd: Jestlize
v (a, b) jest stdle | f'(z) | < ¢, pak jest | f(z) — f(a) | < (b — a) & pro
viecka z v (a, b).

108. Jestlize funkce f(z) md v intervalu (a, b) ve vSech bodech
derivaci a to derivaci kladnou anebo rovnou nulle — ne véak rovnou
nulle pro viecky body intcrvalu —, jest f () = f(a). Nebof dle véty
0 stfednf hodnoté jest

f@)—fl@)=(x—a)f'(E) 20,

JO) —f@=0C—2)f () =0,
Cislo = v téchto nerovnindch se vyskytujici miZeme si zvoliti tak, aby-
chom aspoii v jedné z téchto nerovnin mohli vynechati znaménko rov-
nosti pod znaménkem =>; nebof jinak by f(z) bylo pro viecka z kon-
stantou a derivace fx) v (a, ) byla by rovna nulle pro viecky body
intervalu (a, b), coz odporuje pfedpokladu. Volime-li tak x, mdme s¥-
ténfm obou nerovnin ihned

JO) —f@)=>0 ameb F()>f(a).

Z této véty ndsleduje: Md-l¢ f(x) pro vSecky body iutervaly (a, b)
derivaci, kterd neni v Zddném bodé zdpornd, jest if (x) v (a, b) funkei
neklesajici. Jest funkei stdle rostouci v tom intervalu, neni-li zdroven
f'(r) nullow pro viecky body nméjakého intervalu tvoFiciho édst inter-
valu (a, b). K tomu tedy, aby funkee f(x), majici v (a, b) derivaci,

el <z<<é <d. (»)
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byla funkef stdle rostouci v (s, b), jest nutno a postatitelno.dle pfed-.
chdzejicich v&t, aby pro vSecka x v (a, 1) bylo f(z) = 0 a aby body, Yol
kteryech f'(xzj—=0, nevypliiovaly Zadny interval («, ), kde a = < g = 1.

Obdobné véty lze vysloviti pro funkee ncrostcuci, resp. pro funlkce ..
stale klesajici.

Pozndmka. Véty tyto lze snadno ponékud roziffiti. Tak ku pF.
miizeme o funkei f(z) tvrditi, Ze jest funkei stale rostouct, i kdyz nem4
ve v8ech bodech intervalu derivaci, v t&ch bodech v3ak, ve kterych deri-
vace neexistuje, md bud f(x) derivaci z prava a derivaci z leva oboji
=0 aneb jest v téch bodech f'(+)— 4 oo. V bodech pak, ve kterjch
derivace existuje, jsou splnény podminky véty svrchu dokdzané. Dikaz.
tohoto tvrzeni jest snadny.

109. Necht md funkee f(x) v bod& ¢ diskontinuitu ; ta budiZ takovd,
Ze neexistuje lim /' (+) pro imz —=c¢— 0. Pak oviem f(x) nemd deri-
vaci v bodé ¢ (odst. 96.). Md-li v$ak derivaci ve vsech bodech jistého
okoli bodu ¢ v levo, jest derivace f'(x) v okoli tom nekoneénd. Nebot,
jelikoZ neexistuje limita vyttend, lze udati (dle véty Bolzano-Cauchyovy,
odst. 75.) vzdy ¢islo kladné & Ze jest splnéna nerovnina

|f(x'y — f(x") | > € pro n&kterd z', x",

pro né% O=<ec—a' <y, O<c—a" <, @
at si 7 zvolime jakkoliv malé. Zvolime si 7 pfedevsim tak, aby v inter-

valu (¢ — 7, ¢ — 0) existovala derivace ve vSech bodech. Iak 1lze (g)
psiti dle véty o stfedni hodnoté ve tvaru .

| 2" —x" | .| /'(§) | = & & jest Eislo v (¢/,2'") a tedy 0 <<c—E <,
-odkudz

|7 | >f7 nebot | — a" | <1,

t. j. jsou body £ v okolf ¢ v levo, pro néz derivace f'(£) jest v abs.
“hodnoté v&t3i neZ é&islo kladné libovolné veliké (n totiZ miZeme si pii
pevném & zvoliti tak malé, jak chceme) a véta jest dokizina.

Priklady. 1. Funkee

S =

mé diskontinuitu vytéeného druhu v bod& ¢. Derivace

pro z3=¢, f(e)=0

r—a

Sflm) = o —10)"; “pro ¢

jest vskutku nekonenou v okoli bodu ¢ (v levo i v pravo).
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2. Funkee
S :»sin% pro =0, F(0)=0
.m4 diskontinuitu v bodd z = O rovnéz vytteného druhu. Derivace v okoli
bodu O existuje a jest
, 1 1
f(x):-—m—2 cos —,
coZ jest funkee nekonetnd v okolf bodu 0. (v levo i v pravo).

110. Budiz j(i) funkce majici v intervalu (a, %) derivaci f(x)
a budiz « libovolnd hodnota tohoto intervalu. Lze-li udati ke kaZdému
kladnému &islu ¢ &islo kladné ¢ tak, aby

M( — f'(x) |<<& pro viecka h, pro néz |k | <& (5)

a pro néZ zdroved x4 jest bodem mtervalu (a, b) a lze li to &fslo &
udati neodvisle od z, fikdme, %o

[f@+h)—f(=z)
h

@
konverguje ku f’(x) stejnomérnd v intervalu (a, b). Cislo ¢ tedy pti
urtité funkei f(x) zdvisi toliko na & o, b (nikeliv na z).

Priklad 1. Uvazujme funkei f(z)==z? kde j'(z)=2=x. Pak jest

(z+ Il)Q —a:

— 2z <<e pro véecka h, pro néz |k | <e.

V piikladé tomte d—¢ a lze je voliti nezivisle i na intervalu
(a, b). Pfi této funkci nastdvd stejnomérnd konvergence vyrazu (¢)
v kazdém intervalu.

Priklad 2. Necht f(x)—=e~. Pak podminka (s) jest

et —1
_h__l

aneb nahradime-li. ¢t nekoneénou fadou

i <E

1 h ht ; .
AR ﬂ+§+._4_l+" ‘<£e y

kteréito nerovniné ‘bude jist® vyhovéno za predpokladu, ze | A | <1
a %e z jest v intervalu (a, b), a <<h, kdyZ bude splnéna nerovnina

A R+ R ) <et,
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z niZ vyplyvd
[ Bl 2ee—d

_b _
Toqn] <2ehlbl< 1+2ee—b

Stati tedy za & zvoliti men3f z obou &fsel 1 -5 & podminka (s}

1 + 2
pro funkei e a interval (a, ) bude splnéna. Nastivd tudiz i pfi
f (z) —e* stejnomérné konvergence vyrazu (f) v kazdém intervalu,

). Jestlize f'(x) jest fumkci spojitou v intervalu (a, b), konver-
guje viraz () stejnomérné v intervalu (a, b) ku f'(z). Nebot jelikoZ
f'(z) jest spojitou v intervalu (a, &), lze dle zdkladni véty odst. 78.
k &slu kladnému e udati &fslo 7 tak, Ze

| fi(&') — F'(x)| <<e pro vSecka z', z intervalu (2, b), prondz | x — z' | << 7. (u)
Nerovninu (s) vSak lze psdti v disledku véty o stfedni hodnoté

| [+ 0h)—f (2) | <=

Nerovning této jisté bude vyhovéno, bude-li | 2 | <7, t. j. podmince (s)
bude vyhovéne, poloZime-li 8 —=17, kde % jest stanoveno v (). Tim jest
véta dokdzdna.

Plati viak také opak: Konverguje-li vyraz (f) ku J'(x) stejno- -
mérné v intervalu (a, b), jest f'(x) funkce spojitd v intervalu (a, b)

Budte? x, 2’ dv& hodnoty intervalu (a, 5) a volme si uriité A tak,
aby bylo vyhovéno podmince (s) a aby také body z—+ %, =’ % byly
v intervalu (a, 5). Nerovninu (s) miZeme psiti ve tvaru

r@—e<lEEN=TD o piype
Pifme obdobnou nerovrinu pro z’'

fl(mr)_e<f(z'+]2'—f(x’)<fl (.'U’) +£'

Odfténim vyplyvd z poslednich dvou vatahd

f’(:z;’)—f'(a:)—2s<f(x’+’l);‘f(x+h)— f(x,);j(":)<

<f'(@)— 7§ (@) +2e ~

Piejdéme k limitdm v této nerovnind pro lim z'—a2 (neménice &).
Obdrzime pfedpoklddajice, %e z' jest stdle v levo od z

J@—0)— f (@) —2:<0< f(2—0)— /' (2)+ 2 ®)
Odtud nejprve nésleduje
ffz—0)—f (z — 0) <4e.
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Av3ak levd strana této nerovniny jest bud kladné &fslo anebo nulla;
jelikoZz pak ¢ (a tudiZ i 4¢) si miZeme zvoliti tak malé, jak chceme,
(nezdvisle od x), jest nutné

Sa—=0)—f"(—0=0, F(z—0)= J(z—0)=/"(z —0).
PouZijeme-1i tohoto vysledku ve (v), mdme
—2e<f'(z—0) — ' (2)<2¢,
odkudZ podobnou dvahou, jako privé byla provedena, nasléduje fl(z — 0)=
J'(x). Stejné vyplyvd f'{x+0)=f"(z) a tedy f’'(z +0) = /'(x), ¢imZ

spojitost funkce ['(x) dokdzdna. Jak by se postup tento upravil, kdyby
z splyvalo s @ nebo s b, jest na snadé.

112, Md-li f(x) v intervalu (a, b) derivaci a jsou-li derivace
v krajnich bodech intervalu protivnéha znaménka, pak jest v intervalu.
(a, b) jedna hodnota, pro kterou derivace f'(x) jest rovna nmulle. Pted-
poklad, ktery tinime, spolivd jednak v tom, Ze v kazdém bodg& interv.
(a, b) existuje f'(z), jednak Ze Eisla f'(«), f'(b) jsou protivného zna-
ménka. (Je-li @ <<b, postati pfedpoklddati — v ndhradu druhé edsti
pfedpokladu —, Ze derivace z prava v bod& ¢ jest protivného znaménka
neZ derivace z leva v bodé 5.)

Budiz ku pf. f'(a) &islo zdporné, f'(h) pak kladné. Potom f(x) jest
(dle odst. 102.) v b rostouci, v a klesajicf a jest tudiZz dolni hranici m
funktnich hodnot f(z) v (a, b) &slo men3di neZz obd &sla f(a), f(b).
Funkce f(x) jest v (@, b) spojitou funkei a tedy jest jisté &fslo ¢ uvnitk
(a, b), pro které f(c)=m; v bodé ¢ nabyvd viak 7(x) hodnotu mini-
mélni v okoli toho bodu a tudiz f'(c) =0 (viz odst. 102.). Tim jest
véta dokdzdna,

Md-li f(z) v intervalu (a, b) derivaci a je-li f'(a)= A4, f (b)=B,
pak, af jest L jakékoliv &islo mesi A a B, existuje v (a, b) hodnota ¢,
pro kterouw f'(¢) = L. Véta tato nasleduje z pfedchdzejici. Nebof, je-li
ku pf. 4 << B a tedy A << L << B, pak funkce

9(z)=/(z)— Lz

m4 derivaci ve viech bodech (@, b) rovoou f’() — L; pro krajni body
intervalu md derivace hodnoty 4 — L, B— L, jeZ jsou protivného zna-
ménka. I jest dle vty dokdzané jisty bod ¢, pro ktery derivace fumkce
¢(x) jest rovna nulle, t. j. pro ktery f'(¢) — L =0, &imZ tvrzeni do-
kézéno.

. Z véty pravé dokdzané vyplyvd se zfetelem ku v&td odst. 81. Ze
v intervalech, ve kterjch f’(z) jest monotonni funkel, jest f'(z) — exi-
stuje-li tato funkce ve viech bodech t&ch intervaldi - — funkei spojitou.
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Priklad. Uvazuyjme funkei
fl@)y== %cos% pro 30, f(©0)=0.
Funkce tato mi de'n'vaci'v kazdém bodé a jest
flx) = —x €08 — +x ‘sm% pro x=|=0 f(0)=0.

Derivace -jest spojitou funkei v kazdém bod& rizném od x = 0;
vskutku 1ze kaZdy interval, ktery. neobsahuje bod = =0, rozd&liti na
intervaly men8i, ve kterych funkce f'(x) jest monotonni. V okoli bodu
=0 viak takové rozdéleni na intervaly mensi té vlastnosti provésti
nelze. Tuto okolnost zkritka vyjadi‘ujeme slovy, Ze f(z) md v okoli
bodu =0 nekonecné mnozstu mazim a mmzm Jest pak vidy takové

maximum resp. minimum mezi body. ]1 , kde & jest celé (jak

k+1)a + l)»
Stendfi snadno vysv1tne, vypoite-li hodnoty funkee f'(r) pro ty dva body

8 pro hodnotu Rovnéz jest bezprostfedné patrno, Ze f'(z)

w7
Jest v kazdém okoli bodu O nekonefnou (a nenf tedy spojitou); aviak
snadno verifikuje ttendt v&tu dokdzanou v tomto odstavei pro kazdé dvé
hodnoty a, b a to i kdyZ jedna z nich jest rovna nulle.

I13. 0 funkeich graficky zobrazitelnych (o éardch ndzoru pFistup-
‘ngjeh). PF funkei f(xr) spojité v intervalu (a, b) miZeme se pokusiti
o jeji grafické zndzorn&ni tim, %e se snaZime nakresliti v roviné o osdch
X, Y taru, jejiz rovmice jest y = f(z), a =z = b. Aviak hned pfedem
jest jasno, Ze zndzornéni takové se ndm mitiZe podafiti jenom za pfed-
pokladi- velmi omezujicich obecnost funkee f(z). Prvni ptedpoklad, ktery
o funkei f(x) jest nutno uliniti, jest, Ze ra y — f(x) protind kaZdou
‘pHimku v konetném poftu bodd — nesplyva-li oviem pifslusnd piimka
z &4sti nebo zcela s farou y — f(r). Nebof jest sice moZno si pfedsta-
viti, Ze na pfimce jest nekonetné mnoZstvi bodd, aviak nenf moZno na
‘pfimce graficky nekonelné mnoZstvi bodd jednotlivé vytknmouti (jak by
to Cinila &dra v Zddném intervalu s pfimkou nesplyvajici, aviak protina-
jief ji v nekoneéném mmozstvi bodi). K vili zjednoduSenf dvah ulinime
-vSak " je§td uz&i predpoklad o Funkeich f(z) graficky zobrazitelngch;
budeme totiz pri nich poiadovati, aby ddra o rovnici y—=f(z) dula se
rozloziti v koneény podet idsti takovijch, Ze jednotlivé édsti (Hikejme téZ
krétce oblouky) jeji, polud nejsou pFimoéaré, protinaji kaidou primku
nejvyse ve dvou bodeck (protinajf tedy kaZdou piimku bud ve dvou bo-
.dech, aneb v-jednom, aneb koneén& viibec ji neprotinaji).
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M&jme% takovy oblouk a tedy funkei f(z) spojitou v (a, U) a ta-
kovou, Ze kfivka y =1 (2), a =x = b jest protindna kaidou primkow:
nejvise ve dvou bodech. K vili strutnosti budu zna.éltl z,x, Gselkw
spojujici body *) [r,, f(z)], [z, f(Z)]; symbol :rla:., pak onu st
kfivky y =f(x), jeZ nachdzi se mezi body [z, f(=,)], [, f(a,)]. PH
tom. jsou z,, x, hodnoty intervalu (a, ).

Uvazujme podil

J@) — (=) _ '
et O A CROL @
Podil tento se mé&ni spojité, kdyZ z se méni spojité v intervalu (r,--0; b),
a<<l; podil ten pak jest smérnici pHmky xz,r. MiZeme viak tvrditi,
2e podil A(x) jest funkef monotonni, klesi-li z od & ku =z, nebot
kdyby se neménil monotonn&, byly by uvnitf (r,, ») body =z, x,, x,
kde bud z, < x, <x, anebo z, > z, >z, a kde by bylo souasné

Ax) = A(zy), A(z,) <i(zy);

v disledku pak znimych vlastnostf tunkef spojitych by byl mezi z, a x, bod &
a mezi x, a x, bod §”, pro n&z by bylo A(£') =4 (§"). (Takovychdvojic £,

J

Obr. 9,

£’ by bylo oviem neséislné mnozstvi.) Jinak Feteno : Smérnice z,£. « & bY
byly stejné a body [z, f(z,)], [€, f(£)], [£", f(E7)] by lezely na
jedné ptimee, coZ v3ak odporuje pfedpokladu o kfivee y — f(x). ProtoZe
A(r) méni se monotonné, kdyz x se blizf ku z, z prava, mé i(x) limitu
v 8irfim smyslu pro lim z —x, 40, kterdZ jest derivaci funkce f(z)
v bodé x, z:prava (v #irSim smyslu). Podobnou tivahu lze provésti
i v tom pifpads, ze x jest v (7, 2, —0). Jakd vysledek dvahy podané

*) [e, d] necht-znadf bod,-jehoZ. soufadnice v.roviné o osdch X, Y jsou-c,
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miizeme vysloviti vétu: Spojité funkce graficky zobrazitelné v intervalu
(4, B) maji v kasdém bodé vnitinim derivaci g prava a derivaci z leva
(oboji v 5ir¥im smyslu). V bod® A pak derivaci z prava, v B z leva.

Z okolnosti, %e vyraz A(z) se s z méni monotonnd, at jest z,
kterdkoliv hodnota v (@, b), dospivdme, volime-li z, bud rovno a aneb
rovno b, bezprostfedns k dalsfmu vysledku, ze viecky body oblouku ab
se nachdzeji bud nad tsetkou ab aneb pod «b. PFi tom ndm jako oby-
tejné kladny smér osy Y znatf smér nahoru, zdiporny pak dold. Pfed-
poklidejme v ndsledujfcf {ivaze, abychom urélty ptipad méli na mysli,
ze viecky body oblouku ab jsou nad ab. Z tohoto pfedpokladu a svrchu

¥

Obr. 10.

zmindné okolnosti pak plyne postupné, Ze také vﬁecky hody obouku aa:,,

jsou nad az,, a dile Ze body oblouku x ar2 jsou nad z,7,; x, jest libo-
volnd hodnota uvnitt (a, b), @, uvnitf (2, z,). (Viz obr. (9), v obr. tom
jakoZ i v obr. (10) jednotlivé body [z, f(z)] jsou znaeny kritce sym-
bolem [z].)

Z toho viak nisleduje ihned, Ze vybereme-li na ab libovolny potet
bodit [z,, f(z,)], plitemi e <z, <z,<... <<z,  <b aspojimeli
vidy dva sousedni {x, ,, f(z,_))], [7,, S(x,)] tsetkou, polygondlni ¢4ra
tak vznikld majici m stran (a = z,, b==_) bude rovnéz nad ab; také
kazd4 tist této Cary polygondlni bude nad primkou koncové body té
tasti spojujief. Tak ku pf. ¢dra sestivajici z tdsetek z,z,, z,z, jest mad
z,x, (obr. 10.). Tomu lze d4ti vyraz merovninou

[ () —f(.’t2)> Sf(z3) — J(xy)

Iy — T, , T3 — T,

(&)

pravici ndm, Ze smérnice pHmky z,z, jest v&td nez smérnice pimky z,x,.
Pii tom z,, «,, «; v této nerovniné jsou libovolnd ifsla intervalu (a, b)
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vdzand toliko podmfinkou x, <<, << z,. Nechdme-li v této nerovniné x,
konvergovati ku x, & rovnés x, ku z,, dostdvdme z ni ihned '

@) Z 17 ().
Obdobné z nerovniny

f(xl) - f(mz) ~ f(wa) — f(x,)

Ty — & Ty —

®"
ndsleduje pii 2, << 7, <<z, < z, a pii lim &, — x,, lim 2, — 2,
() = () »
a- stejnd by ndsledovaly nerovniny
Pre)=f @), @) 2/ @), f )2 ). o)

Z nerovnin téchto vypl§v4, Ze tunkce /' ~(z) jakoZ i funkee f' T (x), (kte-
rézto funkce jsou definovdny prv4 v intervalu (a -+ 0, 0), druhd v (a, b — 0))
jsou funkce za piedpokladu svrchu utinéného o bodech oblouku a b ne-
rostouci a zdroved, Ze jest ' "(2) = f' (@), £ T(@) =/ "(y), kdyz
2 <<y a z, ¥y jsou hodnoty z intervalu (a, b). MiZeme viak je3td ddle
usuzovati (opirajice se o piedpoklad, Ze zddnd ist oblouku 4 nenf p¥i-
mot4r4), ze znaménko == v t8ch nerovnindch, které se tfkaji dvou
riznych bodd, lze nahraditi prosté znaménkem >. Nebof kdyby ku pf.

Fre) =/ @ plia=a<<f =0
bylo by téZ nutn& dle nerovnin (»), (y)

FH@=1"@=/"@ =" proz v (x+0,5—0),

t. j. funkee f(z) by méla ve vSech bodech uvnitf intervalu (e, 8) deri-
vaci rovnou stile témuz &slu /' T(e) = ~(f) a v ddsledku toho by
v intervalu (a, §) bylo f(x) =A4x -+ u, kde 2, p jsou konstanty,
a_oblouk kfivky y — f(«) by v intervalu (=, f) se redukoval na pHmku
p (odst. 107.). Jsou tedy f'*(z) i f' (<) tunkce klesajicf (s rostou-
cim z) v (a, d).

Dile jest patrno, ze pouze v bodech a, b mize /' t(x) resp. (@)
byti + oco. Nebot je-1i néjaky bod z uvnitf (a,8) a e<<zc<z+h <<az'<<b
(h jest tedy kladné), jest dle (u), (¢')

— — ’ —
f)—f@)_ fleth) f(w)>/(w’) S
a—zx h 2 —b

Odtud jest patrno. ze prostfedni ¢linek v tomto Fetdzu nerovnin (o kterém
tlinku jest ndm zndmo, Ze m4 limitu v 3ir§fm smyslu pro lim » = - 0), m4
limitu /' *(2) v uzsim smyslu. Stejng odvodime obdobny disledek pro /' ~(x).
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Uvahy shod’rlé bychom mohli provésti za pfedpokladu, Ze vSecky
body oblouku ab jsou pod ab. Pak by oviem v nerovnindch (u),
(¢, {#), (¥) misto znaménka > nastoupilo znaménko <<.

Jest viak mozno je§td ddle zazit predpoklady o Eardch nazoru pi-
stupnfch. V ka?dém bodé x. ve kterém /' t(x) jest riizno od ./’ “(z), m4
tdra y — f(r) rizné telny z prava a z leva; Fkdme v tomto pfipadé,
Ze &dra jest v bod& z lomena. Timto lomenfm jest v8ak onen bod na
téte, lze-li ji graficky zndzorniti, vyznafen jednotlivé. Aviak nejenom na
pfimce, i na kazdé jiné t4fe jest mozno jemom komefny potet bodid
jednotlivd vyznaCiti resp. jednotlivé si pfedstaviti. Z toho jest patrno,
Ze jenom takové tdry y — f(x), kde £ jest v (4, B), mohou byti gra-
ficky zobrazitelné, pfi kterych toliko v konelném poétu bodd intervalu
(4, B) derivace z prava funkce f(z) se 1isi od derivace z leva,

Shrneme-li veSkeré vysledky ptedchdzejich tvah, miZeme vysloviti
vétu: PoZadujeme:li od kiivky spojilé, graficky zobrazitelné jednak, aby
bylo lze ji rozdéliti v konelny podet &4stf, z nichz kaZdd, pokud neni
pfimotard, protind kazdou pfimku nejvyse ve dvou bodech, jednak, aby
prib&hem kfivky bylo na ni vyznateno jednotliva jenom koneéné mnozstvi
bodd, pak kfivka ta, m4-li rovnici y = f(z) kde 2 jest v (4, B), mi
tyto vlastnosti.

. —_— — — —

1. Lzeé ji rozloziti v koneny potet tdsti Ae,, @ e, @y, ..., ¢z_1B
tak, Ze uvnitf kaZdého z intervald (ox—., ox), # =1, 2...n (pFi temZ
e, =4, a, = B) m4 f(z) v kazdém hodé derivaci (v uz3im smyslu)
a tedy kfivka tefnu, jeZ neni kolma k ose X. Derivace tato se v in-
tervalu tom mé&ni mouotonné a tudiZ spojité (odst. 111.) a to bud stile

. /‘ . —— A 3
roste (pfi femZ o,y jest pod o;_j0;) aneb stile klesd (op— o jest
nad ox_;;) aneb konetné se nem&ni (@;_,x: SPIYvd 8 ox_yex).

2. V bodech «; pak nastdvd pouze jeden z t&chto piipadi:

. a) v bodé o, mid f(xr) derivaci z prava a derivaci z leva (oboji
v §ir§im smyslu) od sebe riizné. Pak jest ¢dra y — f(z) v bodé o lo-
mend, ; bodem lomenf. Pouze v tom piipadé, Ze jedna z derivaci téch
jest 4+ oo, druhd — oo, sluje bod @ obytejnd bodem idvratu (o tetné
kolmé k ose X).

b) v bodd o md f(z) derivaci (v §ir$im smyslu), pak bud na
pravo od «; derivace funkce f(x) rostou, na levo ubgvaji — v obou
piipadech s rostoucim xz — anebo naopak na pravo ubyvaji 2 na Jlevo
od a; rostou. Bod «; sluje obyfejné bodem obratu — inflexnim —
(v .piipadé, Ze derivace funkce f(z) jest v az bud -+ oo aneb — oo,

" 0 tetné kolmé k ose X).
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l14. 0 funkeich spojitych nemajicich derivace. V odst. 96. bylo
ukdzdno, ze funkce, jez m4 derivaci v bod& wx,, jest v tomto bod& spo-
jitd. V odst. 100,, 5, byla pak véta tato roziifena i pro pfipad, Ze
funkee F(z) m4 v bodé x, derivaci z prava resp. z leva. K zavedenf
pojmu derivace (a differencidlu) byl ddn popud z veliké &dsti ukoly geo-
metrickymi; jest tedy pochopitelno, Ze pii vybudovani differencidlniho
pottu veliky vliv mél ndzor geometricky. Nasledek toho pak byl, Ze
mnozi mathematikové poklddali za samoziejmé, Ze funkce spojité v in-
tervalu (4, &) maji ve viech bodech toho intervalu derivace s vyjimkou
koneéného poétu bodd (v nichZz pak bud existuje derivace z prava aneb
z leva aneb derivace jest nekoneind). Ba dokonce jsou i dikazy tohoto
tvrzeni, oviem nejasné a chybné, (Viz ku pf. Lacroix, Traité du calcul
diff. et du calc. intégr., svazek 1, r. 1810, str. 241.). Poskytuje tedy
jisty zdjem konstrukece funkei spojitych, nemajicich derivace (ani deri-
-vace z prava resp. z leva, ani derivace =+ oo) v z4dném bodé. Oviem
pfedem jest jiz jasno, Ze konstrukce takovd bude dosti uméld, nebo
funkce, jeZ geometrie, mechanika a jiné védy ndm k vySetfovdni pFed-
klidaji, jsou snadno ndzoru pi{stupné; a také analysa mathematickd
miZze definovati funkce jenom konefnjm poltem vyrokd, pii temiz
pokud vysledkem definice jsou funkce spojité, maji tyto funkce obylejné
i derivaci (resp. derivaci z prava nebo z leva nebo =+ co). Aviak
z jiného stanoviska jest bezprostfednd patrmo, Ze v oboru funkef spo-
jitych v intervalu (a, ») tvoif funkece majicf v kaZdém .bod& toho in-
tervalu derivace jenom velmi specidlnf pfipad.

V nésledujicim sestaveny &tyti pitfklady funkcf, nemajicich vzdy
derivace v bodech, v nichz jsou spojité. -V prikladu tfetim, jenZ teprve
b&bem tisku byl piipojen, pokusil jsem se Etendfi uéiniti smadno pii-
stupnou cestu, po niZ Bolzano dospél ke konstrukeci funkece, jez jsouc
spojita v (a, b) nemd v Z4dném bodé toho intervalu derivaci.*)

Priklad 1. Budiz ddna v intervalu (— 1, 1) funkce f(z) té€mito
vztahy ' .

8 .
F@)=\7. sin%proz:}:O,f(O)zo.

*) Ze jiz Bolzano — kolem roku 1830 — mél presné piedstavy o tom, Ze
mohou byli fuakce spojité v (a,b) a nemajici v z4dném bodé& derivaci, a, Ze dokonce
takovou funkel ve tvaru dosti nazorném sesirojil, bylo zjidleno teprve v dobé nejno-
véjsi p. M. Jaskem, professorem v Plzni. kiery se podjal ukolu probddati rukopisy
poziistalé po Bolzanovi. Z jeho tispééné a zésluiné préice, jeZ jest mi v3ak dosud
znima pouze 2 dopisl, v nichZ podal zprivu o ngkterych svych vysledeich, vyplyva
zcela jasne, Ze Bolzano daleko predslihoval svoji-dobu v konstryk€! a pfesném pojeti
pojmit, nyni fundamentdlnich pro mathemalickou analysu.

Fatr, Diff. polat. 1
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Funkce tato nemd derivaci v bod® ==0, atkoliv jest v tomto bod&
spojitd. Nebot derivace v bodé @—0 by byla rovna limité vyrazu

w_k—-sm Ilz pro lim A=0,

’

kterdZto limita neexistuje (ani v 8irffm smyslu), jak &tendf snadno seznd.

Pomoci funkce f(z), prdvé definované, mizeme v intervalu (—1,1)
definovati funkei g (z) rovnicemi

y(w)=f(wsini) pro 2==0,9(0)=0;

i tato funkee jest spojitd v (—1, 1); nemd viak, Jak patrno, derivace
v bodech, pro néz

%,x:O, kde A =+1,+2,+3...;
tedy v nekone&n& mnoha bodech.

P#iklad 2. Definujeme funkei f(x) opét vintervalu (—1,1). KaZdou
hodnotu z tohoto intervalu vyjidiime zlomkem desetinnym ve tvaru

BTt gt Figite (=)

kde a; jsou &isla celd intervalu (0,9). Hodnoté z takto vyjidfené pfi-
fadfme y vyrazem

:csin—i_—:O;t. j. v bodechz =

b b
y=prgalir . xkt, ®
kde b,, jakoZ i1 znaménka -+ jsou urlena dle téchto pfedpisii:

1. Je-li a, sudé, jest b, =0; jeli a, liché, jest b, =1.

2. Jestlize b, =1, pak znaménko po tlenu /-tém (obsahujicim b))
jest voliti protivné znaménku pfed tlenem i-tym, vyjma v tom piipadé,
kdy &, jest pfifazeno tislu a, =9 a kdy jest voliti znaménko ndsledu-
jict stejné jako predchdzejici. Rovnéz, kdyz b, = O, budtez obé ta zna-
ménka po sobé ndsledujici tdz.

Jest tedy ku pf.

FO2BBTE9T) = 9 + o5 — o5 + s — b — o — 2 — s

2 2 25 6 97 231
| 1 11
£(0r14999.. )—_1.__2_-1.__1__,____1_,
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Na poslednich dvou hodnotdch definované funkce jest vidéti, ze pati-i
ku Uslu z "dvoji riznd vyjidfenf zlimkim desetinnym (jak tomu jest
pouze u &sel, jez se daji vyjddfiti kone¢uym zlomkem desetinnym), pfi-
slufnd hodnota funkéni jest vzdy tdZ af si ji potitime na podkladsd
jednoho nebo druhého vyjidfenf éfsla x. Tuto okolnost dokdZe t¢tendt
obecn& bez nesndzi.

Funkce tak definovani jest spojitd. Nebotf z definice plyne snadno, Ze

| f@)—f@) | <25, estiize |o—2 | <,

2 i0
x, o' jsou dvé &sla intervalu (0, 1). Déle ndsleduje z definice, Ze funkce
nemd derivaci v Zidném bodé intervalu (0, 1); dokdZeme si k vili straé-
nosti pouze, %e funkce nem4 derivaci v z4dném bodé =, kde x se dd
vyjadriti konefnym desetinnym zlomkem. Mé&jZ tento des. zlomek celkem

¢ desetinnych mist; jest tedy pro takové z v (a) Bopy = By =
=, =-.. =0. Dle (8) viak jest pro to x
1 2
f(wiW)Z/(z)i?, f(x_l—lok) f(x) pH viech k> o.

Klademeli 7, =+ 1.107F, jest tudiz (stile pro vytknuté x)
z+h, )— 10*
mf(Jra,,) f(x)_=+lim_k=+m;
k=w hk Trt== 2 -

volime-li viak %, = 4 2.107%, jest

lim fx =+ k) —f(2) —0;
F=a hy

z obou rovmic poslednich jest pak patrno, Ze f(x) nemé, v bodech =z
v uvahu vzatych derivace.*)

Ziskivdme tudiz ve funkci f(x) funkci spojitou v intervalu (O, 1)
a nemajici v Zidném bodé& intervalu (0, 1) derivaci.

Priklad 3. (Bolzaniiv**)). Budtez nejprve v roving XY ddny dva
body [, 4], [, B], pii temZ piedpokidddme b > a, A3 B. Usetka
body ty spojujici md rovnici

y=r, (x), pii temz f,(x) jest v (a,b) dino vyrazem 4 -} f:::(x—a). @

*) Obairngji jest furikee f(x) vyZetfovina v »Casopise pro pést. math. a fys.c
r. 49, sir. 25. a nasl. Tam téZ definice (u podandi ponékud zevieobecnéna.

**) Aby se zamezilo nedorozumeni, podotykim, Ze priklad tu podany a ozna-
teny jmenem Bolzanovym pouze v podstatuych vécech se shoduje s prikladem na-
chdzejicim se v pozistalosti Bolzanove.

11*
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Rozd&lme interval (e, b) na pét stejnych dild a sestrojme tdsetky spoju-

jicf vzdy dva sousednf ze Sesti bodd (pfi tom jest 6 =b—a, 4 =B — 4):

[0, 4], [a+30, 4—34], [a+36, 4], [a+}6, A+34], @)
[a+46, 4+ 34, [, B

Jednotlivé dsetky budou definovati v ka’dé z pétin intervalu (a, b)

funkce stejné sestrojené jako svrchu jest f,(2). Souhrn pak téchto funkef

stanovi v intervalu (a, b) funkei novou, jiz oznatime f,(z); ostatnd vyrazy
definujici £, () v poslednich ttyfech pétindch int. (a, ) jsou stejné. Graficky

[bB)
ZTR

Obr. 11,

zndzornéna jest rovnice ¥y = f,(x) arou jedenkrite lomenou; viz obr. 11.,
ve kterém body (2) jsou vyznateny symboly s, 4], [1], [2], [3], [4],
5. Bl Céra y = f,(x) jest na obr. vytaZena tdrkovand, &ira pak y —
= f,(x) silnd.-

Oscillace funkee f, (z) v (a, b) jest | B— A |; oscillace funkce
fi(@) v kazdé svrchu vytknuté péting interv. (a, b) jest 1| B— 4|,
oscillace jeji pak v celém intervalu (a, ) jest3 | B— A | =|B— 4| +
+ 3| B— 4] Smérnice piimky, na niZ poloZena disetka o rovnici
y = /o (2), jest

to o _B—4
=34
Smérnice tsetek, z nichz sklidd se tira lomend y = f,(z), jsou
5B—A4 5
tg"ﬁ:ig ry— =+ 3 g «,.

Tak, jako jsme ku iseice o rovaici y —f,(z) sestrojili lomenou
tdru o rovrnici y =f,(z), miZeme Gplné stejnym zplisobem v kazdé
z pétin intervalu («, b)) v tivahu branych ku idsetce tam definujief funkei
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f1(z) sestrojiti lomenou ¥dru (tim, Ze iu pdtinu rozdélime na p&t stej-
nych é4stf a ostatnd postupujeme zcela shodné jako svrchu s tim jedind
rozdilem, Ze ku pf. v prvé pétiné int. (a, b) misto bodd [e, 4], [b, B]
nastoupi body [a, 4], [+ 3, A—34] a tedy misto 8, o4 &sla 14,
—14 a podobné& v ostatnich Etyfech pétindch). Tim dostivime pro cely
interval (a, b) &iru lomenou (osmkrite) a jejiZ rovnice jest tvaru y —
=7, (z), kde f,(z) v kazdé tak ziskané pAtadvaceting intervalu (a, b)
jest vyjddfeno obdobnymn vyrazem jako f,(z) v (1). Céra y=f,(z) jest
na obr. tetkovdna. Oscillace funkce f,(x) v kaZdé té pé&tadvacetin® jest

%IB—A[,oscillace jeit v (a, B) jest |B—A|—|—%|B—A|+

+';—'z | B— A|. Smérnice tisetek, z nichz se sklddd tira y = f, (2),

jsou vesmés ddny vztahem Y
tga, = j—_(-g) tg o,

Ke kaidé z 25 tsetek, jeZ tvoif dobromady lomenou ¢dru y =/, (z),
sestrojiti mizeme opét lomenou &4ru stejnym postupem, jaky nds vedl
od y =f,(x) ku y =/,(r). Ziskime pak souhrnem t&chto 25 lomenych
¢ar pro interval (a, b) funkei y = f,(x), kdeZ £,(x) v kazdé tak vzniklé sto-
pétadvaceting intervalu (a, b) jest ddno vjrazem obdobonym ku 7, (z),
a t. d, az obecné dosp&jeme po » krocich takovych ku lomené E4fe
0 rovnici y =7, (z), kdeZ f,(x) jest definovdno v (a, b). l.omend Eira
tato m4d vlastnosti: )

1. V kazdém intervalu, jenZ vznikl rozdélenim intervalu (a, b) na
b stejnych tdsti, jest rovnice y =/, (z) rovnicf piimky o smérnici

5\"B—A . (b\®
-tg“n':i‘(g')b—_—;::t(g)tg“o; 3
oscillace funkce f,(z) jest v tomto intervalu délky -;—n(b-—a) ddna &-
slem in [I B—4].
3
2. Oscillace funkce f_ (z) v (a, b) jest déna vjrazem

1 1 1 3 1
B—A||(l+=4+—4...+F)=—|B—4|———|B— 4.
| I( 3 32 3") 2l | 2.3n| — 4]

. 4)
3. Délka téry y =/, (x) jest

b—a
T ©®)
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Toto piedeslav§e pFistoupime ku definici Bolzanovy funkee f(z)
v intervalu (a, ). Nejprve ji stanovime pro viecka x, jeZ tvofi hranice
intervald, které vznikly d&lenfm intervalu (a, ) na 5" stejnych dild
(n=0, 1, 2, 3,...); klademe

S (@) =f,(x) pro x—a+—(b—a), L jest celé a 0 =k =5".
n=0,123..

Tim jest f\x) definovdna pro mnoZstvi &fselné viude husté a to
jako funkce tam spojiti*); jest dokonce v tom oboru stejnomérné& spo-
jitd. Nebot oscillace jejf v kaZdém z intervald, jeZ vzoikly rozdélenfm
(a, ) na 5 stejnych dild, jest rovna dle (4) oscillaci funkce fu(z) v tom

intervalu ndsobené soultem nekoneéné fady 1 -} % -+ %l +...,tj. ta

oscillace jest
3 | B—4]
-
a tedy oscillace v kazdém libovolném intervalu délky (h—a) .52 jest
mendines | B—A | .3+ (a vétsi nez — po pf. rovna — 1 |B - 4].837%
nebot do libovolného intervalu o délece (h—a).5H™" zapada jisté jeden
cely interval vznikly rozdélenim interv. (a, &) na 5”*t1 stejnych dfld).
"Oznatime-li hodnoty neodvisle promé&nné u funkee f(x). pro- které
tato funkce dosud byla definovdna, znatkou § miZeme f(z) definovati
pro kaZdé z v (a, b), rizné od § rovnici

F@)=lim @)

kterdZto limita existuje (dle véty Bolzano-Cauchyovy odst. 75.).**) Funkce
f(z) takto definovand pro viecka z v (a, b) jest v («, ) 8pojitd; nebof
vefkerd tvrzenf o oscillaci té funkee, pokud byla ufin&pa se zfetelem
k oboru tsel & rozdifuji se beze zmény i pro f(z) definovanou pravé
v kazdém bodé interv. (a, b).

Zvlasté pak jest pro nds ddlezit vyrok, Ze oscillace funkee f(x)
v kazdém intervalu o délce (h—a).5 " jest =41 | B—A|.37" Z to-
hoto vyroku vSak zase ndsleduje, Ze v #4dném bodé x intervalu (a, b)
nemd f(x) derivaci ve vlastnfm smyslu. Nebot pozadujeme-li, aby v podilu

f@4+h)—f(x)
h

*) Pojem spojité funkce f(z) definované v oboru &iselném v3ude hustém jest
na snade; viz dalsi pozndémku pod &arou.

**) Definice a véty o limitich funkei v odst. 70.—75. zlsldvaji, jak bez poliZe
pairno, platny pro obor, obsahujici mnoistvi &iselné viude husté.
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bylo 2 << (b—a) . b ", miZzeme vzdy takové % si vybrat, aby | f(z + %) —
1 :
—f(x)| =7 3= | B—4]| a tedy jest pro toto A

|t h)—f@)| _ 1 1B—A] (3)
h

=7 3

= b—a
Cislo na pravé strand roste, roste-li » nade viecky meze, nade
viecky meze (pfi SemZ pak zdroveli h konverguje k nulle) a odtud ufi-
néné tvrzeni, %e f(r) nemd derivaci pro #4dné x intervalu (a, b), vskutku
nésleduje.

Pozndmka. 1. Cara y = f () m4 jestd jinou zajimavou vlastnost. Lo-
menou &iru y =f.'(r) miZeme poklddati za ¢aru polygondlnf vepsanou
do tiry y =1 (x); jednotlivé dselky, z nichZ se lomens &ira sklddd
(a jichZz koncové body jsou té% body &dry y = f(z)), maji délku konver-
gujfcf k nulle, kdyZz lim n=—=oco. Aviak celkovi délka ldry y—71a(z)
dand v () roste nade viechny meze pro lim #— oo, nebot dle (3) jest

b7 a

. _n __ = . b—a
hmu,,_—é— 0 aneb = 2+O atedyn1=1r2003an_oo

n=—=o

Tuto okolnost vyjadiujeme, Fikajice, ze &ira y—/f(r) neni rektifi-
kace schopna.

Pozndmka 2. Kdybychom funkei f(x) v tomto pifkladé definovanou
vyjadrili analytickym vyrazem, coZ neposkytuje obtizi, sezmali bychom,
%e funkce ta jest specielnim piipadem funkef, sestrojenych na zdkladé
methody, kterd vedla téZ ke konstrukei pfikladu pfedch. (Viz pozndmku
pod arou k pfedch. pi.). RovnéZ neni obtiZzno pifkladu pfedchdzejicimu
d4ti geometrickou definici tiplné obdobnou té, jez uZita v piikladu privé
uvazovaném. Jsou tedy zédkladni myslenky, vedouci ke konstrukei obou
piikladd, ve své vnitfni podstatd stejné. Nicméné poklddal jsem za uZi-
teéno i tento piiklad ve strutném vykladu zde podati a to hlavné proto,
te tary y — f,(z), které s rostoucim » svym priib&hem stile vice se
blizi ¢dfe y — f(x), ndm ddvaji jakysi nab&h ku znizornéni si jedné
skupiny &ar spojitych nemajicich derivaci.

P#iklad 4. Funkce y(x), definovand .v p¥. 4. odst. 66., jest spo-
jitou ve vZech bodech, vyjma ty body x, p¥i nichZ z dd se vyjadfiti
koneénym zlomkem desetinnym o sudém pobtu desetinnych mist. Tak
jest ku pk.

1(3'14)=231 a déile y (3144 0) =31, 5 (3'14—0) =32,
odkudz nespojitost patrna. V Zddném bodé, ve kterém jest funkce dan4
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spojitd, nemd derivaci; limita vyrazu totiz

Y@+ ho) —y(2)
hn

zévisi od volby fady &isel Ay, %, A,;, ... konvergujicich s rostoucim »
k nulle; jsou pak mozZny dle toho, jak tuto fadu volime, pro kazdé pii-
pustné z (t. j. pro z, jez se nedd vyjidtiti konenym zlomkem desetin-
nym o sudém poétu desetinnych. mist) vzdy tyto pifpady: 1. Limita ta
vibec neexistuje. 2. Limita jest rovna -+ co. 3, Limita se rovnd &fslu
kladnému (= 0) libovolné pfedem zvolenému. Dikaz t&chto tvrzenf jest
na snadé a netfeba jej tu poddvati.

. Mnohy ttendf ovSem namitne: Ze funkce y(x) nem4 derivaci v bo-
dech, ve kterych jest spojitd, jest zcela ptirozeno a nijak nepfekvapuje,
jelikoZ jest to funkce majicf diskontinuity a to v bodech, jeZ tvofi mnoZstvi
bodové vSude husté. K této ndmitce 1ze viak poznamenati, Ze lze snadno
sestrojiti funkce, jeZ maji diskontinuity v bodech mnoZstvi Efselného
vSude hustého a pfece maji derivace v kaZdém jiném bodé. Tak ku pf.
kdybychom &islu z piikladu 4. odst. 66. pFifadili &islo

a2,

a. a Aop—1.
=44 118 e 4 Bl
y (z) +10<z 106+1010+ +104k—2+

dostali bychom funkci, jeZ m4 diskontinuitu v kazdém z, jez se dé vy-
jadtiti konetnym zlomkem desetinnym. V kazdém jiném bodé jest funkce
W (x) spojitd a md derivaci a to derivaci rovnou nulle, jak Etendf snadno
dokdze,

[15. Gtyri &isla derivovana. Sestrojime-li pro funkei /(z), Jez jest
v bodé x, a jeho okoli definovina a v tom bodé spojitd, vfraz

l(h, l,1:0) — f(xo + h}Z _'f(-To) ,

pro lim # — o

kteryZto vyraz jest funkei proménné % definovanou v okoli bodu 2 =0
(pro vSecka %, pro néZ také f(z, + k) jest definovino), mizeme, uziva-
jice pojmii a oznaleni odst. 73., tvrditi, Ze existuji ¢tyf limity v Sirsim
smyslu

2040, z,), 2040, z),* 20—0, =), 4(0—0, ).

Tyto Etyti- limity sluji éésla derivovand funkce f(x) v bodé x, a mazy-
vaji se po fadé horni derivace z prava, dolni derivace z prava, horni
derivace 2z leva, dolni derivace z leva a to vesmds funkce f(x) v bodé
r=uz, a Sir§im smyslu.

Miizeme je znatiti symboly bud

@)y @), FE), G,
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aneb

D+f(-’50), D+f(wo)v D_f(a’o)r D;f(mo)'

Casto uziva se pro né oznatenf (Dinim zavedend) Axy A, As, Vs,
Mizeme také definici ku pf. horni derivace z prava vypisovati zpilisobem
snadno srozumitelnym takto:

70 F0, xo)_E}(To)—lm f(r*""hz_ (%)

a obdobné pFi ostatnich tiech &fslech.

V disledku pojmu derivace, derivace z prava a z leva jsou samo-
zfejmy tyto vyroky:

1. Jsou-li ety disla derlvovana funkce f(z) v bod& x, sobé ve-
smés rovna, md funkce /(z) v bod& z, derivaci (v 8ir§im smyslu) rovnou
tém Ctyfem Eislim derivovanym.

2. Jsou-li prvd dvé &isla derivovand (t. j. &isla D*f' (o), D+}‘(xo))
sob& rovna, m4 funkce f(z) v bodé x, derivaci z prava (v SirSim ) smyslu)
rovoou tém dvéma Cislim. ,

Déle ndsleduji z definice jeSté tyto vyroky:

3. Jestlize 2’( z) jest v bodé ¢ v levo rostouci (odst. 102., pozn. 2.),
ob& derivace z leva v bodé ¢ jsou =0.¥) Rovnéz pro funkci v ¢
v levo neklesajici jsou ty derivace =0. Obdobnd tvrzeni 1ze utiniti;pro
funkee v bod& ¢ klesajici resp. nerostouci, pro funkece v bod& ¢ v pravo
rostouct, atd.

4. Mé&li g(x) derivaci rovnou g(a:), jest D+(/ ()4 g@)=
=D+f(x) + ¢'(x). Stejné vztahy jsou platny i pro ostatni t¥i &isla
derivovan4.

Postupem, kterfm jsme pfi funkeich majicich derivace dospeli ku
vété Rolleové a vété o stfedni hodnotd, odvodime i pro &isla derivovand
obdobné véty.

Médme-li funkci f(z) spojitou v (a, b), riznou od nully a pro nfZ
f(@)=7(b)=0, musi pfi této funkei nastati jeden z t&chto dvou ptipadi:

a) Funkce nabyvd v (a, b) hodnot kladnych i zdpornych. Pak md
funkce v jednom (aspoil) bodé& intervalu (e, b) kladnou hodnotu maxi-
mélni a v jednom (aspoii) bodé int. (@, b) zdpornou hodnotu miniméln‘_i.
Necht téchto hodnot (max. resp. min.) nabjvd v bodech ¢ resp: ¢';
f(©)=>0, f(¢')<<0. Pak jest funkce f(x) v bodé& ¢ v levo neklesajici

*) K villi slrudnosti budeme derivace _+oo ‘titati mezi derivace kladné,
Rovnéz budeme v tomto odstavei poklidati derivace a horni hranice rovné o za
v818 nezli kazdé redlné cislo. Obdobna stanoveni jsou oviem platna i vzhledem
k symbolu — . ' :
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v bodé ¢’ v levo nerostouci a obd derivace z leva v ¢ jsou =0, v ¢
pak jsou = 0; podobn& i pro obé derivace z prava. Nabyvéd tedy kazdé
ze CtyF derivovanych (fsel funkee f(z), nestdvi-li se v (a, b) nullou,
hodnot kladnych i zdpornych.

b) Funkce nenabyvd v (a, b) hodnot o rdznjch znaménkdch; jest
ku pf. v (a, b) stdle f(z)=0. Pak mé4 opét v jednom (aspoit) bod® ¢
hodnotu maximdlnf. Ob& derivace z leva v ¢ jsou =0; obé derivace
z leva v b vSak jsou =0 (nebof f(h) =0, f(x) =0, a<h); dospivime
tudiz ku stejnému disledku, jako v ptipad& predchédzejicim.

Tak odvodili jsme vétu (obdobu ku v&t& Rolleové): Kazdé ze ltyf
Usel derivovanych funkee f(r) spojité v intervalu (a, b) a takové, Ze
f (@) =f (b)=0, nabyvéd v intervalu (@, b) hodnot kladnfch i zipornych,
nestdvd-li se v (a, b) nullou.

Uvazujme nyni funkei

’ —a
3@ =@ —f@)—5— (f®) —/(@a)
za pFedpokladu, Ze f(z) jest spojitd v (a, b). Pak jest i @ () v (2, b)
spojitd a nad to jest q(a)—@(h)=0. MiZeme tudiZ uZiti pfi ¢ (x)
véty privé dokdzané; vypolteme-li ¢isla derivovand dle vyroku 4.svrchu
uvedeného, dostaneme ihned ku pk.

o F®—f(@ o f®—f(a)
D+f(e')——57go, D*‘f(e')——ﬁéo,

kde ¢, ¢” jsou dvé hodnoty intervalu (a, b). Oznalime-li horni hranici

tisel DT f(x), kdyz z probihd interval (a, b), znakem L,, dolnf hranici
pak /,, mizeme tvrditi v disledku prdvé napsanych nerovnin, Ze men-
gitel z levych stran t&ch nerovnin jest &slo intervalu (I,. L,). Jelikoz
stejné disledky vyplyvajf i pro ostatnf ¢isla derivovand funkee £ (x), mi-
zeme vysloviti vétu (obdobu ku vété o stiedni hodnoté): Jsou-li L; a
I; 6§ =1, 2,3, 4) horni a dolnt hranice étyF éisel derivovanych funkce
f(x) v intervalu (a, b), kterdito funkce jest spojitd v (a, U), jest

= p—a ~ P
Z této vty plyne, Ze, jsou-li o', &’ dvé libovolnd ¢isla intervalu (a, 1),
také

1=1, 2, 3, 4.

!
1,.§f(_bl?,:_';@§z,i, i=1, 9,3, &

Aviak &ty tsla derivovand funkce f(z) v (a, ) — jichz horni (dolnf)
branice jsou &isla L; (!) — jsou horni a dolnf limity funkef danjch
prostfednfm ¢ldnkem v poslednf nerovning, kdyz bud b’ konverguje ku a'
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aneb o' ku %', a jsou tudiz ¥sla L, a I, zérovedi hornf a doln{ branici
tisel vyjddienych prostfednim é&ldnkem, probihd-li a‘, b viecky hodnoty
intervalu (a, #), pii ¢emZ soufasn& a’==b'. JelikoZ horni hranice toho
mnoZstvi jest urtité tislo (po ptipadd 4 o) a stejné i dolni hranice,
ndsleduje ihned véta:
L =L,=L,=L, L,=L=l,=]I,

pravici ndm, Fe viecka EtyFi éisla derivovaud funkce f(x) spojité
v (a, b) maji v (a,d) tous horni a touz dolni hranici. (Véta Diniova.)

Z vety Diniovy vyplyvaji jako disledek véty: Jestlize jedno ze &ty¥
¢fsel derivovanych funkce f(a) spojité v (a, 1) jest funkef spojitou v bod& ¢
resp. v intervale (a, h), jsou spojita viecka a sob& v bodé ¢ resp. v inter-
vale (a, b) rovna; funkce f(x) pak md v bodé ¢ resp. v intervale (a, b)
derivaci. '

Je-li jedno ze ttyf tisel derivovanych funkee 7(x) spojité v (a, &)
funkef stale rostouci v intervalu (¢, ), jsou vSecka &tyf &fsla derivo-
vand sob& rovna a funkce f(x) md derivaci v («, b).

3. Priklady pro uziti véty o stredni hodnoté.
116. Priklad, UvaZujme funkei

3 5 A
¢(I)=arctgm—[£f-—%—+% oot (—1) 1 2t 1’].
Derivace této funkce jest

0= (1ot st 0
_ ( l)nxﬂn
142t
Je-li n sudé, jest ¢'(r) kladné pro kazdé z a tedy ¢(z) funkef rostouct ;
jeli n liché, jest @ (z) funkei klesajicf. Jelikoz ¢ (0) =0, jest ¢ (2) > O
pro z >0 a » sudé; naproti tomu ¢(z) <<O pro x>0 a n liché. Lze
tedy psdti nerovninu
z. 5 tr 41
T—?-I-% . +4w+1/ar0tgm>%—3+
Tgptv—1

+ _‘ T e T 41,—__1
platnou pro z>0. Z této nerovniny pr1 O0<z=1 vyplyvd snadno
rovnost

z xz¥  2°
arctg e — —

T3 5
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dévajicf ndm hodnotu arc tgx nekonefnou fadou konvergentni. Rovnost

tato platf (jelikoZ arc tg (— x) = — arctgx) vibec pro |z | = 1.
Toutéz Gvahou lze pro kazdé = > 0 dokdzati
x'!

z =zt | 2 x2v—1 x
T3 ts -ty g>led+a>y—5+
za x?v
Ty
a pifslusny rozvoj pro log (1 4- z) v nekone&nou fadu.

117, Jakozto dal$t pFiklad pro uzit{ véty o stfedni hodnotd poddm
vySetfeni dvou funkef neodvisle proménné x, jeZ oznatime kritce y, #
a jeZz hovi rovnicim

Yy =2 2=—y ()]
a to pro vSecka z intervalu (— oo, o). Funkce y, z jsou funkce spo-
jité v celém intervalu (nebof maji pro viecka x dle pfedpokladu deri-
vace). Hovi-li rovnicim (1) dvé urtité funkce y, 2, hovi jim téZ funkce
Cy, Cz, kde C jest konstanta; této okolnosti pouZijeme ihned, abychom
ukol svilj pondkud zjednodusili. Jest totiz pro derivaci vyrazu y? 4 22
dle = platen vztah (v disledku (1))

(y* 4+ 2% =29y’ + 224’ = 2y2—2y2 =10
a jest tedy y? + 22 v celém intervalu rovno konstantd (odst. 111.); té
viak, volime-li vhodn& &fslo (' svrchu vyttené, miZeme ddti jakoukoli
hodnotu (od nully riznou); zvolime ji rovnou 1, miZeme tudiZz k rov-
niefm (1) pkipojiti podminku
yr422=1 (2)

Jest nynf dvoji monost: Bud funkee y, z stivaji se nullou anebo se
nestivajf nullou pro Zzddnou hodnotu neodvisle proménné x. Nestdvd-li
se ku pf. y nullou, pak md y (jakoZto spojitd funkce) stdle totéZ zna-
ménko, budiz ku pt. y = 0. Potom také 2’ — —y jest stdle téhoZ zna-
ménka, totiz zdporné a funkee z klesajicf. Je-li tedy ku pf. z(a) zé-
porné a rovno — m, kde m > 0, pak z(r) << — m pro z > a.¥) Dle
v8ty o stfedni hodnoté jest v3ak (za znaménky funkénfmi vypisuji v ndsl.
k vili zfetelnosti pfisluiné argumenty)

y@)—y@=y'¢)@@—a), y@)—y@=2f@—a)
y@)—y@)<—m(@x—a) pro z>a.
Zvolime-li v poslednf nerovning x dosti veliké, nédsleduje z nf, Ze |y (z) |
miize nabyti hodnot libovoln& velilkjch, coz jest nemoZno, jelikoZ dle (2)

*) Kdyby 7(a) bylo kladné = m, uvaZovali bychom obdobné -x < o, pro kieré
7(x)>m, a dospéli bychom v nasledujicim k témuZ dbsledku.
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‘jest | ¥ | < 1. Musf tedy y a stejnd i z v intervalu (— oo, o) stdvati
se nullon. Zvolme si neodvisle prom&nnou z tak, aby y pro 2 =0 bylo
rovno 0;*) tu dle (2) jest 2(0)=+1, volme k vili urtitosti z (0) =--1.
Pak mdme pro >0
z@=1dle (2); y'=2; y=1, ¥y¥—1=0, (y—a)=0,
y—z<<y(0)—O0aneb y —z <0, y<=z
a podobné (stile pro z > 0)

z':—y, 2/ > — z (v disl. posl. nerovniny), 2’ + x>0, (¢ 4 ;2% >0,
e4is'>2(0)+3.0% 2>1—3z"

a dile N
y=n ¥>1—id y—14+ia>0 (y=F+57)>0
oz
y=1 73

Takovymto zpisobem pokratujice zjedndme si konetnd tyto nerovminy
(po piipadé miiZeme pouziti dplné indukce platné pro z = 0)

2 z3 z5 ztv+1 z3

T 5t Tt HFyi> > Tt
28 gt -1
rox +3l_-—"'_-(4'v—1)l
z? | ozt zv z3 zt ¥ —?

t. j. jinymi slovy: danym rovnicim hovi (p¥i vhodné volbé &isla C' a pfi
vhodné volbé neodvisle promé&nné) funkece dané nekoneloymi Fadami
. (konvergentnimi pro kazdé x)

z z3 b
y=1—31tEr >

| ®)

z=1 —-2—l‘+‘4—l'—.-
coz jeou funkce nim zndmé a to y =sinx, z=-cosz. Ze tyto funkce
hovi rovnicim (1), jest ostatné snadno patrno; ve vykladu privé podaném
obsaZen jest tudiZ zdroveii jeden ze zpilsobid, jsk lze definovati funkce
cos z, sin « a zdrovedl odvoditi vyjadfeni jich nekonefnymi fadami.

Nejobecnéjif funkee hovici rovnicim (1) jsou dény, Jak z pFedcho-
zfho vyplyvé, rovnicemi

y=Csin(@—wx,), #=Ccos(x—=,); C, z, libovolné konstanty. (4)

*) Stavé-li se y nullou pro x = xq, stadi kldsti x = xy -+ %/ & y slane se
funke! proménné x’/ a takovou, Ze pro x/ =0 jest y = 0.
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“Okol. Z rovnic (1) odvoditi jest addiznf theorémy pro sin x & cos .
Pogndmka. Rovnice (1) uréujicf dvé nezndmé funkece y, 2 obsahuji
vedle y, z t6% derivace téchto funkei. Takovymto rovnicim fiki se diffe-
rencialni. Vyvody podanymi déno ve (4) nejobecn&jsf fefeni téchto rovnic.

118. Budiz ddna funkce F(x) majfcf v intervalu (a, o) ve vSech
bodech za derivaci funkei 7 (z), jeZ sest v tom intervalu kladnou a
funkci stdle klesajici. (Jest tedy zaroveii F(z) primitivni funkef ka £ (x),
viz odst. 101.) UvaZujme pak vyrazy

un = f(1)+ £2) + ...+ f(n) — F(n),

on = (L) 4+ F(2) +...+ f(n) — Fin + 1).
Dokézeme si, ze Fada &isel u,, u,, u,, ... jest Fadou klesajici, fada pak
v, ¥y, Vs ... Fadou rostouci a to potinaje od indexd vétSich neZ a.
Nebot jest pro # > a dle v8ty o stfedni hodnoté

tops— tha =Fn +1) — (FOn+1)— F(n)) =f(n+1)— F(n + 6) <0,
vayr— 02 =f(n +1) — (F(n+2)— Fo+- 1)) =f(n+ 1)~ f(n+1+ 6)>8 0
(P#i tom jest 0 <O <1, 0<< B <1). Nad to jest
s — va = F(n+1) — Fn) = f(n46) > 0. (1)
Existuji tedy — dle znimych v&t o limitdch (odst. 27.) — lim f(n),
lim u,, lim v, vesm&s pro lim » — oo a jest v disledku (1)
lim %, — lim v, = lim f(#n). 1n

JelikoZ F(x) majic derivaci stdle kladnou, jest funkef stile rostouct,
mohou nastati vzhledem ku F(z) toliko dva ptipady:

1. lim F(n) = oo pro lim » — oo. Pak pon&vadz existuje llm Ui
a F(n) roste nade viecky meze, roste i s, v fadé nekonetné

)+ 72473 +-.. (@)
s rostoucim » nade vSecky meze a Ffada jest divergentni.
2. lim F(n) = C pro limn — oo. Potom jest nutné dle (1)
lim #(n) = 0 a dle (1') déle
im v, =lim v, = — C+ f(1) +7(2) + 7B) +.
.a Ffada. 2) je konvergentni. Mdme tak kritgrium Cauchyovo pro kon-
vergenci Fad: Ruda

FO+r+@)+...+fHk)+... 2
jest konveryenini, jestlie funkce f(x), kterd jest v intervalu (a, oo)
funkct kladnow a klesajici, md za primitioni funkei funkei I(x), pro
kterou existuje lim F(z); je-li lim Flx) = oo, jest fada divergentni.

I=" ==
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Priklad 1. Rada
1,1 .1
petgatget

jest konvergentnf pro « = 1, divergentnf pro ¢ = 1; nebof primitivni

z " resp. log = pro « = 1. Obdobnd na

—a 1
funkce ku z p_st — o3
na zikladé vztahi

-a ., , B
(log 2y = —1) wloga » (log (log z))—zlogz
se vySeti{ konvergence fady, jejiz obecny Elen jest
_1
nlog=n

atd.
Priklad 2. Dle vyvodi pfedchdzejicich existuji limity -

¢ = lim (%+i+...+i—log-n),

C’__llm(1 V2+ —|— —2Vn) . prolimn=—oo

1 12 1 —_— — .
C”= lim \2log2+?rg3+. ..+nlogn log (log n)))

a pod. S prvnf z téchto limit (s t. zv. Eulerovou konstantou) jsme se
obSirnéji zabyvali jiZz v odst. 38,

I19. Stanoveni zbytku fady. Funkce F'(z) v pfedchédzejicfm odst. za-
vedend jest uzitetna nejenom pii rozhodnutf, zda Fada (2) jest konvergentni,
nybrz i pki numerickém vypoétu té fady poskytuje vyhody.Utifime tytéz
piedpoklady o f(x)jako v pfedch. odst. a o F'(x) hned ptedpoklidejme. Ze
lim F(x;==0 pro lim x—=oco. (Tomu lze vidy vybovéti, kdyz existuje
lim F(z); nebot F(z) a F(z)-} C jsou souasné primitivni funkce ku
f (x). Pak jest v disledku poldte¢nich dvah odst. pfedch.

u, >s>v, s soutet fady (2),
aneb v disledku vyrazd pro u, v,
—F(n)>s—s,>—F(n-+1) s—s =r —zbytku po n-tém ¢tlenu
odtud (viz odst. 57.)

F(n)+F(n+1) Fn)—F(@n+1)
- 2 +o 2 )

kde @ jest Eislo, jehoZz absolutni hodnota jest men$i neZ 1.
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Mali-li bychom ku pf. potitati soutet s nekoneéné. fady
U
mohli bychom dle 'posleciniho vysledku pséﬁi (kladouce »=—=10)
bbbt (e ) 5 e )

pfi temz posledni ¢len ndm d4dvd miru pfesnosti, jakou lze-za pfedpo-
kladu » =10 naznatenym zpisobem dosfci; snadnym pottem nasl.

@ (L -1

16\10% 118
z &ehoZ jest patrno, Ze pouZivajice vypsanych tlent, miZeme vypolisti s
s chybou men#i nez 4:34.107".

Jako 'jiny pifklad uvadim stanovenf Eulerovy konstanty. Vy-
chdzime-li od definice ponékud zménéné, dle nfz

0= lim (g +_ %—lovn)

< 434. 10"‘°

milZzeme poklﬁdati C za soulet nekonetné fady, jejiZz k-t &len jest
1/ 1 1 k . . 1
f(l~>—.7(k—_—l +_7)—logm, F>1; f()=
Dostaneme tu snadoym pottem

F(n):—( l)log —— +1.

S pouzitim tohoto vysledku ndm ddv4 hoiejsi obecna formule po kritkém
pottu tento vysledek:

1 1 1 i 1 3
—T+—+ it B i L i i i e i
+e—5—=t-..-+ ¥ |0 | <1
7. 12 nt 120w —1)° )

4. 0 nekoneénych radach, jichZ élenové jsou funkce proménné
veliéiny.

120. Stejnomérna konvergence nekoneénych rad. Jelikoz v ni-
sledujicim budeme se tasto zabyvati fadami nekoneénymi, jichz tleny
jsou funkce proménné veliliny, jest Glelno jiz nyni zavésti pOJem t. zv.
stejnomérné konvergence: nekoneéné Fady.
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Budiz ddna nekonelnd fada
@) 4y @)+t @+ a @, (1)
jejiz tlenové w, (xr), jak jsme oznafenim vytkli, jsou funkcé proménné z
a budiz tato fada konvergentni, kdyZ x nabyvd hodnot oboru £ (da-
ného jistym mnozstvim &iselnym). Soudet té Fady oznalme s(z); s(x)
pak jest funkce proménné x definovand v Q. Je-li = jedna z hodnot
oboru Q, pak lze udati k tislu kladnému e ¢fslo N tak, aby byla
splnéna nerovnina
| s(x)—s, (x) | <& pro viechnz n> N, (2)
(s, (z) jest soutet prvych n &lend fady (1)), jakoz plyne z definice kon-
vergence nekonetnych fad. Cislo NV jest zdvislo na £ a vedle toho na .
Lze-li v$ak evoliti N nezdvisle na x tak, Ze nerovnina (2) jest splnéna
pro viecka z daného oboru R (a ovSem pro viecka n=> N), Fikdme, Ze
Ffada (1) konverguje stejmomérné v oboru K.
Vyraz s (z) — s_(x), ktery se tu vyskytuje, nazvali jsme zbytek
fady (1) po n-tém élenu a znaét se krdtce r_ (x). (Viz odst. 57.)
Priklad 1. Uvazujme fadu

T zt Z8 xk
TtatmtotEt (3)

Jeli |z | =1, jest tato fada konvergentnf, nebot pak tlenové té
fady jsou men$f v absolutnf hodnoté neZ élenové konvergentni Fady

s kladnymi éleny
1

1 1 . 1
—17+?¢+—3—2+---+F+;---; (4)
pro |z |>1 jest fada dand divergentni. I tvrdim, Ze rada 3) jest
stejnomérné lLonvergentni pro vieecka 'x v intervalu (— 1, 1) anebo
kritce v intervalu (— 1, 1). Nebot, ponévadz (4) jest konvergentni, 1ze
udati k ¢ tislo N, tak, aby

1 ' 1
NCE S TR R e
tim spi%e bude pro tatd? n a pro vSecka = v (— 1, 1) pfi fadé (3)
Ly (z) | = 1 s(x)—s,(z) | <& pro vSechna n=> LNV,
(jest tedy lislo NV definici poZadované v tomto piipadé rovmo N,).

Z pifkladu projednaného vyplyvé véta: Rada (1) konverguje stejno-
mérné v oboru Q, jestlize dlenové jeji jsou pro viecka z oboru G
v absolutni hodnot{ mendi () neZ stejnolehli éclenové Fady absolutné
Lonvergenini a,+a,+a;,+ ..., kde ar nezdvisi vibec na .

Petr, Diff. polet.

«<<€ pro viecka n>N,;

12
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-2

[V s]
-

Z véty této ndsleduje ku pf. téz, Ze Fada

1 x 1 x* 1 23 .
Tt RiTa T EIFe T )

konverguje stejnom&rnd pro viechna z (v intervalu — oo, co). Rovnéz
snadn véty uvedené Ctendf seznd, Ze fady pro cos z a sin z kon-
vergujf stejnomérné v kazdém intervalu kde a, b jsou uréitd
(isla, nelze viak fici, e by ty tady byly stejnomérns konvergenmi
v intervalu (— oo, oo) jako fada (5). =

Priklad 2. UvaZujme fadu pro z=0
1.(1x+1;c) + 1+ lx)x(1+2ab)_+(1+2mﬁl+3m)+"'
Jelikoz pﬁ) .obeeny tlen jeji jest
Y . | 1
Qb1 t+ie 1+G—Dr I+ia
jest pro z riizné od nully

(6}

‘llk:

L 1 1
S@O=1-1m n'D= o
pro z=0 jest s,(0)=0. Pfedpoklidejme k wvili jednoduchosti 2=>0

M4 1i byti fada stejnomérné konvergentni v jistém oboru © obsahujicim
“kladnd x, musf

7@ | =17

a pro vSecka n v&t3i ne% jisté &slo N. AvSak z nerovniny prdvé na-
psané vyplyvd

l<edtna),n> 1—;—"", at « jest jakékoliv slo oboru £2.

<< & pro viecka a oboru @ (7

Znatme dolni hranici #sel oboru £ pismenem mz; pak je-li m =0, bude

| r,(a) | <e pro vsecka n>N, kde N= le-’—n_c

Je-li m=0, nelze patrné N stanoviti tak, aby bylo splnéno (7}
pii e<<1 pro viecka n> N. Jestlize tedy dolnf hranici &sel oboru £
jest 0, menf fada (6) v 2 stejnomé&rné konvergentnf; jestlize m= 0, jest
fada (6) v oboru £ stejnomérné konvergentni. Specielné jest fada (6)
konvergentni stejnomé&rn&, v intervalu (e, b), kde ¢>0, 6>0 a neni
stejnomé&rné konvergentnf v intervalu (0, a). Rada nim ptedstavuje
funkei nespojitou v intervalu (0, a); nebot soudet jeji jest O prox=0
pro z>>0 pak jest soulet 1. Funkce souttem d#md m4 diskontinuitu
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v bodd 0. Naproti tomu fada
zq m‘l ‘ . m‘l

11 4 1a:)+ (1+1x) (l+2a§)—+(t +2r) (1—{—3ac)+"'
jest fada stejnomérné konvergentni v kazdém oboru, obsahujicim x, jez
jsou =0, tedy i v intervalu (0, «), jak ctendF obdobnym poétem pro-
kdZe, a soutet jeji ndm ddvd v tom intervalu funkei spojitou s—uz.

Pozndmka, Nutng a postatujici podminka, aby Fada (1) konvergo-
vala stejnomé&rné v oboru Q jest, aby ke kazdému kladnému &fsla ¢,
bylo lze udati ¢slo .V tak, Ze jest spinéma nerovnina

I's ) —s,(x) | <<¢ pro vSecka n=>.N; pro viecka p=>0 (8)

n+p(~w
a pro viecka x oboru- L.

Véta tato témef bezprostfednd vyplyvd z definice, jakoz Etendf
snadno miZe dokdzati. Ostatné podminku tuto lze vysloviti jeSté v po-
nékud jiném tvaru. (Viz obdobné véty v odst. 28, vztahy (I.) a (I1.)).

121. Uzijeme pojmu fady stejnomé&rné Lonvergentni ku odvozeni
véty. pomocf niz vysledky docilené ve piikladech odst. 116. (rozvoje
pro arctg =, log (1 + .«)) se daji zevSeobecnit. Budiz fada nekonetns

w(x)+uy (@) Fu'y(e)+ ... )]
konvergentni a to stejnomdrnd v intervalu (a, b); ¢&lenové této Fady
_budtez derivace tlend Fady wu, (x), uy(1), w,(r),...; soulet pak Fady (9)
necht jest rovnéz derivaci jisté funkee s () aznaéme jejtudiz s’ (x). Soulet
prvych » &lend Fady jest derivaci vyraza s, iv) =u, (z) 4 », (x) +....
~u,(r); oznatime-li zbytek po n-tém ¢lenu Fady dané jesié g, (2),
miZeme psati _
') —5" (@) =@, ()
Budiz ddle » > .V, kde N jest tak voleno, ‘aby | ¢, (x) | <<e pro viecka x
intervalu (v, 4) a pro vsecka »n> N, pak v disledkn véty odst. 107.
pozn. miZeme psati -
| (5@ — 5, (D) — (5 (a) — s, (@) | <4
| (@) —s() = (5, () —s, (@) | <,
pro viecka n=> N a pro vSecka z v (a, /), ktery’ito vysledek ndm pravi,
#6 lim (s, () —s_ (@) pro lim n = oo jest s(x) — s(«) aneb
s(x)—sa)=tu, (2) = 1, (1)) + (ug (&) —u, {a)) + («; () - U (a)) +-;-7 (4)
a zdroved, Ze lato fada (4) jest stejnomérné konvergentni v (v, D).
Rovnice (4), klerd jest platna, kdys x jest v (a, ), miZeme tudiz po-
“kiddati jako dasicdek rovnice . .
sy = (@) +uy(@)+u's(2) + ... (B)
a predpolkladu, Ze Fada v (B) jest v (a, b) stejmomérné . Lonvergentni.
12#

aneb fE=|b—als
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Priklad 1. Z rovnice -

lj-x m+xq_13+ )

nisleduje z pFedchazejfetho vysledku, bereme-li a=0

z z? | 2’
lg(l+ )= —5+5 -~ po || <],
nebot fada (4) jest v intervalu (0, 1 —&) i v (—1-4¢ 0) stejnomérné
konvergentnf, jak lze bez potizi dokdzati. (Viz odst. 120.).
Priklad 2. Pro (l—x“)—;’ mdme dle binomické v&ty odst. 87, rozvoj
1 2 » 1.3.5 o
Vldwz 1+ +24 +246 + -

Jelikoz levd strana jest derivaci arc sin @ a pravd jest i v intervalu
(0, 1—4) i v intervalu (0, — 1<-¢) stejnom&rné konvergentni, miZeme
dle (A) ihned psdti (berouce a—=0)

oz 1 13x’13517 .
arcsmx_—l—-l— 3—|-2 i — T+...p1o|x]<1.,

//,,l~722. Vétu odstavee piedchazejictho 1ze obratiti a z4roveii ponskud
zevieobecriti. Za tim dtelem odvodime si nejprve obecnou vétu o fadich
stejnomérné konvergentnich. BudiZ ddna nekonelnd Fada u,(x) + u,(x) +
+ uy(x) + . .., kterd jest stejnomérné konvergentni v oboru £. Jednim
z bodd zhusténi ifsel v 2 budiZ x,, kterézto ¢islo k vili zjednodudeni
nésledu,]icich vjkladu necht nepiindle?i oboru Q, a necht jest déle

Ilm’llk(w)_ak, k—l 2 3 (10)

0
at z jakkoliv konverguje ku x,, probihajic oviem jenom fodnoty oboru £2.
Pak zd piedpokladd privé vytéenych lze tvrditi: Jesilize sFade
u, (x) 4+ ug(z) + u,(x) + .. . jest stejnomé'rné konvergentm v oboru §
majic za soucet s(x), tu Jest t fada
a ‘o + oy +... (11)

konvergentni a jest — znalime-li soudet posledni rady o
at z jakkoliv konverguje ku z,, probihajic hodnoty oboru L.

Z piedpokladu, Ze fada (1) konverguje stejnomérné, ndsleduje nej-
prve, Ze k &islu kladnémuy. e lze udati éfslo N tak, Ze v oboru  jest stile

| Satp (@) — 52(2) | <e. pro viecka n > N a viecka p > 0. (13)
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QOdtud ndsleduje (ptejdeme-li k limit8 pfi lim z = 2, a znatime-li zdroveii
soulet prvych » ¢lentt fady (11) o,

| Gayp —6n | = & pro viecka n > N a viecka p, (14)
¢im7 jest dokdzino tvrzeni, Ze fada (11) jest konvergentni. Pi'ejdeme-li
viak v (13) a (14) k limit® pro lim p = oo, obdrZime

| 8(x) — sa(@) | =&, | 0—0n| =& pro viecka n'> N (15)

Zvolme si jedno » = N; pak z ptedpokladu (10) plyne, Ze k &islu e
pfindlezi kladné &islo n takové, Ze

| sn(x) — 0s | << & provieckaz v Q, pronéz |z — z, | <y (16)
Ze vztahil (15) a (16) ndsleduje ihned (odst. 18.)

|s(r)—o| = !s@) —sa(x) |+ | sSn(@)—0a|+ |0a—0c| <3¢
pro viecka x v obora @, pro n&% |z — x, | <<7n, &mZ i tvrzeni (12)
jest plné dokdzdno.

Disledsk 1. Jsou-li u.(x) funkce spojité v bod& z, a je-li fada (1)
stejnomérné konvergentni pro viecka z, pro néz O < |z —z, | < 6,
jest. stejnomé&rné konvergentni vibec v intervalu (x, —3&, x, 4 J)
a soutet jeji s(z) jest spojitou funkel v bodé .

Je li #ada (1) Fadou stejnomérné konvergentni v intervalu (a, b)
a funkce ui(x) jsou v mterva,lu tom spojity, jest ¢ soucet s(x) spOJztou
funkei v intervalu (a, 1)

Disledek 2. Derivace nekoneéné rady v bodd »,. Maji-li funkce
ui(x) derivace v intervalu (z, — 8, z,+0), je-li fada u',(z) + u'y(z) +
w'(x) + ... stejnomérnd konvergentni pro viecka x, pro ndz
O0< |a—x, | <d, a jeli konetnd fada w, (x)+u,(2)+ ... konver-
gentni pro z—uz,, jest Fada tato vibec konvergentni v intervalu
(ro— 0,2, + ) a jeji soudet s(x) mé v bods z, derivaci, pro niz

s, )= ', () + o'y (Z,) F 0’3 (@) 4. ..
V tomto pfipadé bézi tofiz vlastné o limitu pro lim 2 =0 vyrazu

s(x,+ h) —5(x0) __ “1 (o -+ }') u, (x,) 4 %, (Zy -+ ") — 4, (%,) +...(17)

Rada na pravé strané jest konvergentni stejnomérné pro viecka %, pro-
nd% 0<< | h | << 4, nebot jest dle véty o stFedni hodnoté (soucet prvichn
¢lent té fady znafime S, (/)) )
| Sagp B)—Sa(h) | = | #a43(@5+OR) + 0o 42T+ OB +...+
+ %oty @+ Oh) |
Jelikoz pak Fada «', ()4 'y (z) 4 ... jest stejnomérné konvergentnf
pro 0< | *—x, | <6 1ze vyraz napravé strané udiniti men¥im nez ¢,
volime-li jenom n>N, kde N jest tislo vhodné ku ¢ volené. Odtud
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vyplyvd tvrzenf privé utin&né o fadé (17) (viz pozn. v odst. 120.), jakoz
i snadno véta svrchu uvedend v hlavni véci jako. disledek zdikladnivéty.
Jest jenom si uvédomiti jestd, Ze z pFedpokladu o konvergenci fady
wy (@) 11y (o) 4. .. 8 z okolnosti prdvé dokdzané, ze fada v (17)
konverguje, néasleduje komvergence fady w, (- /) < wu, (@, +h) +
pro | A | <9, tedy konvergence Fady w, («)—4w,(0)4 ... ¥V (1, —d,
Zy+ 0). .

DPozndmka. 7. v&t tohoto a predchdzejictho odstavee nésleduje, Ze
k funkei. kterd jest dina souitem fady slejnome<rné konvergeutni, jejiz
¢lenové jsou fuvkcee spojité majfci primitivof funkce, prislugi vzdy pri-
mitivai funkee. ) '

123. Konvergnje-'i fada u, (r) 411, (@) + ... v okoli boilu 7, a to tak,

e 1ze ka dvojict' kladngch Cl«el ¢, v nalézti ¢islo ¢. aby splnéna byla
neroviina

| s(r)—s, (&) | <<e pro viecka x, pro néz O<Zlr—ur,l<<o

budeme fikati, ze fada dand konverguje v bodé x, zpola stejnomérns.
Pii tom jest & libovolné Cislo kladue; n jest kladne ¢fslo celé, jez
zpravidia nutno omeziti podmfnkou = >-.N, kde .V jest jisté Cislo zi-
vislé na e

Piiklad. Rada

__t'l _—‘J —9y? l . »_q‘2 _n‘.zl'
(x—ze ™ )4 (e =2z ) +:22¢7 =3z ) ...

—nx 2
B

mé 8 (r)—z—nxe Rada konverguje pro kaidé r; soucet jeji
jest s(2)}=2. Konvergence tato meni v8ak stejnomcrud v ziduem inter-
valu obsahujicim bod 0, nebot s (z)—s,(r) = nir '“'_? Jjest rovno pro

1 ~5t ] . e 1 s 1
g= - hodnoté ¢ ”, kterd s rostoucim » se blizi k jedné a mnelze

tudiz s (x) —« fx) co do absolutni hodnoty uéiniti men3fm nez Cislo &
mensf nez 1 pro viecka n v&tsi nez jisté cislo \, (af si A, zvolime
jakkoliv) a pro vSecka.z intervalu obsabujiciho bod 0. Rlada vSak kon-
vergUJe v bod® O zpola stejuomérné, neboﬁ jest patrné

| nze” e | <e pro viecka z, pro né%. ]x-0|<—

' Jest tedy éis]o 0 v tomto jednoduchém piikladé rovno —:—. V' piikladé

projedndvaném jsou ¢ % iipln& libovoln4 &isla kladnd (n ovsem celistvé).
"Kdybychonr misto- fady privé uvaZované vzali v dvahu Fadu, jejiz

obeeny Elen jest _

-1- i 2 nx.z

(nTl)E + =Dz —nze™ (p)

w, (1) =



‘bylo by patrné
1 . _-nx" 1 | —n\'2
]s(z)—sﬂ(z)|;!7+nze é*;ﬂ-n[zlc ’

e ' " 2
Tu jest napfed nutno » omeziti ku pf¥. podminkou n=>—, nésledkem
tehoZ prvni stftanec pravé strany bude men3f neZ le; aby i'druh-jf

stitanec pravé strany byl menSf neZ 78 stali, aby pro m.splnéna- byla

nerovnina | r | <2— Jest tedy i fada o obecném ¢lenu stanoveném
v (p) zpola stejnomérné konvergentni v bod8 z—0; nebof jsou-li ¢ »

-tisla kladnd, z nichZ posledni jest celistvé a vétsi neZ%, jinak v3ak
jsou uplné libovolné zvolena; jest pro ni

[ s(@)—s, (a:) | «<< ¢ pro viecka x, pro néz | x—0]<2n

Poandml:a. Definice podfinzi snadno se rozSifuje na fady konver-
gentni v jistém oboru majicim v bodé z, bod zhu§téni a ohdobné téz
i ivahy nasledujici. Pak mluvime o Faddch konvergujicich v bodé =z,
zpola stejnomeérné se zietelem k oboru L. JelikoZ vSak tento obecnd&jsi
piipad by jenom st&Zoval jasnost vikladu a zobecn&ni plisluiné nepo-
skytuje zddnych obtiZi, omezil jsem se v-podaném vykladu i v nédsledu-
jieim na pifpad jednodu3si-a nejiastéji prichdzejici.

124. Podrzme v ndsledujicim oznateni odst. 122. JestliZe nekoneénd
Fada u, (@) + o, () 4, () ... jakoZz i fada e, 4w, ... jsou konver-
gentni — prvd v okolf bodu x; —, pak nutnd a postatujici podminka, aby

lim s(x)=oa, (4)

J:.\’D

jest, aby Tada w, (x)+ v, (2)+ ... kqnvergova]a v bod& z—ux, zpola

stejnomé&rné,
Dokazme nejprve, Ze podminka _ta Jest postadujicf a predpoklé-
dejme tedy, ze fada w,(z)4 ... konverguje v g, zpola stejnomérnd;

méme tedy pfedpoklady celkem tii. - ,
Z ptedpokladu prvého, ze fada «, 4w, 4. konvelguje, nésleduje
moznost stanoviti ku libovolnému kladnému =. (islo N tak, aby
| 6—o, | <& pro viecka n> N. ' (@)
7 druhého pfedpokladu, Ze fada u, (z) + ... konverguje v bodé =z,
zpola stejnomérné, nasleduje moZnost ku &¢islim s an stanoviti &islo ¢’
tak, aby

|.8 (x)--5,(x) | <& pro viecka x, pro néz 0< | z — 7, | <<d’. (B)
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Pfi tom jest n libovolné potud, Ze pouze miZe byti ohraniéeﬂo zdola
(kterézto ohranifeni zdvisi pak od ¢). MiZeme viak zvoliti si » vidy tak,
aby bylo »> N a my st zvolime jedno takové urtité n.

Pak z predpokladu tfetfho, ktery pravi, ze limu, (x)=e, pro lim =
=z, nasleduje pki tomto urditém », e k C&islu ¢ lze nalézti tislo 8"
tak, aby

| 6,—s,(x) | <t pro viecka z, pro néz O0<< |z —ur, | <d”. (7)
7 nerovnin (@), (8), () pak nisleduje stejné jako v odst. 122.

| s(@)—o | <3¢ pro viecka x, pro néz 0<< | 2—ux, | <0,
kde & jest mensi z Cisel ¢’, 0", ¢imZ (A) jest dokdzino.

Abychom dokdzali, Ze podminka jest nuted, budeme naopak pied-
poklidati, Zze splnén jest vztah (A) vedle piedpokladu prvého a tietiho

a dokdZeme, Ze potom Fada dand konverguje v bodé x, zpola stejnomérns.
Budiz s zase libovolné ¢&islo kladné. Urtime nejprve N tak, aby

|e,—0|<<—, pro véecka n>> N, («')

-3 ’
coZ jest mozno v disledku pfedpoklade prvého., Af si zvolime &islo
n> N jakkoliv, vidy jest mozno v diisledkn tietiho predpokladu stano-
viti éislo d, (zav1slé na » 'a &), aby

| 5, (@) —o0, | <—3— pro viecka z, pro néz 0< |z —z, | <d; (B')
z (4) psk misleduje existence ¢fsla J, takového, Ze
| 6—s(z) | <—- 3 pro viecka z, pro néz 0<< |z - =, | <<d,. (")

Z ("), (p'), (') pak zase nisleduje, Ze
| s(#)—s, (@) | <& pro viecka z, pro néz 0< | z—z, | <d,

kdez 8, jest mendi z obou ¢&fsel 4,, d,. Jest tedy fada dand vskutku
v bodé z, zpola konvergentni a dikaz v&ty svrchu uvedené iplné podan.

Vétu tuto viak lze je§t& rozsifiti. Predpoklad totiz, Ze konverguje
fada o, + &, + ... ktery jsme zavedli, neni tFeba Ciniti a tak, bere-
me-li zdrovedi v idvahu obory obecnéjsi £ jako v odst. 122., mo%no
vysloviti vétu: Nutnd a postaéuiz’ci podminka, aby .

ll_m (u, (@) + v, (.'v) + U )+ ..
= 11m u, () + iy () + lim v, (x) 4+ .

r= XO I—Xo X—-J’o
Jest (predpokladame i, Ze lzmzty na pravé strané existuji), aby Fada

u @)+ u (®) .. Lam:ergovala v bodé x =z, zpola stejnomérné se
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zfetelem k oboru Q. Se zietelem k tomuto oboru jest brdti také limity
zavedené ve vété; ‘bod x, jest jednim z jeho badu zhusténi a nemusi
prindleZeti ku Q.

Postati ku dikazu véty takto rozsifené dokazati, ze z predpokladu
konvergence zpola stejnomérné fady w, (z) + u,(z) + ... ndsleduje kon-
vergence fady o, + o, + ...; to ulinfme. Dudiz le libovolné kladné
¢islo; pak lze ke dvojici tisel [1¢, #'] a rovnéz ke dvojici ¢isel [}¢, n'']
stanoviti &sla 67, 6® tak, aby (podrZujeme stile oznadeni odst. 122.)

|s(.r)—sn,(.r)l<% pro viecka x oboru 2,

pro ndz 0 < 'z —ux,! << 4", (8
[s(x) —s,mix) < Z pro viecka x oboru £,
pro néz 0 < |ax— xy | << &% 0

kde »’, »'" jsou celd kladnd ¢fsla libovolaé zvolend, pouze omezend pod-
minkou, Ze jsou véts{ nez jisté &islo s, zdvislé na & (Vytlend moZnost
ndsleduje 2z, piedpokladu zpola -stejnom. konv.) - Av3ak z okolnosti, Ze
lim w (@) =« pi lim x = r,. ndsleduje existence tisla kladného 4,
které si mizeme voliti a také volime mensi nez kazdé z &isel &, 0@,
takového, Zze

' Y , 3
I$p@—0i<<—, [sn(x)— anu|<z pro vSeqka x oboru Q,

4’ _ .
pro néz 0<< |z —ua, [ << 8. (%)

Ze vztahu (s), (1), (x) viak plyne-

16,0 — 61| <& pro kazdou dvojici kL cel. &sel [, n"],

kde n' > n,, n” > n,,

coZ znamend (dle’ véty Bolz.-Cauchyovy), Ze Fada «, 4+ «, + . jest
konvergentni. o

124*. Obdobné Jal\o z véty odst. 122 vyplyva_]i i z véty odstavce
"predchazejictho dva disledky.

1. Budiz «, (@)+4w,(z)+ ... nekonetné fada, jejiz &lenové jsou
. funkce spojité v bodé r, a kterd konverguje v okolf bodu =,. Pak nutng
a postalujief podminka, aby soulet té Fady s(x) byl funkel spojitou
v bod& z,, jest, aby fada dand byla v bodé x, zpola stejnomérné kon-
vergentnf,

2. Necht maji u, (), u, (£), ... derivace v/, (z),u’y (), ... v bodé x,
a v okolf toho bodu, -a mecht jest fada ', (x)+ w’ (2)-. .. konver-
gentnf v okoli bodu x,. Pak nutnd a postatujici podminka, aby soudet
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tady «, (x) + u, (). .. (konvergujici v bodé «,) mél derivaci v bodé z,
a aby ta derivace byla rovna souctu fady u’, (x;) 4 u'y (z,) .. '., jest,
aby fada »', (") 4+ «', () + . . . konvergovala v bodé r, zpola stejnomérné

124*=. Vétam odst. 122, a 124 lze déti ponékud jiny tvar a lze
je tuké v jednom sméru ponékud rozifiti. Uzijeme jich nejprve na ne-
koneénou fadu

L@+ (@) —f @)+ (@ — @)+ o+ (&) — f @)+ 5 (1)
o funkeich f,(r) budeme piedpoklddati, ze
limf()=p3., t=1,23, .., (2)

=
kde limity jest briti se uetelem k oboru £ (jako v odst. 122.).

V ofadé (1) jest s (x) = f,(x), i jest patrno, ze fada (1) jest
konvergentni, jestlize existuje limita fady funkef f,(x), /(=) fi(z), . . .,
t. j. limita

l]_i_m f,Gr) = f(2). 3

" Budeme, pak jikati, Ze fada funkei fi (@), 1,(r), ... Kkonverguje
stejnomérué v oboru 2 ku /(r) ‘aneb také Ze limita (3) existuje stejno--
mérné vzhledem ku Q), Ize'li ku ¢slu kladnému ¢, libovolné volenému,

udati ¢slo N tak, Ze jest

| £.(@) — f(r)] <« pro viecka n ~ N a viecka z v 2. (4)

Obdobné. se_ definuje konvergence zpola stejnomérna.

Véta zdkladni odst. 122, uzijeme-li ji na (1), dd se vysloviti takto:
Konverguje-li Fada funkei £,(r), f3(z), f3(x),... v oboru 2 s rostoucim
indexem stejnomérné ku f(x), existuje i limita

' limpg, =
a jest
lim fix) = 3.
. =T
Vyrok tento mizeme powmoci symbold psiti jako rovnici

lim [llmf (r)J = lim [ lim £, (.r)] M

X=x n=> ﬂ—-m -\’—\o

pravici ndm, ze dvé: limitni operace jsou za jistych pifedpokladd (vy-
jddfenych hlavné vztahy (2) a (4)) operdce zaménné.

UZijeme této vty nejprve na obor Cisel x, rGznyeh od z,, dany
fadou «,, x,, 7y, ..., kterdzto pak fada nechf md za limitu &islo », tak,
ze jest.lim » -— x,. Oznatime dile

m=x

rn(‘zm) = um,u’ T(Tm) = /
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Pak rovnice (2) md tvar )
]1m wa =8 k=1,2,3..; 2)

rovnice (8) pak tvaf
lim M W™= Tp k=1,23,... (39

Podminka pro stejnomérnou konvergenci v (3') jest, Ze ke kazdému éis]u
k]adnému ¢'lze udati N tak, aby

| w, ,— 7 | <<€ pro viecka n=>N aﬁ pro viecka 1. 4)
Pak rovnice (I) zménf se v rovnici
lim [lim -“..,,,,}= lim [ lim v, } an
jez jest platna za predpolladi:
L. existuji limity ve (2') a (3).
2. limita ve (3') existuje stejuomérné vzhledem ku b= 1,2.3,...;

t. 5. ke kazdému kladnému e lzé udati N, aby bylo splnéno (4')
Uzivdme-li pojmu konvergence zpola stejnomérné, mizeme vysloviti
vétu: Nuiné a postiéujici podminky, alybyla platna rovmice (II), jsou:
1. existuji limity (2') a (3).
2. limita ve (3 ) -existuje gpola stejnomérné vehledem ku L=1,2, ..,
t. . ke kazdé dvojici Cisel [e, m] lze udati &islo M, takie jest
o, ,— 2| <& pro 1sccla k= al, 3)

Pri tom jest € kladne éislo Zzbowlnﬂ, n palv jest czslo celé, omezené
toliko podminkou, Ze jest vélSi meZ jisté Cislo zdvislé na e.

Mizeme viak jestd jiné vély jako disledek v&t odst. 122, a 124.
vysloviti, opirajice se o definici limity funkce (odst. 70.). Klademe nejprve

Uy = [ (T, Y
pozadujice, aby o
limz, = 7,, hlIlJ __JO,
potom potlativie indexy u z, ¥, mdme na mysli vibec limity limz —=a,
limy =y, a jiz x a y jakymkoliv zpisobem, jsouce rdzna od z,, 7,,
konverguji k =, y, zdstdvajice ov§em pii tom v oborech €, resp. €,
v nichz «, resp. y, jsou body zhuténi. Dostaneme tak z (II) rovnmici

lim [ lim /(x, 3/] = lim [lim fir, y)]. o (111)

y=xly=y, =Xy r=x,
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Rovnice talo jest platna za predpokiadi:

1. Ezistuji Limity rlin'z fl,y)=¢ (y),yl_z'f)rf [ (z, 9) = ¢ (2).

2. Druhd z téchto limz'; existuje stejnome’r(;zé vzhledem Iw z oboru
L5t 4. & éislu € lee udati éislo 6, aby '
[z, y) — w (), << e&proviecka y oboru ', pro néz 0 << |y -—y, | <,
a pro viecku x obom Q.

Uzivdme li pojmu konvergence zpola stejnomérné, miZeme téz vy-
sloviti vétu: Nufné a postuéujici podminky, aby platna byla rovnice
(i), jsouw:

1. Fzistuji limity Uim f (z, y) = @ (y), lim f (z, y) = v (x).

B .\'="‘0 . .}’ 0
2. Druhd z téchto limit existuje epola stejnomérné vzhledem ku z

oboru Q; t. j. ke kazdé dvojici éisel [e, y'] lze udati éislo 8, aby

| fl y') — w(z) | < & pro viecka z oboru 2,
pro méZ 0 < |z —ax, | < @&,

pn tom jest & libovolné Cislo kladné; 1y’ jest libovolné éislo oboru &',
vdzané toliko podminkou tvaru | y' — vy, | <<n, kde 7 jest éislo kladné
zdvislé na .

Priklad. Volme ku pF.

m

__ ne *
ma " 1+4n"

Tu vztah (I) splngn neni; leva strana rovnice (II) nabyv4 pii této volbe
hodnoty 1, pravd hodnoty 0. Nemohou byti tudiz splnény nutné a po-
statujiei podminky pro (II). Vskutku podmfinka (5) se méni v nerovnost

1

LR

ne

1—1_i_—”<€. (;-)

jeZ splnéna byti md pro vsecka & v&tSi meZ jisté tislo A/ zdvislé na dvo-
jici tisel & »; pfi tom & jest 1plné libovolné, » jest omezeno toliko
podminkou, Ze m4 byti v&3f neZ jisté Eislo z4vislé na . AvSak z ne-
rovniny posledni ndsleduje snadnym poltem, Ze md byti (¢ budiz <1

"
< = m T

a nemilze tedy existovati ¢islo Jf takové, aby nerovnina (%) byla splndna
pro viecka k > M.
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