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Funkee

f#) = ——— pro a0, /0)=1
e+ 1

/04+0)=0. fi0-0=1
Funkee m4 diskontinuitu, nebof limity z prava a z leva sice existuji,
aviak jsou riizné. Jest viak spojitd v bodé =0 z leva.

3. Ctyti &sla v (@) uvedend jsou sice stejnd, aviak 1isi se od
hodnoty funkce f(x) v bodé& ¢.. V tomgo pfipadé l1ze, zm&nime-li f(«), dociliti,
aby f(z) byla spojitou v bodé ¢ a Fikime Ze diskontinuita jest odstra-
nitelnd. Tak ku pf. kdybychom definovali funkei /(xz) rovnicemi

fixy==a*pro z F1, /(1)=0,
méla by funkece v bodé r =1 diskontinuitu, mnebof f(1 = 0)=1,

J(1) = 0; kdybychom v3ak v bodé€ z — 1 funkei misto nully pfisoudili
hodnotu rovnou 1, funkece stala by se spojitou v bodé 1.

mé limity

-

V. Piehled o funkeich elementarnich. Funkeionalni rovnice.

84, Rozsifenfm operace mocnéni na Cisla redlnd vibec z{skali jsme
nejprve funkel » — x>, kde « jest jisté &islo redlné a « = 0. Tato
funkce jest t. zv. obecnd mocnina s exponentem « o proménné z (anebo
kritce a-td4 mocnina prom. z). Jak jsme pozmali, jest tato funkce funkef
spojitou pro kazdé xz = 0 a konelnou v kaZdém uzavfeném intervaly,
v némZ jest definovdna. Pro tuto funkci jest platny funkciondlni vztah

z*. '* = (z z")* aneb v obeenych znacich f(z) /(') =/Ff(z.z). (1)

Na druhém misté jsme dospéli svrchu zminénym rozsifenim ku
unkei y = a*, a = 0, nazyvané obecna exponencialni funkce  pfi zi-
klad® « a specielnd ku funkei y — e* (kde e jest exponencidlni &islo),
t. zv. exponencidlni funkei v uZ3im smyslu. Funkce tato jest definovina
pro kazdé z redlné; i tato funkce, jak rovn&z bylo jiz vytteno, jest
spojitd a konelnd v kaZdém konetném intervalu. Funkciondlni vztah pro
ni platici jest

a*. a* = a***' a v obecném znaku f(z).f(x') =flz+ ). (2)
Funkce inversnf ku funkei y—a* resp. ku funkei y = e~ jest
obecny logarithmus pii zdkladé a, resp. pFirozeny logarithmus. Znati-
me-li neodvisle proménnou zase x a odvisle prom. y, mdme pfi téchto
funkefch v zavedeném jiz oznaleni y — log,r, resp. y — logz. Funkce
tyto jsou definovdny toliko pro kladnd z a jsou to funkce spojité a ko-
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nelné v kazdém uzavieném intervalu, v némZ jsou definoviny, a mdme
pro n& funkciondlni rovmici :

log 2+ log ' =log (x.x') aneb v obecném znaku f(x) + f(z) =A=z.x"). (3)
Obecnd exponencidlni funkce i obecny logarithmus jsou funkce rostouci
v celém intervalu, v ndmZ jsou definovany, je-li a > 1. Jestlize viak

a << 1, jsou to funkce klesajici; pro ¢« = 1 redukuje se funkce expo-
nencidlni na konstantu, funkce logarithmickd pak nemd vyznamu.

85. Funkcionalni rovnice zakladni. Budeme vySetfovati v ndsledu-
jicim, zda a za jakjch podminek funkeciondlni rovmice v (1), (2), (3)
uvedené stanovi piislu§né funkce. K tomu ecfli dokdZeme si nejprve zd-
kladni vétu: KaZdd funkce f(x), kterd jest koneénd v infervalu (0, )
a kterd hovi pro vsecky rediné hodnoty proménnych x, ' vatahu

fle + o) = f(=) + fla)), 4)
gest trarw f(x) = az, kde a jest konstunta.

Budiz nejprve ¢ — 1. Z funkciondlnfho vztabu plyne ihned, Kkla-
deme-li tam 2’ =0, Ze f(0)—= 0. Diéle ndsleduje z né&ho, volime-li
2= —ux, ze [(—r)=—f(r); stali tedy briti v dvahu z kladné.
Uzivime-li (4) mdme bezprostfedné

F@0)=1(x+) = £z) + fix) = 2K(z), (32)=1F(2x) + f(x) =3fs) a
obecné pii % celém, kladném f(nz) = nf(x).

UvaZujme nyni limitu
]' f(‘r)
im —= .

I=®

®)

Kazdé ‘kladné = lze pséti ve tvaru z = £ + n, kde & jest v intervalu
(0, 1 —0) a kde n jest celistvé, kladné (=0). Jest tedy

Cf@) .y REFR) . S uf(D)
lm = =lim = Im = (5

ve kterémzto limitnim prechodu se £ mii%e méniti libovoln& v intervalu
(0, 1—01; pondvadZ’ viak dani funkce jest v (0, 1) konelnou, jest
limita posledni rovna f(1).

Existuje tedy pfi na3i funkei limita (5) vzdy, at z jakymkoli
zplsobem roste nade vSecky meze a tato limita jest f(1), kteréz iislo

oznatime . BudiZ ddle (stdle za predpokladu, Ze z jest kladné) m libo-
volué &islo kladné; pak jest dle pfedchizejiciho

fl) mfz)_ {(ma)

z — mx = mzx
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Podﬂ’%} se tedy neméni, ménilise celé tislo m, aviak s rostoucim m

nade viecky meze roste i mr nade v3ecky meze a m4 podil ten limitu
rovnou /(1) = a. Jest tedy podil nutné rovny a a
z .
-'%—)za, t. j. f(x) = ax,
ponévad’ viak A0) = 0, f(— z) = — /(r), jest vysledek f(x) = azx, ke
kterému jsme dospéli, platny pro kazdé =x.

Tim jest véta dokdzdna, kdyZ e—1. Neni-li ¢ rovno 1, stati misto
f(z) uvazovati funkei danou rovnicf

g(x) = f(e. 7).
V disledku rovnice (4) platné dle predpokladu pro f(z) hovi g(z) téze
rovnici funkciondlni jako f(z); z pfedpokladu pak, Ze f(x) jest konetno
v (0, &), nisleduje, Ze g(x) jest koneind, kdyz ex jest v intervalu (0, ¢),
t. j. kdyz z jest v (0, 1). Jest tedy g(a) = ax a tudiz

Jex)=ax; f(z) = %:r =a'z
a véta daplnd dok4zdna.

86. Jedind funkce, kterd v intervalu (O, €) neni stdle rovna nulle
a jest tam koneénou a kierd hovi rownici funkciondlni

fz+a) = j(2) 1) (6)
pro viecky redlné hodnoty proménnych x, x', jest fumkce A=, ILde A4
Jest kladnd konstanta.

Z rovnice funkcion4lni plyne (k]ademe-li z—a = g) fl&) = f‘-’(g—),
jest tudiz f(z) =0 pro kazdé £. Je-li déle « hodnota v intervalu (0O, ¢),
pro kterou f(a) & 0, jest f(a) = /() /(« — z); oznalime-li M horni hra-
nici funkénfch hodnot v (0, «), jest tedy pro dolni hranici m téch funk-
¢nich hodnot platny vztah

mg%, a tudiz m>0

a jest f(x) pro kazdé x intervalu (0, «) a nidsledkem toho pro kaZdé
z vibec kladna. PoloZime-li log fiz) == ¢(z), jest g(z) v (0, «) konetnou
(nebof dolni hranice v (O, «) jest log m, horni hranice log M); hovi
rovnici funkciondlni @(z 4 z') = ¢(z) + ¢(z'), jelikoz jest

log f(x + ") = log f(x) -+ log f(x")

8 jest tudiz @(x) — ax, @ jest konstanta. Jest tedy f(x) = e** = 4%,
¢imZ véta dokdzana.
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Podobn& lze dokazati v&tu: Jrdind funkce f(x) proménné z = 0,
Lterd jest Lomecnd v intervalu (1,14 &) a kterd hovi rovnici funkciondlng

fwe') = f(x) 4 f(=') (M

pro vdecky kladné hodnoty proménny-h x,z', jest funkce logx, kde A
Jest kladnd lLonstantn riznd od 1. Nebof, jelikoz obor neodvisle pro-
ménné obsahuje toliko, kladnd ¢&isla, miZeme zavésti misto proménné z
proménnou z rovnici

x—=2¢, 2’ == e¥ a kldsti [(z) = 1(e*) = g(2).

Pak funkce g(z) hovéti bude funkeciondlni rovnici g(z 4 2') = g(z) 4+ 9(<’)
a bude kometnou v intervalu 1), &), kle 6 =log (Ll +¢). Tudiz dle
véty zdkladni jest ¢(2) = az = alogr=1log,x a véta dokdzdna.

Konetnd uvddim vétu: Jedini funkee f(x) proménné x = 0, kierd
jest komeénd v intervalu (¢, &) — pii temz 0 < e << &' — a kierd
hovi rovmict funkeiondlng

f@) = fix) 1&) ®)
pro viecky kladné hodnoty proménnjch x. z', jest funkce z*, kde a
jest redind Lonstanta.

Diikaz této véty na zdklad® pFedchizejiciho jest snadny.

87. Véta binomicka. Jakozto disledek obecného Feeni funkeionalnf

rovoice (6) lze podati odvozeni véty binomické. Vzpomeiime si nejprve
na definici binomickych koefficientd. Jest

(m._)_'m (m—1).(m—2)...(n - k-l—l), (m) =1, ©)

L] 1. 2. 3.... k 0

pii tom jest k celé tislo kladné, m: libovolné &fslo redlné. Pro binomické
soutinitele plati véta

my\/m\ . (m\{ n m\( n m\ (m\ __imnd-n\

(@) )+ (N2 (3)6 o)+ () =(",") o
Véta tato jest zndma pfi m in celém, kladném z elementirni arithme-
tiky a vyplyvd jako jednoduchy disledek binomické véty pfi celistvém
kladném exponentu. Odvodime si ji tu pro libovolné m i » tplnou indukef.

Predpoklidejme, Ze jest formule (10; dokdzina pro p o. jednu mensf,
t. j. Ze jest

(562 (7) G 2a) # (220 - +7) (=6 0)
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a ndsobme tuto rovnici ¢slem m -+ n — p 1, pti ¢emz uzfvime vztahd:

=20 (3) (,_h_i1)=

9 () [t (D) emrarenf 1)
=+ 1) (kil)( o 1)—!—(17—7-) (1/") (pik)

=0 (3)(, ") e+ ) (%)
£E=0,1,2,8,...,p—1

snadno z (9) plynoucich; dostaneme

p-('{)’) (Z)+ a +z>—1)(’{’) (l,ﬁl)+<2 4p— 2)(’;‘) (I,ﬁg) oot

—|—p-(’7’,‘)() (m+n—p+1(577)

a délime-li p, ihned vztah ¢10). Poné&vadZ pak formule, kterou mdme
dokdzati, jest ofividn& sprdvna pro p =1, jest sprdvna pro kazdé celé p.
~  Uvazujme nyni fadu

ﬂmy_lq-() «jf-+()ﬁﬁm”+%?)ﬂ+nf

a obdobnou fadu f(n), kterou dostaneme z Ffady napsané, piSeme-li tam
» misto m. Utvofme pak soulin obou Fad dle tvaru odst. 56, 8, viz
pf. 1. toho odst. Dostaneme fadu postupujici dle mocnin » a sice bude
(p +1)-vy Elen té Fady

()0 + ()6 + (B ++ () )] ==

:(’”"’”) 2P dle (10)
P

Jm) f(n) = f(m 4+ n).
Aviak, jei | z | =< 1, jest Ffada pro f(m) konvergentni, at jest m jaké-
Joliv ¢islo (jak plyne z kriteria d’Alembertova); je li m v intervalu
(0, 1), jest f(m) funkei konecnou, jest tedy nutné dle vity odst. 86.
fin) = A" ; nez pro m=1 jest All)= 14z, tudiz A=1-+ 2z a

/(n;):(l+x>"'=1+(';)H(g)me ( ot +(m)

-pro kazdé m redlné a pro |z | < 1.

t. j bude

(11)
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88. Rozvoj logaritmicky. Poddm toliko jedno pouZiti véty,bino-
mické “a toku  odvozeni Tozvoje pro log(l-tz). Kladme nejprve ve
vztazich poslednfho odstavee 4—1—r a budiz 1 >2>0. UZijme ne-
rovniny (2) odst. 36. Dle ni jest — ¢fslo a0 iest kladné, celé —

[ l—z) — ]] <log(l —a)<<n [(l—z) —1]

Pii tom jest ndm zndmo, Ze levé kifdlo posledni nerovniny s rostoucim
» roste a md za limitu log(l — x), pravé pak kifdlo ubyvi a méd touZ
limitu pro limn=co. Jest fedy log (1 — x) jediné éislo, jéz nerdvnindm
napsanym vibec hovi pro vecku w. Rozviime obé kiidla dle binomické
véty, rozndsobme.» a zméfime znaménko, dostaneme po snadné upravé
(obsahujief i zdménu obou ktidel)

<Ee(n (e

+(1+%)(1+217)(1+%)341+....

Cislo, jez hovi tymZ nerovninim jako privé —log(l-—=x), jest otividn&
déno fadou mekonetnou

T w'l .7'3 x-l
T+—2—+E Sl SEERE
aviak, ponévadZ pouze jedno takové tislo jest, jest nutné

—log(l—2)= 1+

xk o
+ + —'- i —l—-..., 0<$<] (a)

PiSeme-li 'v této rovnici x® misto x a zménime-li znaménko na obou
strandch:

x? z-! .’EG wzk
— )= % _
lg—e)=—T—5—3 k
Settenim poslednich obou rovnic konetné mdme
1— ¢ ] 2 3 1 ' ‘
]ogl__: =1og(1+x)=-f- —“'_”7 +%—,%+ ey O<z<l, (13)

coZ jest rozvoj, ktery jsme cht&li odvoditi. ‘Kdybychom v rozvoji tom
kladli —« misto @, dostali bychom («), jest tedy rozvoj posledni platny
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i pro 0>>2>—1; pon&vadz pak pro z=0 jest rovnice (13) otividn&
platna a pro x—1 se redukuje na znimy vztah (odst. 38., (2)), jest
rozvoj (13) platny pro vSecka x intervallu (— 10, 1).

Pozndmka. Z vyrazi (12) iest téz bezprostfedné patrno, Ze
1

[( L—2)"— 1] 8 rostoucim n ubyvd a to, at »n jest jakékoliv ¢islo re-
4lné kladné, a obdobné ‘wvrzenf lze uvésti i pfi » zdporném. Mdme tedy

1 1 1

logd =lim r {4"— 1) =limz (4"~ 1) =limz(4'=1) &

r=-—o x=i—m
a to nejprve pro A kladné menii neZ 1; poloZime li viak A—=4A7"
dostaneme tutéZz rovmici i pro 4> 1. Vztahu (y) miZeme ddti té% tvar

(piSeme-1i ¢ misto fli )

log A =1lim A——-, A= 0,
. g=o O
ném rovnéZ jiz zndmy.

89. Funkce goniometrické. V elementech geometrie uzivdny jsou
funkce sinr, cosz, tg«, cotxz. Abychom jich mohli pouZivati s plnym
opravnénim téz v analysi, jest tfeba jeiich definici dati téZ analyticky
podklad. Funkce cosx hovi rovnici z trigonowetrie zndmé

2 cos x co8 yy — cos (z + y) 4 cos (z — y),
kde z, y jsou dvé neodvisle proménné. Funkei sin x dostaneme z cos r

R b4 . . s
na zdikladé rovnice cos (7 — w) —sinr. Tyto dvé rovnice vezmeme si

&

za vychodisko a budeme obecné vySetiovati funkei — oznaéime ji C(x) —
jez nejsouc identicky (t. j. pro kazdé 2) rovna nulle hovi rovnici
funkciondlni

2C@ C(y=Cl+y+Clz—y. )
Vedle toho budeme o funkei C(xr) pfedpoklidati, ze se stivd v bodé o
nullou, Ze jest v tom bod& funkei spojitou a Ze uvnitf intervalu (0, w)
jest od nully rizna. To budou jediné predpoklady, jez postatf, jak uvi-
dime, aby funkei definovaly v celém oboru ¢fsel redlnyeh. Z rovnice (1)
ndsleduje, klademe-li tam jednak y — O, jednak z =20

2C0(x) C0)=2C(=x), 2C0O) () =Cly)+C(—y),
ze kterychito rovnic plyne (v druhé misto y piSeme z)
. CO=1 C(—z)=C(). 2
Hodnotu, pro kterou C (z) stivé se nullou, oznalili jsme ; @ jest rizno
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dle prvé z rovnic (2) od O, dle druhé pak miZeme je poklddati za
kladné; budiz tedy w = 0.
Kladme v (1) ¥ — w; dostaneme
20@).0=Clzt o)+ Clz—a), C+a)=—C(z-w) (3
aneb zvétdime-li x nejprve o w, v rovnici tak vzniklé pak je3té jednou o 2w
Clt4+20)=—C(x), Clt+4o)=—Cxz+20)=+4 C(m) (3)
Nabyva tedy funkee C(x) v bodech, jichz rozdil jest 4w, tfchz hodnot
Rikime ndsledkem toho, ze C(r) jest funkei periodickou s periodou 4.
V bodech, jez se lidf o 2, nabyvd hodnot stejné absolutni hodnoty,
protivného v§ak znaménka. Body, ve kteryeh C(x) =0, &i krdtce feteno
nullové body funkce C(x) jsou tedy hodnoty ’
+w +30, +5w,...,+@+ Do,... 4)

Vedle t&chto nullovych bodit nemd funkee C(x) §i3 Zddnijeh nullovych
Iodd. Nebof dejme tomu, Ze by w, byl nullovy bod rdzny od (4); pak
by dle prvé rovnice (3) také @, — 2}, kde k jest libovolné Eislo celé,
byl nullovy bod; % miZeme vSak voliti tak, ahy hodnota ®, — 2ie
padla do libovolného intervalu, jehoz délka jest 2w, tedy ku pk. do
intervalu (— ¢, w); to by viak odporovalo pfedpokladu, nebof, ponévadz
@, jest rizno od bodd (4), padla by ta hodnota dovnit? toho intervalu
a dle pfedpokladu v (0, @) a tudiz dle (2) i v (0, — @) nenf nullovych
boda.
Kladme nynf k vili stru¢nosti

C(w-—-1)=8§(); 6)
pak oviem bude také S(w — ) =C(x) a dle (3) bude téz
Sz 4+ 20)=—F8 (), S(z+ 40)==8(z). (6)
Nullové body této funkce jsou jeding v bodech
0, +2w», +4o0, *+6o,... (@)

Z rovnice funkecionidlni (1) pak ndsleduji snadno tyto rovnice (napfed
klademe misto ®, y vyrazy w—r, o —y; potom m —z misto z;
konefn® @ — y misto y; zdroveld uZijeme rovnic (2), (3), (5))

Cr—yp—Cl+y=235@=3Su)." (1)
SE+y)+SE—u)=25)C(y), (1)
Sty —8@-y»=2C()Swy). (1)

*) Z rovnice (1/) niasleduje naopak (5), predpoklidime-li jenom S (w)> (. Nebot
klademe-li v (1/) y = », doslaneme S(x)S(w)=C(» —x) viz 3/)); polozime-li
tu jeslé x — w, mime nad {p S2 (w) =1, tudiZ 5 \w) =1 a rovnice (b) odvozcna
Definuje tedy (1%) u predpoklad S (%)>0 rovnéz jednoznaéné S (x) na zikladé C(a).
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Z rovnice (1') ndsleduje pro x=—20
S(—z)=—8(2); (8)
ddle klademe v (1') a (1"') @ =¢£ + jh, y =4}h, obdrzime
SE+N=8(4+25Gh)CE+3h),
CE+MN=CE—2SENSE+ 1.
a konet¢n& v souétu rovmic (1) a (1') poloZime x — y, dostaneme
Ct(x)+ S (z)=1 (10j
Z rovnice této plyne, ze C(r)| a S(r) jsou stile men3i nez 1, po
ptipadé rovny + 1 (rovny 1 jenom tenkrite, kdyZ druhd z funkei jest

rovna nulle). Z pfedpokladu, ze C(:) jest spojitd v bodé «, nésleduje,
%e S(x) = C (@ —z) jest spojitd v bodé O; i jest tedy

limsS(34)=0
h=o0

9)

a tudiz dle (9) a v disledku toho, Zze abs hodn. funkei C'(x), S(z)
Jsou stile men3f neZ 1,

Jim §(§ + 1) =5, l}il_noC &+ 1) =C¥),

t. j. funkce S(z), C(x) jsou funkee spojité v kaddém bodé. Z toho
-viak ndsleduje, ze C'(«) — a tedy i S(z) — jest v intervalu (0, w)
stile kladnou. Z rovmice pak (9) v disledku této okolnosti plyne, e
v intervalu (0, ) jest S(x) funkef rostouci, C (x) funkei klesajici. Uzi-
vime-li pak déle rovnic '

Skt+o)=4+C@), CE4+ a)=—=5), (11)
které snadno z (5), (8), (2), (3) vyplyvaji, vidime, Ze v intervalu (w, 2w)
jest S(z) i C(r) Klesajici; v intervalu (2w, 3w) S(z) klesajief, C(x)
rostouci a koneéné v (3w, 4w) S(r) i C'(x) rostouci.

Tim jsme si odvodili nejdilezit&jsi vlastnosti funkei S(z), C(z)
které sploény byti musi, maji-li ty funkce na zdkladé predpokladd byti’
deﬁuov’ﬁn) pro v3ecky redlné hodnoty neodvisle proménné. B&if nyni
o to rO/hodmutl, zda funkcionalni rovnice s ostatnimi pfedpoklady nim
divi prostiedek stanoviti hodnotu funkce -pro hbovolnou hodnotu argu-
mentu. Z (1) ndsleduje pro y = =

C(2zx) = 2C*z) — 1. (12)
Klademe-li dile v (1) 2z misto 2 a ¥y — z, dostaneme
C(8x) = 2C(2x) C(x) — Cia) = 4C" (&) — 3C(x). (13)

Obecné pak ndsleduje, polozime-li tam (n— 1)z, x misto , y,
Cumy+ C((n—2)z) = 2C((n—1)x) C(x) (14)

4
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Z této rovnice, volice postupné = =2, 3,4, ..., miZeme vypolitati
C(2x), C(3r), C(4x), .. jakozto mnohotleny v C'(x) (jakoz pro C'(2x),
‘C(8z) vskutku provedeno) a dostaneme obecné

Clnr) = ayC"(x) + a,C" %) + a,C" ') + ... (15)
Funkee C(nx) jest tenkrite a jenom tenkrdte nullou, kdyz (viz (4))

2
L :—]:m, Ek=0,+1,+2/...

nr = (2k41)w aneb z =

UvaZme, které z téchto hodnot pro nullové body funkce C(nz) padnou
do intervalu (0, 2w). Jsou to hodnoty
o 3w How 2r—1Dw
“, e ve

w n on -7 n

v podiu celkovém ». Pro n& nabyvd C(:) vesmés riznych hodnut a to
takovych, ze dle (15) '

ay Cn(m) + a, Cn—Q(m) -+ @, Cn_f(-") +... =0, (16)
t. j. takovych, Ze jest jimi spludna rovmice »-tého stupn&, jejiZz kokeny
spofddiny dle velikosti nejv&t3im potinaje jsou (nebof C(x) v intervalu
(0, 2w) stile ubyvd)
C(i"), 63—“’) 0(5:’), . c'((z"—l)ﬂ). an

n \ "

Jest tedy patrno z tohoto vysledku a z rovmnice (2). (3) a ('2), ze funkei
C(x) v disledku funkciondlni roymice miZeme vypocitati pro viecka
x : —+ '-) |
g
‘funkef spojitou, viibec pro viecka z.

Existuje-li tedy funkce C () hovici rovnici funkciondlni a pred-
pokladim, existuje jenom jedind talkovd funkce. Zbyvd jenom
podati jeSté dikaz Ze takovd funkce vskutku existuje. Kdybychom vy-
Setfovini podand v tomto sméru chtdli doplnit, dospéli bychom k dvahim,
jez pro jich délku nelze tu poddvati. Lze v3ak dikaz existence jinym
a to jednoduchym prostfedkem ziskati. K tomu cfli vezmeme je§té v tvahu
t. zv. funkce hyperbolické blizké funkcim goniometrickym.

90. Zikladni funkce hyperbolické jsou

w, kde p, ¢ jsou libovolnd celd kladnd Cisla, a, jelikoZ jest

SO g T

Chz = 9 . Sha = 9 ;
prvd nazyvd se kosinus hyperbolicky, druhd sinus hyperbolicky. Jedno-
duchy zpiisob, jakjym jsou tyto funkece pomoci exponencislni funkce de-

finoviny, mi za nésledek, ze n&kteti mathematikové je jako zviastni
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funkce nezavddé&jf* a uZivajf v pitipadé potfeby piisluinfch vyrazd po-
mocf exponencidlni funkce sestrojenych.

Pro kosinus hyperbolicky snadno odvodime

i o R O S S A e A o ks
2 2 — 4

Chz.Chy =
aneb jinak
2ChrChy = Ch(z+y) + Ch(z—1y),

coZ jest rovnice funkeiondlni tdZ jako (1) v pfedch. odst. TatdZ rovnice
jest platna pro Ch(ux); jest

2Ch(ax)Ch(ety) = Ch(a(z+ 1) + Ch(a(z— ). (18

AvSak Ch (e x) jest funkee, pro nii jest platny rozvoj (ktery dostaneme,
dosadime-1li pFislufné rozvoje funkei ¢27, e—2~ viz odst. 56., pf. 1.)

a’x? abz®

Ch(”w)—[_l— 2y+ 4!+ 6|+ (19)

a funkee tato neani rovna nulle pro Zidnon hodnotu proménné xz; ne-
mize tedy byjti Ch(wxr) funkef, jez hovi zdkladni funkeionilnf rovmici
a zdroveit uc¢inénym predpokladdm platoym pro funkei C(r). Jest vSak
tato funkce zivisld na «* a funkciondlni vztah (18) jest platny identicky,
af za «*® ddme jakoukoliv hoduotu; miZeme tedy za «® dosaditi i zd-
pornd &fsla a psdti —a* misto a* ¢&inZ dostaneme funkei, jiz pojme-
nujeme ¢os ax (slovy Kosinus «.r) a jez bude ddna rozvojem
a’z®  atrt g%2"

cosar —=1— 2|-|- i 6!+"' (19)

Ze tato funkce hovi funkciondlni rovnici (1), miizeme se ostatnd pimo

pFesvédciti ndsobenim Hifslu§nych fad (viz odst. 56., piiklad 1.) Zaby-

vejme se nyni touto funkci, anebo, coz jest v podstatd totéz, funkei
x4 -zt

cosr =1 — Z'+4l o +.

Funkce tato jest spujitou v kazdém bod& nebof jest (dle binomické
véty pki celistvém mocuiteli) '

(44" - a" (et 4 D™
n! n! (n—1)!
a tedy -

| cos(z4h) —cosz | < | 77|.(-1§~!+§—§+'..,), E=|z|+1,

< |k el lh] <1
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odkudZ spojitost snadno ndsleduje. Rozvoj pro cos xz lze ddle psdti ve
dvojim uspofadant

_ ,_.'.2 $l' x'z xB w‘l
_ 1.2 1.4 9.6( 1! xll’l xﬁ
—(1 ) “"24')_61 ! _,'7'73)_1_01(l _1‘1'.12) I
Z prvého jest patrno. Ze cosz jest kladny, kdyz 0 <<z = Vz a tedy i
kdyz O << z = 14. Z druhého pozndme snadno, Ze cos x jest zdporny,
kdyz z — 1'6; nebof zdvorka prvd divdi —0'11... pro» = 1'6, ostatni

tleny pak jsou, jak bezprostiedné patrno, rovnéz zdporny. PonévadZ pak
cos z jest funkef spojitou, jest nutné mezi 14, 16 hodnota, pro kterou

cosz = 0;%) tuto hodnotu znafime %, kde = jest tak zvané éislo Lu-
dolfské. Jest tedy cos x funkef, kterd hovi rovnici funkciondlni (1) a téz
piedpokladim poZadovanym pro funkei Cix), je-li w = g; pro obecné
o jest takovou funkef
C(z) = cos awx, jestlizZe aw = ’2’ ; tedy C(z) = cos ;T—: (20)
a dikaz eristence funkce C(z) (a tudiz i S(x)) poddn.
Zavédi se pak oznateni

cos (% .——z) = sin z, tedy sin azx = S(x) (21)

a jsou v disledku dvah ulinénych platny vSecky rovnice odst. 89., kdyz
v nich S{z), C(r) nahradime veliinami sin az, cos az. Uvedu v pfe-
hledu hlavni, klada pfi tom o — 1 a tedy o — Ix,
cos 0 =1, sin0 =0, cos(—z)= cos z, ‘sin (—x) = — sin z,
\

. (T _ 7 —
sm(g—x = c0s I, COS i—x}_smx,

sin (z+ ) — —sinz, cos (x+ ) = —cosz, sin(x+2kx=) = sin «,
cos (x +2km) ="cos z,
gin (¢ y)=sinzcosy -} cosxsiny, cos(x-y)=—rcosxcosy — sinzsiny,
costr 4 sin%z = 1, '
sin (x + k) — sinz = 2sin } A cos (x}2h), cos(x+h) — cosz =
= —2sin}h sin (21 h).

*) Takovd hodnota mdze byli jenom jedna; nebot kdyby byly aspon dvé o, o,
kde o; <o (a obd v intervalu (14, 1'6)), bylo by té2 dle-(3) nullovym bodem
20) —o=0;— (v —w,),cof jest &slo men3i nef w,; znatme je w,. Dile byly by
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Formule pro sin (= + ), cos (r+y) tu uvedené (t. zv. addic¢ni formule
pro sin z, cos x) vyplyvaji séitdnim z rovmic (1), (1"), (1), (1"").

Stejné snadno jake pro cos x vyplyvd vyjidfeni funkce sin z
fadou; miizeme tu jednak pouZiti za vychodisko funkei hyperbolickou
Shax a rovnici funkeciondlni obdobuou ku (1'), jednak p¥imo rovniei (1)
a dokdzati rozndsobenim pifslusnych fad, ze je-li C(x) = cos a z ddno
fadou (19'), funkece S(s) — sin ¢« hovici rovnici (1’) jest ddna Fadou

. _ax  alg? a’z®
Sinud =g —-g+ 5 T (22)
a tedy
. xz xb 2 . ,
s1nx_ﬂ—§l—|—5—!—...) . . (22"

Vytkneme-li na pravé strand rovnice (22') z, bude zavorka funkei
spojitou, coz se dokdze stejné jako svrchu dokazana byla spojitost funkce
cos « -a jest tedy podil funkci sin 2z a z funkef spojitou; specielné pak
jest pro tento podil v bodé x =0:

lim 5() = lim

=0 T =0 x

sinaz
—_—a

23)

Zndme-li viak a, jest stanoveno o (viz (20)); jestlize a =1, jest w = 32
Pro funkce cos r a sin x v geometrii uZivané jsou platny tytéz
funkciondlnf vztshy jako pro S(r), C(z) v (1), (1), (1), (1'"); jelikoZ
nadto jsou pro ony funkce poZadavky spojitosti rovnéZ splnény
jakoZ i vztah .
. 8in T__ ?
g—w—— ; (23
jest patrno, Ze funkce v geometrii uZiv;né shoduji se s funkeemi tu
odvozenymi, klademe-li a =1 a @ = 1x (jakoZ ostatné oznaenim jiz
pfedem bylo naznaleno).

162 nullovym bodem hodnoly ng —w, =0, — ﬂ(m —'ml) = my, Q05 — 0y =
0wy —22 (w—w)=0y, 20, —u,=w; —2%(w—w0,),... aobecné bylo by téz nullovym
bodem wj =w; —2k—~2(w —w,), kterézto &islo, volime-li k dosti veliké, jest mensi neZ

1-4. Av:ak jest nemozno, aby Fada pro cos x stivala se nullou pro &islo in ervalu
(U, 14) a tedy nvjsou v (14, 1'6)- dvé hodnoty rizné, pro kleré by ¢os x sldval se
rovaym nulle.

*) Ze sin aw=sin g jest kladno, coZ jest tFeba vedle (1’) jesté poZadovali,

aby uréeni pomoci (1/v ge shodovale s urfenim dle (5), dokdZe se snadno obdobné,
jako bylo dokazéno, Ze cos 1:4> 0.
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Pozndmka. Odvodime si jestd nerovminu, jeZ ndm pozd&ji bude
uzitetna. Jest dle (22"

Bsina — asinﬂ:aﬂ(ﬁm;a- —ﬂ4_a4+. ..):

5!

= ap (et [ =Py PR )

Predpokldiddmeli | | = | @ |, bude zivorka. posledni v tomto vyrazu
jisté kladna, kdyZ bude kladnym vyraz

1 2;! ﬁ4—4ﬂ6 ﬁS 6510

IS T T er im T as T
a to bude patrné vidy, kdyz f* << 10; jelikoZ, jak pozdéji*) poznime,
jest 72 << 10, miZeme tomuto vysledku ddti bud tvar
sineg _ sin g )
x 8

sin & u

sinp = 7

aneb jestize n=0>a >0,

—— . —

Specielné dostaneme (uZijeme-li dvakrdte této nerovniny, jednou pro
8 :g, po druhé limitujice pro lim « = 0)

2<Sma <. 1 pro 0<a<g-

11

(24)

91. Rozvoj funkee sin x v nekoneény souéin. Z rovnice (15) do-
staneme za pfedpokladu, Ze # liché, dosadime-li tam w — z misto z,

obdobnou rovnici pro S (nx). PiSeme-li tuto rovnici hned pro sin nx,
mdme )

sinnz =1, sin*z + b, sin"~2x+ b, sin" 4z 4 ...+ bpSine, #=2m + 1.

(Pro koefficienty », jest platny vatah &, —(—1)7a,.) Funkce sin nz
stivd se nullou pro tyto hodnoty

7 27 . mm
O: i_y i_v---y i_
n n n
*) Ostainé z druhého uspofidini rozvoje pro cosx (svrchu vypsaného) nésle-
duje ihned, Ze rozvoj ten nabyva hodnoty z4porné, dosadime-li 25 za x2; nebof prvé
. . 1331
dva éleny jeho ddvaji dohromady &islo zéporné (:—m) a ostatni jsou rov-

néz zdporné. Jest tedy 72 <4.25=10.
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zvét§ené po piipadé o libovolny celistvy nisobek &isla zz. Nasledkem toho
stivd se polynom

hosin® -1x-}- 0, sin" %z 4 h,sin-8z... 44 .

ktery jest m-tého stupné v sin®z a ktery, klademeli sin®z —z, miizeme

pséti ve tvaru
hoe® 4 by 21 4 hpem 2. 4D, 0)

nullou tenkrite a jenom tenkréte, kdyZ za z dosadime jednu z m hodnot
2, 2y, ...2, DIl temi
PR 7
Z, == sin 7 .
MizZeme tedy polynom (7), znajice vSecky nullové jeho hodnoty, rozloziti
zndmym zpisobem v kotenové Cinitele a psati jej ve tvaru
by(z—2)(z—2y) ... (¢—2)
a pro sin nx mime po snadné Gpravé
sinn:c:_c.sinz(l——z—\a(l—i)...(l—i).

z, 2y Z.

PH tom jest ¢ kounstantni Einitel, jejZz snadno stanovime, délime-li celou
rovnici x a vypo€itime-li limitu obou stran pro ten pfipad, Ze limz -= 0.

Dostaneme ¢=—n; poloZime-li pak v posledni rovnici% misto xz a tedy

. 0 X )
E= sm"; misto z, midme koneéné

sinx:¢zsin£('1—5—)(1—i)...(1—£), (W)

" 1 2y Zm

coZ jest rovnice, jeZ bude na¥im vychodiskem.
Budiz ¢ pevné &islo kladné, celé, men3f neZ m, jinak viak na m
resp. » nezdvislé. Oznalme k vili krdtkosti

P,(@) :nsin%(l—é)(l—%)...( _5—9)

Pak lze rovnici (u) psiti ve tvaru

%ﬂ(%:(l_ zeil-)(l—%)...(l—i). ()

Uzijeme-li viak u zlomku :f— vztahi (24) a to v titateli sine <<e, v jme-
k
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novateli pak sine > 2a plathy’ch za pfedpokladd O <<« <'2Z , dostaneme
4

o2, .

Z—I; >1 ik I<z<< 5

Vyplyvaji tedy z («) nerovniny (za omezenf r<<2-4+1)

1—

sinz x? z2 )
—— sl =) 1 — 5 |-
=7 @ )>(1 4(9-!-1)")(1 4(9+2)") (1= g ) @
Prejdéme v merovnindch téchto k limitdm pro limn=co (limm= o).
Pak, jelikoz (odst. 90., (23')

hmnsm——a:llm[
n=o n
) g In xo g _ '
,,“;I:,zk—kenzl‘m[(f n_) (”k e )]—kznw
a:2 w'l a:'z
lin 7, @)= (1= 55) (1 —g) - (1 73)

Vyraz tento krdtce ozmalime Po(x). Pravd strana nerovnin (v) se v li-
mit® proméni v nekonefny soutin

sla
3|a

jest

11— z* 1— a 1___L
4(9+1)’)( 4(0+2)° 4(9_—l—3)")"
Vyraz pravé napsany md, jelikoZ nekonetny soulin o Einiteli obecném

2 .
(1 — %) k=1,2,3,. . jest konvergentni, za limitu 1 pro lim¢— oo:

Dostavdme tedy, kdy? v nerovminich. (v) ptejdeme k limits, napfed pro
lim»z—= oo a potom pro lim ¢ — oo, na obou kiidlech 1 a konverguje tedy,
provedeme-li postupnd oba limitni procesy ve &lend{ prostfednim ne-
rovnin (v), prostiedni tlen rovnéz ku 1, t. j. dostivdme, Ze

. x'.’ ; zﬁ mQ
pro ka?dé z > 0. Rovnice vSak olividn& platna jest i pro z —=0a po-
névad’ sin (—ax) = —ssinx, -i pro kazdé « << 0 a jest platna tedy pro

kazdé x viibec.

92. Formule Wallisova. Klademe-li v posledni rovnici « :g, do-

staneme

Petr, Diff. podet. 9
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z &eho nasleduje vyjddfeni &sla Ludolfského ve tvaru nekoneéného soudinu -

m_2.2.4.4.6.6. ..
9=1.3.3.5.5.7 .., (Vizodst 32)

odvozené poprvé Wallisem (v jeho spise Arithmetica infinitorum z r. 1655).

93. Rozvoj cos x v nekoneény souéin. Pro cos x dostivime pomoci
formule

sin 2x
€05 T — —
2s8inz
ihned
o 422\ / 42" 422.
¢os % _(1—1%2)(1 — 3—,_,.3,)(1—5—2.”2) . (D)

Lze viak podati jeStd jiné odvozeni, jez poskytuje jisty zdjem; a to na

zdkladd vztahu cos z — sin ( ; —a:) . Jest

2kn 2k

T
_ @1 @kt 1) % B
. 2k \\T@r— 1)n) (1 @i l)n)

‘ ”_x—-ll 33.
Pl—(? )—2

_1_(_7__):(1_7;—2:;)( +n—2z)_

a tedy

..4@

M.
| R

‘1.4
@k — 1)(2%k 4 1) 2 x \f, 2= 2wy
T2k . % _ﬁ)( t ln)(l_ 87 )(1+3")

2z 2 2
e (1—(—2/;_ 1>;)(‘1+m:1—)71)(1_(—2/;+1> n)-
Piejdeme-li z této rovnice k limité pro lim k = oo, méme, uZijeme-li
jednak formule Wallisovy, jednak slouéime-li vzdy dva Cinitele po sobé
jdouci v jeden, rovnéz formuli (I).
Soutiny nekoneéné pro sin z a cos z tu odvozené sluji Fulerovy

(Introductio in Analysin infinitorum, sv. I.; § 158.). t
Ukol. Dokazte pomoci nekoneénych soutind vztahy sin (g—[—x):

—

= ¢o08 z, sin (= 4+ x) = — sin .

94. Funkce cyklometrické jsou inversnimi funkcemi ku goniometri-
ckym. Jelikoz se jich tasto pouZivd v analysi a jelikoZ v elementech
mathematiky zpravidla o nich se nepojednivé, je tfeba tu pon&kud ob-
8irnéji jich definici a hlavnf vlastnosti vyloZiti.
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Funkce sinus jest funkef stile rostoucf; kdyZ neodvisle proménnd

probibh4 hodnoty intervalu (— g’ g), jelikoZ jest nad to funkef spojitou,

stanovi rovnmice

z = sin g, kde—2—<J_____2—7|w|§l (1)

s vytcenou vediejdf podminkou jednoznatné y, ddno-li z; t.j. definuje y
jakozto funkei x v intervalu (—1, 1). Funkeci tuto nazjvdme arkus
sinus a piSeme :

y—arcsinzg, |z|=1. 2
Jsou tedy rovmice (1) s vedlejsi podminkou pro y a rovnice (2) pro nds
ipln& ekvivalentni. Funkce are sin x uddvd tudiz jedno FeSeni rovnice

sin y — z a sice to jediné, jez spadd do intervalu ( —-g: 7;') ;. viecka

ostatni feSeni té rovnice jsou ddna vyrazy
arc sin @ + 2kn, (# —arcsinz) 4+ 2ka,
kde % jest libovolné celé ¢islo (kladné, zdporné, nulla).
Funkce kosinus jest funkei spojitou a stale klesajicf, kdyz neod-
visle promé&nnd probibhd hodnoty intervalu (0, »); stanovi tudiZ rovnice
r=cosy, kde 0 =y=n |2|Z1 (3)
s vyttenou vedle’si podminkou jednoznain& y, ddno-li = a jest ji y de-
finovino jakoito funkce z v intervalu (—1, 1). Funkei tuto nazyvime
arkus kosinus a znaltime
S y=arccosz, |xz|=< 1. (4)
V3ecka Fedeni rovmice (3), nevdzand podminkou pro y ve (3) uvedenou,
jsou puk ddna vyrazem
+arccosx + 2kn, k=0, 1, F+2,.
Mezi funkcemi arc sin # a arc cos z jest vaztah — ktery &tensf snadno
z defmice dokdie —
arc sin x -+ arc cos x :g -' B)
Podobné se definuji funkece arkus tangems, arkus kotangens.
Prvd jest. inversni ku funkeci tangens, druhd ku kotangens. Prvé
nabyvd hodnot intervalu (—j;~—+0, j=—0), druhé intervalu (040,
7 — 0). Jest zdse rovnice

2 ekvivalentni rovnici y—arctg x (6)

b4
5<y<j

z—= tgy, kde — 5
a Tovnice

x—=cotg y, kde 0 <y<m, ekvivalentnirovnici y ﬁ.a_rc cotg z. (1)
91!
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Mezi funkeemi takto definovanymi jest opét vztah

arc tg x + are cotg x = % 8)
Z dalsich vlastnostt funkei cyklometrickych uvddim vztahy
arc 8in (—xz) — — arc sinx, arc cos (— x) = m — arc cos =z, 9)
arc tg (—zx) = — arc tg =, arc cotg(—=x) — m — arc cotg x

a odvodim jedtd zevrubngji t. zv. addiénf vety.
Jestlize jest

. . o n
8in y = «, sin ¥’ = z', kde —12— éyé§

L\.|§

< o=
g=y=5. 10

jest

sin (y +3') = sin y cos ¥’ + cos y sin y' = 2\/1— &’* + «’'\V1—22.  (11)

Soudet ¥ + y’ bude tenkrét a jenom tenkrdt v intervalu (—3=, }n), kdyZ

. . A

.co8 (y +¢') jest kladny. Je-li cos (y+ %'} zépomy’r, jestbud y -+ y' >3,

kdyZ y i ' jsou kladnd, aneb y 4 y' << — =, kdyZ z, v’ jsou zé-

porns &fisla. Av3ak

-c08 (y+y") = V1—=* \/1_——72— zx

a jest cos (y + y") kladny, jsou-li z, ' protivného znaménka; jsou-li

pak stejného znaménka, jest cos(y -+ y') kladny &i zdporny dle toho,

zda ac2-|— 2?1, 8 a2 1. Vyplyvé tedy z rovmce (11) pro

y+y', coi dle (10) Jest arc sin x + are sin z', vztah h

arc sin « + arc sin #' = arc sin (:1:\/1 2 + o'\ I—z%), (12)

jestlize z, z' jsou protivného znaménks aneb stejného, -je-li zdrovei
242t 1;

arc sin = + arc sin 2’ =+ 7 —arcsin (z\/1—2"2 + «'\1- 2%), (12)
Jjestlize x, x’ jsou stejného znaménka a zdrover 2%+ z'2=>1.

PH tom jest v posledni rovnici voliti znaménko horni, jsou-li z,z’ oboji
kladn4, znaménko dolnf, jsou-li z, =’ zdporna.

Podobné se dokize additnf vé&ta pro arc tg x. Jest
z 4z

—:L'.’IJ

arc tg x + arc tg z’ = arc tg (13)
jsou-li x, &' protivného znameénka, jsou-li pak stejného, jestlize zdrovei
xz' = 1; ddle pak jest

+

arc tg = -+ arc tg z' =4 n—arctg l,iﬂ-——, (13"
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jsou-li x, 2’ stejného znaménka a xz’ = 1; znaménko pk = voliti jest
stejnd jako svrchu. Klademe-li @ 4 A, — x misto «, 2" a volime-li hned 7

tak malé, aby bylo lze uZiti formuli (12), (13), dostdivdme specielné&
arc sin (z 4 #) — arcsin & = are sin ((x4-2)V1—2z® — 2VI— (x +h)?),
(12")
k 13")

ST Ta@+ ) (
Vedle téchto vztahi vyplyvaji z formuli pro funkce goniometrické Eetné

iné. Tak pro kladnd = jest ku pf.

arc tg (z 4+ h) — arc tg @ = arc tg

arc sm & — arc cos Vl—x‘ —arctg —~-_x—v-—: —arccotg Vl_m—-,
Vi—? Lz
— Y e S Vl-— _ z
arc ¢os x = are sin \/1—.u% = arc tg ——— -~ = arccotg Vi atd.
Rovnéz bezprostiedné ndsleduje z (23') odst. 90.
tim YOSRE gy, HTOIBT (14)

=0 x =0
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