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IV. Funkee jedné proménné; zvlasté funkee spojité.

66. Pojem funkce. BudiZ dina velitina proménns ., jeZ nabyvati
miize viech hodnot obsaZenych v jistém mnoZstvi éiselném. Toto mnoZstvi
-nazvali jsme (odst. 23.) obor veliéiny proménné x. Ptifazeno-li je dle
urtitého predpisu kazdé hodnotd z daného oboru jedno &fslo, pojimdme:
toto &slo jakozto hodnotu nové proménné — znatme ji y —, kterouZ.
nazyvdme funkef proménné a2 v daném oboru. Tak ku pf. rovm'ci

Y _m'z+1
prizazeno jest LaZdému o (obor proménné x obsahuje vSecka redlnd.
éisla) jedno &islo y; jest tedy vyrazem na pravé strand té rovmice de-
finovdna jistd funkce proménné x. Jiné jednoduché piiklady funkei jsou
dany vztahy

y=2a", y=2¢, y=logx.

P#i prvé z téchto funkef miZe obor proménné x obsahovati, je-li m celé,.
kladné v8ecka redlnd ¢isla, rovnéZ tak pii druhé funkei. Pri tfetf funkei
jest obor omeziti ma Cisla redlnd kladnd.

Velitinu z v definici podané naz§véme Casto neodvisle proménnou,
velitinu y pak " velitinou odwsle proménnou_(nebof zména velitiny g jest
déna zménou velitin jez 7jest libovolnd, ovSem aZ na to, Ze
« jest vAzdno na ji_sfy obOr). Pfi odvozovani vlastnost! funkei v jisté
obecnosti platnych vyznalujeme okolnost, Ze veliinu proménnou poklé-
ddme za funkei proménné z, struéné symboly jake y = f(z), y = F(x)»
y = g(x), y = h(z) a pod. Oznaleni takového miizeme uZivati téZ jako
zkratek za vyrazy n8kdy sloZité amebo zkratek pro urtité pfedpisy dané
pii definici funkce pifsiusné. Pro nékteré funkce uZivdme symbold ust4-
lenych. Tak ku pf. y — K(z) znamend hodnotu y rovnou nejvétsimu
celému é&fslu obsaZenému v z (t. j. v, jeZ jest celé, hovi tu podminkdm
x— 1 <y=nzx).

V nésledujicim podim nékteré piiklady funkei, pfi ¢emZ v prvych
tfech objasnim pojmy é€asto se vyskytujicf.

Priklad 1. Funkece

y=2¢ F+ ez + cyx* + ...+ ene™
kde ¢,, ¢, ... ¢m jsou dand ¢fisla, jest definovdna pro vSecka x a sluje
racionalna celistva funkce proménné z; stupnd m-tého, je-li ca == 0.
Jsou-li ¢, = ¢y, =¢, =...= ¢ = 0 a tedy y = ¢,, Fikdme, Ze funkce
se redukuje na konstantu; v tomto p¥ipads se neméni y, méni-li se z;
y jest ,mezdvislo od xz“ jsouc rovmo stdle (t. j. pro kazdé «x)
témuz Eislu c.. '
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Priklad 2. Funkece
J_no+az+02r”—l- . 4 apam
by + bz + byx* 4 . +bnwn‘
kde ay, by jsou dand fsla (nezdvisld od =, konstanty), jest definovéna
pro viecka x vyjma ta, pro které jmenovatel jest roven nulle. Nazyvd
se racionalnoyu funkei proménné a. ‘
Priklad 3. Rovnici
y? 4 2z% — Hz® =0
jsou ka%dému & piifazena dvé y; jedno jest kladné, druhé zdporné.
Pozadujeme-li, aby y = 0, pak jest tou rovnici ke kaZdému z p¥ifazeno
jedno y = 0 a definovdna jest tedy funkce- proménné z. Jest to zvlaStni:
ptipad algebraické funkce. Obecné jest algebraicks funkce dina rovaie
algebraickou tvaru (d4,(r) budteZ raciondlné funkce proménné z) :'_
Y™+ A, @y= "t + Ay@)ym ..+ Ae(2) =0

a jeStd — je-li tfteba — jistymi vedlejSimi podminkami.

Priklad 4. Kazdé &islo redlné d4 se vyjadriti jako soudet Eisla
celého a zlomku desetinného bud konelnéhp aneb nekone&ného. Toto
vyjddfeni jest jednoznatné, klademe-li si podminku, aby &isla, kterd lze
vyjadfiti pomoci koneného zlomku des., jim skute¢né byla vyjadfovina.*)
Piifadme pak Eislu

I T T LT

tislo

Aor—1
p=d+ gy Sy gy

Pr tom jest 4 &islo celé. ax jsou éisla celd od O a%Z do 9. Tim jsme
definovali jistou funkei proménné «, znatiti ji budeme y — x ().
Jiné piiklady funkef budou poddny v odstavcich nisledujicich.

67. Funkce koneéna. Je-li dina funkce f(x) prom&nné x probfhajici
obor Ciselny £, tvoif hodnoty neodvisle proménne i pfislu$né hodnoty
funkéni jistd mnozstvi ¢iselns. ~de-li mnozstvi &selné O zdola i shora
ohraniteno, nazyvame obor neodvisle proménné koneénym oborem. Je-li
mnozstvi ¢iselné vytvofené piislusnymi hodnotami funkece f(z) zdola
i shora ohranideno, sluje fonkece f(x) funkei konecnou v oboru 2;
v tomto piipadé maji hodnoty funkee f(z), kdyZz z probihé, dany obor .Q
jistou horni hranici M a jistou dolnf hranici m (odst. 24.); i jest pro
viecka x daného oboru M = f(z) = m. Cisla M a m sluji horni a dolm
hranice funkce f(x) v daném oboru Q.

*) Ku pr. ..“, se dd vyjidiiti kone¢nym zlomkem deselinny'mwﬂ'l anebo ne-
Konednym 2:09999. ..

Petr, Diff. podet. 7
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Rozdil M—m nazyvd pak se osecillaci funkce f(x).¥ oboru L.
Jsou-i z,, z, dvé libovolné hodnoty oboru £, jest vidy | f(#,) —f(xy)| <
=< M — m; a naopak snadno lze nablédnouti, Ze, at & jest tislo kladné
jakkoliv malé, vidy jest aspoii jedna dvojice ¢Cisel x,, x, vybrand
v oboru 2, pro kterou | f(z,) — f(z,) | > W — m — e Jest tedy
M — m horni branicf pro | f(x,) — f(x,) | , probihaji-li &isla z,, », od
sebe neodvisle v8ecky hodnoty oboru Q.

Rovnéz jest patrna tato vlastnosf ¢isla M: M4-li funkce f(r) v oboru
Q, hornf hranici M,, v oboru L2, pak horni hranici }/,, md v obory,
ktery vznikne spojenim obou obord £2,, £, v jediny, za horni hranici
tislo v&tdf z obou &isel M,, M,. Obdobneu vlastnost md i Cislo m,
M4-li funkce f(z) v oboru € horni hranici M a v oboru &', ktery jest
¢asti oboru &, horni hranici M’, pak, je-li M — M’, jest horni hranief
funkce f(x) v oboru, kter§ vznikne z &' odloutenim oboru £, tislo M.
(Plyne z ptedchézejici véty)

Priklad 1. Funkee
1
=gz . (a)
kdyZ obor neodvisle proménné jest din v3emi reilnymi Cisly (obor jest
nekonetny), jest funkef konetnou, nebof jest stile kladna (f(zx) = 0)

a zdrovei men§i neZ % Horni hranice funkénich hodnot jest % (na-

byvé tuto hranici pro @ — 0), dolni hranice jest 0 (této hodnotd se
funkce libovolné blizi, kdyZz z roste v absol. hodn. nade viecky meze).

Priklad 2. Funkce dand vztahy
(@)= % pro 0 <z =<1, f(0)=2

jest definovidna prb viecka intervalu (0, 1) — obor jest koneiny. Pro
kazdou hodnotu neodvisle proménné nabyvd f(x) sice zcela urtitou
hodnotu, avSak funkce jest nekoneénd; nebof, af jest ddno Cislo kladné A

jakkoliv, pro kazdé z hovici nerovnindm O<:c<% nabyvd fax) hod-

noty v&tSi nez A. Funkce dand jest vSak zdola ohranitena; m — 1,
kterou nabjvd pro xz— 1. Obdobné vyvody by bylo lze provésti
v intervalu (0, — 1).

Priklad 3. Funkce dand vztahy

@ | Ao ' -
fO=Z2+ZZ4+ .. 42 pro 220, 6,30, a=1

‘)
Jjest nekoneénd v kazdém intervalu obsahujicim bod O, at si }godnotu
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funkee v bod® O zvolime jakkoliv. UvaZujme ku pf. interval (—1, 1).
Pak jest (v tomto intervalu)

' | Az | = | 2 f(z) | 5 (p)
aviak

-

z ! f(ac):%- G+ tp_y + AnnT + ... + a,x" %

Pravd strana jest soutet funkce nekonetné dané prvnim clenem
{(viz pfedch. piiklad, a konetné (mensi v absol. hodn. nez soulet absol.
hodn. koefficientd «,_;. aa—y, ..., 1,); jest tedy celek nekoneind funkce
a tim spi§e, dle (»), jest f(x) nekoueénou funkei.

68. Pro funkce, majici v daném oboru horni hranici M, jest tato
véta: Md-1i funlce fiz) v jistém konecném ohoru Q horni hranici M,
pak existuje éislo & takoné, 3e v éisti d-uného oboru nachdzejici se uvnitF
Antercalu (§ —¢, £4-¢) md funkee /(5) 2a horni hranici rovnés éislo M
a to af si lladné éislo € zvolime jakkoliv (malé. Cislo & nemusi pii-
nilezeti oboru 23 pod ¢4sti daného oboru nachazejicf se uvnitf inter-
valu (£ —¢, & +e&) vyrozumivaji se wiecka Cisla oboru £, jeZ jsou za-
roveil uvnitt intervalu (& e, £4¢). Obdobnd vétu plati i pro dolni
hran/ci, netfeba ji slovné uvéadsti.

Jelikoz obor Q jest konetny, lze udati dvé &isla a, b takovd, Ze
' vSechny body oboru 9 jsou poloZeny mezi @, b (t. ]. ]mak feteno, Ze
‘nachézeji se uvnitf intervalu (+, hY). Abychom svrchu uvedenou vétu
dokdzali, rozdslime si viecka reilns &fsla ve dvé skupiny %, B; do A
-ddme vsechnfl tisla mensi nez «, © a pak takova ¢isla ¢, Ze v &dsti oboru Q
spadajiei do intervalu (v, ) jest horni hranice funkce J(x) mensf nez M.
Pati{-li n&jaké tslo ¢ ke skupiné 9, patii k ni jistd i &slo ¢'<<c¢ dle
zpitsobu, jak ¥ byla definovdna. Do B dime viecka ostatni isla, kterd
nejsou v U; takovd &fsla jsou, nebot ku pf. b a ¢isla v&tsf neZ ) ne-
patii jisté ku . Obé ty skupiny stanovi &islo & které jest mezi nimi
rozhranim a které md vlastnost ve v&té pozadovanou. Nebof af jest e
&fslo kladné jakkoliv malé, pat¥i £+ ¢ ku B, £¢—e pak ku U; jest tedy
pro &isla z daného oboru polozend mezi @ a £ ¢ horni hranici funkce
f(r) tslo M, pro z pak poloZens mezi @ a £— ¢ horni hranicei funkce
f(x) tislo mendf nez M, odkudz tvrzeni ve vé&t& ulinéné bezprostFedné
ndsleduje, Takovych bodd £, majicich vlastnost ve vét& uvedenou, miZze
byti mezi « a 4 vice; viz obdobnou dvahu pro body zhusténi (odst. 25.).

Pozndamka 1. Je-li obor $2 oborem nekoneinym, nemusf takové
<islo £ existovati. Ku pf. funkce («) pFedch. odstavce méd za dolni hra-
nici O, nglze viak udati bod & tak, aby v (§ —¢ £+4¢) méla funkee za
dolnf ljranici 0, nybrz dand funkce blizi se k nulle, kdyz | = | roste

7*

’
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nade vSecky meze.. Hornf hranice této funkce jest 1; pro tuto jest bod
=0, nebot uvniti intervalla (0—e, 04 &) jest horni hranice funkce
pravé 3, jelikoZ funkce nabjvd tuto hodnotu pro z=0.

Pozndmka 2. Neni-li £ tislem oboru £, musi patrné byti bodem
zhudténi mnoZstvi ¢fselného daného oborem £, mnebot jinak bylo by Ize:
udati slo e tak, ze v (:—e¢, &+ ¢) nebyly by Zidné body oboru L.
Je-li £ ¢islem oboru 2 a nenfsli zdroveii bodem zhu3téni C¢isel oboru ',
pak otividné funkce dand f(x) nabyvd v & hodnotu M.

Fozndmla 3. Jiny zpisob diikazu véty tohoto odstavee — a to-
zpisob, ktery lze zev3eobecniti pro libovolny potet proménnych — bude
poddn pozdé&ji pro funkce o dvou proménnych.

69. Omezime se v ndsledujicich dvahdch o funkeich jedné promé&nné-
np obory pro neodvisle -proménnoy, jez jsou diny wvéemi body jedroho
tnterralu. (a, b), pii temz jesté jednou zddraziiuji, Ze pod pojmenovdnim
tim jsou-zahrnuty vSecky body intervalu véetné hranic a, b. Zpravidla.
také bude pfedpoklddino a <</ a pod bodem = wwvnit¥ intervalu (s, b)
bude vyrozumivdna hodnota r, pro kteron a <<z <<b; plati-li pro x vztah
a—_xz=1, sluje z bodem intervalu (a, b). Viz odst. 23., kde také vy-
lozen byl vyznam symbold (u -0, b), (a, b —0), (a0, b —0), (a, o),
(— o0, b), (— oo, o). Intervaly tdmito symboly vytlené nazyvaji se
otevilenymi, interval (s, 1) pak zavFenym.

Omezenfm vyttenym docileno bude p¥i vykladech zjednodufeni,
véty dovozované stanou se jim pifstupnéjsi porozuméni. Ostatné nenf
omezenf to nijak na zdvadu pii velké v&t3iné pouZiti vet v analysi, jejimz
pfedmétem jsou hlavné funkce definované v intervalech.

'70. 0 limitach funkci. Budiz dédna funkce f(x) pro viecky body
intervalu (2. b) a budiz ¢ bod uvnitf intervalu (a, ). Poddme definici
pro pojem limity funkce f(x), kdyz = konverguje ku ¢, kteryito pojem
— existuje-li pfi dané funkei f(xr) v disledku té definice — bude
znaten symbolem

lim f (). (1)
Poddme ihned dvé definice, o nichZ pak dokdzeme, ze v&cné se shoduji.
1. Definice. Rada éisel c,, c,, Cy, - . s Cpy - « = VESMES riigrigich od c,
méjZ limitu rovnow ¢, kdys index I var usta do nekoneina, Pak, exi-.
stuje-lv védy limita
lim f(¢,) = C (2) -
D=CD’

a je-li vidy td% (rovna C), at ¢, ¢y, €y ... jest jakdkoliv Fada Gisel
intervalu (a, b) rizngch od ¢ majiei za limitu c, Fikdme, Ze existuje
limita (1) a Ze jest rovna-C. .
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2. Definice. Prislusi-li ke kaZdému Cislu kladnému & éislo kladné
n talk, Ze jest
{f(x) — C| << & pro v3ecka x intervalu (a, %), pro néz O<}x —c]\q (3)

¥ikdme, Ze existuje limita (1) a Ze jest vrovna C. .

Abychom dokdzali, Ze ob& definice jsou ekvivalentni, ukaZme nej-
prve, Ze neni mozno, aby byla limita (1) dle prvni definice, neexistuje-li
-dle druhé definice. Dejme tomu tedy, Ze neni splnéna podminka v druhé
definici vyslovend., Zvolme si fadu &sel kladnych #,, 7, 7., . . . majici
za limitu nullu. Pak (ponévadZ nenivyhové&no.podmince definice 2.) jest
fisté Cislo kladné ¢, takové, Ze aspoi pro jeden bod z, hovici nerovmné
0 < |z, — ¢| <<wn, jest splnéna nerovnina

Ij(wk)—0|;€0. (4)
at jest % jakkoliv veliké (a tedy nasledkem toho 7%, jakkoliv malé). Cisla -
véak z,, x,, x,;, ... jsou rizna od ¢ a majf za limitu ¢ a kdyby bylo
vyhovéno 1. definici, bylo by tudiz

lim f(x)) = C;
aviak tétu rovnici vyhovéno byti nemiZze v ddsledku nerovmniny (4) pro
vsecka & platné. Neni-li tudiZz vyhovéno podmince v druhé definici, nenf
také vyhovéno pozadavku 1. definice.

Dokazme ddle, Ze. je-li vybovéno podmince v druhé definici, jest
také vyhovéno 1. definici. Jeli ¢, ¢,, ¢;, ... libovolnd fada &fsel riz- *
nych od ¢ majicich za limitu ¢, pak nutné jest jisté &fslo V takové,’-ie
jest | e, —c| <.n pro viecka » > N. V disledku (3) v3ak jest téz

| f(c,) — C'| < & pro vSecka n > N;
t. j. v disledku vztahu (3) jest splnéna rovnice (2).

Tim jest v&cnd shoda obou definic prokdzéna.

Na zdkladé definice 1. v8ak jest patrno, Ze véty pro limity Cisel-
nych ¥ad, odvozené v odst. 30., jseu platny i pro limity funkei, pokud
oviem vdty ty odvozeny byly obecn&, t. j. mezdvisle na tom, jak pFi-
8lufné Fady ¢fselné konverguji ku své limité. Uvedu v ndsledujicim p¥i-
slufné véty ve tvaru rovnic:

1. lim [f(2) = g ()] = lim 1 (z) = lim g (<),
2. lim [f(x) g('w)] = lim /(z) . lim 9 (),
llm f(z)

/@) _
3l = i@

za piedpokladu, Ze lim ¢ (x) 5= 0.
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4. lim 4 = A4° lim A" =1,

x=Cc =0
5. limlog,z=1log,¢, x>0, ¢>0,
6. limz* —*, z2>0, ¢>0.

1. Jestlize f(x)= g(x; v okoli bodu ¢, jest limf(x) = lim g (z)-

Véty 1., 2., 3., 7. plati ovéem jenom za ptredpokladu. ze limity funkef
f(x), g(z) tam se vyskytujici, vskutku existuji. Konetné lze na zdkladé
oznaleni tu zavedeného psdti vysledky odst. 37.

d - w_

e —1 lim]0°(1+6):-1 lim(l—}-d) 1

I =1 , =
(}Eo 6 ’ =0 (5 Jd=0 6

Vztahu (s) odst. 5. pak pfi « =1 lze d4iti jeden z téchto tvari

- a _1-
Tim (1+(_1,).:”’ lim(d 4 )7 =e.

azim\ =0

71. Pro limitu v odstavei pfedch. definevanou  zavadi se Casto

oznaleni symbolem f(c + 0), takze jest
C = lim f(z) = /(v = 0)
X =clp .

Vedle této limity uZivd se je§t& jinych pojmi limitnich. Jest
totiz mozno, Ze prom&nnd + blizic se ku ¢ blizf se jenom hodnotami
meniimi nez ¢ — anebo jinak Feleno, médme-li na mysli-zobrazeng
redlnych &isel osou ¢fselnou, blizi se k n&mu z lera. V tomto pfipadé
mdme tato dvé oznateni pro limitu, k niZ se blizf piislusné hodroty
funkeni (existuje-1i ovSem takova limita):

lim /(z) = j(c—0) (5)

a jest tato limita, uZivdme-li drubého zpisobu definice, stanovena ze-
vrubné timto vyrokem: Pfislugi-li ke kazdému kladnému éfslu ¢ tislo
kladné % tak, Ze

| f@) — C | <& pro viecka x, pro néz 0 <\c — z2<< 7,
Hkdme, Ze existuje limita funkce /(r) z leva a ze jest rovma C; ozna-
&eni jest déno vyrazy na obou stranich (5). Podobné definuje se limita
funkee /(+) z prava, jez se znalf vyrazy

' lim /() = f(c + 0.

x=c+o
Z definic podanych vyplyvd bezprostfedné véta: Ezistuji-li limity
funkce f(x) v bodé ¢ zleva i zoprara u jsou-li si rovny, existuje i limita .
funkce fx) v bodé ¢ a jest oném rovna. Aneb pomoci symbold vyjddfeno:
Jostlize f(c — 0) = Ac+0), jest i flce+0) = flc+ 0) = f(c—0).
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Véty 1'., 2.. 3.,'7. pi‘edch'é.zej'iciho odstavce jsou platny i pro limity
z prava a z leva.
Pozndmha. Vyznam symbolickych rovnic

lim f(z) = f(eo), lim flw) = fi—oco),

Xr—m

lim f(x) = oo, f(e—0) = co, ...atd,,

z nichZ prvé dv nim definuii smysl symioli f(co), f(— oo), jest patrny
a netleba se jimi déle zdrZovati. Pro prvni z obou symbold lze psati

. . 1
im /() = lim f(;)
a podobnou rovnici lze napsati i pro druhy symbol.

72. Funkece monotonni. Limity v odst. pfedch. brané v dvahu ne-
musi ovdem vidy existovati; naopak sezndme, Ze poZadavkem, aby
u funkce f(z) byla limita pro lim z — ¢, se pro tunkei f(r) zavidéji
podminky znaén& omezujici volnost voliti hodnoty funkénf v okolf bodu c.
Diive vsak, nez témito podminkami budeme se zabyvati, vezmeme
v tvahu jednak druh funkef velmi délezity, pfi nichz limity zminéné
vidy existuji, jednak nové pojmy limitni.

Funkei f(x) nazyvime v intervalu (a, b) rostouci, jestliZe pro
x> x', kde x, 2" jsou dva libovolné body intervalu, jest stdle
J(x) = f(x"); je-li pro z = ' .bud f(r) > f(z') aneb f(z) = f(z'), nazy-
vime f(r) funkei neklesajici. '

Obdobné definujf se funkce klesajici a nerostouei.
~  Funkce, které jsou v celém intervalu (a, ) bud rostouci aneb
v celém intervalu klesajicf, sluji ryze monotonni v intervalu (a, b);
tém pak, které jsou bud v celém intervalu neklesajici aneb v celém
intervalu nerostouci, davime rovnéZ jediné pojmenovani, totiz funkce
monotonni_v intervalu (a, b).

10 funkce monotonni (a tedy také pro funkce ryze monotonnf,
jez jsou zvldstnfm pifpadem monotonnich) jest pak véta: Pri funkei
monotonni v infervalu (u, b) existujé v kaZdém bodé ¢ wvnilf toho
intervalu limity 2 leva i 2z prava (t. j. &sla f(c—O0), f(c+0).
V krajnich bodech a, b intervalu existuji pak limity f(a + 0),
f(h—0). Diikaz toho jest na snadé a jest vlastnd obsaZen v odst. 27.
- Nebof, je-li « << ¢ << ), tvoti hodnoty funkce monotonni f(x) pro viecka =
intervalu (a, ¢ — 0) jisté muozstvi Ctfselné. Lteré jest shora i zdola
ohraniteno.*) UvaZujme, bézf-li o funkei neklesajicf, horn{ hranici toho

®) Nebot, je-li f(x) monotonni v (a, &) a je-li a <x< b, jest fix) poloZeno
v intervalu, jehoz krajni body jsou ddny &isly j(a), /(b) '
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mnozstvi M; pak dle definice horni hranice jest jisté jedno islo z da-
ného mnoZstvi, které jest v&tsf nez M -— e, pFi femZ & jest Tibovolna
zvolens hodnota kladnd; budiz toto &slo f(c—7) (tu oviem nutnd
e = ¢ — 5 << ¢) tak, Ze jest
fe—m>M—¢ O<<M — flc—n) < ¢

a tim spile, jelikoZz bézi o funkei neklesajici,
| /() — M| <<& pro viecka z intervalu (c—u, ¢—O0), t j. pro z,
pro néz 0 << ¢ — z << 1.

Existuje tedy limita f(c—O) — M. Podobné se dokaze tvrzeni to pro
funkei nerostoucf a pro limity z prava,

. Pozndmla. Jelikoz pfi funkeich monotonnich limity f(c + 0),
f(c—0) vidy existuji, statf k vypo&tu téchto limit zndti limity fad

lim #(ca), lim f(rd'),
kde e¢,. ¢y, ¢y, ... jest urfitd Fada ¢fsel vétsfch nez r, takovd, Ze
lim ¢, = ¢ pro # — oo, a obdobné ¢’;. Tak ku pf. bychom mohli voliti
1

1
C,,E:C—*—;’ 611’:6_-';'

73. Horni a doini limita funkei. Uvazujme nyni libovolnou funlci
koneénou definovanou pro véecky body intervalu (a2, b); budiz bod ¢
uvnitf toho intervalu a £ hodnota kladnd takovd, Ze ¢ — & jest jestd
v (a, b). -Horni hranice funkinich hodnot Az), kdyz = jest v intervalu
(¢ — § ¢ — 0), budiz M, dolni hranice m;. Kdyz £ klesdi k nulle
(t- J. kdyZ ¢ — £ rostouc blizi se ku c¢), pak M; klesi anebo aspoi
neroste, mg roste po pf. neklesd. Jsou tedy 3/; a m; funkce monotonni
a maji limity, kdyZz lim § = O; pro tyto limity mdme zvli3tni oznaleni
2 pojmenovani;

hmME =f(c—0), horni limita funkee f(z) zlera v bodé c;
é=o+o (4)

Ehm my = flc—0), dolni limita funkce f(x) 2z leva v bodé c.
=040
Obdobns definuji se horni a dolni limita funlce f(x) 2 prava v bodé ¢
f(¢c+0), flc+0). Existujf tedy v kazdém bod& uvnitf intervalu (a, b)
pii dané funkei &tyfi &sla; pro krajni body a, b oviem vidy toliko dvé
(pro o dvé limity z prava, pro b z leva)

Pogndmla. Neni-li f(z) funkef konetnou v (a, b), pak ani limity
svrchu vytlené nemusi existovat. Tu neexistujeli ku pi. f(c—0) dle
definice svrchu podané, mohou nastati jenom tyto dva pifpady:
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1. Mnozstvi &fselné dané hodnotami funkece f(x) pro = intervalu
(¢ ~—17, ¢— 0) neni shora ohraniteno, at si volime 7 jakkoliv malé. Pak
piSeme symbolicky )
fle —0) =+ oo aneb prosté /(¢ — 0) = oo
2. Mnozstvi tiselné privé vytknuté jest sice shora ohraniteno.
aviak horni hranice, kdyZz # se blizi k nulle, klesdé pod zdporna &isla
hodnot libovolné velikych. Tu piSeme

fle—0)=—oo.
Obdobny vyznam maji symbolické rovuice f(¢ —0)= -4 oo, = — oo;
Jic+ 0) = + oo, atd. Pripustimeli, berouce pojem limity v Sir8im
smyslu;i v téchto piipadech existenci hornich, resp. dolnich limit funkef,
pojimdme tyto horni resp. dolnf limity v ir§im smyslu. Pak oviem pH
kazdé fankei definované pro vSecky body intervallu («, ), at koneiné
¢i nekonetné v tom intervallu, existuji ctyFi limity f(e¢ — 0), f(¢ — 0),
J(c+ 0y, f(¢c 4 0) v §irdim smyslu v kazdém bodé c intervallu (a, b).

74. Nutni a postadujici podminka. aby ecxistovala flc—0), jest
aby j(¢c—U) = fic — 0). Oznaleni budiz totéz jako v ptedch. odst.
Diikaz véty vyslovené spotivd v ndsledujicim:

Jestlize nejprve flc —0) = /(» — 0), pak z rovmic (4) definu-
jicich tato tisla, jichZz spolecnou hodnotu oznatime a, nésleduje, Ze

lim My = lim my = a
» ) =0+ f=o+o0
az nerovnin
My = {(x) = m¢ platnych pro vSecka x, pronéz ¢c — £z <e,
plyne ibned, piejdeme-li k limitdm pro lim £ =0, Ze jest také
1im f(z) = «, to jest, Ze existuje /(» — O) rovné «. ’

x=c—0

Jestlize naopak existuje f(c — 0), pak (odst. 71.) ke kazdému
‘kladnému ¢ pifsludi é&islo # tak, Ze jest
| f(®) — f(c—0) | <& pro vSecka z, pro ndz 0 <c—x =7,
t. j. pro véecka x intervallu (¢—n, ¢ — 0) jest '
fe—0) —e < flx) < flc—0) + ¢

“fle—0) — e = m, = M, = fc—0) +

Rozdil M, — m, jest tudiz menif nez 2¢ a tim spife /(p —0) —
Sle—0) < 2s (nebot M, =fc—0), m, = f(¢c — 0)). Ponévadz viak
za ¢ mizeme zvoliti libovovolné &islo kladné, jest f(c — 0) = f(c 4+ 0),
¢imZ .véta dplné dokizdna.

a tedy téz
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Podobné& se najdou nutoé a postatujici podminky pro existenci
fle + 0).

Puzndmla. Vé&ta dokdzand se rozifuje snadno i pro ten pFipad,
Ze bereme v dvabu limity v $irS$im smyslu. Viz poznamku odst. pFedch.

75. Véta Bolzano-Cauchyova o limitach funkei. 7 uvah odstavce
pfedchdzejiciho vyplyvi ihned fundamentdlni vdta pro nauku o limitdch
funkei: Nutnd a postadujici podminka pro existenct limily f(c — 0)
jest, aby ke kaddému Elndnému Gislu & pFisluselo Cislo n tak, Ze jest

|f(m) f(z”) | <<_& pro viecka «+', 2", pro wéé 0 <c¢—az' <7,
i i 0<<e—a" <<y (4)
Z nerovniny (4) totiz vyplyvé -
flx") — e < f(&') < flz") + «.

Je-li #'" néjakd pevnd bhodnota uvnitt intervalu (¢ — %, ¢), pak

(jelikoz ' mu?e byti libovolnou hodnotou toho intervalu) vyplyvé ihned

fx'") —e < m, M,<f(a:”)—f—e
odkudZ jako v pFedchdzejicfm odstavm e 0)= fle - 0) =F(c—0).
Podminka jest tudfz postadujici. Jestlize naopak /(¢ —o) =fc— 0,
puk lze ke kazdému ¢ nalézti » tak, Ze (nebot existujilimity tisel M, m5
monotonné se s £ ménicich a ty jsou si rovny)

M, m,<<:

a tim spi3e jest splnéna /A). Podminka jest tudiZ nutna.

Véty pro nutnou a postac¢ujici podminku ku existenci limity /(¢4 (),
pak ku existenci /(- -+ 0) vyplyvajf snadnou obménou z véty hofejsi.
Uvedu jesté jinou upravu véty shora vyslovené a to pro existenci limity
f(c=0): Nutna a postuéujici podminka, aby existovala limita

lim /(z) = f(¢ == 0)
jest, aby ke kaidénmu kladuému éisln ¢ prisluselo éislo =, tak, Ze
| f(ry) — f(x) | <<e provieckaz,prondz 0 < |c —x | <<|c— iy |

76. Funkee spojité. O funkci f(z), definované pro vsecky body’
v okoli bodi ¢ a v bodé ¢, ¥ikdme, Ze jest spojitd v bodé ¢, jestlize existuje

limita fu"nl.ce v bodé ¢ a jestlide
lim f(z) = flc):

Rovnici tuto miZeme téz dle oznaleni zavedénych psiti Ac—+0) = f(«).
Obsirnéji mizeme definici funkee spojité v bod& ¢ vysloviti téz takto:
Funkce f(x) jest spojitd v bodé ¢, prislusi-li ke kazdimu kladnému &
éislo kladué n tak, Ze jest

| 1(x) — fle) | << & pro vdecka x, pro né2 |z —c| <n. (B)
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Ze prva i druh4 definice spojité funkce jsou identické, jest patrno z de-
finice limity funkce (odst. 70.). Z vé&t pro limity funkei (odst. 70.) vy-
pPlyvaji ihned vé&ty: Jsou-li f(«), g(xr) funkce spojité v bodé ¢, jsou

spojity i f(x) &= ¢(z), flz; g(x), l-(—'—), pii ¢emZ v posledni funkeci se po-

9(«)
Zaduje jests. aby g(c)=0.

Funkee a* log z, z* jsou funkce spojité, prvd pro kazdé x, druhd
a tieti pro kazdé x > O,

Raciondlnd funkce z funkei spojitych v bodé ¢ jest spojitd v bodd ¢,
nenf-li jmenovatel pro » = ¢ rovny nulle (odst. 20., 6.).

Dile péasleduje jako bezprostiedni diisledek definice véta: Je-li f(x)
spojitou funket v bodé ¢, Ilx) p ik spojitou v bodé x = f(v), ]est ! spo-
Jitow F{f(x)] v bodé ¢, (Véta pro spojitost funkee funkee). pf<iiit co

Pozndnika. Jesthze jest splnéna rovnice

f(e — 01 = f(¢) aneb rovnice f{c+0)=s(c).
ffkdme v prvém piipad8, Ze funkce jest spojitd z leva, v druhém pak,
Ze jest spojitd z prava.

77. Zakladni vlastnosti funkei spojityeh. 1. Je-li funkce f(x) spo-
Jitd v bodé ¢ a zdrorvesi v tomto Lodé rigna od nully, lze udate jisté
okoli bodu ¢, ve klerém f(x) jest rizno od nully a téhos znaménka
jako f(¢). Zvolme si za & &fslo kladné men3¥ nez absolutni hodnota
¢sla f(~). K nému lze v disledku definice spojité funkce v bodé ¢ na
zdkladé pledpokladu nalézti tislo » 1ak, Ze
- | f(2) = f(o) | < pro viecka =, pronéz | x —c | << 7,
t. J.

! J(e) — e << flx) < f(¢) + ¢ v intervalu (¢ — n, ¢ + n),
¢imZ véta dok4zdna.

78. 2. Rikime li, ze funkce f{r) jest spojitd v kazdém bodé& inter-
valn (u, ), myslime tfim, Ze v kazdém bodé uvniti intervalu jest spo-
jitou ve smyslu podané definice, v bodech «, ) pak Ze jest spojiton
z prava resp. z leva. Podminkou, aby tomu tak bylo, t. j. aby funkce
byla spojita vkazdém bod& intervalu (e, b) jest patrng, aby ke kazdému
¢islu ¢ daného intervalu (tedy po piipadé i k bodim a, b) a ke kazdému
kladnému tislu ¢ piisluselo kladné tislo 7, (zavislé na ¢ a ) takové, ze
| fiz) — fle) | < & pro vSecka x intervalu (a, b,) pronéi |z—c|<<7,
Toto n, neni Gpln& stanoveno, nebof jest patrno, ze, je-li nmerovnina
pravé napsand splnéna pfi jistém #,. tim spise bude splnéna, zvolime-li
8i tislo mensi misto 5. O v8ech ptipustnych r, mizeme v3ak piedem
a pii kazdé .funkei fix) piedpokladati, Ze ]sou mendf (=) nez b—u,
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nebof by to nemélo smyslu vé&tdi u_ brati v dvahu. Pislu§i tedy ke
" kazdému ¢ a ke kazdému ¢ daného intervalu nekone¢né mnozstvi &isel
7, = b — a, majicich tedy jistou borni hranici, jiz oznadime 5. Po-
névadz dle definice horni hranice jest kazdé c¢islo, mensi nez 7(®, zdrovei
mensi neZ jedno z Cfsel %, bude nutnd splnéna nerovnina

| f(x) — fie) | <<e pro viecka x intervalu (a, b), pronéz | z —c | <y
jestlize oviem funkce fix) jest spojitd v kazdém bodu intervalu (a, 7),
Jakb? ‘chceme predpoklidati. Zavedenim &isla 7™ misto n, jsme ziskali
-tu vyhodu, %e mame (islo hodnotami ¢, ¢ jednoznaln& stanovené a mi-
Zeme se tudiZ mnohem urtitdji a jasnéji vyjadfovati, neZz kdybychom
si byli ponechali pdvodni &fslo 7. A tu plati véta: Dolni hranice éisel
n®™, probihda-li ¢ vsecky body intervalu (a, b) pFi pevném e, jest
cislo kladné.

Cisla 7™ jsou ¢Cisla vesmés kladnd, miZe tedy jich dolni hranici
hyti bud zase tislo kladné anebo nulla a my mime tudiz dokazati, ze
ddlnf hranici nenf nulla. K tomu cili pFipustime pro okamZik, Ze dolni
hranicei ¢isel 7™ jest nulla; jelikoz viak 5™ jest funkei isla ¢ defino-
vanon v intervalu («, h), jest dle véty odst. 68. aspoii jeden bod ¢,
v tom intervalu takovy, Ze kdvz ¢ jest v intervalu (¢, —d, ¢, 4+ J) md
™ za dolni hranici nullu, at si kladné &fslo  zvolime jakkoliv malé,
JelikoZ viak v ¢, jest fiz) funkei spojitou, 1ze k Eislu ;& udati kladné
¢islo 7, tak, Ze

| fix) — fica) | << §e¢ pro viecka x v («, b), pronéz | z —¢, | <7,
Specielnd, zvolime-li si dva libovolné body 2’, z” intervalla (¢, — 7,
¢y + 7m,),%) jest dle napsané nerovniny
| &) —A=") | = | (Fa") —fley)) — (f&") — fleo)) | =
= 1fi@) = A | +1AZ") — He) 1 < ¢

a txdy, je-li 2’ libovolny bod intervalu (c, — 375y € + %), Jest
| Ax) — A"y | <& pro viecka = v (a, b), pro 18z |z — @' | < 3%
Jest tedy 4.7 =1q, atudiz jest pro ¢ v intervalu (e, —37%, €+

2 Mo)*) dolnf hranici ¢isel »™ ¢slo = 17, a nikoliv nulla, jakoZ jsme pro
ol\ammk pfipustili; nas]edkem toho jest tomu taktéZ pro cely interval
(a, b) a véta jest dokdzdna
' Z vyvoda piedchdzejicich ndsleduje véta 2.: JestliZe f(z) jest spojitd
lv kakdém bodé¢ intervalu (a, b), pak lze Le kazdimu kladnému Cislu &
nalézti kladné é&islo y tak, Ze '

l

b | f(z") — flw) | < & proviecka z', z intervalu (a, b), )
C pro nét | ' —z | <<m.

*) a zdrovell ov3em v intervalu (a, 5).
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Staéi totiz za n voliti dolni hranici &fsel r/('") anebo ndjaké Cislo kladaé
mens$i neZ tato dolni hranice.

Funkeim f(x), které maji vlastnost, Ze 1ze ke kazdému &slu klad-
nému ¢ nalézti &islo kladné n tak, Ze jest vyhovéno nerovning (I) ve
vytteném rozsahu, Fikime funkce stejnomdrnd spojité o intervalu
(a, b). Mazeme tudiZ vétu posledni vysloviti také takto: Jestlize f(x)
Jest spojitd v kaZdém bodé intervalu (a, b), jest v tom intervalu
stejnomérné spo;'ita’

L Disledek. Je-li funkece f(x) spojitd v kaZdém bodé intervalu
(o, b), lze interval ten rozdétiti ma koneény poiet intervaléc mendich
tak, aby oscillace funkce dané v téchto intervalech byly vesmés mensi
nes kladné Gislo e Stati k tomu voliti si intervaly tak, Ze jejich
délky jsou vesmds mensi nez ¢islo n, Cislo to ve v&té privé dokdzané
stanovené.

II. Dasledek. Je-li funkce f(z) spojitd v kazdém bodé intervalu
(a, b), jest v tom intervalu Lomelnd. Nebof, je-1j intervald, jez dle
pfedchdzejiciho disledku existuji, celkem #, jest oscillace funkce v celém
intervalu men3f nez ne a tedy hodnota funkce f(r) jest, kdyz = jest v
(a, b), stile obsazena mezi &isly f(a) — ne, fla) + ne. Mé tedy funkce
spojitd v kazdém bodé intervalu (a, ) v tom intervalu uréitou horni
hranici, jakoZ i-uréitou dolni hranici.

Pozndmka. Vétu fundamentdlni tohoto odstavce jsme dokdzali pro
intervaly zaviené. Pro intervaly oteviené véta neni platna. Tak ku p¥.
funkce definovani vztahy

f(x) = l pro z == 0, f(0) =0

jest spojitd v kazdém bods 1ntervalu (O-I—O 1). Nelze v8ak stanoviti
tislo kladné % tak, aby

i, - ‘ << ¢ pro viecka 2/, z intervalu (040, 1), pro néz [2'—z|<<7.

~

x

Nebof aby nerovnina pravé napsana byla splnéna, k tomu by bylo nutno, aby
| 2" — x| <eza'.
Pravou stranu vSak, zvolfme-li si 2’ dosti blizko k nulle, lze udiniti.

men$i nez kazdé kladné ¢Eislo, odkudz jest patlno, Ze Cislo kladné 5
zédané vlastnosti neexistuje.

’é?{ 3. Md-li funkce f(x) spojitd v kaddém bod¢ intervalu (a, b)
v inbbrvalu tom za horni hranici éislo M, pak jest jisté aspor jedna

hodnota § intervalu (a, b), pro kterow f(§) = M. Stejné tvrzewi jest .
platno ¢ pro dolni hranics.
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Necht pifsludi ku kladnému &islu & libovolné danému &fslo kladné 5
tak, Ze jest spln&na (I) odst. ptedch. Jelikoz f(») md v {(a, /) za horni
hranici 4/, pak dle v&ty odst. 68. jest v intervalu (z, &) aspofi jeden
bod — znatme jej ¢ — takovy, Ze uvnité intervallu (¢ - 7, ¢—17)*)
m4 f(z) za borni hranici M. Dle definice hornf hranice jest tedy uvnitt
(¢ — %, ¢+ ) bod x, pro né&jz

M= flx) > M —¢, ()
kde ¢ jest svrchu zvolené iislo kladné (viz vztah (I)). Soutasné viak
‘jest dle d), jelikoz |z — ¢ | <7,

| 1x) — Sfle) | < e (ﬂ)
Z (a) a (3) vsak'nzisleduje
— fle) =< 2¢.

M — f(¢) jest urlité &fslo bud kladné aneb rovné nulle a dokdzali
jsme o ném, Ze jest mensi neZ 2¢, coz jest podstatné &fslo kladné libo-
volnd zvolené; nemize tedy M — f(c) byti ¢islem kladnfm a jest tndiz
M—(c)=0; t.j f(c) = M, tim% véta dokizdna. (Cislo & ve vétd
uvddéné jest privé rovno c.)

Pozndmka, Nabyvd-li funkee f(x) v bodé ¢ intervalu (a, ) hod-
noty f(c) takové, Ze pro v3echny ostatni body toho intervalu jest

Az) = fl¢), =« jest v (a, D),

nazyvdme f(c¢) maximalni hodnotou funkee /(x) v intervalu (2, ) anebo
kritce téz maximem (absolutnim) f(x) v intervalu (: %). Podobné se
definuje minimalni hodnota aneb minimum funkece f(x) v (v, ). Vétu
dokdzanou lze téz pak vysloviti takto: Funkce spojitd v intervalu («, &)
nabyv4 aspofi v jednom bod& intervalu (a, b) maximilni hodnoty
v (@, b) a aspoii v jednom bod& toho intervalu mmlmalni hodnoty
v (a, b), jez rovnaji se &slim M, m.

Véta tato neplati pro intervaly oteviené. Tak ku pi. funkece

1

jest definovdna v intervalu (—- oo, oco). Tato funkece nabyvd maximalni
hodnoty rovné 1 v bodé z—0; minimélni hodnoty nenabyvd viak
v z4dném bodé (m =0). Rikdme také, Ze dand funkece v intervalu
(— o0, o) minim4lni hodnotu nema. '

80. 4. Je-li f(z) funkci spojitou v kasdém bodu intervalu (a, b)
a f(a) rizno od f(b), pak nabjvd f(z) v intervalu (a, b) kaZdou
hodnotu mezi f(a) a f(b) ledici asposi jednou.

*) pokud interval {enlo spada do (a, b).
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Budiz ku pf. f(a) > & > f(b) a dokaZme, Ze f(x) nabyvd v jistém
bodé intervalu (a, #) hodnoty & K tomu cili rozdélme vSecka tisla
tedlnd ve dvé skupiny ¥, B. Do skupiny 2 ddme &lsla meusi nez ,
tslo « a potom viecka &isla ¢ intervalu (a, b) takovi. Ze V (4, ¢) me-
nabyvd f(x) hodnot mendich7hez €. Ostatni &sla redlnd dime do sku-
pivy 8. Skupiny U a ¥ maji zdkladni vlastnosti odst. 5. a stanovi ¢islo 4.

Uvazujme nyni interval (A — u, 4 + %), kde n piisludf ku klad-
nému &éislu ¢ libovolng zvolenému tak, aby byla splnéna nerovnost (I.
V. intervalu v§ak (L -4, A—O1 nabyvd /(z) hodnot vétsich nez &
v intervalu (A, 24 #) aspoii v jednom bodé hodnoty == & Je li x libo-
voln4 hodnota intervalu (A —#, 1 4 7). jest (v dtsledku volby # vzhledem
ku &) | /() —f(?) | < e tim spiSe tedy jest (nebof mezi f(x) nachd-
zeji se hodnoty > € a aspoii jedna = &)

[¢—r ! <
& a f(1) jsou.vSak pevné (na ¢ nezdvislé) hodnoty, jelikoz pak jich
rozdil jest mendi v absol. hodn. neZ & kteréz &islo kladné si miZeme
zvoliti jak chceme malé, jest & — f(4), ¢imz véta dokdzana.

Dasledek. Jsou-li fluj a f(b) éisla od nully riznd a protivného
znaménka, jest aspori jedna hodnota v intervale (a, b), pro kterou
Sx) =0. _

Priklad. Racionaln4 celistvd funkce f(x)==2° 4 a,22-' + a,22 2 4. ..
~+ aa17 4+ a, jest funkei spojitou (viz odst. 76.) v kazdém intervalu.

josadime-li za r dosti veliké tfslo kladné X, dostaneme /(X) > 0. Stalf
ku’ pf. poloziti za X nékteré z &isel, pro néz

DS AN X"+ X4+1) A>|al, k=1,2...,n)
aneb za pfedpokladu, Ze X > 1,

X" —1

X>A5—5 XM SU4) X4

Dostaneme tak vhodné &slo X, volimeli si X = A4 + 1. Jeli a, zd-
porné, jest f(0) << 0. Stdvd se tedy f() nullou aspoii pro jedno z > 0.

Je-li » sudé, stivd se za stdlého predpokladu, Ze a, << O, také
nullou aspoii pro jednu hodnotu x << 0, coZ stejnd se di dokdzati, jakoZ
i véta: Je-li n liché a a, = 0, jest aspoii jedna hodnota x << O, pro
kterou f(z) = 0. '

M4 tedy rovnice algebraicki lichého stupnd f(z) = O vidy aspoi
jeden kofen redlny, ktery jest protivuého znaménka jako a,.

81. 5. Je-li f(x) funkce monotonni v intervalu (a, b) a nabyvd-ls
v tom intervalu kazdé hodnoty mezi f(a) a f(b), jest [(x) funkei ._Spojitou..l
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Budiz ¢ bod uvnitf (a, »), pro ktery nechf jest (jde-li o funkei
ku pf. neklesajicf) f(a) << f(c) << f(h). Zvolme si kladné &islo ¢ libo-
volng, pouze k villi zjednodusenf vykladd omezme volbu tu poZadavkem,
aby bylo men$i neZ kazdé z obou ¢isel /(h) — f(¢), f(c) — f(a). Dle
pfedpokladu (a se zfetelem ku pravé provedenému omezenf &sia ¢) na-
byvd f(£) v (a, b) i hodnoty f(~)—¢e) i hodnoty f(c) + ¢; prvé, kdyz
@=¢', druhé pro x=¢" a jest stile v disledku pfedpok]adu utinéného
a << <<e<<d’<<b Volme za n mendizéisel ¢c—¢', ¢'—ec; pak,
je-li z uvnitk (¢ —n, ¢ 4 1), jest jednak.r uvnitf (¢/,c"”), jednak f(¢') = f(x)
=f(c") & jinak flc) — e =< f(®) = f(c) + & T. j. lze tvrditi, Ze

| f() — f(¢) | — ¢ pro vSecka x, pro ndz |z —c| <1y

timz (dle definice funkce spojité) jest dokdzdno, Ze f(x) jest spojita
v bodé& ¢ a v&ta jest dokdzdna

Dikaz obdobny provede se snadno i v ptipadech, jeZ nebyly brany
v tdvahu: ku p¥., kdyZ ¢ = a, aneb kdyz fla) = f(c), a p.

82. Funkece inversni. Jestlize /(z) jest funkei ryze monotonni a
zdroveii spojitou v intervalu (a, /), pak, je-li y libovolnou hodnotou
mezi f(«) a f(b), m4 rovnice o jedné neznimé x

y = f(z), y jest jistd hodnota mezi f(a) a /(%) (1)

jedno Fesenf lezici v intervalu (4, b). T. j. rovnici napsanou kazdé hod-
noté pro y intervalu (f(a), f(h)) jest piitazeno jedno « intervalu (a, ¥);
anebo koneiné rovnici napsanou jest definovdno z jakoZto funkce y
a to v intervalu (f«), f(b)) a miZeme tudiZ téz psiti

z = ¢(y). 2)
Rovnice (1) a (2) ndm v podstaté pravi totéz o vztahu velilin z, y;
v prvni jest jenom z neodvisle, y odvisle proménnd; v druhé jest tomu
naopak. Funkce g, jez se yyskytuje v'(2), sluje pak inversni ku funkei f
Z rovnice (1).

Funkce ¢(y) jest rovndz ryze monotonai, nebof, je-li ku p¥ikladu
f(a) < f(b) , jest pro y, = y téz v diisledku rovnice (1) a pfedpokladd
x, > x, t. . jest @(y,) = @(y). JelikoZ pak ¢(y) nabyva kazdou hodnotu.
mezi a a b, jest 1 g(y) funkei spojitou.

PFiklad 1. Ku funkei y = e* (ryze wmonotonni spojité v celém
intervalu) pisludf dle predch, funkce inversni, jez bude definovdna pro
vSecka kladnd y a nabyvati bude vSech hodnot intervalu (— oo, o).
Funkce ta jest, jak ndm jiz znimo, funkce IOUarltmlcka z=logy

Priklad 2. Funkce

) ==+ 1,‘
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jest ryze monotonni stoupajici v intervalu (1, oo), jak vyplfvd snadno
pH & > 0 z rovnice

(54 1) — fl@) =h (1 —z(w_lﬂ));

nabjvd pak f(x), kdyz z probfhi interval (1, oo), viech hodnot inter-
valu (2, oo). Jest tedy inversni funkce ku /(z) definovdna v intervalu
(2, ©) a nabyvd hodnot intervalu (1, oo). ReSenfm rovnice kvadratické
dostaneme pro tuto inversni funkei vyraz

2=} (y+Vy"—4)
Kdybychom pifi odmocniné psali misto znaménka -} znaménko —, do-
stali bychom inversni funkei také ku f(x), avéak v proménné x pro
interval (0, 1), v prom&nné y pro interval (oo, 2).

83. Néktera priklady diskontinuit. Neni-li funkce v bod& ¢ spojitou
fikdme, Ze md v tomn bod& diskontinuitu. Sestavim ptehlednd rizné
ptipady takovych diskontinuit a objasnim je pifklady.

I. Funkece stivd se v okoli bodu ¢ nekonetnou. Tak ku pf. funkce
definovand vztahy

flz) = pro @ % ¢, f(e)=0.

_ r—e
Rovnéz funkce

—4 ,
flx)=e * pro z 0, f(0)=0.
Tato funkce jest spojitd v bodd z =0 z prava, nebof jest f(0 4 0) =0,
aviak f(0—0)= oo.
2. Funkce jest sice v okoli bodu ¢ konetnmou, aviak &tyfi isla
f(c + 0)7 fle+ 0)7 f(" - 0)7 f(c - Q_ (a)
nejsou vesm&s si rovna. Tu miZe nastati nékolik piipadd. Tak ku
pifkladu pii
f(z) = sin % pro z == 0, £(0) =0,

kdyz z se blizi ku z—0 z prave, funkce osciluje mezi —1 a 1 a jest
2 2
arm) = Mars)=—1

k libovolné celé &islo kladné. I jest patrno, Ze jest
fO0+0) =1, f0+0)=—1
a stejné jest tomu tak, kdyz se bliZi = k nulle z leva.

Petr, Diff. polet.
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Funkee

f#) = ——— pro a0, /0)=1
e+ 1

/04+0)=0. fi0-0=1
Funkee m4 diskontinuitu, nebof limity z prava a z leva sice existuji,
aviak jsou riizné. Jest viak spojitd v bodé =0 z leva.

3. Ctyti &sla v (@) uvedend jsou sice stejnd, aviak 1isi se od
hodnoty funkce f(x) v bodé& ¢.. V tomgo pfipadé l1ze, zm&nime-li f(«), dociliti,
aby f(z) byla spojitou v bodé ¢ a Fikime Ze diskontinuita jest odstra-
nitelnd. Tak ku pf. kdybychom definovali funkei /(xz) rovnicemi

fixy==a*pro z F1, /(1)=0,
méla by funkece v bodé r =1 diskontinuitu, mnebof f(1 = 0)=1,

J(1) = 0; kdybychom v3ak v bodé€ z — 1 funkei misto nully pfisoudili
hodnotu rovnou 1, funkece stala by se spojitou v bodé 1.

mé limity

-

V. Piehled o funkeich elementarnich. Funkeionalni rovnice.

84, Rozsifenfm operace mocnéni na Cisla redlnd vibec z{skali jsme
nejprve funkel » — x>, kde « jest jisté &islo redlné a « = 0. Tato
funkce jest t. zv. obecnd mocnina s exponentem « o proménné z (anebo
kritce a-td4 mocnina prom. z). Jak jsme pozmali, jest tato funkce funkef
spojitou pro kazdé xz = 0 a konelnou v kaZdém uzavfeném intervaly,
v némZ jest definovdna. Pro tuto funkci jest platny funkciondlni vztah

z*. '* = (z z")* aneb v obeenych znacich f(z) /(') =/Ff(z.z). (1)

Na druhém misté jsme dospéli svrchu zminénym rozsifenim ku
unkei y = a*, a = 0, nazyvané obecna exponencialni funkce  pfi zi-
klad® « a specielnd ku funkei y — e* (kde e jest exponencidlni &islo),
t. zv. exponencidlni funkei v uZ3im smyslu. Funkce tato jest definovina
pro kazdé z redlné; i tato funkce, jak rovn&z bylo jiz vytteno, jest
spojitd a konelnd v kaZdém konetném intervalu. Funkciondlni vztah pro
ni platici jest

a*. a* = a***' a v obecném znaku f(z).f(x') =flz+ ). (2)
Funkce inversnf ku funkei y—a* resp. ku funkei y = e~ jest
obecny logarithmus pii zdkladé a, resp. pFirozeny logarithmus. Znati-
me-li neodvisle proménnou zase x a odvisle prom. y, mdme pfi téchto
funkefch v zavedeném jiz oznaleni y — log,r, resp. y — logz. Funkce
tyto jsou definovdny toliko pro kladnd z a jsou to funkce spojité a ko-
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