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UNE DEMONSTRATION DU THEOREME DE JORDAN

Atti della Academia Nazionale dei Lincei.
Rendiconti.

Classe di Scienze Fisiche,

Matematiche e Naturali.

Roma (6) 72 (1930), 386—388

Notations. R désigne le plan euclidien contenant tous nos ensembles. 4 N B
désigne la partie commune aux ensembles A et B. Un arc simple (une courbe simple)
est I'image biunivoque et bicontinue d’un segment (d’une circonférence). C étant
un arc simple, C* s’en obtient en omettant les deux extrémités. B étant un ensemble
ouvert, F(B) en désigne la frontiére.

Lemme 1. Soit 4 un ensemble fermé et borné contenant un segment S. Supposons
gue I’ensemble A — S soit situé a une distance >0 de chaque point de S*. Soit V'
une composante de R — A. Alors S* n F(V) # 0 entraine que S est contenu dans
F(V). Le nombre de telles composantes V est égal a un ou a deux. Le second cas
a lieu si, et seulement si, les deux extrémités de S appartiennent a la méme compo-
sante de A — S*. Dans le second cas, en désignant par V;, V, les deux composantes V,
tous les points de R — S suffisamment voisins & S* appartiennent a V; U V> et
chacun des deux ensembles V,, V; est situé (au voisinage de S*) enti¢rement d’un
coté de S*.!

Lemme 2. Soit I" une courbe simple contenant un segment S. Il y a précisément
deux composantes de R — T telles que leur frontiére coincide avec I'.

Démonstration. L’ensemble I' — S* étant connexe et a une distance >0
de chaque point de S*, d’aprés le lemme 1 il existe précisément deux composantes V'
de R — I' dont la frontiére contient S; en outre, d’aprés le méme lemme, les deux
extrémités de S appartiennent a la méme composante de F(V) — S* 2 (contenu dans
I — S¥*), d’ou il résulte que F(V) = T.

! La démonstration se trouve essenticllement dans le § 2 de la Note de M. Brouwer, Beweis
des Jordanschen Kurvensatzes (Math. Ann. 69 (1910), 171).

2 En effet, soient ¥, W les composantes de R — I" dont les frontiéres contiennent S. Dans le
lemme 1, posons 4 = F(V). Alors V est aussi une composante de R — F(V). En désignant par
W, la composante de R — F(V) qui contient W, on obtient I’autre composante dont la frontiére
contient S. (Réd.)
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Théoréme 1. — Soit I' une courbe simple; soit V une composante de R — I.
Alors F(V) =T.

Démonstration. Evidlemment il existe une ligne brisée S sans point multiple
dont les extrémités a, b appartiennent a I', S* étant contenu dans V. Les points a, b
divisent I' en deux arcs simples C,, C,. Posons I'; = Su C; (i = 1, 2). D’aprés le
lemme 2, il y a deux composantes de R — TI'; dont la frontiére coincide avec I';;
désignons les par V;, W,. La partie connexe C% de R — I', appartenant entiérement
4 une composante de R — I'y, on peut supposer que V; n C3 = 0 et pareillement
V, n CT = 0. Si l'on avait ¥, n V, # 0, on arriverait a la contradiction V; = V,,
car chacun des deux domaines connexes V;, V, est disjoint a la frontiére de I’autre.
Donc V; n V, = . D’aprés le lemme 1, on en déduit sans peine que I’ensemble
K =V, UV, U S* est connexe et ouvert; donc K fait partie de V. Evidemment
F(K) fait partie de I'. Or on a précisément F(K) = I'. En effet, prouvons p. ex.
qu’un point « appartenant 3 C} est agrégé a F (K) Evidemment, il existe un entourage
0 de « disjoint & V, U S*; donc O N K = O n V,. Or « appartient & F(V;); donc
O NV, = 0 n K rencontre V; et par suite K. L’entourage O pouvant étre supposé
arbitrairement petit, il en résulte bien que le point « appartient & F(K). Il reste & prou-
ver que V = K (car F(K) = I'). Dans le cas contraire, il existerait dans V une ligne
brisée Ljoignant un point de K a un point de ¥ — K; la ligne Lrencontrerait F(K) =
= TI', ce qui est absurde, car VN I' = Q.

Théoréme 2. — Soit I' une courbe simple. Alors R — I' a au moins deux composantes.

Démonstration. Dans le cas contraire on aurait, en gardant les notations
précédentes, V=K =R —T,do0 0NV, =0nK = 0n(R—T) et par suite
O n W, = 0. Or cela est absurde, car le point « appartient & I'y = F(W)).

Théoréme 3. — Soit I' une courbe simple. Alors R — I' a au plus deux composantes.

Démonstration. Soient V, V', V” trois composantes différentes de R — I'. Par
rapport & V, gardons les notations de la démonstration du théoréme 1. Donnons aux
symboles S’, a’, b’, C}, C5, I'}, V1 par rapport a V' la méme signification que S, a, b,
C,, C,, I'y, V; ont par rapport & V. De la relation F(V) = I il résulte sans peine?
que I’on peut s’arranger de maniére que C; fasse partie de C}. Soit O un entourage
suffisamment petit d’un point « choisi sur C{* (donc sur C}). D’aprés la démonstra-
tion du théoréme l,ona 0N V=0nV;, 0nV' =0 n V. Or si 'on répéte le
démonstration de la relation O NV = O N V; en y remplagant I', V, S respective-
ment par I'y, W;, §’, on obtient la relation O n W; = O n V{. La courbe I'y con-
tenant un segment, d’aprés le lemme 2 et le théoréme 1 V; et W, sont les seules
composantes d¢e R —TI';. Donc (0nV)u(0nW,)=0n(R-T;), don
(0nV)u(0NnV)=0n(R—T),d’ol O " V" = 0, ce qui contredit au théoréme 1.

3. Brouwer, loc. cit., §3.
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TROIS THEOREMES SUR L'THOMOLOGIE

Spisy vyddvané pfirodovédeckou fakultou
Masarykovy university.
Brno 144 (1931), 21 pp.

Soient Ay, A,, ..., Ay des sousensembles fermés d’un espace topologique R.
N

Soient p, g deux points de R situés en dehors de Y A;. Supposons qu’il existe, pour
i=1

1 £ i £ N, un arc pq dans R qui ne rencontre aucun des N — 1 ensembles 4, (j =+ i).

Un cas particulier du théoréme A, indique des conditions suffisantes pour qu’il

existe dans R un arc pg ne rencontrant aucun des N ensembles A;. Le théoréme B,

est en quelque sorte inverse au théoréme A,. Le théoréme C, résulte d’une synthése

des deux théoremes 4, et B,.

Dans le paragraphe 1 je donne un résumé rapide de quelques notions fondamentales
de la topologie combinatoire dont je me sers dans ce qui suit. Dans le paragraphe 2
j’introduis certaines notations qui permettent d’énoncer simplement les trois théore-
mes. Les paragraphes 3, 4 et 5 donnent respectivement I’énoncé et la démonstration
des théoremes A4,, B,, C,. Dans le paragraphe 6 je considére des cas particuliers en
me bornant du reste au cas du plan; je retrouve quelques théorémes connus de
Janiszewski et de MM. Straszewicz et Kuratowski et j’y ajoute des théorémes sem-
blables qui semblent étre nouveaux.

Je ne considere dans ce Mémoire que les homologies modulo 2 ce qui abrége un
peu certaines considérations; mais tous les théorémes se transportent aisément au
cas ol on tient compte aussi de I'orientation.

§ 1. Quelques notions de la topologie combinatoire

1. Un n-simplex (n > 0) est un ensemble constitué par tous les points

A = j’OAO + )'lAl + oo + )’IIAII
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ou
(1) Ags A1y ooes A,

sont des points donnés linéairement indépendants d’un espace euclidien et les A
parcourent toutes les valeurs réelles telles que

2o =02, 20, A, 20, Ag+A 4+ ..+t =1

Les points (1) sont les sommets du n-simplex. Chaque i-simplex (0 < i < n) dont
tous les sommets sont contenus dans la suite (1) est une i-face du n-simplex.

2. Un n-complexe (n 2 0) K, est un ensemble constitué par un nombre fini de
n-simplices d’un espace euclidien, ’ensemble

()] A, Ay, ., Ay

de tous les sommets de ces n-simplices étant linéairement indépendant. Ces n-simplices
sont les n-faces du n-complexe K,, leurs i-faces (0 £ i < n) sont les i-faces de K,
Un i-complexe L; (0 < i £ n) est contenu dans K, si chaque i-face de L; est une i-face
de K,,. L; et M, étant deux i-complexes (0 < i < n), leur somme L; + M; est 'ensem-
ble de toutes les i-faces de K, qui appartiennent & L; ou 3 M;, maisnon a L, et 3 M;
simultanément. Cette addition est commutative et associative.

3. La frontiére d’'un 0-complexe K, est le nombre 0 si le nombre des 0-faces de K|,
est pair et le nombre 1 dans le cas contraire. La frontiére d’un n-simplex (n = 1) S,
est le (n — 1)-complexe constitué par les (n — 1)-faces de S,. La frontiére d’un
n-complexe (n 2 1) K, est la somme des frontiéres de toutes les n-faces de K,. Pour
indiquer que L,_, est la frontiére de K,, on écrira L,_, = FK, ou bien K, —» L,_,.
La frontiére d’une somme est l1a somme des frontiéres.

4. Un n-complexe K, sera appelé un n-cycle si sa frontiére est vide (K, — 0).
En particulier un O-cycle n’est qu’un ensemble constituté par un nombre fini et pair
de points (lin. indépendants). La frontiére d’'un n-complexe (n = 1) est toujours
un (n — 1)-cycle.

5. Un i-cycle C; contenu dans un n-complexe K, est dit homologue & zéro dans
K,, ce qui s’écrit C; ~ 0 dans K,, si K, contient un (i + 1)-complexe L;,, tel que
FL;y, = C; (pour i = n, si C; =0). On écrit C; ~ D; au lieu de C; + D; ~ 0.

6. Le nombre maximum P; de i-cycles C,!, Cf, vy Cf" (0 <ig n) contenus dans
un n-complexe donné K, et tel qu’une somme d’un nombre quelconque de ces i-cycles

ne soit jamais homologue a zéro dans K, s’appellera le i*™ nombre de Betti du com-
plexe K,; on le désignera par P(K,).

7. Soit, pour i =0, 1,..., n,

E! E?, .. E%
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I’ensemble de toutes les i-faces d’un n-complexe K, donné. On a alors, pour i =
=12,...,n,

i~y

r ips
Ei - Z NpsLi—1
s=1

les n ne prenant que les valeurs 0 et 1. Le rang modulo 2 de la matrice (r;:s oui=
=1,2,...,n est fixe, soit désigné par g;. Posons encore g, = 1, ¢,,, = 0. Alors

n).

8. Un n-complexe K, sera appelé connexe au sens large si PO(K,,) = 0. Un n-com-
plexe K, sera appelé connexe au sens étroit si a chague couple E,, E; de ces n-faces
on peut associer une suite finie

Pi(Kn)=°‘i—Qi‘Qi+1 (Oéi

IIA

0 1
E,E,,...,E,
de n-faces de K, telle que 1° E, = EJ, Ei = E,, 2° E} et E;~" aient une (n — 1)-face
commune pour 1 < i < u. Un n-complexe connexe au sens étroit est toujours
connexe au sens large.

9. Soit E; (0 < i < n) une i-face donnée d’un n-complexe K, donné. L’ensemble
de toutes les n-faces de K, dont E; est une i-face constitue un n-complexe appelé
Pétoile de E; dans K.

10. Un n-complexe K, est une subdivision du n-complexe K, si: 1° chaque n-face
de K, est contenue entiérement dans une n-face de K,; 2° chaque n-face de K, est la
réunion d’un certain nombre de n-faces de K,. A chaque i-complexe L; contenu dans
K, correspond alors un i-complexe bien déterminé L; contenu dans K, qui forme une
subdivision de K;,; L; constitue une subdivision de L.

11. Unensemble R d’objets de nature quelconque (appelés points de R) sera appelé
un espace si ’on y a distingué une famille ¢ de sousensembles telle que: 1° 'ensemble
vide et les ensembles constitués par un seul point appartiennent 3 @; 2° si 4 et B
appartiennent & @, leur réunion A + B et leur partie commune AB y appartiennent
aussi. Les ensembles de la famille ¢ sont appelés les sousensembles fermés de R;
leurs complémentaires s’appellent les sousensembles ouverts de R. Un exemple
important d’espace forment les espaces euclidiens avec la définition habituelle de
sousensembles fermés. Si R, est un sousensemble quelconque d’un espace R donné,
on considére R, comme un espace en y définissant les sousensembles fermés comme
les intersections de R, avec les sousensembles fermés de R. En particulier, chaque
partie d’un espace euclidien constitue un espace.

12. Soient R, et R, deux espaces donnés. A chaque point P, de R, faisons cor-
respondre un point P, = f(P,) bien déterminé de R, (image de P,) de maniére que
chaque point P, de R, soit image d’un point (au moins) de R,. On dit alors que R,
est une image de R,. En particulier, on dit que R, est une image continue de R, si on
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a la propriété suivante: 4, étant un sousensemble ouvert! quelconque de R,, l'en-
semble A, de tous les points P, de R, dont I'image f(P,) appartient & A4, est un
sousensemble ouvert! de R,.

13. Les complexes et cycles précédemment définis soient appelés ordinaires. Soit
R un espace donné. Une image continue K, d’un n-complexe ordinaire K,, K, faisant
partie de R, s’appelle un n-complexe dans R. On transporte d’'une maniére évidente
les notions de somme, frontiére, cycle, homologie, subdivision. P. ex. si C, est un
n-cycle dans R, image continue d’un n-cycle ordinaire C,, I’lhomologie C, ~ 0 dans R
signifie qu’il existe un (n + 1)-complexe ordinaire K, tel que FK,,; = C, et une
image continue K,,; de K,+, K, faisant partie de R, de maniére que la corres-
pondance ponctuelle entre K,,, et K, contienne comme partie la correspondance
ponctuelle donnée entre C, et C,.

14. Soit R un espace. Soit C, un n-cycle dans R. Soit C, une subdivision de C,.
Alors C, ~ C, dans R.

15. Soit R un espace. Soit i = 0 un entier. Si I'on considére comme égaux deux
i-cycles C;, D; dans R tels que C; ~ D; dans R, I’ensemble de tous les i-cycles dans R

constitute par rapport a I’addition un groupe appelé le i*¢™ groupe d’homologie de R.

§ 2. Notations

16. Nous allons expliquer quelques notations dont nous ferons constamment
usage.

Soit Q, un n-complexe (ordinaire) donné (n = 0). Les sommets (0-simplices) de Q,,
seront désignés par (1), (2), ..., (N). Une h-face (0 < h < n) de Q, aux sommets
(vo)s (v4), -+, (v4) sera désignée par (vovy ... vy).

Soit R un espace donné. Soit A, A,, ..., Ay des sousensembles fermés donnés
de R (leur nombre coincide donc avec celui des sommets de Q,). Pour chaque com-

h
binaison vy, vy, ..., ¥, des indices 1,2,...,N soit 1° {vov; ...} =R =[] 4,
i=0

2° [vovy ... v4] = R — Y *4,, Vindice i dans ) * parcourant ceux des valeurs 1, 2,...
..., N qui ne coincident avec aucun des nombres v,, vy, ..., v,. Posons encore T =

N

=R—-YA4,U= Y [vo¥...v,] Le symbole Y indique une sommation
i=1 (YOV1...Vn) (vovy...vn)

se rapportant & toutes les h-faces de Q, (0 < h < n).

La lettre p(s) indique un entier 20 (=1) donné.

1 Le mot “ouvert* peut étre remplacé ici par le mot “fermé**.
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§ 3. Théoréme A,

17. Prémisse: Q, est un n-cycle. Pour 1 < h < n? et pour chaque h-face
(vovy .. vy) de Q,, chaque (p + h)-cycle dans [vovy ... v4] est homologue a zéro dans
[Vovs o+ V] *Chint1>2Chintts +-os °Cprnsy étant s (p + n + 1)-cycles arbitraires
dans U, on peut trouver s nombres ry, r,, ..., r,, égaux @ zéro ou a un, mais non
tous égaux a zéro, et I'on peut attacher & chaque n-face (vovy ...v,) de Q, un

s

(p + n + )-cycle CY5ir dans (vov, ... v,) de maniére que Pon ait Y. r,'Cpypyy ~
ey

~ Y CRLY dans U. 'C,, *C,, ...,°C, sont s p-cycles dennés dans T tels que
(VOVi.e.¥n)

Pon ait 'C, ~ O dans [v] pour 1 £ i <s, 1 <v < N.

Thése: Il existes nombresry, ry, ..., ry, égaux a zéro ou a un, mais non tous égaux
s

a zéro, tels que 'ona ¥ r;'C, ~ 0 dans T.
i=1
18. Partons d’un p-cycle C, dans T tel que C, ~ 0 dans [v] pour 1 £ v < N.

Nous allons en déduire un certain (p + n + 1)-cycle C,yneq = ¢(C,) dans U.

19. Si, pour une certaine valeur de h (0 < h £ n), on a attaché a chaque h-face
(vovy ... vy) de Q, un (p + h + 1)-complexe dans R : K;%'4'v'", on attachera a chaque

h-complexe I, = Y r**"(vov,...v,) contenu dans @, ol les nombres r
(Vovi...¥n)

sont égaux a zéro ou a un, le (p + h + 1)-complexe dans R Y. r v, W Kp%hiT

et on le désignera par K, 44+ 1(l))- (vovi-..va)

20. D’aprés C, ~ 0 dans [v] on peut attacher a chaque sommet (v) de Q, un
(p + 1)-complexe K}, dans [v] tel que K}, — C,. Nous allons attacher & chaque
h-face (1 < h < n)(vovy...vs) de Q, un (p + h + 1)-complexe K%,y dans
[vovy ... vs] de maniére que pour 1 < h < n soit vérifiée la condition =, : Si J, est
un h-complexe arbitraire contenu dans Q, et si I, = ¢,_,, on a K,,+,,+,(l,.) -
— K, +4(¢a-1)- A ce but, nous procéderons par récurrence.

21. Soit (vov,) une 1-face donnée de Q,. Comme K}%; — C,, K}y = C,, et
comme K}%, (K}Y,) est situé dans [vo] (dans [v,]), on voit que K}%, + Kp}, est
un (p + 1)-cycle dans [vov,]. D’aprés nos suppositions, on a K;%; + K% ~ 0 dans
[vov:] de maniére qu'il existe un (p + 2)-complexe K}%% dans [vov,] tel que K% —
- K}% + K}y = K, 4 1(F(vovy)). Or ceci signifie que la condition 7, est réalisée.

22. Supposons que, pour une certaine valeur de h (1 < h < n — 1), on-ait déja
défini les (p + h + 1)-complexes K}%4;y* dans [vov, ... v,] attachés aux h-faces
(vovy .. vy) de sorte que la condition m, soit vérifiée. Alors, si (vov; ... vy—;) est une
(h + 1)-face de Q,, on a F(vev, ... v,4,) = 0; d’aprés la condition m,, il s’ensuit que
K,ine1(F(vovy ... vp41)) est un (p + h + 1)-cycle qui est évidemment situé dans
[Vovy ... v4+1]- Or nous avons supposé que chaque tel cycle est homologue a zéro

2 Cette condition n’exige rien pour n = 0.



34

dans [vov; ... v,,,]; on en conclut qu'il existe un (p + h + 2)-complexe K}%3hyy**
dans [vov; ... v,,,] tel que K}2hi?*t = K,y ps1(F(VoVy ... v44,))- Or cette relation
signifie que la condition 7, est réalisée.

23. Finalement, nous arrivons 4 attacher & chaque n-face (vov; ... v,) de @, un
(p + n + 1)-complexe K53} dans [vev; ...v,] de maniére que la condition =,

est satisfaite. Or Q, = Z (vovy ... v,) est un n-cycle de maniére que I'on conclut
(voVvi.ee¥n)

de 7, que Cpinsy = 3. K347y est un (p + n + 1)-cycle, situé évidemment
(VoVi..Vn)

dans U. C'est ce (p + n + 1)-cycle que nous désignerons par ¢(C,).

24. Soit ‘Cpin+s = @(*C,) pour 1 £ i < 5. D’aprés nos suppositions, il existe
des nombres r; (=0 ou =1) dont un au moins 0 et des (p + n + 1)-cycles C;34;}"
dans [vov ... v,] de maniére que Cpypsy ~( Y Cuit dans U, ol nous avons

s VOVi..i¥Vn)
POsé Cpipsy = 37 'Chrnsq. On voit sans peine que Cpynsy = ¢(C,), ot C, =
s i=1

i=1

notations des N° 18—23 se rapportent aux deux cycles C,, C,,,4+1 = ¢(C,) que

I’on vient de définir.
25. Daprés Y. K2y = Cppnsr ~ 2, CiiY dans U, il existe un
(vovy...vn) (vavy...vn)
(p + n + 2)-complexe dans U:Kpynsz tel que Kpipuz = 3 (K33iit
(vove...vn)
+ ). Le(p + n + 2)-complexe K, 4+ 2 est unie image continue d’un (p + n +
+ 2)-complexe ordinaire K,;n42. Or Kpine2 faitpartiede U = Y, [vovy ... v,];
(VoV1..Vn)
c’est donc la réunion des ses intersections avec les ensembles [vovl ... V,] qui sont
évidemment des sousensembles ouverts de R; par suite les dites intersections sont
des sousensembles ouverts de K, ,,. Par définition méme d’une image continue,
on en conclut que K,,,. est la réunion de certains sousensembles ouverts ,,,
(donc chacun correspond & une n-face de Q,) tels que I'image dans K p+n+2 de chaque
point de t,,,, . appartienne & [vov; ... v,]. Il en résulte qu’il existe un nombre
¢ > 0 jouissant de la propriété suivante: Si P et Q sont deux points de K, ,,, dont
la distance d(P, Q) est inférieur a &, il existe une n-face (vov; ... v,) de Q, telle que
les points P et Q appartiennent tous les deux a t,,, _,,.> Soit 'K, ,+ 2 une subdivision
3 Dans le cas contraire, il existerait deux suites infinies (P;) et (Q;) de points de K‘,,H,+2 telles
que 1° d(P;, Q;) < 1/i, 2° pour aucune valeur de i = 1, 2, ... il n’existe aucune n-face (vovy ... v,)
de Q, telle que les points P; et Q; appartiennent tous les deux a 7,4, .. Or ]"(p+,,+2 est un
ensemble fermé et borné d’un espace euclidien; il en résulte qu’on peut extraire de la suite (P))
une suite (Pj) tendant vers un point P}, de f(p+,,+2; la suite correspondante (Q}) extraite de (Q;)
tend alors aussi vers P, Or Ky py 2 ==( > )r ; par suite il existe une n-face (vgvy... v,)
VOVi«ee¥n
telle que le point PJ, appartienne a 7,,,...,,- L'ensemble 7., . étant ouvert dans X, pn+2s
des relations lim P} = lim Q} = P,, on conclut que pour i suffisamment grand les deux points

7 et Qf appartiennent simultanément & ¢ vns €€ qui est une contradiction.

VOVieeeVp'

VOVieeo
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de R,in+2 telle que le diamétre de chaque face de 'K, .+ soit inférieur & e. Désig-
nons par 'K, .2, 'Kp34iy, 'Cp%45 Y les subdivisions correspondantes de Kp+n+ 2
Kponits vy Dlaprés les propriétés du nombre ¢ et des ensembles Tyqy,...v,
chaque face de 'K, ., est entiérement contenue dans un des ensembles [vov, e Vn],

n
il en résulte que si & est une face de 'K,,,,, rencontrant [] 4,, ot (vov; -++ Vo)
i=o0

est une n-face de Q,, 4 ne peut rencontrer A, si I'indice i est différent de VoVy o« Vor

26. Choisissons une n-face (vQv]...vJ) déterminée de Q, et partageons les
(p + n + 2)-faces de 'K, ,,+, en deux c]asses, en rangeant dans la premiére classe

précisément les (p + n + 2)-faces qui rencontrent [ A4, 0. Désignons par 'K, +n+2
i=0

(*Kp+n+2) le (p + n + 2)-complexe dans U dont les (p + n + 2)-faces sont les
(p + n + 2)-faces de la premitre (seconde) classe de 'K, ,,1,. On a alors 'K,4n+2 =
="K 4n+2 + *Kpsnsz. Or soit 6 une (p + n + 1)-face de 'K,,,,, rencontrant

[] A, ,0; évidemment & ne peut appartenir & F 2K 142 = F 'Kp1nsz + F 'Kpins2-
i=0
Or FKpppiz = 3 (K27 +/CLyy). Sila n-face (vovy ... v,) de Q, est dif-

(vovi...vn)
férente de (vovl °) il existe une valeur de i (0 < i £ n) telle que indice v ne fait

pas partie des mdlces Vo> Vi, +-. V. La face & rencontrant v{ ne peut donc appartenir

a'Kpny 4+ 'CnyY, car ce complexe fait partie de [vovl v,,J Il en réqulte que

0. Oy, 0 (1)
appartient a F 'K, ., si et seulement si elle appartient a 'K;‘;)’,;, + 'ClT s

donc 5 n’appartient pas au (p+n + 1)-complexe L"‘,°:',,':,""° = Ko™ +

O™ + F 'K,y ps2- On voit donc que L% est un (p + n + 1)-com-

Oy,0 0Oy ,0 0
plexe dans {v3v3 ... v} x [W3v] ... 3] Or FLoUw ™ = F Koo i™™.

27. Nous venons de trouver que pour & = n I’énoncé suivant (désignerons le par
©,) est vrai: Si (vov, ... v,) est une h-face arbitraire de Q,, on a* FK;%}5\" ~ 0 dans
{vo¥s ... W} - [Vo¥y --- v,]- Supposons que pour une certaine valeur de h (1 < h < n)
I’énoncé O, soit déja prouvé; nous en déduirons que ’énoncé @,_, est aussi vrai.
Soit donc (v, ... v,) une (h — 1)-face de Q,. Il existe un indice v, tel que (vov; ... vy)
est une h-face de Q,. D’aprés @, il existe un (p + h + 1)-complexe L}:Y dans
{vovy oo v} - [Vovy ... vi] tel que FLRYiy = FK0yiY. Dapres la définition de
{VoVy ... v4} et puisque L%}s% fait partie de {vov, ... v} aucun point de Ly}43' ne

peut appartenir simultanément aux deux ensembles A4,, et H A,,. Donc I’ensemble
i=1

Loy peut étre partagé en deux parties (pouvant d "ailleurs avoir des points com-

muns) qui sont ses intersections avec R — 4,,, R — H A,,. Or ces deux intersections

sont des sousensembles ouverts de L2}}3. On en conclut comme au N°25 qu’il
existe une subdivision 'L} de LYy telle quaucune face de 'L} '} ne rencontre

4 ’ 3 o VOVieeeV 7 JZVOV] v
Draprés N° 14 FK vy ~ F Kb
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h
pas simultanément A,, et [] 4,,. Désignons par 'Ly le (p + h + 1)-complexe
i=1
h

constitué par les (p + h + 1)-faces de L%} rencontrant H A,, et par 2L le

(p + h + 1)-complexe constitué par les autres (p + h + 1) faces de ‘Leyiy; done

LRy = Ly + ALY et aucune face de L%y ne rencontre A, Soit &
h
une (p + h)-face de L%}y rencontrant [ 4, ; 6 ne peut appartenir 4 F zL"""l =

i=1

= F 'Ly + F‘L"°'},+”{' Or F'LC%:% est une subdivision de FLOYyiY =

= FK}Lit = ZK"“ Vi- iy (d’aprés la condition @, du N°20). On en conclut
h
que F L2 = Y Koy i-tvies", ol 'K im 1Y+ 1+ est une certaine subdivi-

sion de K% ="+ 1", Pour i = 1, le complexe 'K}%;" ~*"*+!" est contenu dans
[Vo --- Vi—1Vi+1 ... ] et ne contient donc aucun point de 4,, de maniére que la face &
ne peut appartenir a ce complexe. On voit donc que & appartient & F 'L} 1 si et
seulement si elle appartient & ‘K};". Nous arrivons donc a la conclusion que &
n’appartient pas & M}, " = 'Kp'i™ + F! Lpiyits or ceci signifie que ce (p + h)-
complexe est contenu dans {vl v,,} le méme complexc cst évidemment contenu
dans [v;...v,]. Or FM}%," = FK}\i»», d’ou F'K}i* ~ 0 dans {vl AN

[y ... v). D’aprés N° 14, cette homologie est vraie aussn pour FK}':7™. L’énonce
0O, est ainsi déduit de O,

28. Nous avons prouvé par induction que I’énoncé @, est vrai. Doncon a FK},, ~
~ 0 dans {1}.[1]. Or FK;,, = C, et {1}.[1] = T. Donc C, ~ 0 dans T, ce qui
prouve le théoréme 4,.

§ 4. Théoréme B,

29. Prémisse: Q, est un n-cycle connexe au sens étroit;> PQ,) = O pour 1 < i <
Sn-188Si E; (0<i=<n—2) est une i-face arbitraire de Q, et si H, est
étoile de E;dans Q,, H, est un n-complexe connexe au sens étroit et tel que P{(H,) =
=0pouri + 12 j<n—1Pour0 < h<n—1" et pour chaque h-face (vov, ...v,)
de Q,, chaque (p + h + 1)-cycle dans [vev, ... v,] est homologue a zéro dans
[Vovi «o- il "Cotnst> 2Cpintts o *Cpansy sont s (p + n + 1)-cycles dans U
tels que, si ry, r,, ..., r; sont des nombres égaux @ zéro ou a un, et si I'on a attaché

a chaque n-face (vovy ... v,) de Q, un (p + n + 1)-cycle C;%\i'\ arbitraire dans

S Pourn=0: Q est constitué par deux points.
6 Cette condition n’exige rien pour n < 1.
7 Cette condition n’exige rien pour n = 0.



s
[vovs --- va)s on ne peut avoir Y r,'Cpypsy ~ Y, C4iY dans U que siry =
i=1 (vovi...vn)
=r,=..=r,=0.
Thése: 11 existe s p-cycles 'C,,2C,, ...,‘C,, dans T tels que ‘C, ~ 0 dans [v]
pourl =i <5,1 < v =< N, tandis que,sir,, r,, ..., r,sont des nombres égaux d zéro

ou dun, I’homologie Z r; C ~ Odans Tne peut étre vérifiée quesir, =r, = ... =

= r, = 0. Chaque p-cycle IC, (1 £ i £ 5)est contenu dans 'C, 4 4 4.

30. Partons d’un (p + n + 1)-cycle arbitraire C,,,,, dans U. Nous allons en
déduire un certain p-cycle C, = y(C,4,4,) dans T tel que C, ~ 0 dans [v] pour
1<v=N.

31. Faisons de nouveau la convention du N° 19,

32. Comme au N° 25, on voit qu’il existe une subdivision C, 4+, de C,,,+; dela

forme Y K)JLiY, ou K)orii est un (p + n + 1)-complexe dans [vov, ... v,].2
(VQVieei¥n)

Soit S,,, une (p + n)-face de quelqu’un des (p + n)-cycles FK}343y. Si S,., ne
rencontre aucun des N ensembles A4;, posons u = —1; dans le cas contraire, soient
A, Ay ... Ay, tous les ensembles A; rencontrés par S,,,. Si S,,, est une face de
FK}4r, S, 4, doit &tre contenue dans [vov, ... v,]; il en résulte que (pop ... )
est une face de (vovl v,,), d’ou u < n. Plus précisément, on a u < 1 — 1, car, en

vertu de 0 = F'C,yp44 =( Y )FK;“I:,‘;'I", S,+n est une face de deux au moins
VOVieeVn
parmi les cycles FK;%' ;1" Dans le cas u = —1, posons H, = Q,; pour u = 0, soit

H, létoile de (uop, ... p,) dans Q,. Soient E}, EZ, ..., E; toutes les n-faces (vov; .. v,)
de 0, telles que S, , est une (p + n)-face de FK}%,y}; d’aprés une remarque anté-
rieure, E}, EZ, ..., E} sont des n-faces de H,. En vertu de Y FK}}ii% =0,

ptn+
(VoVi.eaVn)
le nombre | = 2k est pair. Si 'on tient compte de ce que pour —~1 £ u <n -2

le n-complexe H, est connexe au sens étroit, on voit que I’on peut poser

. 2r;
R A

il/\

i <k)

les e} étant des n-faces de H, telles que pour 1 <i <k, 1 <j < r; les n-faces
eb?I=1 et el?/ aient une (n — 1)-face E;., commune, EU_, étant une (n — 1)-face
de H,. Posons (S, 4+, E,—1) =1 pour chaque (n — 1)-face de H, qui apparait un
nombre impair de fois parmiles EZ, (1 S i<k, 1 Sj<r))et a(Sp,,,,, ne1) =0
pour toutes les autres (n — 1)-faces de Q,. Pour chaque (n — 1)-face E,_; =
= (v; ... v,) de Q,, posons

;14.’.:,. = Z G(Sp+n’ En—l) . Sp+n s

5p+n

8 Dorénavant (jusqu’au N°37) soit n = 1.



38

la somme se rapportant a toutes les (p + n)-faces S, , de tous les complexes FK %4 ;i
ot (A4, ... A,) parcourt toutes les n-faces de Q,.

33. Lorsque 6 (S,4p Eo—y) =1, E,_y = (v, ... v,) est une (n — 1)-face de H,,
donc (pour u = 0) (uoy, ... p,) est une u-face de (v, ...v,) de maniére que S,,,
est contenu dans [v, ... v,]. Il en résulte que K}, est un (p + n)-complexe dans
[¥1 ... va)- Or soit (vov; ... v,) une n-face de Q,; posons (Vo...V,_yV,4y ... V,) =
=&-1(0 =t < n). Alors

K, n(F(vovy ... v,)) = SZ Spin- Zoa(Sp+,,, Env1) s
=

ptn
le coefficient de S,,, devant étre réduit modulo 2. Pour chaque valeur de S, ,, on

n
reconnait sans peine que le nombre Y 6(S, 4, &) est congru modulo 2 au nombre
t=0

1 £j £ r)estune (n — 1)-face de (vov, ... v,). Or Q, est un n-cycle, ce qui signifie
que chaque (n — 1)-face de Q, est une face d’'un nombre pair de n-faces de Q,; on
conclut donc sans difficulté que le nombre (S, ,) est impair si et seulement si (vov, ...
... v,) coincide avec une des n-faces E}, E> ... E! ce qui signifie que S,+n €5t une
(p + n)-face de FK}%,y'". Par suite

1(S,+,) indiquant combien de fois (dans les notations du N°32) Ei. | (1 £ i <k,

K, (F(vovy ... v,)) = FK23r .

34. Nous attacherons a chaque face (vovy ... v,) (0 £ h < n)de Q un(p + h + 1)-
complexe K41y dans [vev, ...v,] de maniére que pour 1 < h < n soit vérifiée
la condition 7, énoncée dans le N° 20. Au N° 32, nous avons introduit les(p + n + 1)-
complexes K% ,+'\" et nous y avons construit les K;4,'. Au N° 33, nous avons vu que
chaque K}%;' est un (p + n)-complexe dans [v ...v,] et que la condition x, est
vérifiée. Le cas n = 1 est donc épuisé. Pour n = 2 nos procéderons par récurrence.

35. Supposons que, pour une certaine valeur de h (1 < h < n — 1) on soit déja
arrivé a construire les (p + h + 1)-complexes K}%4+ " dans [vov, ... v,] de maniére
que la condition =, , soit vérifiée. Il s’agit d’attacher & chaque (h — 1)-face (v, ... v,)
de Q, un (p + h)-complexe K}4"* dans [v, ... v,] de sorte & vérifier la condition m,.
Soit S,,, une (p + h)-face de quelqu’un parmi les (p + h)-cycles FK;%4i} ol
(vovy ... v4) parcourt toutes les h-faces de Q,. Si S,,, ne rencontre aucun des N
ensembles A4;, posons u = —1; dans le cas contraire soient 4,, 4,, ..., 4,, tous
les ensembles A; rencontrés par S,.,. Si S,4, est une h-face de FK;%'} i, S,44 €5t
contenu dans [vov, ... v,] et par suite (gop, ... #,) est une face de (vov, ... v;) d’olt
u < h. Plus précisément, on a toujours u < h — 1.° Dans le cas u = —1, posons

9 Puisque h < n — L, il existe un indice v, , ; tel que (vgy ... v, 4 1) est une (i + 1)-face de Q,,.
D’aprés la condition 7, ., 0on a

h+1
VOVieeeVh V0eeeVi=gV sesV
Kyt > & Kuigiie s —0.
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H, = Q,; pour u = 0, soit H, I'étoile de (uop, ... u,) dans Q,. Dans tous les cas, en
vertudeu < h — 1 < n — 2, le h*™ nombre de Betti de H, égale zéro. Les symboles
E,f+ 1 E{, Eﬁ_l parcourt respectivement tous les (h + l)-faces, h-faces, (h - l)-faces
de H,. Soit

E;ﬂ hd Z'IUE{ ’ Ef; - ZijkE:—l s
J
les nombres n et { étant égaux 30oa1.0Ona

(1) ;’Tijcl'k =0 (mod 2)

car FE} ., — 0. Soit « le nombre des h-faces EJ. Soient g et o les rangs modulo 2 des
matrices (7;;) et ({;;). D’aprés P,(H,) = 0, on a (v. N°7)

(2) a=0+ 0.

Considérons les congruences

(3) gr]“aj =0 (mod2).

D’aprés (2), le systétme (3) posséde ¢ solutions linéairement indépendantes mod 2.
Or d’apres (1), les positions a; = {;, donnent des solutions de (3) dont ¢ sont liné-
airement indépendantes mod 2. 1l en résulte que chaque solution de (3) a la forme

(4) a; = Zh:b,g: & (mod2).

Pour chaque h-face (vov, ... v,) de Q, posons c,,, ,, = 1si S,,, est une (p + h)-
face de FK}%} 7Y, ce qui exige, nous I'avons vu, que (vovy ... v4) soit une h-face
de H,; pour toutes les autres h-faces (vov, ...v,) de Q, posons ¢, . = 0. Si
(vovy ... v4,) = Ej est une h-face de H,, posons ¢,,, ,, = a;. Considérons maintenant

une (h — 1)-face arbitraire (vov, ... Vy4;) = Ej4, de H,. D’aprés la propriété m,_,,
h+1

ona Y FCY-Y-tvte+t = 0, d’ou I'on déduit les congruences (3). Par suite, on
1=0

peut attacher a chaque (h + 1)-face de H, un nombre b, égal & zéro ou & un de
maniére que ’on ait les congruences (4). Pour une (h — 1)-face Ef_, de H, posons
(S, 44 Ef-1) = by pour une (h — 1)-face E,_, de Q, ne faisant pas partie de H,
posons (S, E,—;) = 0. Pour chaque (h — 1)-face E,_, = (v;...v,) de Q,
posons

Kyt =Y 0(Spum Ene1) - Spans

Sp+n

S, . p €tant une (p + h)-face de FKpY4y 1" il existe par suite un indice i tel que S, soit une
(p + h)-face de FKp%3% 7" * 1™ donc (uopey --- o) est une face commune de (vyv, ... v,) et de
Vo oo VieqVigp - V), dol u=h— 1
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la somme se rapportant a toutes les (p + h)-faces S,,, de tous les complexes

FK2A i ot (294, ... 4,) parcourt toutes les h-faces de Q,.

36. Lorsque 6(S,4y, Ey—y) = 1, E,—y = (v ...v,) est une (h — 1)-face de H,,
donc (pour u = 0) (uop, ... p,) est une u-face de (v ...v,) de maniére que S,,,
est contenu dans [v, ... v,]. I en résulte que K}%;™ est un (p + h)-complexe dans
[vy ... v4]. Or soit (vov; ... v,) une h-face de Q,; posons (Vo ...V, 1Veaq ... V) =
= ¢_, (0 <t £ h). Alors

h

Ky EGovs - 0) = T Spn- 3 o(Span hoa).

p+h t=0
le coefficient de S, devant étre réduit mod 2. Pour chaque valeur de S, 5, on recon-

h
nait sans peine que le nombre Y. (S, ., &-,) est congru mod 2 au nombre (S, )
=0

des (h — 1)-faces E;_, de H, telles que b, = 1 qui sont aussi des (k — 1)-faces de

(vovy .- v4): Donc 1(S,,,) = 0 si (vov; ... v,) ne fait pas partic de H,; et, lorsque

(vovy --. v) = Ej est une h-face de H,, on a 1(S,.;) = Y b {u, donc, en vertu de
k

N°35 (4), ©(S,+x) = a; mod 2. Ceci signifie quon a dans tous les cas 7(S,,,) =
mod 2, d’oul

Kp+h(F("oV1 Vh)) =SZ CoovienSpth -

pt+h

=

YOVi...Vh

D’aprés la définition des nombres c il en résulte que
K, s(F(vovy --. ) = FKJX33T,

ce qui donne que la condition =, est réalisée.

37. Finalement, nous arrivons & attacher a chaque sommet v de @, un (p + 1)-
complexe K, dans [v] de maniére que la condition m, est vérifiée. Or cette condi-
tion signifie que, si(vov, ) est une 1-face de Q,, ona K}%, + K}'y; = FK}%% et par suite
FK}%, = FK}. . Or pour n 2 1 le n-complexe Q, est connexe (au sens étroit et
donc aussi) au sens large, de maniére que nous concluons que le p-cycle C, = FK},,
est indépendant du choix de v (1 < v < N). Le cycle C,, étant contenu dans [v] pour
1 £ v £ N, il est contenu dans T. De plus, on a C, ~ 0 dans [v] pour 1 <v < N.
Cest ce p-cycle C, que nous désignerons par Y(C,+,+1)- Dans le cas n = 0 qui était
exclu au N* précédents, les (p + 1)-complexes K, , ont été déterminés déja au
commencement du N° 32. On a dans ce cas N = 2,donc K,y + K21y ='Cpyy = 0,
d’ou FK, ., = FK},, = C, = Y(C,,,) est, ici encore, un p-cycle dans T homologue
& zéro dans [v] pour 1 <v < N.

38. Soit ‘C, = Y(*Cp4n4+1) pour 1 <i <s. Soient ry,ra, ..., r; des nombres

s
. X X . . . - i =
égaux a 0 ou a 1, mais non tous égaux a 0. Posons Cpin+1 —.er.- Cpin+1, Cp =
=
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s
. . - .
= Y r; 'C,. On reconnait sans peine que C, = Y(Cpint ;). D’aprés nos suppositions,

i1 VoVi.eeV¥n

si I'on attache i chaque n-face (vov, ...v,) de Q, un (p + n + 1)-cycle L3y

arbitraire dans [vov, ... v,], on ne peut avoir Cpsns1 ~ 2, Cpisit dans U. On
(vovy...Vn)

doit encore prouver que I’homologie C, ~ 0 dans T est impossible. On peut supposer
que les notations des N* 28—35 se rapportent aux deux cycles C,ypyy, C, = ¥
(Cpin+1) qu l’on vient de définir.

39. Soit donc C, ~ 0 dans T; nous devons arriver 4 une contradiction. Il existe
un (p + 1)-complexe L,,, dans T tel que L,,, = C,. Pour 1 v < N, K},, +
+ L, est par suite un (p + 1)-cycle dans [v];!° d’aprés nos suppositions, ce cycle
est homologue & zéro dans [v]. 1l existe donc un (p + 2)-complexe L, , dans [v]
tel que

L;+2—’K;+] +Lp+l (O_S_h§n—l).

40. Nous attacherons a chaque face (vov,...v,) un (p + h + 2)-complexe
L2y dans [vovy ... v,] et nous ferons pour ces complexes une convention analogue
a celle du N° 19. Pour n = 1, ces complexes sont tous déja construits. Pour n = 2,
la construction n’est effectué que pour A = 0. Nous procéderons par induction de
telle sorte que pour 1 £ h < n — 1 soit vérifiée la condition 9,: Pour chaque h-com-
plexe 1, contenu dans Q, la relation I, = ¢, entraine L,y445(1) = Kpine1(l) +
+ Lyshea(Choi)-

41. Supposons que, pour certaine valeur de h (1 < h < n — 1) on soit déja arrivé
A construire les (p + h + 1)-complexes Ly';i"%; dans [v, ... v,] satisfaisant 3 la con-
dition 8,_, (si h — 1 = 1). I s’agit d’attacher a chaque h-face (vov; ... v;) de @, un
(p + h + 2)-complexe Ly} dans [y, ... v4] de maniére & vérifier la condition 9,,.
Si h = 2, la condition 9,_, donne L, 44 ;(F(vovy -.. ) = K4 i(F(vovy ... vy)) d’ou,
d’apres la condition &, des N* 20 et 34,

(*) Lp+h+1(F("oV1 ves Vh)) - FK;O_:;';\;,, .

Dans le cas h = 1 la condition (*) est aussi vérifiée d’aprés N° 39 et la condition ;.
1l en résulte que K}%5i7 + Lysys1(F(vovy --- vy)) est un (p + h + 1)-cycle qui est
évidemment situé dans [vov, ... v,]. Or nous avons supposé que chaque tel cycle
est homologue a zéro dans [vov, ... v,]. Donc il existe un (p + h + 2)-complexe
Loy tel que LRy — Kyt + Lysnsr (F(vovy ... v4)) ce qui signifie que la
condition 9, est réalisée.

42. Finalement nous arrivons 2 attacher a chaque (n — 1)-face (v; ... v,) de Q,
un (p + n + 1)-complexe L7, dans [v, ... v,] de maniére a vérifier la condition

2 2
198in=10,0naCpyy~Cpyy= Zl Kp+1= % (Ky41+ L,,4), ce qui donne déja la
v= v=1

contradiction demandée. Soit donc n = 1.
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9,-1. Or soit (vov; ... v,) une n-face de Q,. D’aprés 3, et m,, L,+n4s(F(vovy ... v,))
— FK0iy. Done Cbi = K%'t + Lyyne i (F(vovy -.. vy)) est un(p + n + 1)-
cycle évidemment contenu dans [vev, ... v,]. Q, étant un n-cycle, on a d’aprés N° 32

Y Cuiivr = Y K@NiT = Cpiner ~ Cpinsy dans U ce qui est la contra-

(VoVi..a¥n) (vovi...vn)

diction demandée.

§ 5. Théoréme C,

43. Prémisse: Q, est un n-cycle connexe au sens étroit;'* P(Q,) = 0 pour 1 <
Si<n—1"2SiE (0=<i<n-—2)est une i-face arbitraire de Q, et si H, est
Iétoile de E; dans Q,, H, est un n-complexe connexe au sens étroit et tel que P(H,) =
=0 pour i + 1 £j<n— 1. Lorsque n <1, pour chaque sommet (v) de Q,,
chaque (p + 1)-cycle dans [v] est homologue a zéro dans [v]. Pour1 < h < n — 1'?
et pour chaque h-face de Q,, chaque (p + h)-cycle et chaque (p + h + 1)-cycle
dans [vovy ... v,] est homologue a zéro dans [vev, ...v,]. Lorsque n = 1, pour
chaque n-face (vov, ... v,) de Q, chaque (p + n)-cycle dans [vov, ... v,] est homolo-
gue a zéro dans [vov, ... v,]. T, désigne le sousgroupe du p*™ groupe d’homologie
de I'espace T constitué par les p-cycles C, dans T homologues a zéro dans [v] pour
1 SvEN. Hyyney désigne le sousgroupe du (p + n + 1™ groupe homologie
G,+n+1 de Pespace U constitué par les (p + n + 1)-cycles C,yp4y dans U tels que
Pon puisse attacher a chaque n-face (vovy...v,) de Q, un (p + n + 1)-cycle
Gy dans [vovy ... v,] de maniére @ avoir Cpypyy ~ Y. CALiY dans U.

VOVi...Vn

Thése: Le groupe I, est isomorphe au groupe-quotient GP+,,+1/HP+,,H.

44. La prémisse du théoréme A, étant vérifiée, on peut attacher & chaque cycle C,
de la famille I', un cycle C,,,+; = ¢(C,) de la famille G,,,4, d’aprés la maniére
exposée aux N* 18—23. La prémisse du théoréme B, étant aussi vérifiée, on peut
attacher a chaque cycle C,,,,, de la famille G,,,., un cycle C, = |//(C,,+,,+1) de
la famille I', d’aprés la maniére exposée aux N° 30—37. On voit sans peine que les
deux relations C, 4,4, = ¢(C,) et C, = Y(C,,+,) s’entrainent mutuellement si 'on
convient d’élargir un peu le sens de la relation C,,,., = ¢(C,) de telle sorte qu’on
la suppose vérifiée aussi dans le cas ot il existe une subdivision Cp, 4y de Cpypyq telle
qu'on ait C,.,,,, = ¢(C,) dans le sens primitif. Evidemment, les relations C} =
= Y(Cpsn+1), C3 = Y(Clsp41) Ou, ce qui est la méme chose, Cl,, vy = @(C}),
Cline1 = @(Clyentrainent Cp + Ci = Y(Cpinstr + Cpinsr)s Cpinss + Cransy =
= ¢(C; + C}).

45. D’aprés la démonstration du théoréme A,, la supposition que C, 4,4 appar-
tienne a la famille H,,,, entraine ’homologie Y(C,,+,) ~ 0 dans T. D’aprés la

1 pourn=0: Qo est constitué par deux points.
12 Cette condition n’exige rien pour n < 1.
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démonstration du théoréme B,, la supposition C, ~ 0 dans T entraine que ¢(C,)
appartienne a la famille Hp 4 p4 -

46. Les deux opérations ¢ et  ne sont pas univoques; mais de ce qui précede
on conclut sans peine qu’elles conduisent & une correspondance biunivoque et iso-
morphe entre les deux groupes I, et Gpini1[Hpins1-

§ 6. Cas particuliers

47. Les suppositions faites dans nos théorémes relativement a Q, sont satisfaites
en particulier lorsque Q, est une variété (Mannigfaltigkeit, manifold) au sens de M. van

Kampen!? telle que P,(Q,) = 1. Le cas le plus important est celui ou Q, est la fron-
nt1

titre d’un (n + 1)-simplex ordinaire; onaiciN =n + 1, U = R — [] 4.

i=1

48. Soit S une sphére ordinaire ou un plan euclidien complété par un point
a Pinfini. Nous allons rappeler quelques théorémes bien connus: S contient un
2-cycle C, non homologue a zéro dans S et tel que pour chaque 2-cycle D, dans S
on ait ou D, ~ 0 ou bien D, ~ C, dans S. Chaque 0-cycle et chaque 1-cycle dans S
est homologue a zéro dans S. Soit 4 un sousensemble fermé non vide de S. Chaque
2-cycle dans S — A est homologue a zéro dans S — 4. Un O-cycle dans S — A est
homologue & zéro dans S — A4 si et seulement s’il est entiérement contenu dans une
composantede S — 4. Si A as + 1 composantes, il existe s — 1 1-cycles C{ (1 < i <
<s — 1) dans S — 4 tels que a chaque 1-cycle C, dans S — 4 on puisse attacher des

s—1
nombres ry, ry, ..., F,—; égaux a zéro ou & un de maniére que I'on ait C, ~ Y r;C}
i=1
s—1
dans S — A, tandis que 'homologie Z r,C{ ~ 0 dans S n’a lieu que pour r, =

=r,=...=r._; =0. En partlcuher, si A est un continu chaque 1-cycle dans

S — A est homologue a zéro dans S — A. Lorsque le nombre des composantes de 4

est infini, on peut indiquer un nombre s arbitrairement grand de 1-cycles Ci(1 <i <)

dans S — A tels que I’homologie Y r,Ci ~ 0 dans S (r, = 0 ou = 1) n’a lieu que
i=1

siry=r,=...=r,=0.

49. Pour R = S, p = 0 le théoréme A4, devient, si I’on suppose les 0O-cycles ‘C,
constitués chacun de deux points dont le premier est indépendant de i: Soient
Ay, Ay ..l Ay (k 2 1) des sousensembles fermés de S en nombre fini et pair.

Soit T=S — ZA,,U R-—YAA; 1Si<js2k), [v]=T+4, (1=

< 2k). Soit s ; 1un nombreentier possédant la propriété suivante: *C,, 2C,, ...,*C,

13 E. R. van Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualitétssitze, Thése, Leiden,
1929, chap. I. V. aussi S. Lefschetz, Topology, Colloquium Publications, 1930, chap. III.
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étant s 1-cycles arbitraires dans U, on peut trouver s nombres ry, r,, ..., r,, égaux
d zéro oudun, mais non tous égaux a zéro, et I'on peut delermmer, pour 1 < v =<2k,

un 1l-cycle C} dans [v] de maniére a avoir Zr ZC} dans U. Soient
i=1
Pos P1> -+ Py (s + 1) points de T appartenant, pour 1 < v < 2k, a une seule

composante de [v]. Alors on peut, parmi les points Po, Py, ..., Ps» en choisir deux

\

s
situés dans la méme composante de T. Si I'on remplace ’homologie Y r,'C, ~
i=1

~ ZC’ par I’homologie plus forte Zr ~ 0, on arrive a I’énoncé suivant:
i=1

So:ent Ay, Ay, ..., Ay des sousensembles fermés de S en nombre fini et pair. Sup-
posons que l’ensemble fermé Y A;A; (1 £ i < j < 2k) ait au pluss 2 1 composan-
tes. Soient po, Py, ..-» Ps S + 1 points de S tels que, pour1 < v <2k, 0= i<j =<,
les points p; et p; puissent étre joints par un arc ne rencontrant aucun des 2k — 1
ensembles A, (1 + v). On peut alors indiquer deux points p;et p; (0 £ i <j <)
qui peuvent étre joints par un arc ne rencontrant aucun des 2k ensembles A,. Plus
particuliérement encore, pour k = 1 on a I’énoncé suivant: Soient A, et A, deux
sousensembles fermés de S tels qeu la partie commune Ay A, ait au plus s = 1 compo-
santes. Soient po, P1s +--» PsS + 1 pointsde S en dehors de A, + A, tels que ni A, ni
A, ne soit une coupure'* de S entre deux quelconques d’entre eux. On peut indiquer
deux points p; et p; tels que Ay + A, ne soit pas une coupure de S entre p; et p;.'>

50. Pour R = S, p = 0 le théoréme B, devient: Soient A, et A, deux sousen-
sembles fermés de S. Soient 'C,, 2Cy, ..., *C; (s > 1) s 1-cycles dans R — A, A, tels
que, si ry, ry,..., s Sont des nombres égaux d zéro ou & un, mais non tous égaux

a zéro, et si P'on choisit arbitrairement un 1-cycle C} dans R — A, et un 1-cycle C?
s

dans R — A,, on n’a jamais Y r;'Cy ~ C} + C? dans R — A, A,. 1l existe s
i=1
0-cycles 1Cy, 2Cy, ..+ °Co dans R - (Al + A,) tels que 'C, ~ 0 dans R — A, pour
15igs;v=1,2, mais Zr C0~0dansR—(A1 + A,) (avec r; = 0 ou =1)
i=1
seulement pour r, =r, =...=r,=0. En particulier: Soient A; et A, deux
souscontinus de S. Supposons que I'ensemble A, A, ait plus de s (= 1) composantes.
On peut trouver un nombre fini py, ps, ..., P2, de points de R — (A, + A,) de mani-
ére que chaque composante de R — Ay, ainsi que chaque composante de R — A,
en contienne un nombre pair, tandis qu’il existe plus de s composantes de R —
— (A, + A,) dont chacune en contient un nombre impair. Corollaire 1: Soient 4,
et A, deux souscontinus de S tels que Ay A, ait plus de s (=1) composantes. Alors

14 Un sousensemble fermé A4 de S est une coupure de Sentre p et g, lorsque p et g appartiennent
A deux composantes différentes de S — A.

15 Straszewicz, Uber die Zerschneidung der Ebene durch abgeschlossene Mengen, Fundamenta
Math,, t. 7, 1925. Pour s = 1, Janiszewski, Sur les coupures du plan faites par des continus,
Prace matem.-fizyczne, t. 26, 1913.
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R — (A, + A,) a plus de s composantes.'® Corollaire 2: Soient A, et A, deux
souscontinus de S tels que A;A, ait au moins deux composantes. Alors il existe
dans S deux points p et q tels que A, n’est pas et A, + A, est une coupure de S
entre eux.!”

51. Pour R = S, p'=0,N = 4 le théoréme A, donne, si I’on suppose d’abord que
U + S: Soient Ay, A,, ..., A, (k = 4) des sousensembles fermés de S remplissant
les deux conditions: a) les k esembles

A1+A2+...+Ak_2, A2+A3+"‘+Ak—l’ A3+A4+...+Ak,...,
A+ Ay + oo+ Ays

sont des continus; p) il extste un indicejtel-que3 < j < k — 1, A, A % 0. Soient p
et q deux points de R — Z A, tels qw’aucun des 2k ensembles B, = Z A;(1=v=k)

l v
k
ne soit une coupure entre eux. Alors I'ensemble Y, A; n’est pas une coupure entre
i=1
p et q. Si 'on omet la condition B), on peut toujours affirmer ceci: Soient p, q et r
3

trois points de R — Y. A; tels qu’aucun des k ensembles B, ne soit une coupure de S
i=1

entre deux quelconques d’eux. Alors de ces trois points on peut en choisir deux de
3

maniére que Y, A; ne soit une coupure de S entre eux. Pour R = S,p =0,N =3
i=1
le théoreme A4, donne: Soient A,, A,, A, trois souscontinusde S. Sil'ona A;A,A; +
% 0 et si p et q sont deux points de R — (A, + A, + A;) tels qu’aucun des trois
ensembles A, + A,, Ay + A;, A, + A; ne soit une coupure entre eux, alors I'en-
semble Ay + A, + A, nest pas non plus une coupure entre eux.*® Si ’on ne sup-
pose rien sur AyA,A;, et si p, q et r sont trois points de R — (A; + A, + A,) tels
qu’aucun des trois ensembles A, + A,, A, + A3, A, + A; ne soit une coupure de S
entre deux quelconques d’eux, ’ensemble A, + A, + A5 ne peut étre une coupure
de S entre deux quelconques d’eux.'® Pour R = S, p = 0, N = 4 le théoréme 4,

16 Straszewicz, 1. c.; pour s = 1, Janiszewski, l.c.

17 Kuratowski et Straszewicz, Géneralisation d’un théoréme de Janiszewski, Fund. Math.,
t. 12, 1928.

18 Kuratowski, Théoréme sur trois continus. Monatshefte, t. 36, 1939.

19 Un continu est dit indécomposable, s’il n’est pas la somme de deux souscontinus différents
de lui. Or soit 4 une frontiére commune de trois régions de S: soient p, g, r trois points de S appar-
tenant chacun a une de ces trois régions. Alors A est une coupure de S entre deux quelconques
des points p, g, r, tandis qu’un sousensemble fermé A’ = A4 de A4 n’est une coupure ni entre p
et g ni entre p et r, ni entre q et r. Le théoréme du texte entraine donc qu’on ne peut avoir 4 =
= A; + A, + A43; Ay, A,, A; étant trois souscontinus tels que Ay + A, ¥ 4, Ay + A3 + 4,
A, + Az + A. Autrement dit: Toute frontiére commune a trois régions de S est ur continu indé-
composable ou bien la somme de deux continus indécomposables (Kuratowski, Sur la structure des
frontiéres communes a deux régions, Fund. Math., t. 12, 1928).



46

donne: Soient Ay, Ay, .- Ax (K 2 4) des sousensembles fermés non vides de S
remplissant les deux conditions: a) les k ensembles

Af+ Ay oot Aeegs As + Ay oo+ Ao Ag + Ay + oo+ Ay
sont- des continus; p) les ensembles AiA; 1< i<j—2=<k—-2)lecas i=1,
k

j = k étant excepté) sont vides. 1l existe des points py, P, -.., pa, dans R — YA
i=1

™M=

tels que pour 1 < v < k, B, = ) A, chaque composante de R — B, en contienne un

i
i

1

v
k

nombre pair, tandis qu'une certaine composante de R — Y A; en contienne un

i=1
nombre impair. Le théoréme vaut aussi pour k = 3, pourvu qu’on remplace la
condition B) par la suivante: I'ensemble A; A, A5 est vide. La thése du théoréme qui

vient d’€tre énoncé poss¢_de cette conséquence: il existe deux points p et q dans
k

R — 3 A, tels que ensemble A; + A, + ... + A, n'est pas une coupure de S en-
i=1

tre eux, tandis que I’ensemble A; + A, + ... + A, est une coupure de S entre eux.

52. Le théoréme A, a été donné par M. Alexander en 1922.2° Le théoréme C,
ne différe pas trop d’un théoréme de M. W. Mayer.?! Que le théoréme de M. Mayer
peut se transformer dans la forme de notre théoréme C,, a été remarqué par M. Helly.22
Jai généralisé beaucoup le théoréeme de M. Mayer dans un Mémoire qui paraitra
probablement dans les Fundamenta Mathematicae.?®> Les théorémes 4,, B, et C,
peuvent étre facilement généralisés de l]a méme maniére.

20 A proof and extension of the Jordan-Brouwer separation theorem, Transactions of the
Amer. Math. Soc., t. 23 (corollary W?).

21 Abstrakte Topologie, Monatshefte, t. 36, 1929, chap. 4.

22 {Jber Systeme von abgeschlossenen Mengen mit gemeinschaftlichen Punkten, Monatshefte,
t. 37, 1930.

23 Théorie générale de ’homologie dans un espace quelconque, chap. 4, ([7]).
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SUR LA THEORIE DE LA DIMENSION

Comptes Rendus Hebdomadaires
des Séances de 1’Académie des Sciences.
Paris 193 (1931), 976977

1. Dans cette Note jappelle espace un espace topologique R possédant les deux
propriétés ci-aprés:! 1° si F;, F, sont deux sous-znsembles fermés de R sans point
commun, il existe deux sous-ensembles ouverts de R sans point commun contenant
respectivement F, et F,; 2° chaque sous-ensemble ouvert de R est une somme d’une
infinité dénombrable de sous-ensembles fermés de R. Chaque sous-ensemble d’un
espace est un espace. Chaque espace distancié (metrischer Raum) constitue un cas
particulier de nos espaces.

2. dim R = —1 si R = 0 et réciproquement. dim R =< n signifie que, 4 étant un
sous-ensemble fermé de R et U un sous-ensemble ouvert de R contenant 4, il existe
un sous-ensemble ouvert V de R contenant A, contenu dans U et tel que dim H <
< n — 1, ou H est la frontiére de V. On sait que pour les espaces séparables cette
définition de la dimension coincide avec celle de Menger-Urysohn.? Or j’ai démontré
les trois théorémes ci-aprés, qui ne I’étaient jusqu’a présent que pour les espaces
séparables.

3. S étant un sous ensemble arbitraire de R, on a dim S < dim R.3

@
4. Lorsque R = Y S, les ensembles S; étant fermés dans R, si dim S; < n pour
i=1

chaque i/, on a aussi dim R < n.*

5. Soit R = Y U,, les U, étant ouverts dans R; soit dim R = n. Il existe des sous-
v=1

ensembles ouverts V; de R en nombre fini tels que: 1° R = ) V;, ot V; est la ferme-

ture de V;; 2° chaque V; fait partie d’un U,; 3° pour 2 < u < n + 2, si S, désigne

! p. Urysohn, Math. Annalen, 94, 1925, p. 286, note (4') au bas de la page.
2 K. Menger, Dimensionstheorie, Leipzig-Berlin, Teubner, 1928, p. 116.

3 Menger, loc. cit., p. 81.

4 Menger, loc. cit., p. 92.



48

I'ensemble de tous les points de R appartenant i y au moins des ensembles ¥;, on
adimS,£n-r+1°

6. Les démonstrations seront publiées dans un autre Recueil.

s Menger, loc. cit., p. 156.
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SUR LES ENSEMBLES CONNEXES IRREDUCTIBLES
ENTRE n POINTS

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

61 (1932) 109129

(Traduit de tchéque:

Mnozstvi irreducibilng souvisla mezi n body.)

L

Jusqu’a présent, la Topologie n’a pas gagné parmi les cours universitaires la place
qu’elle mériterait par son importance de plus en plus croissante dans ’ensemble
des sciences mathématiques; aucune de ses parties n’a été traitée en langue tchéque.
Pour cette raison je trouve bon de faire précéder I'exposé propre du sujet (voir la
partie II) par un apergu sommaire de notions bien connues dont j’aurai besoin.

1. L’ensemble R (composé d’éléments quelconques) sera appelé espace (topologi-
que),! et ses éléments seront appelés points, lorsque nous avons choisi d’aprés une
régle = certaines parties de R, que nous appellerons fermées dans R. La régle n
doit satisfaire aux axiomes (conditions) suivantes: 1.1 les ensembles @* et R sont
fermés dans R; 1.2 tout ensemble composé d’un seul point de R? est fermé dans R;
1.3]lasomme A + B*de deux ensembles A et B fermés dans R est aussi fermée dans R;
1.4 T'intersection® d’un systéme quelconque (méme infini) d’ensembles fermés dans
R est fermée dans R. Un ensemble A = R® sera dit ouvert dans R si I’ensemble
complémentaire R — A7 est fermé dans R. Les ensembles ouverts dans R jouissent
donc des propriétés suivantes: 1.5 les ensembles @ et R sont ouverts dans R; 1.6 si
x € R est un point quelconque de R, 'ensemble R — (x) est ouvert dans R; 1.7 'inter-

! 0On peut trouver des explications plus detaillées de différentes notions d’espace (y compris
des remarques historiques) dans le livie M. Fréchet: Les espaces abstraits, 1928. Les espaces
que nous allons étudier ici y sont appelés espaces accessibles.

2 Le symbole () désigne I’ensemble vide (qui ne contient aucun élément).

3 L’ensemble composé d’un seul point x sera désigné par (x).

4 La somme d’un nombre quelconque d’ensembles est I’ensemble des points qui appartiennent
a un (au moins) des ensembles du syst¢éme donné; la notation sera empruntée a I’addition des
nombres.

5 Lintersection d’un systéme quelconque d’ensembles est 'ensemble des points qui appartien-
nent a tous les ensembles du systéme; la notation rappelle celle de la multiplication des nombres.

SA4cBouBo A signifie que ’ensemble A4 fait partie de I’ensemble B (tout élément de 4
est élément de B).

7 4 — B est 'ensemble des points de A qui n’appartiennent pas a B.
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section AB de deux ensembles A, B ouverts dans R est ouverte dans R; 1.8 la somme
d’un systéme quelconque d’ensembles ouverts est ouverte dans R. On peut arriver
a la méme notion d’espace en définissant dans R des ensembles ouverts de fagon
axiomatique a I'aide de 1.5—1.8 et en introduisant ensuite les ensembles fermés:
un ensemble 4 = R sera dit fermé dans R si R — A est ouvert dans R.

2. L’exemple le plus important d’espace est I’espace euclidien (ou cartésien) a k
dimensions R,: c’est I’espace de tous les k-tuples ordonnés de nombres réels. [En
particulier R, est I'ensemble de tous les nombres réels.] Pour que soit un espace
au sens de notre définition, il faut définir les ensembles fermés (ouverts) dans R,.
On peut trouver cette définition dans le Mémoire de M. V. Jarnik — Uvod do teorie
mnoZstvi,® paragraphe 4, N4 et 5, o Pon a aussi démontré que nos axiomes
1.1—1.4 sont bien vérifiés. Plus tard, (voir 5) nous donnerons un exemple beaucoup
plus général.

3. Soient R, R* deux espaces donnés. Supposons qu’il existe entre R et R* une
application biunivoque telle que I'image de tout ensemble ouvert® dans R soit un
ensemble ouvert dans R*, et inversement que tout ensemble dont I'image dans R*
est ouverte soit aussi ouvert dans R. Nous disons alors que les espaces R et R* sont
homéomorphes. La Topologie (appelée aussi Analysis Situs) étudie les propriétés
des espaces, qui restent invariantes par applications homéomorphes.

4. Soit A = R. Alors il existe dans R des ensembles fermés F > A; 'intersection
de tous ces F est, d’aprés 1.4, fermée également, c’est donc le plus petit des F. On
I'appelle fermeture de A dans Pespace R, on le désigne par A.1° La définition en-
traine sans difficulté les propositions suivantes: 4.1 A = A4 si et seulement si A est
fermé dans R; 4.2si A c B,alors A « B;43 A+ B=A4 + B.

S. Soit S = R. Par ensemble fermé dans S nous entendons Il'intersection de S
avec un ensemble fermé dans R. Nous voyons que les axiomes 1.1—1.4 sont alors
valables méme dans S, donc toute partie de I’espace R est aussi un espace. 1l est
évident qu’un ensemble ouvert dans S n’est rien d’autre que I'intersection de S avec
un ensemble ouvert dans R.

En particulier, toute partie de I’espace euclidien R, est un espace également, ce
qui nous donne un exemple fort général d’espace.

Si S est fermé dans R, alors tout ensemble fermé dans S est aussi fermé dans R.
Si S est ouvert dans R, alors tout ensemble ouvert dans S est aussi ouvert dans R.

6. Soit A = S = R. Soit A4 1a fermeture de ’ensemble A dans I’espace R. Alors AS
est la fermeture de I’ensemble A dans ’espace S. Démonstration. Tout d’abord 4S
est bien fermé dans S et contient 4. Soit ensuite H un ensemble fermé dans S, H o A.
Il existe donc un ensemble F fermé dans R, tel que H = SF, donc F o A, de sorte

8 Complément a la seconde édition du livre Integrdlni poéet de K. Petr.
9 1] est aisé de voir que dans cette définition on peut remplacer partout le mot ,,ouvert** par
le mot ,,fermé*‘.
10 Crest la notation usuelle des Fundamenta Mathematicae. M. Jarnik (loc. cit.) écrit A°.
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que (cf. 4.1 et 4.2) F o A donc H = SF > AS. Il en résulte que AS est le plus petit
ensemble fermé dans S contenant A.

k
7. Soitk = 2, 3, .... Nous disons que la somme Y 4, (4, sont parties de I'espace R)

r=1
k
a les termes séparés si pour 1 < r £ k A, est fermé dans z A, etquepourl S r <
r=1

< s £ k ou ait 4,4, = 0. Dans cette définition nous pouvons remplacer le mot
k

»fermé* par ,,ouvert“. En effet, si p. ex. les ensembles A, sont fermés dans ) A4,,
r=1
k K

k
alors tout A, = Y A, — ) A, est ouvert dans ) 4,.
r=1 r'ii r=1

8. Supposons que la somme A4 + B ait les termes séparés. Soit 4, = A, B, = B.
Alors la somme A, + B, a aussi les termes séparés. Démonstration. Comme
AB = 0, on a aussi AoB, = 0; de plus A, = A(4, + B,); comme A est fermé dans
A + B, il s’en ensuit que A4, est fermé dans 4, + B,. D’une fagon analogue nous
trouvons que B, est fermé dans 4y, + B,.

9. Supposons que les sommes 4 + B, A + C aient les termes séparés. Alors la
somme A + (B + C) a les termes séparés. Démonstration. Comme A est fermé
dans A + B et dans 4 + C, ii existe des ensembles F,, F, fermés dans R tels que
A=F A+ B),A=F,(A+ C).Maisalors A = F;, A « F,donc F,F,(4 + B +
+ C) = F,Fy(A + B) + FyF5(A + C) = F;A + FfJA= A + A = A; or FF, est
fermé dans R, donc A4 = F,Fy(4 + B + C) est fermé dans 4 + B + C. On dé-
montre d’une fagon analogue que A est ouvert dans 4 + B + C. Ensuite, AB = 0,
AC =0,donc A(B+ C)=0¢et B+ C = (A + B+ C) — A; comme A est ouvert
dans A + B + C, on voit que B + C est fermé dans A + B + C.

10. Un ensemble S < R est dit connexe'! lorsque S + 0 et qu’une décomposition

S = A + B aux termes séparés n’est possible que si elle est triviale, c’est-a-dire telle

que soit A = 0, soit B = (.12 Il est alors évident qu’une décomposition plus générale
k

S =Y A, aux termes séparés n’est possible non plus que si A, = @ a 'exception d’un

r=1
seul indice r. Il est évident qu’un ensemble composé d’un seul point est connexe,
tandis qu’un ensemble contenant un nombre fini k > 1 de points n’est pas connexe.

11. Soit S = A + B aux termes séparés. Soit T une partie connexe de S. Alors

11 Cectte définition a été introduite pour la premiére fois par N. J. Lennes: Curves in non-
metrical analysis situs with an application in the calculus of variations, Amer. J. of Math., 33, 1911,
p. 303. Indépendemment de Lennes, elle a été réintroduite par F. Hausdorff dans son livre Grund-
ziige der Mengenlehre, 1914, chap. VII, § 7. Les simples théorémes qui suivent sont dus a Haus-
dorfT.

'2 Nous voyons que la connexité d’un ensemble S est une propriété topologique de I’espace
S, indépendente du choix de ’espace R plus large dans iequel I’espace S est immergé.
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TA = 0 ou bien TB = 0. Démonstration. D’aprés 8 on a T = AT + BT aux
termes séparés.

.12. Soient S;, S, = R deux ensembles connexes S,S; + 0. Alors S; + S, est
connexe. Démonstration. Supposons que nous ayons S; =S, = A4 + B, les
termes du second membre étant séparés. Comme S,S, = S, + S,, nous avons (en
interchangeant A et B si besoin est) S;S, A% 0. D’aprés 11 nous avons alors S;B =
= S,B =90, donc B=(S, + S,)B=0.

13. Soit S + 9. Supposons que toute paire de points a, b de S soit contenu dans
une partie connexe de S. Alors S est connexe. Démonstration. Soit S = 4 + B
aux termes séparés. Si ’on n’avait ni A = @ ni B = 0, on pourrait choisir de point
a dans A et le point b dans B. Les deux points se trouveraient alors dans un ensamble
connexe T < S, on aurait donc AT % 0 + BT, ce qui est en contradiction avec 11.

14. Soit M un systéme de parties, connexes de ’espace R, qui contiennent toutes
un point donné a. Alors la somme S du systéme 9 est connexe. Démonstration.
Soit S =-4 + B aux termes séparés. On peut supposer a dans A, donc 4 *+ 0.
Or si I’on avait B 0, on pourrait choisir un point b dans B. Ce point b appar-
tient forcément 3 un ensemble T du systéme N, or le point a lui appartient aussi, mais
T est une partie connexe de S, on aurait donc AT #+ @ + BT, en contradiction avec 11.

15. Soit S une partie connexe de ’espace R. Soit S = T <= S. Alors Test connexe.
Démonstration. Soit T = A + B aux termes séparés. D’aprés 11 on a avec une
notation convenable SB = 0, donc S = A, A + 0. D’aprés 4.1 et 6 on a A = TA4;
d’aprés 4.2 S < A4, donc T < 4, de sorte que A = T4 = T, donc B = Q.

16. Soit S # @ un ensemble donné. Un ensemble A sera appelé composante de
I’ensemble S si A est une partie connexe de S qui n’est contenue dans aucune autre
partie connexe de S.13 Soit T une partie connexe quelconque de S; alors T fait partie
d’une composante de S. En effet, il existe des parties connexes U de I’ensemble S
qui contiennent T (dont T en particulier); comme T est connexe, on a T % 0, et
d’aprés 14 la somme A de tous les U est bien connexe. Evidemment, A est la compo-
sante cherchée de ’ensemble S. Comme tout ensemble composé d’un seul point est
connexe, nous voyous en particulier, que tout point de S se trouve dans une com-
posante de S. D’autre part, si 4, B sont deux composantes différentes d’'un ensemble
S, on a toujours AB = 0, car autrement la somme A + B serait d’aprés 12 une partie
connexe de S.

Si S lui-méme est connexe, il n’a qu’une composante (= S). Si S(+0) n’est pas
connexe, le nombre de ses composantes est > 1 (fini ou infini.)

17. Soit A une composante de ’ensemble S. Alors A4 est fermé dans S. Démon-
stration. Comme A = AS c A4, I’ensemble AS est connexe d’aprés 15. Comme
A c AS = S,ona A = AS d’aprés la définition de la composante.

13 1a notion de composante de I'ensemble S ne dépend que de l'espace S, et non pas de
I’espace plus large R dans lequel S est plongé.
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k
18. Soit S = ) A, aux termes séparés +0. Supposons qu’il soit impossible d’écrire
r=1
S sous la forme d’une somme de plus de k termes séparés 0. Alors A, 4,, ..., Ay
sont les composantes de 'ensemble S (de sorte que S a exactement k composantes).

Démonstration. Soit A, = B, + B,,, aux termes séparés. Si nous posons B, =
k+1

= Ay,..., B, = A,_;, nous avons § = ZB,. Pour 1 £r<s=k+ 1, nous
r=1

avons alors B,B; = 0. De plus, les ensembles B, sont ouverts dans S: c’est évident

pour r < k; pour r = kour = k + 1, B, est ouvert dans A4, et A, est ouvert dans S,
k+1

de sorte que, d’aprés 5, B, est ouvert dans S. Il en résulte que la somme ) B, = S
r=1
a les termes séparés, de sorte qu’un au moins des B, est = 0, donc soit B, = 0, soit

B, = 0. Cela prouve que 4, est connexe. Soit (voir 16) 4; la composante de I’en-
k-1

semble S, qui contient 4,. Comme S = Y A, + A, aux termes séparés, nous avons
r=1
k=1

d’aprés 11 A4; .Y A, = 0, c’est-a-dire 4; = A,; donc A4, est une composante de S.
r=1

11 en est de méme des autres ensembles 4,.
19. Supposons que S ait un nombre fini k = 2 de composantes A,, ..., 4,. Alors
k

S =Y A, aux termes séparés. Cela découle de 16 et 17.
r=1

20. Soit S une partie connexe de 1’espace connexe R. Soit R — S = P + Q aux
termes séparés. Alors S 4+ P est un ensemble connexe.!* Démonstration. Soit
S + P = A + B le second membre ayant les termes séparés. D’aprés 11 et pour une
notation convenable, nous avons SA = @, donc 4 = P, de sorte que d’aprés 8 la
somme A + Q a les termes séparés. Donc, d’aprés 9, la somme A + (B + Q) a les
termes séparés également. Or A+ B+ Q=S+P+Q=S+(R-S)=R
est connexe, ce qui entraine que 1’on a ou bien A = 0, ou bien (B + Q = 9, donc)
B =19.

21. D’aprés 5, une partie quelconque de I’ensemble R, de tous les nombres réels
est un espace. En particulier, un intervalle {a, b) (c’est-a-dire I'ensemble de tous
les x tels que @ £ x < b, ol a, b sont deux nombres réels, a < b) est un espace
connexe. Démonstration. Soit {a, b) = A + B aux termes séparés. Les ensembles
A, B sont fermés dans {a, b), l'intervalle <{a, b) est fermé dans R, et borné, donc
(cf. 5) les ensembles A4, B sont fermés dans R,. Nous avons a déduire une contra-
diction & partir de ’hypothése 4 + 0, B + . Comme AB = 0, il existe!> un nombre
« > 0 tel que si x est dans A et y dans B, on ait toujours |x ~ y| > «. D’autre part,
il existe évidemment dans {a, b) une suite finie xq, x,, ..., X,, telle que x, = x,
X, = ¥, |X41 = x,| <a pour 0 £r < n — 1. Mais pour un r convenablement

4 voir B. Knaster, C. Kuratowski: Sur les ensembles connexes, Fundamenta mathematicae,
2, 1921, p. 210 (théoréme VI).
'S Voir V. Jarnik, loc. cit., p. 701, VI.
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choisi, nous aurons x, dans 4 et x,,; dans B (ou inversement) et 'inégalité ]x,‘Ll -
— x,| < a contredira la définition du nombre «.

22. Tout espace homéomorphe a un intervalle {a, b) s’appelle arc simple; les
images des points a, b sont ses extrémités.'® Comme tout espace homéomorphe
4 un espace connexe est évidlemment connexe lui-méme, nous voyons que tout arc
simple est connexe.

23. Nous sommes maintenant capable de déterminer toutes les parties connexes de
I’espace R; des nombres réels. Ce sont tout d’abord toutes les parties composées d’un
seul point chacune, ensuite, en vertu de 13 et 21, tous les intervalles. Il est évident
que R, n’a pas d’autres parties connexes. Car si S = R, et que S contienne plus qu’un
seul nombre sans toute fois étre intervalle, il existe dans R, — S un nombre a tel
que AS # 0 + BS, ou A(B) désigne 'ensemble de tous les nombres réels plus grands
(plus petits) que a. Or les ensembles A, B sont ouverts dans R,, donc S = AS + BS
aux termes séparés, donc S n’est pas connexe.

IL.

24. Soient ay, a,, ..., a, (n = 2, 3,...) des points distincts d’un espace R donné.
Nous disons que R est connexe irréductible entre les points a,, a,, ..., a,, et nous
écrivons R = I(ay, ..., a,), lorsque: 1° R est un espace connexe; 2° aucune partie
S # R de P'espace R contenant tous les points a, a,, ..., a,, n’est connexe. Pour
n = 2 cette notion a été introduite par N. J. Lennes dans son travail cité sub!!, et
étudiée en détail par B. Knaster et K. Kuratowski.!” Le cas de n > 2 n’a pas été
jusqu’a présent étudié (a ce que je sais, du moins). D’aprés 23, I'intervalle {a, b est
connexe irréductible entre les points a et b, mais ne I’est pas entre une autre paire de
ses points. Comme la connexité est une propriété topologique, un arc simple est
connexe irréductible entre ses deux extrémités, mais ne I’est pas entre une autre paire
de ses points.

25. SoitR = I(ay, a,, ..., a,),(m = 2, 3,...). Soient by, b,, ..., b,(n = 1,2,3,..))
d’autres points de I’espace R. Alors évidemment R = I(a,, a, ..., p; by, by, ..., by).

26. Soit R =S + T. Soit ST = (x) un ensemble composé d’un seul point. Soit
S=1I«ay,...;apx), T=1(by,...,b,x) (myn=1,2,3,...). Supposons S et T
fermés dans R.'® Alors R = I(ay, ..., ap, by, ..., b,). Démonstration. L’espace R

16 A priori les extrémités pourraient changer si I’on changeait I’application homéomorphe sur
I’intervalle; le résultat donné a la fin du paragraphe 24 fait cependant voir que ce n’est pas le cas.

17 voir loc. cit. sub'®. Cf. aussi L. Vietoris: Stetige Mengen, Monatshefte fiir Math. und
Physik, 31, 1921, p. 173—204. Les ensembles I(a, b) s’appellent ici Linienstiick.

18 Cette supposition est essentielle. Exemple (I’espace R fait partie du plan euclidien R,):
S est le segment joignant les points x = (0, 1), a = (0, —1); ’ensemble T est composé du point x
et des points (+,sin 1/t) (0 <t < 1). Ona S = I(a,x), T= I(b,x) ot b= (I,sin 1), ST = (x),
mais non pas R = S + T = I(a, b). L’ensemble T n’est pas fermé dans R.
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est connexe d’aprés 12. Soit P une partie connexe de R contenant les points ay, ...
ee» Qmy by, ..., by nOus avons & montrer que P = R. Posons SP = Sy, TP = Ty,
alors S, contiendra les points ay, ..., a,, et T, les points by, ..., b,. Les ensembles S, T
étant fermés dans R, S, et T, sont fermés dans P. Comme P = S, + T, est connexe
et So + 0, T, + 0, on a forcément S, T, # 0. Mais S;T, = ST = (x), donc S, T, =
= (x) Soit S, = A + B aux termes séparés et supposons que le point x appartient
p. ex. 4 B. Les ensembles A4, B sont fermés dans Sy; Sy, Ty sont fermés dans P, donc
les ensembles 4, B + T, sont fermés dans P. Ensuite A(B + Ty) = AB + AT, =
= AT, = (So — (X)) To = SoT, — (x) = 0. Donc P = A + (B + T,) aux termes
séparés;comme B + T, + 0 et P est connexe, nous avons 4 = 0. Il en résulte que
S, est une partie connexe de S contenant les points ay, ..., a,,, X, donc S, = S. De
fagon analogue nous obtenons T, = T, donc P = R.

27. Soit R = I(a,, a3, ..., a,). Soit x un nouveau point de I'espace R, différent
des points ay, ..., a,. L’ensemble R — (x) a un nombre fini k de composantes, on
a2 < k < n. Toute composante P de I'ensemble R — (x) contient au moins un des
points ay, ..., a,. Soient a,, ..., a,,, exactement ceux des points ay, ..., a, qui appar-
tiennent & P. On a alors P + (x) = I(a,,, ..., a,,, x). De plus les ensembles P sont
ouverts dans R et les ensembles P + (x) sont fermés dans R. Démonstration.
Comme R — (x) contient tous les points a,, a, ..., a,, 'ensemble R — (x) n’est pas
connexe. Il est donc possible d’écrire R — (x) comme la somme de deux termes

k
séparés =+0. D’une maniére plus générale soit R — (x) = Y. P, (k = 2, 3,...) aux
r=1

termes séparés #0. Les ensembles P, sont ouverts dans R — (x) qui est ouvert dans R,
donc P, sont ouverts dans R. Ilen résulte que P, + (x) sont fermés dans R, car p. ex. P, +

k
+(x)=R - ZZP,. D’aprés 20, P, + (x) sont des ensembles connexes. Si p. ex.

k
P, ne contenait aucun des points ay,...,a,, Pensemble R — P, =Y (P, + (x))
r=2

serait une partie connexe (d’aprés 12) de R contenant tous les points a,, a,, ..., a,,

on aurait donc R — P; = R d’olt P; = 0, ce qui est une contradiction. Soient donc

a,, ..., a,, (m = 1) exactement ceux des points ay, ..., 4, qui se trouvent dans P,.

Soit S une partie connexe de P, + (x), contenant tous lesm + 1 points a,, ..., a,_, X.
k

Alors ’ensemble S + Y (P, + (x)) est une partie connexe (d’aprés 12) de R contenant
r=2

k
tous les points ay, ..., a,, de sorte que S + Y (P, + (x)) = R, d’ou P, = §, donc
r=2

S = P, + (x). On a donc P, + (x) = I(a,,, ..., a,,, x). Comme chacun des k en-
sembles séparés P, contient au moins un des points a,, ..., a,, nous avons k < n.
Si nous prenons k maximal, les ensembles P, seront, d’apres 18, les composantes de
ensemble R — (x).

28. Pour le cas particulier de n = 2 nous obtenons le résultat suivant: Soit R =
= I(a, b). Soit x un nouveau point de R, différent de a et de b. Alors R — (x) a deux



56

composantes A(x) et B(x), dont la premiére contient le point a et la seconde le point b.
Les ensembles A4(x) et B(x) sont ouverts dans R; les ensembles A(x) + (x) et B(x) +
+ (x) sont fermés dans R. De plus, A(x) + (x) = I(a, x); B(x) + (x) = I(x, b).
Soit maintenant y un nouveau point de I’espace R, différent des points a, b, x. Alors
un des deux ensembles connexes A(y) + (y), B(y) + (v) fait partie de R — (x), donc
d’une de ses composantes A4(x), B(x). On n’a pas 4(y) = B(x), car A(y) contient le
point a qui n’appartient pas a B(x). De fagon analogue on trouve que I’on ne peut pas
avoir B(y) = A(x) non plus. Donc ou bien A(y) + (y) = A(x), ou bien B(y) + (y) =
< B(x), de sorte que R — (B(y) + (y)) @ R — B(x), Cest-a-dire A(y) o A(x) + (x).
Nous avons donc A4(x) # A(y) et ou bien 4(y) = A(x), ou bien A(y) o A(x). Cela
permet d’ordonner'® 'ensemble R de la fagon suivante: 1° Le point a précéde tout
autre point de R. 2° Le point b suit tout autre point de R. 3° Si x, y sont deux nou-
veaux points de R (= a, b), alors x précéde y lorsque A(x) = A(y). Il est évident que
tout point de A(x) (x # a, b) précéde x et que tout point de B(x) suit x.

29. Supposons P'espace R = I(a, b) ordonné suivant 28. Nous appellerons inter-
valle dans R toute partie S de I’ensemble R qui contient plus d’un point et pour
laquelle on a: Lorsque x, y, z sont trois points de R, x précéde y, y précéde z, x et z
appartiennent a S, alors y appartient a S également. Soit S une partie de I’espace R =
= I(a, b) contenant plus d’un point de R; alors S est connexe si et seulement si c’est
un intervalle dans R.2° Démonstration. Soit d’abord S un intervalle dans R ayant
X pour son premier et y pour son dernier point. Alors quatre cas sont possibles:
1°x=a,y=0b;2°x=a,y+ b;3°x+a,y =b;4°x + a, y + b. Dans les trois
premiers cas nous avons S = R, S = A(y) + (»), ou S = (x) + B(x), respective-
ment; S est donc connexé en vertu de 28. Le quatriéme cas peut facilement étre
réduit au troisitme, car alors S est évidlemment un intervalle dans A(y) + (y) =
= I(a, y). Soit ensuite S un intervalle quelconque. Fixons arbitrairement deux points
x, ¥ (x # y) dans S. Lorsque x p. ex. précéde y, alors I'intervalle dans R qui a x pour
son premier et y pour son dernier point, est une partie connexe de S contenant x
et y, donc S est connexe d’aprés 13. Soit maintenant S un ensemble dans R, mais qui
n’est pas un intervalle. 1l existe alors dans R — S un point x = a, b, tel que SA(x) =+
# @ # SB(x). Comme S = R — (x) = A(x) + B(x), S n’est pas connexe (voir 11).

C’est également I'ordre inverse dans R, que I’on obtient en interchangeant ies
réles joués par les points a et b, qui jouit de la méme propriété. Mais il est évident
qu’aucun autre ordre dans R ne peut jouir de la méme propriété.

30. L’ordre introduit en 28 dans I’espace R = I(a, b) jouit encore de la propriété
suivante:?! Soit R = S + T, ST = 0. Supposons que S et T soient des intervalles, et
que S contienne le point a, et T contienne le point b. Alors ou bien il existe dans S
un dernier point a, ou bien il existe dans T un premier point f; mais de ces deux

19 voir loc. cit. sub'?, p. 219, théoréme XX.
20 voir loc. cit. sub“’, p. 221, corollaire XXIV.
21 yoir loc. cit. sub'#, p. 221, théoréme XXIII.
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points il ne peut exister qu'un seul. Démonstration. Sie o existe, nous avons
évidemment S = A(«) + («), donc (d’aprés 28) S est fermé dans R. Si a n’existe pas,
alors S est évidemment la somme de tous les A(x) ol x parcourt I’ensemble S, donc S
est une somme d’ensembles ouverts dans R (voir 28), d’ot il résulte (voir 1.8) que S
est ouvert dans R. D’un maniére analogue, nous trouvons que T est fermé dans R si
existe, et ouvert dans R si f§ n’existe pas. Donc, si notre théoréme n’était pas vrai, la
somme R = S + T aurait les termes séparés =+ et I’espace R ne serait pas connexe.

31. Soient
1) a,, a,, ..., a,

des points différents de I'espace R, k = 2, 3, ... Les points (1) forment une partie T
de I'espace R; soit S = R — T. Supposons que pour chaque point a, de (1) il existe
au moins un autre point a, de (1) tel que

&) S +(a) + (a,) = I(a, a,) -

I est alors possible de diviser les points (1) en deux groupes (non-vides) tels que (2)
est vérifié si et seulement si a, et a, appartiennent a des groupes différents. Soient
by,....b, etey, ..., ¢, (r + s = k) ces deux groupes, nous écrivons

S=1I*by,.... b | cys.enrcy) . 22

Démonstration. Nous allons partir d’une certaine paire de points a,, a, satisfaisant
a la condition (2) et nous ordonnons I'ensemble S + (a,) + (a,) suivant 28. Cela
introduit également un ordre dans ’ensemble S lui-méme; le théoréme établié au
paragraphe 29 est valable pour S aussi. Nous avons, bien entendu, deux ordres
possibles, I'un inverse de I'autre. La remarque qu’on trouve a la fin du paragraphe
29 a lieu pour S aussi, d’ot il résulte aisément que la paire d’ordres (mutuellement
inverses) dans I’ensemble S, que nous obtenons ainsi a partir des points a,, a,, ne
changera pas si nous remplagons les points a,, a, par une autre paire de points de (1),
pourvu qu’elle satisfasse, bien entendu, la condition (2). Fixons donc un de ces deux
ordres dans S; nous dirons alors que nous avons orienté ’ensemble S; il y a exacte-
ment deux maniéres différentes dont on peut le faire. Prenons maintenant un point x
arbitraire dans S et désignons par P(x) ou Q(x) I'ensemble des points de S — (x)
qui précedent x, ou le suivent respectivement. Si (2) a lieu, nous voyons en raison de
29, que ou bien les ensembles

(*) P(x) + (@), Q(x) + (a,)

22 pes hypothéses admises peuvent se réaliser pour n’importe quclles valeurs r, s. Exemple:
R est une partie du plan euclidien R,. Soient B,, 1 < v < r, des nombres arbitraires, tous dif-
férents, pris dans lintervalle {—1, 1), soient y,, 1 < v = 5, des nombres arbitraires satisfaisant
aux mémes conditions. Nous prenons les points b, = (—1, 8,), 1 S v = r et les points ¢, =
=(1,7,),1 £ v =s; S sera I'ensemble des points (¢, sin (1/(1 — [ od ~1 < < 1.
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sont connexes et les ensembles

**) P(x) + (a), Q) + (a)

ne le sont pas, ou bien, inversement, les ensembles (*) ne sont pas connexes et les
ensembles (**) sont connexes. Nous obtenons alors la division des points (1) en
rangeant au premier groupe les points a, pour lesquels P(x) + (a,) est connexe, et
ces points seulement; I'autre groupe comprendra alors tous les points (1) pour les-
quels Q(x) + (a,) est connexe, et ces points seulement. Nous dirons alors que les
points (1) qui appartiennent au premier (second) groupe sont des points initiaux
(finals) pour S; tous les points (1) auront alors le nom commun de points extrémes
pour S. Si nous changeons ’orientation de S, les points initiaux deviendront finals
et réciproquement. Si b,, ..., b, (¢;, ..., ¢,) sont des points initiaux (finals) pour
S,ona

@ FEH=P@+ 0+ 3 0): 06 - o) + () + T(e)-

Démonstration. L’ensemble P(x) est ouvert dans S, de sorte que S — P(x) =
= Q(x) + (x) est fermé dans S. Si le point x n’était pas dans P(x), 'ensemble P(x)
serait fermé dans S et I'on aurait S = P(x) + (Q(x) + (x)) aux termes séparés, ce
qui est impossible. A cause de la symétrie, nous pouvons nous borner a la démonstra-
tion de la premiére des formules (3) seulement. Il nous reste donc & démontrer que

les points b, appartiennent et que les points ¢, n’appartiennent pas a P(x). Si un
point b, n’appartenait pas & P(x), I'ensemble P(x) serait fermé dans P(x) + (b,) et
la somme P(x) + (b,) aurait les termes séparés, ce qui est impossible, car P(x) +
+ (b,) est connexe. Si un point c, appartenait 4 P(x), I'ensemble P(x) + (c,) serait
connexe d’aprés 15, ce qui est contradictoire.

32. Soient

4 Uyy Ugy e U (K =2,3,..))

des points de I’espace R. Soient

(5) S80S (1=1,2,3,..)

des ensembles ouverts dans R. Soit ensuite

© R=3 @)+ 1S,

chaque point de R appartenant & un seul des k + ! ensembles figurant au second
membre de (6). Pour 1 < A < I soit

S:=S,+ Zl(a,) + ;(b,) =I*ay,...a,| by, ... b)), (r,s=1,23..)
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ol ay, ..., a, by, ..., b, sont des points différents de (4). Supposons de plus %* que
si S;, S, sont deux ensembles distincts de (5), il existe des indices vq, vy, ..., v, (t =
=1, 2 3 Ve Ve = 1,2, .., ) telsque vy = A, v, = petpour 1 £ i < ton ait
S,...S,, # 0. Supposons que pour tout u (1 < u < k) il existe au moins un 4 (1 <
< g I) tel que le point v, appartienne a S,. Si ’on prend arbitrairement un indice
A(1 £ 2 21),5i(7)alieu et que le point a,(b,) soit choisi arbitrairement parmi les r
points a, ..., a, (parmi les s points b, ..., b;), supposons qu’il seit alors impossible
de trouver des indices v, vy, ..., ¥, (t =0,1,2,..5ve, v, ... = 1,2, ..., l) tous dif-
férents de A et tels que le point a, appartienne a S,, le point b, a S, et que ’on ait
5,,.5,=0pour 1 <i<?

Nous disons que R et un arbre général;?® les points (4) seront appelés sommets
de cet arbre, les ensembles (5) seront ses c61és.

33. Les sommets et les cotés d’un arbre général R ne sont pas déterminés sans
ambiguité par Pespace R; ils dépendent de sa construction. On peut toujours con-
struir cet arbre de telle fagon que des points donnés (en nombre fini) de I’espace R
soient sommets de I'arbre. Car si pour une construction (6) de ’arbre général R un
point x de I’espace R n’est pas sommet de I’arbre R, mais appartient p. ex. au coté
S, orientions S; (voir 31), désignons par P(x) et Q(x) ’ensemble des points de S; qui
précédent, ou suivent respectivement, le point x, ajoutons aux sommets (4) le nou-
veau sommet x, éloignons de (5) le coté S, et ajoutons-y deux nouveaux cotés
P(x) et Q(x). Le lecteur vérifiera lui-méme facilement que pour cette nouvelle con-
struction de I’espace R toutes les conditions imposées aux arbres généraux subsistent.

34. 1l est possible d’écrire les cotés (5) de I'arbre général (6) dans un tel ordre que
A
les espaces R; = Y. 5, (1 < A £ ) deviennent arbres généraux.’® Démonstration.
r=1

Il est évident que R, est un arbre quel que soit le choix du co6té S;. Supposons que
pour un certain 4 (2 £ 2 £ 1) les cdtés Sy, ..., S, soient déja choisis de telle mani-
&re que Ry, ..., R;_, soient des arbres généraux. Si S, est un nouveau coté (choisi
arbitrairement), il existe des cotés S; = S,,, S,,, ..., S,, = S, tels que S,,_§5,, = 0.
Prenons i tel que v; = A, v; étant minimal avec cette propriété; posons ensuite S; =
= §,,. Le lecteur vérifiera facilement lui-méme que ce choix du c6té S, implique
que R, est aussi un arbre général; cela achéve la démonstration. Comme S,S,,_, = 0,
S,.., © R,_; et les termes de la somme (6) n’ont pas de points communs, il existe
dans R;_; un sommet a qui est extréme pour S;. Orieatons S; de telle maniére que
a devienne point initial pour S, et désignons par b un point final pour S,. Alors b

23 Cette condition est inutile si /= 1.
24 Cette derniére condition est inutile si r = 0.
25 gj S, sont des arcs simples et que I'on ait dans (7) r = s = 1 (pour tout 1), I’arbre général
ainsi défini deviendra ce qu’on appelle arbre en Topologie combinatoire.
6 Jes sommets et les cotés de larbre général R, sont les sommets et les cotés de I'arbre
général R contenus dans R,.
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n’est pas dans R;_,. Dans le cas contraire, il existerait en effet dans R,_, des cOtés
S,, S, tels que le premier (le second) d’entre eux eit le point a (ou b, respectivement)
pour point extréme. Comme R;,_, est un arbre général, il existerait alors des indices
Vos V1s -+-» ¥y tous <Aet tels que vy = p, v, = ', et 'on aurait de plus®* §,,_,S,, = 0.
Or comme le point a (ou b) appartient a S,, (ou a S, , respectivement) et que a (b)
est point initial (final) pour S, et vy, vy, ..., v, # 4, R ne serait pas un arbre général.

35. Soit x un point de I’arbre général R, sans étre un de ses sommets. Alors I’en-
semble R — (x) n’est pas connexe. Démonstration. Désignons par S; le coté de
R qui contient x et reprenons la notation (7). Orientons S; de telle fagon que les
points a, (1 < v < r) soient initiaux pour S,. L’ensemble A -soit composé des points
a, (1 £ v £ r) et de tous les points des ensembles 5, (1 + 1) pour lesquels on peut
indiquer des indices vg, vy, ..., ¥ (t > 0), tous =+ A, tels que: un des points a,
(1 £ v £ r) appartienne a S,,, v, = p,et que on ait §,,_,S,, + @ pour 1 < i < .24
D’aprés la définition de I’arbre général R aucun point b, (1 < v < s) n’appartient
a A, dong I’ensemble B = (R — S;) — A contient tous les points b,. Il est évident
que A est fermé dans R. Si v # a est un sommet de I’arbre général R et que v appar-
tienne & A4, A contiendra évidemment tout coté S, (1 + 1) pour lequel v est un
point extréme. Il en résulte sans difficulté que A4 est ouvert dans R — S, donc B
est fermé dans R — S, donc (voir 5) B est fermé dans R. Désignons par P(x) ou
Q(x), I'ensemble des points de S, qui précédent, ou suivent respectivement, le

point x. On a alors R = (4 + P(x)) + (B + Q(x)), les deux termes étant fermés
dans R et sans point commun outre x (voir 31 (3)). Donc

R = (x) = [(4 + P)] - ()] + [(B + 2x)) - ()]
aux termes séparés =+, de sorte que R — (x) n’est pas connexe.

36. Gardons la notation du paragraphe 35. Modifions les c6tés et les sommets
der I'arbre général R suivant 33.27 Le lecteur trouvera facilement que

R1=A+F(—x)a R2=B+Q(_JO

sont des arbres généraux; leurs sommets et leurs cotés sont les sommets et les cotés
de R contenus dans R, ou R, respectivement. Les arbres généraux R, et R, n’ontqu’un
seul point commun: c’est le point x qui est sommet de I’'un et de ’autre; chacun d’eux
n’a qu’un cbté pour lequel x est extréme (ce sont les cdtés P(x) et Q(x)).

37. Nous appellerons point extréme d’un arbre général R tout sommet de R qui
est point extréme pour un seul de ses cotés.?® Tout arbre général a au moins deux
points extrémes différents. Démonstration. L’énoncé est évident si le nombre
de cotés | = 1; soit donc I > 1. Ecrivons les cotés S, (1 < 4 = l) dans le méme

27 Les symboles x, P(x), @(x) ont la méme signification que dans 35.
28 Nous verrons plus tard (paragraphe 49) que les points extrémes de ’arbre général R sont
déterminés sans ambiguité par Pespace R (indépendemment de sa construction).
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ordre que dans 34. Alors tout point extréme de S, est point extréme pour R (car il
n’appartient pas & R,_, comme on I’a montré en 34). Il existe donc au moins un
point extréme de R. Mais dans la construction du paragraphe 34 nous pouvons
choisir arbitrairement le c6té S,: nous pouvons donc supposer que S, contient un
point extréme de R. Comme §, contient lui-aussi un point extréme de R, R a au moins
deux points extrémes.

38. Tout arbre général est connexe. Démonstration. Tout c6té S, est connexe;
donc (voir 15) les ensembles S, sont également connexes. Lorsque S;, S, sont deux
cotés différents, il existe des indices vo, vy, ..., v, (t 2 1) tels que vo = 4, v, = p et

t

S0 .S, *90 poulr 1 < i <t Donc (d’aprés 12) Y S, est connexe. Mais tout som-
i=0
met v, (lspus k) se trouve dans un certain ensemble S; (1 £ 2 < I). En vertu
1

de (6) nous obtenons Y 5, = R, et R est connexe d’aprés 13.
r=1

39. Soit v un point extréme d’un arbre général R. Alors R — (v) est connexe. La
démonstration est la méme que dans 36 avec la différence qu’il faut prendre
S, — (v) au lieu de S,.2°

40. Nous appellerons point singulier de R un point a d’un arbre général R si
I'ensemble R — (a) est connexe. D’aprés 35 tout point singulier est sommet de I'arbre;
il existe donc seulement un nombre fini de points singuliers. D’aprés 39 tout point
extréme est singulier,>® donc en vertu de 37 tout arbre général a au moins deux
points singuliers.

41. Soit R un arbre général; soient p,, p,, ..., p, tous ses points singuliers (donc
n=2,3,..). Alors R = I(py, p, - .., p,)- D’une fagon plus générale, soient q,, g, ...
.o+ 4 (m = 2) m points différents d’un arbre général R. Alors R = I(qy, 42, +-+» qm)
si et seulement si parmi les points ¢y, ..., 4, il yatous les points p, ..., p,. Démonstra-
tion. Soit S une partie connexe de R contenant tous les points py, ps, ..., P,. Sil’on
n’avait pas S = R, il existerait un point z dans R — S. Comme S contient tous les
points singuliers, I'ensemble R — (z) = S ne serait pas connexe. Donc R — (z) =
= A + B aux termes séparés +0. D’aprés 11 et pour une notation convenable, on
aurait BS = 0. Or I'ensemble B + (z) est connexe (d’aprés 20) et contient plus d’un
point; il contient donc aussi le point x qui n’est pas sommet de R. Comme BS = 0,
le point x est dans R — S, donc S = R — (x). D’aprés 35 et 36 nous avons R — (x) =
= [R, — (x)] + [R, — (x)] aus termes séparés, R, et R, étant des arbres généraux.

29 gj Svi1Sy, * 0, on a[§,,_, — WIS, — (@] * O car autrement v serait point extréme
des deux cotés S,,_, et S,,, ce qui est contradictoire.

30 Mais il peut exister des points singulier qui ne sont pas extrémes. Exemple: R fait partie
du plan euclidien R,. R a quatre sommets a = (—1, —sin 1), b = (1,sin 1), ¢== (0, 1), d =
= (0, ~1) et deux cdtés: ce sont les ensembles des points (¢, sin (1/¢)) pour —1 < ¢ < 0, ou bien
pour 0 < ¢ < 1 respectivement. Tous les quatre points a, b, ¢, d sont singuliers, mais seuls les
points a, b sont extrémes.
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Chacun des deux arbres généraux R,, R, aau moins deux points extrémes (d’aprés 37),
donc au moins un point extréme =x. Mais tout point de ce genre est évidemment
(extréme, donc) singulier pour R, donc il appartient a S. Il en résulte S[R, — (x)] =+ 0,
S[R, — (x)] * 0, ce qui est en contradiction avec 11. Donc S = R et d’aprés 38,
R =I(p,, ..., p,)- Si parmi les points gy, ..., g, il y a tous les points p,, ..., p, nous
avons R = I(qy, ..., q,,) d’aprés 25. Si p. ex. le point p; ne figure pas parmi les points
41, -+ qn I'ensemble R — (p,) sera une partie connexe (car p, est singulier) de R,
contenant gy, ..., q,,, on n’aura donc pas R = I(q,, ..., g,)-

42. Soit R =) P, (n = 2, 3,...). Supposons que tout P, soit fermé dans R,*! et
r=1

que tout P, soit un arbre général. Soit x un point de I’espace R tel que P, P, = (x)
pour 1 £ r < s < n. Alors R est un arbre général. La démonstration est facile et le
lecteur peut la faire lui-méme.

43. Soit R =1I(ay, ay,...,a,) (n=2,3,...). Alors R est un arbre général.
Démonstration. Le theoréme est évident pour n = 2. Nous pouvons donc sup-
poser que n > 2 et que le théoréme soit déja établi pour les espaces connexes irré-
ductibles entre m < n points. Sous ces hypothéses nous allons donner la démonstra-
tion aux paragraphes 44 —48.

44. Pour démontrer le théoréme énoncé, nous nous servirons surtout du résultat
du paragraphe 27. Supposons d’abord qu’il soit possible de choisir le point x de telle
maniére que le nombre k de composantes P, P,,..., P, de I'’ensemble R — (x)
soit plus grand que 2. Comme chacun des ensembles P, (1 < r < k) contient au
moins un des points a,, ..., a, chacun ne peut contenir plus de n — 2 points a,, ..., a,.
Maissia,, ..., a,, sont exactement ceux des points ay, ..., a, qui appartiennent a P,,
nous avons 1 < m < n — 1 et d’aprés 27 P, + (x) = I(a,,, ..., a,,, x). En vertu de
I’hypothése faite au paragraphe 43, les ensembles P, + (x), 1 < r < k, sont donc
des abres généraux. Or, en vertu de 27, les ensembles P, + (x) sont fermés dans R,

et R =r§k:1(P, + (x)), et (P, + (x)) (Ps + (x)) = (x) pour r % s. Donc d’aprés 42,

R est un arbre général. Nous arrivons au méme resultat en suivant le méme raison-
nement, lorsque k = 2 mais chacune des deux composantes P,, P, de I’ensemble
R — (x) contient au moins deux (donc au plus n — 2) points ay, ..., a,.

45. 11 nous reste donc a faire la démonstration pour le cas ou pour tout point
x % ay, ..., a, de ’espace R I'ensemble R — (x) correspondant a deux composantes
dont une soit p. ex. P,(x), contient un et un seul des n points aj, ..., a,, s0it a, ce
point; I'autre composante Pz(x) de 'ensemble R — (x) contient alors les points
a, (1 £ r = n,r # ¥(x)). Considérons d’abord le cas o, pour tous les choix possi-
bles du point x, 'indice v(x) ne prend pas toutes les n valeurs 1, 2, ..., n. En changeant
au besoin la notation, nous pouvons supposer v(x) > 1 pour tous x. Nous pouvons
supposer également que R = I(a,, ..., a,), car autrement R serait un arbre général

31 Cette hypothése est essentielle, comme Je montre ’exemple donné dans la note!8.
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en vertu de 43. 1l existe donc un ensemble connexe S = R, S % R, contenant tous
les points a,, ..., a, Sil'on n’a pas S = R — (a,), il existe dans R — S un point
x % ay, ..., a,; mais alors S ¢ R — (x) = P,(x) + P,(x), et d’aprés 11 et 19 on
aura ou bien S = P,(x), ou bien S = P,(x); or comme S renferme n — 1 > 1 des
points a,, ..., a,, on ne peut pas avoir S = P,(x), d’ou S = P,(x), mais ceci n’est
pas possible non plus, car ¥(x) > 1 de sorte que le point a,(, appartient 3 S mais
non pasa P,(x). Il faut donc que'on ait S = R — (a,),donc R — (4,) = I(a,, ..., a,).
D’aprés I'hypothése faite au paragraphe 43, R — (a,) est un arbre général. Soient

4) Uiy gy et (K =2,3,...)

les sommets et
(5) $,S,...8 (I=12, 3,...)

les cotés de I'arbre général R — (a,). Si I'on avait R — {(a,) = R — (a,), on aurait
R = (R = (a,)) + (a,) aux termes séparés, =0, ce qui n’est pas possible; nous avons
donc ETa,) = R d’ou il résulte (voir 4.3) qu’il existe au moins un 4 (1 £ 1 < 1)
tel que a, appartient a S, (C’est-a-dire dans S; — S,).

46. Soit S; le coté de I'arbre général R — (a,), tel que a, appartienne 4 §; — S,.
Nous orientons S, (suivant 31). Si x est un point quelconque de S, désignons par
0,(x), ou Q,(x) resp. le systtme des points de S, qui précédent x, ou suivent x, res-
pectivement. Nous avons alors S, = Q,(x) + (x) + Q,(x), donc S; = Q,(x) +
+ (x) + Q—z(x—) et nous voyons que le point a, appartient ou bien a Q,(x), ou bien

a Q,(x). Désignons par T,(T) le systtme des points x de S; tels que le point a,

appartient a I'ensemble Q,(x) (Q,(x)) correspondant. Nous avons alors S; = Ty + T.
Supposons d’abord qu’il existe dans S; deux points x et y tels que x précede y ou
x = y et que x soit dans T, et y dans T,. D’aprés 29 les ensembles Q,(x) et Q,(x)
sont connexes, donc d’aprés 15 les ensembles Q,(x) + (a;) et Q,(y) + (a;) sont
connexes également, d’ot1 il résulte d’aprés 12 que ’ensemble S = Q,(x) + Q.(y) +
+ (a,) est connexe. Nous avons évidemment S; < S; — (x). D’aprés (3) du para-
graphe 31 et d’aprés 15, ’ensemble S que ’on obtient & partir de S; en y ajoutant
les points extrémes du cdté S, de I'arbre général R — (a,) est aussi connexe. Si nous
considérons la démonstration de la connexité d’un arbre général faite au paragraphe
38, appliquée a R — (a,), nous voyons aisément qu’elle reste valable lorsque nous
remplagons S, et sa fermeture dans R — (a,) par les ensembles S; et S respective-
ment; il s’en ensuit que 'ensemble (R — (a,)) — S,) + S; = R, est connexe. Mais
cet ensemble contient tous les points a,, ..., a, mais non pas le point x, donc il n’est
pas connexe, car R = I(ay, ..., a,). 1l en résulte que I'hypothése faite ci-dessus
concernant les points x, y ne peut &tre vraie; donc T\ T, = 0 et tout point de T,
précéde tous les points de T. Si T, + @ + Ty, soit b(c) un point initial (final) du
cdté S, de Parbre général R — (a,); on aura donc S; + (b) + (¢c) = I(b, c). Les
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hypothéses du théoréme du paragraphe 30 sont alors vérifiées évidemment si nous
y prenons S; + (b) + (c), T, + (h), Ty + (c) au lieu de R, S, T. Il existe donc dans
S, un point x qui est ou bien dernier dans T,, ou bien premier dans T;. Modifions
suivant 33 la construction de I’arbre général R — (a,) en ajoutant ce point x aux
sommets (4) et en remplagant le coté S, par deux nouveaux cdtés Q,(x) et Q,(x).
Nous trouvons alors: Le point a, appartient & un, et a un seul, des ensembles m,
Q_Z(T); s’il est dans m et que nous décomposions Q,(x) en T} + T, de maniére
analogue a celle de la décomposition S; = T, + T,, nous aurons T| = §; si a,
est dans QZ—(B et que nous écrivions Q,(x) = Ty + T; dans le méme sens, nous
aurons T; = 0.32

47. Nous sommes donc arrivés au résultat suivant: sous les hypothéses faites
au paragraphe 45, il est possible de faire la construction de I'arbre général R — (a,)
a partir des sommets (4) et des cotés (5) d’une telle maniére que pour tout coté S,
tel que a, appartient a3 §; — S;, on ait T, = @ ou T, = 0 (avec la notation du para-
graphe 46). Pour une orientation appropriée du cdté S, nous aurons T, = 0. Soient
by, ..., b, (ou ¢y, ...y cg) (r,s = 1,2,...) les points initiaux (finals) d’un tel coté S;.
Comme (d’aprés 6) la fermeture de S, dans I'espace R — (a,) est §; — (a,), nous
avons

(8) Si—(a)) =1*(by, ..., b, | cy5euns c)

et
Si= S+ (@) + T (6) + X (6.

L’ensemble S; + (a,) + (cy) est connexe d’aprés 15. Soit U une partie connexe de
cet ensemble, contenant les points a, et ¢,. Si U % S, + (a,) + (c,), il existe un
point x dans S, — U, donc U < (S; — (x)) + (a,) + (c,). Définissons Q,(x) et
Q,(x) comme au paragraphe 46, nous aurons alors S, — (x) = Q,(x) + Q,(x) aux
termes séparés. D’aprés 31, (3), le point ¢, n’appartient pas & Q,(x), donc (voir 6)
0, (x) est fermé dans Q,(x) + (c,), donc la somme Q,(x) + (c,) a les termes séparés.
Comme T, = @, le point a, n’appartient pas a Q,(x) donc la somme Q,(x) + (a,)
a les termes séparés. Enfin a; =+ ¢,, donc la somme (al) + (cy) a les termes séparés
aussi. Il en résulte d’aprés 9 que la somme

[Q:(*) + (a)] + [Q:(x) + (e))] 2 U

a les termes séparés. Donc d’aprés 11 nous avons ou bien U[Q,(x) + (a,)] = 0 ou
bien U[Q,(x) + (c,)] = @ ce qui est contradictoire, car U contient les points a,et

32 Nous supposons, bien entendu, que les nouveaux cotés Q,(x) et Q,(x) sont orientés en
accord avec S;.
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¢;. Nous avons donc démontré que S, + (a,) + (c,) = I(ay, c,). De 1a et de (8) il
découle en vertu de 31 que nous avons

S.=1I%ay, by, ... b, | cpy.0ncy).

Cela est vrai pour tous les indices 4 pour lesquels (a;) = S;. Pour les autres 4 nous
avons (8) ot §; — (a,) = §;.

Ce résultat-1a nous montre que, en ajoutant le point a, aux sommets (4) de I’arbre
général R — (a,) et en gardant les cotés (5) nous obtenons I'arbre général R. Car
toutes les propriétés de I’arbre général mentionnées au paragraphe 32 sont manifeste-
ment vérifiées, ’exception faite de la derniére, c’est-a-dire de la suivante: Si a est
un point initial et b un point final d’une c6té S, il n’est pas possible de trouver des
indices vo, vy, ..., v, (t = 0), tous différénts de A et tels que le point a appartienne
aS,,lepoint baS, et que** pour 1 <i < tonait§,,_ S, + 0. Supposons donc
par contre que pour un certain choix de S, a, b il soit possible de trouver de tels
indices v, vy, ..., v,. Prenons dans S, un point x et définissons Q,(x), Q,(x) de la
méme fagon qu’au paragraphe 46. L’ensemble

@) = () + %80 + (@) - () = 52

contient d’aprés 31 (3) tous les points extrémes du coté S; et est connexe d’aprés 12.
Pour cette raison la démonstration de la connexité, faite au paragraphe 38 subsiste
si nous y remplagons I’ensemble S; (pour l'indice A donné) par I'ensemble S}. Cela
signifie que ’ensemble

R, = (R - §,) + S

est connexe. Or c’est une contradiction, car R, contient tous les points a,, ..., a,
mais non pas le point x, or R = I(ay, ..., a,).

48. Il nous reste a faire la démonstration sous les hypothéses faites au début du
paragraphe 45 et en admettant que I'indice v(x) prendra toutes les valeurs 1, 2, ..., n,

lorsque x parcourt I'ensemble R — Y (a,). Pour 1 < r < n désignons par 4, la
r=1
somme de tous les ensembles P,(x) (la notation étant celle du début du paragraphe 45)

correspondant aux points x de R — Y’ (a,), pour lesquels v(x) = r. Donc le point a,
v=1
appartient 3 4, pour 1 £ r £ n. De plus, les ensembles A, sont ouverts dans R d’apres

1.8, car Py(x) sont ouverts dans R d’aprés 27. La somme ) A, a donc les termes
r=1

n
ouverts +0; I’espace R étant connexe, nous avons E A, % R et nous pouvons trouver
r=1
n

un point x dans R — ' 4,. Comme le point a, est dans 4,, nous avons x = 4y, ..., 4,
r=1
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D’aprés nos hypothéses, il existe alors une décomposition R — (x) = Py(x) + P,(x).
Nous pouvons choisir les indices de fagon a avoir v(x) = 1, donc d’aprés 27, P,(x) +
+ (x) = I(ay, x), Py(x) + (x) = I(ay, ..., a,, x). Les ensembles Py(x) + (x) et
P,(x) + (x) sont fermés dans R en vertu de 27; et I'on a

[Pi(x) + ()] + [Po(x) + ()] = R [Pa(x) + ()] [Po(x) + (¥)] = (x).

Comme P,(x) + (x) = I(ay, x), cet ensemble 13 est un arbre général: 1l suffit alors
de démontrer que P,(x) + (x) est aussi un arbre général, et il en découlera d’aprés 42
que R est un arbre général également. S’il existe dans P,(x) un point y + a,, ..., a,,
tel que, ou bien (P,(x) + (x)) — (v) ait au moins trois composantes, ou bien toute
composante de cet ensemble contienne au moins deux des points x, a,, ..., a,, alors

P,(x) + (x) sera un arbre général d’aprés 44. Supposons donc que pour tout point
y de I'ensemble P,(x) — 2": (a,) Iensemble P,(x) + (x) a exactement deux compo-
santes S,(y) et Sy(»), don’t=l:1 premiére contient un et un seul des points x, a,, ..., a,.
11 suffit alors de démontrer que pour aucun point y dans P,(x) — ‘Zz(a,) le point x

n’appartient & S,(y); en effet, on aura alors P,(x) + (x) = I(ay, ..., a,, x) et l'en-
semble P,(x) + (x) sera un arbre général en vertu de la démonstration faite aux para-
graphes 45—47. Mais si pour un certain choix du point y le point x appartenait a
Sy(y), ensemble S,(y) + P,(x) = S;(y) + (Py(x) + (x)) serait connexe en vertu de
12. Or

S,(y) + 82(y) + Pi(x) = [(Px) + (x)) = ()] + Pi(x) =
= [Py(x) + (x) + P:(x)] — (») = R = (),
donc
[S:(y) + Pi(x)] + S2(y) = Pi(y) + Pa(y).

Les termes du premier membre sont connexes, ceux du second membre sont séparés;
il en résulte d’apres 11 que ’on a ou bien

Si(y) + Pi(x) = Py(y), Sa(y) = Py(y)
ou bien

S$1(y) + Pi(x) = Pa(y),  Sa(y) = Ps() .

Mais le second cas est impossible, car S,(y) contient les points a,, ..., a,, tandis que

P,(y) contient un seul des points ay, a,, ..., a,. Donc S,(y) + P,(x) = Py(»). Mais

alors le point a, appartiendrait a P,(x) et le point x & S,(y); I'ensemble P,(y) con-

tiendrait alors les points a,, x de sorte que I'on aurait v(y) = 1, (x) = Py(y), donc
n

(x) = A4,. Or c’est une contradiction, car le point x a été choisi dans R — Y A4,.

r=1
49. Les points singuliers d’un arbre général R ont été définis par une propriété
topologique; par contre les points extrémes ont été définis, paragraphe 37, seule-
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ment a I'aide d’une certaine construction de I’arbre général. Mais il est également
possible de définir les points extrémes d’un arbre général par une propriété topologi-
que: Soit v un point d’un arbre général R. Le point v est un point extréme de I’arbre R
si et seulement si un ensemble S = R, S # @, est connexe chaque fois que S + (v)
est connexe. Démonstration. Supposons d’abord que le point v ne soit pas un des
sommets de I’arbre général R, mais qu’il appartienne a un c6té S,. Alors I’ensemble
S = S; — (v) n’est pas connexe (voir 29), mais S + (v) = S, est connexe. Supposons
maintenant que v soit un sommet, mais non pas un point extréme de R. Il existe
alors deux cotés distincts S;, S, de I’arbre général R tels que le point v appartienne a
§5,5,. Les ensembles S;, S, sont ouverts dans R, de sorte que la somme S = S; + S,
a les termes séparés; donc S n’est pas connexe, mais S + (v) = (S, + (v)) + (S, +
+ (v)) est connexe d’aprés 15 et 12. Supposons enfin que le point v soit un point
extréme de R, donc un point extréme d’un seul c6té S, de R. Orientons S, de telle
maniére que v soit un point final de S;. Soit S = R, S = 0 et supposons ’ensemble
S + (v) connexe; nous avons & montrer que I’ensemble S est connexe également.
Comme (R — S;) — (v) = ¥.S, + Y(v,), ou la premiére somme s’étend A tous les
coOtés de R autres que S, et ou v, sont tous les sommets de R autres que v, nous voyons
que I’ensemble (R — S; )— (v) est fermé dans R de sorte que la somme [(R — S;) —
— (v)] + (v) a les termes séparés. Si 'on avait S = R — S, il résulterait de 8 que
la somme S + (v) a les termes séparés et ’ensemble S + (v) ne serait pas connexe.
Donc SS; # 0. Soit x un point quelconque de S;, désignons par P(x), ou Q(x) resp.,
ensemble des points de S, qui précédent x (ou le suivent, resp.). Nous pourrions
introduire x en tant qu’un nouveau sommet suivant 33; alors Q(x) serait (voir 31,
(3)) son unique c6té ayant v pour point extréme; il en résulterait (tout comme pour
SS,) que I'on aurait SQ(x) #* 0@ pour tout point x de S,. Comme SS; # 0, prenons
le point x dans SS;; nous allons démontrer qu’il en découle Q(x) = S. En effet, si
ce n’était pas le cas, il serait possible de prendre un point y dans Q(x) — S, et comme
SQ(y) * 0, encore un autre point z dans SQ(y). D’aprés 33, il serait alors possible
d’introduire x, z comme deux nouveaux sommets; x serait alors un point initial et z
un point final, du nouveau cdté T = Q(x) — (Q(z) — (2)); on aurait (y) = T. En
vertu' de la démonstration du paragraphe 35 la somme R — (y) = A + B aurait
les termes séparés, avec (x) = 4, (z) = B. Donc AS # @ + BS. Or c’est en contra-
diction avec 11, car (y) = Q(x) + S, de sorte que S + (v) est une partie connexe de
R — (). Ainsi avons nous démontré que Q(x) < S. Nous avons vu que, en prenant x
pour un nouveau sommet nous ne faisons que remplacer S; par le c6té Q(x); ce n’est
donc qu’une modification admissible de la construction de I’arbre général R si nous
supposons S; < S. Soit maintenant S = A + B aux termes séparés; d’aprés 11
nous aurons, en interchangeant A et B si besoin est, S, = 4. Donc B = (R — §;) —
— (v) de sorte que la somme B + (v) aura les termes séparés. Donc, d’aprés 9, la
somme (A4 + (v)) + B aura aussi les termes séparés. Or (4 + (v)) + B = S + (v)
est connexe donc B = (. Donc S est connexe.
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UNE NOUVELLE CLASSE DE CONTINUS

Fundamenta Mathematicae
18 (1931), 85—87

Un continu C (espace métrique, compact et connexe) jouit de la propriété P(P,)
s’il existe sur C une fonction continue réelle f(x) telle que, pour chaque nombre
réel ¢, Péquation f(x) = c posséde un nombre fini (au plus n) solutions x € C. Le but
de cette Note est de démontrer que la propriété P entraine les trois propriétés
suivantes:

1°. C est une courbe réguliére (au sens de M. Menger);

2°. Pensemble E des extrémités (points d’ordre 1) de C est clairsemé (et par suite
dénombrable);

3°. R désignant I'ensemble des points de ramification (points d’ordre >2) de C,
Pensemble R est punctiforme.

1. Soit a un point donné de I’espace C et soit U un entourage' donné de a si petit
que x €U, x + a entraine f(x) # f(a). Posons® u = Min |f(x) — f(a)| > 0 pour
x € Fr. U 3. Désignons par V I’ensemble des points x € U tels que |f(x) — f(a)| < p.
Alors V = U V est un entourage de a, et x € Fr. V entraine f(x) = f(a) + p d’ou
il résulte que I’ensemble Fr. V est fini*.

L’espace C est donc une courbe réguliere. Il en résulte’ que C est localement
connexe. Donc® tous deux points de C sont situés sur un arc simple. La méme pro-
priété appartient & chaque sous-continu de C.”

Ensemble ouvert contenant a.
Le minimum existe, car I’ensemble Fr. U est compact.
Fr. U=TU - U.
On voit que le propriété P, entraine que I’ordre de chaque point de C soit <2n.
Menger, Grundziige einer Theorie der Kurven, Math. Ann. 95, p. 300. Urysohn, Mémoire
sur les multiplicités Cantoriennes, 11, Verh. Amsterdam 1927, N° 4, p. 65.
6 Mazurkiewicz, Fund. Math. I, p. 201. R. L. Moore, Trans. Amer. Soc. 17, p. 137.
7 Chaque sous-continu d’un continu jouissant de la propriété P en jouit de méme.

wn AW -
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11. Supposons, par impossible, que I’ensemble E contienne une partie non vide et
dense en soi. Or I'ensemble E est un G;.® On en conclut, d’aprés un théoréme de
M. Young,® que E contient un sous-ensemble parfait E;. De la propriété P on déduit
sans peine que P'ensemble réel f(E;) est lui aussi parfait. Donc f(E,) contient un
sous-ensemble D tel que chaque point de D soit un point limite bilatéral pour
D. Soit E, < E,, f(E,) = D. Choisissons un point a, € E,. Il existe un arc simple
C, < Caux extrémités a,, b;. Posons f(C,) = K, de maniére que K, est un intervalle
fermé contenant le nombre a,. Or f(a,) € D; de la propriété de D on voit qu’il existe
un point a, € E,, a, * a,, a, # by, tel que f(a,) soit situé a lintérieur de K,. Le
point a, ne peut appartenir & C,, car autrement son ordre serait =2, tandis que
a, e E. Donc il existe un arc simple C, = C aux extrémités a,, b, tel que C, . C, = 0.
Posons K, = f(C,); on peut supposer que K, < K,. On arrive ainsi & former une
suite d’arcs simples C, = C disjoints deux a deux et tels que f(C,4,) = f(C,). De
la derniére inclusion résulte I’existence d’un nombre ¢ commun a tous les inter-
valles f(C,). L’équation f(x) = ¢ posséde alors une solution x, € C, pour chaque
valeur de n. Or ceci contredit a la propriété P.

1I1. Supposons, par impossible, que ’ensemble R contienne un continu K. Comme
nous avons vu plus haut, il existe un arc simple C = K; donc C = R. Il existe donc
un point a, € R tel que le nombre f(a,) soit a 'intérieur de I'intervalle f(C). D’aprés
un théoréme de M. Menger!® il existe dans C trois arcs simples C}, C,, C3 n’ayant
deux a deux en commun que I’extrémité commune a,. On peut supposer que les
intervalles f(C}), f(C.), f(Cs) fassent partie de I'intérieur de f(C). L’inclusion Cj +
+ C, + C; < C étant évidemment impossible, soit p. ex. b, € C; — C. En désignant
par C,; un petit sous-arc de C; contenant b,, on aura: 1° C, . C = 0; 2° I'intérieur
de f(C) contient Pintervalle f(C,). De Pinclusion C = R résulte alors Iexistence
d’un point a, € R tel que le nombre f(a,) soit & I'intérieur de f(C 1)- En répétant le
procédé qui précéde on arrive i former un arc simple C, tel que C,. C = 0 et que
Iintérieur de f(C,) contienne l'intervalle f(C,). On peut supposer que I'arc C, soit
situé dans une proximité donnée de C. D’apres la relation C, . C = 0, on peut donc
s’arranger de fagon & avoir C, . C, = 0. En continuant & procéder ainsi, on arrive
a former une suite d’arcs simples C, = C disjoints deux a deux et tels que f(C,,H) <
< f(C,). Or nous avons déja vu que ceci contredit a la propriété P.

8 Menger, I. c., p. 282, Urysohn, L. c., p. 18.
9 Hausdorff, Mengenlehre, 1927, p. 138.
10 Fund. Math. X, p. 98.
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SUR LA DIMENSION DES ESPACES PARFAITEMENT
NORMAUX

Bulletin international de [’Académie
des Sciences de Bohéme (1932), 18 pp.

Je modifie 1égérement la définition récursive (Menger et Urysohn) de la dimension.
Dans le cas des espaces séparables, seul étudié jusqu’a présent, la modification est
purement formelle. Je démontre 1° le théoréme sur la dimension d’un sous-ensem-
ble, 2° le théoréme sur la dimension d’une somme (Summensatz) et 3° le théoréme
sur le recouvrement d’un espace 4 dimension finie (Zerlegungssatz) pour des espaces
trés géneraux comprenant comme cas particulier les espaces distanciés (metrische
Réume).

Les théorémes principaux de cet Ouvrage ont été énoncés sans démonstration dans
la Note Sur la théorie de la dimension (C. R., nov. 1931), [3].

I. Théorémes auxiliaires

1. Un ensemble R s’appelle un espace topologique (et les éléments de R s’appellent
points) si 'on a donné une famille § de sous-ensembles de R (appelés ensembles
fermés dans R) de maniére que:

1.1. L’ensemble vide O et ’espace R sont des ensembles fermés dans R.
1.2. x étant un point quenconque de R, I'ensemble (x) est fermé dans R.
1.3. La somme d’un nombre fini d’ensembles fermés dans R est fermée dans R.

1.4. Le produit (= partie commune) d’un nombre quelconque d’ensembles fermés
dans R est fermé dans R.

2. Un ensemble A = R s’appelle ouvert dans R si I’ensemble R — A est fermé
dans R.

3. Si S = R, on appelle fermé dans S chaque produit AS, A4 étant fermé dans R.
Chaque sous-ensemble S de I'espace topologique R constitue alors un espace topo-
logique.
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4. Si A < R, je désigne par 4 la fermeture de A (le plus petit sous-ensemble fermé
de R contenant A).

S. Si A = S < R, la fermeture de 4 dans I'espace S est 4. S.

6. Les ensembles A4, B < R s’appellent séparés,si 1° AB =0, 2° A et B sont fermés
(ou, ce qui revient au méme, ouverts) dans 4 + B.

6.1. Siles ensembles A;, B; sont séparés pour 1 < i < h,1 5 j < k, les ensembles

n K B
Y A Y, Bjle sont aussi.
=1 j=1

6.2. Les ensembles A4, B étant séparés, si A, = A, B, = B, les ensembles 4, et B,
le sont aussi.

7.1. Les ensembles A, B = R sont fermés dans 4 + B si et seulement si 4B +
+ AB = AB.

7.2. Les ensembles 4, B sont séparés si et seulement si AB = AB = 0.

8. Si U < R est ouvert dans R, I'ensemble Hy(U) = U - U s’appelle la frontiére
de U (dans I'espace R).

8.1. U. Hy(U) = 0.

8.2. U + Hy(U) = U.

8.3. Si U est ouvert dans R, Hg(U) est fermé dans R.

9.1.1 Soient U; (1 < i < m) des ensembles ouverts dans R. Alors

Hg( _ZIU,-) < _ZlHR(U,-) .
9.2.2 Soient U, V des ensembles ouverts dans R. Alors
HR(U -V)c Hg(U) + HR(V) .
10.% Soient Q,, V, (v = 1,2, 3, ...) des ensembles ouverts dans R. SoitS = [] Q,.

v=1
oc

Soit T S, T Y V,.Pourv=1,23,...50it @, © Q,4, ¥, = Q,. Alors

v=1

H{(S V) < 5 HA(V) + M,
M = S‘H,((ilV,) cS-T.
11.4 Soit S = R; soit U un sous-ensemble ouvert de R. Alors
Hy(SU) = S. Hg(U) .
! K. Menger, Dimensionstheorie, p. 36.

2 Menger, 1. c., p. 36.

Menger, I. c., p. 37. L’énoncé de M. Menger est 1égérement différent de celui du texte.
4 Menger, 1. c., p. 35.



72

12. Un espace topologique R s’appelle normal® s’il jouit de la propriété suivante:
Si AB = 0, les ensembles A, B étant fermés dans R, il existe des ensembles U, V ou-
verts dans R telsque U > 4, V> B, UV = 0.

12.1.5 Soit R un espace normal. Soit A(U) un sous-ensemble fermé (ouvert) de R;
soit A = U. 1l existe un ensemble ¥ ouvert dans Rtelque A =« Ve V< U.

13. Un espace topologique R s’appelle complétement normal’ s’il jouit de la pro-
priété suivante: Si les ensembles 4, B = R sont séparés, il existe des ensembles U, V
ouverts dans R tels que U > 4, Vo> B, UV = 0.

13.1.8 Un espace complétement normal est normal.

13.2.° Chaque sous-ensemble S d’un espace complétement normal R constitue
un espace complétement normal.

13.3.1° Soit R un espace complétement normal; soit S < R. Soit Uy(U) un
ensemble ouvert dans S (dans R); soit U, = U. Il existe un ensemble V ouvert dans
R tel que

VeU, SV="U,, S.HgV)=H4U,).

14. Un espace topologique R soit appelé parfaitement normal'! s’il posséde les
deux propriétés ci-aprés: 1° R est normal; 2° chaque sous-ensemble ouvert de R est
un F, dans R (= somme d’une infinité dénombrable d’ensembles fermés dans R).
La propriété 2° peut étre énoncée comme il suit: chaque sous-ensemble fermé de R
est un G; dans R (= produit d’une infinité dénombrable d’ensembles ouverts dans R).

14.1. Un espace parfaitement normal est complétement normal.!?

14.2. Chaque sous-ensemble d’un espace parfaitement normal constitue un espace
parfaitement normal.!?

14.3. Soit R un espace parfaitement normal; soit S un sous-ensemble fermé de R.
Il existe des ensembles Q, (v = 1,2, 3, ...) fermés dans R tels que

o] )

S=HQV=HQV’ Qv+1CQv'

v=1 v=1
Démonstration. S étant fermé, c’est un G; dans R. Il existe par suite des en-

sembles U, ouverts dans R tels que S = [] U,. D’aprés 12.1 on détermine des en-

v=1

P. Urysohn, Uber die Mdéchtigkeit zusammenhéiingender Mengen, Math. Annalen, t. 94, p. 265.
Urysohn, 1. c., p. 272.
Urysohn, 1. c., p. 265.
Urysohn, 1. c., p. 265.
Urysohn, L. c., p. 284.

10 Menger, 1. c., p. 36.

11 Cette catégorie d’espace a été incidemment considérée (sans un nom spécial) par Urysohn,
l. c., p. 286, note 4laubasdela page.

12 Urysohn, 1. ¢., sub !,

O 3w
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sembles V, ouverts dans R tels que S <« V, =« ¥, = U,. Alors il suffit de poser

Qv = I:[l Vl"
1I. Définition de la dimension

15. Soit R un espace topologique; on dit que le nombre de dimensions de R égale
—1 (ou au plus —1) et I'on écrit dim R = —1 (ou dim R £ —1) si et seulement si
R = 0. Supposons que I’on ait déja défini, pour une certaine valeur de n ( =012,
3,...) les espaces topologiques dont le nombre de dimensions égale au plus n — 1.
Soit alors R un espace topologique et soit A4 un ensemble fermé dans R. On dit que
le nombre de dimensions de R relativement & A4 égale au plus n et on écritdim, R < n
is I’on peut attacher a chaque ensemble U > A ouvert dans R un ensemble V ouvert
dans R de manitre & avoir A = V < U, dim Hg(V) £ n — 1. On dit que le nombre
de dimensions de R égale au plus n et ’on écrit dim R £ n lorsque dim, R < n
pour chaque sous-ensemble A fermé de R. On dit que le nombre de dimension de
R (évent. relativement a un sous-ensemble fermé A) égale n et on écrit dim R = n
(dim, R = n), lorsque dimR <n (dim,R <n) mais non dim R<n —1
(dimy,R £ n —1).

16.1. Soit S un ensemble fermé dans R; soit 4 un ensemble fermé dans S. Soit
dim, R < n. Alors dim, S < n.

16.2. Soit S un ensemble fermé dans R. Soit dim R £ n. Alors dim S < n.

Démonstration. On voit sans peine qu’il suffit de déduire 16.1 pour la dimen-
sion n en supposant la proposition 16.2 vraie pour la dimension n — 1. Soit donc
U, > A4 un sous ensemble-ouvert de S. Il existe donc un sous-ensemble U ouvert
de R tel que U, = US, donc A = U. Puisque dim, R < n, il existe un ensemble V
ouvert dans R tel que A ¢ V < U, dim Hg(V) < n — 1. Posons V, = SV. L’ensemble
V, est ouvert dans S, et 'on a A = V, < U,. De plus, 'ensemble H(V,) est fermé
dans S, donc aussi dans R, et 'on a Hg(V,) = Hg(V,) d’aprés 11. La proposition 16.2
pour la dimension n — 1 étant vraie, il s’ensuit dim Hg(Vo) < n — 1.

17.1. Soit S un sous-ensemble fermé de R; soit 4 un sous-ensemble fermé de S.
Supposons qu’a chaque ensemble U > A4 ouvert dans R on puisse attacher un en-
semble V ouvert dans Rtelque A = V < U,dim S. Hg(V) < n — 1. Alorsdim, S <
< n.

Démonstration. Soit U, > A un ensemble ouvert dans S. Il existe un ensemble
U ouvert dans R tel que U, = SU. Il s’ensuit I’existence d’un ensemble ¥ ouvert dans
R tel que A c Ve U, dimS.HgV) < n— 1. Posons V¥, = SV. L’ensemble V,
est ouvert dans S et 'on a A  V, = Uy. D'aprés 11 on a Hg(V,) = S. Hg(V).
L’ensemble Hg(V,) étant fermé dans S, on conclut de 16.2 que dim Hy(V,) < n — 1.

17.2. Soit R un espace complétement normal. Soit S un sous-ensemble fermé de R;
soit A un sous-ensemble fermé de S. Soit dim, S < n. Alors & chaque ensemble
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U o A ouvert dans R on peut attacher un ensemble V ouvert dans R tel que A =
cVeU,dimS.Hg(V)<n -1

Démonstration. L’ensemble U, = SU est ouvert dans S et I'on a U, > 4.
Puisque dim, S < n, il existe un ensemble ¥, ouvert dans Stelque A = V, =« U, =
< U, dim Hg(V,) £ n — 1. Or d’aprés 13.3 il existe un ensemble V ouvert dans R
tel que V< U, SV =V, (donc V > A), S. Hx(V) = Hg(V,).

18. Soit R un espace topologique. Soient 4, B des sous-ensembles fermés de R;
soit C = R. Soit R — C = P + Q, les ensembles P, Q étant séparés (v. 6); soit
P o A, Q o B. Alors on dit que ’ensemble C sépare A et B I'un de Pautre dans R.

18.1. Soit R un espace normal. Soient 4, B deux sous-ensembles fermés de R,
soit AB = 0. Soit dim, R £ n. Il existe un sous-ensemble C fermé de R séparant A
et Bl'un de l'autre dans RettelquedimC < n — 1.

Démonstration. D’apres 12.1 il existe un ensemble U ouvert dans R tel que
A c U <= U < R — B. Puisque dim, R £ n, il existe un ensemble ¥ ouvert dans R
tel que A = ¥V < U, dim Hg(V) < n — 1. On voit sans peine que I'ensemble C =
= Hg(V) posséde toutes les propriétés demandées.

18.2. Soit R un espace normal. Soit A un sous-ensemble fermé de R. Supposons
qu’a chaque ensemble B =« R — A fermé dans R on puisse attacher un ensemble C
fermé dans R séparant A4 et B I'un de I'autre dans R de maniére que dim C < n — 1.
Alors dim, R < n.

Démonstration. Soit U > A4 unensemble ouvert dans R. En posant B= R — U
on voit qu’il existe un ensemble C fermé dans R et deux ensembles séparés P, Q de
mani¢re que dimC<n—-1,R—-C=P + Q, P o A, Q o B. On voit sans peine
que 'ensemble P est ouvert dans R, que 4 = P = U et que Hg(P) = C, d’ou
dim Hg(P) < n — 1 d’aprés 16.2.

18.3. Soit R un espace complétement normal. Soit A4, B, C = R; supposons
que C sépare A et B 'un de 'autre dans R. Il existe un ensemble C* = C fermé
dans R séparant A4 et B ’un de I’autre dans R.

Démonstration. On a R— C =P + Q, ou P, Q sont séparés. L’espace R
étant complétement normal, il existe des ensembles U, V ouverts dans R tels que
U>P, V> Q,UV = 0. Il suffit de poser C* = R — (U + V).

18.4. Soit A un sous-ensemble fermé d’un espace complétement normal R. Suppo-
sons qu’a chaque ensemble B « K — A fermé dans R on puisse attacher un ensemble
C séparant A et B I'un de 'autre dans R de maniére qui dim C £ n — 1. Alors
dim, R £ n.

Démonstration. D’aprés 13.1, 16.2., 18.2 et 18.3.
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II1. Théoréme sur la dimension d’'une somme

19. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S; (i = 1,2, 3,...) des sous-
0

ensembles fermés de R; soit dimS; < n pour i =1,2,3,... Alors dim Z S; < n.
i=1

Ce théoréme est banal pour n = —1. On peut donc procéder comme il suit: Dans
les démonstrations du n° 20 on fera usage du théoréme 19 pour la dimension n — 1;
dans le n° 21 on démontrera le théoréme 19 en continuant le supposer vrai pour la
dimension n — 1 et en faisant usage de la proposition 20.3.

20.1. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble fermé de R;
soient A, B* des sous-ensembles fermés de S. Soit C* un sous-ensemble fermé de S
séparant A et B* I'un de 'autre dans S et tel que dim C* < n — 1. Supposons que
dimgy R < n pour chaque ensemble F « R — S fermé dans R. Soit B un sous-
ensemble fermé de R tel que B* = SB. Il existe un enserable C fermé dans R séparant
A et Bl'un de l'autre dans Ret telquedimC < r — 1.

Démonstration. L’ensemble C* séparant A et B* I'un de l'autre dans S, il
existe deux ensembles séparés P, Q tels que S — C* =P + Q, P o A, Q o B*.
On voit sans peine que 'ensemble P est ouvert dans S, que P . B = O et que I{4(P) <
c C*, d’oudim Hg(P) < n — 1 d’aprés 16.2. Les ensembles P, B étant fermés dans
I’espace normal R, la relation PB = 0 donne I’existence de deux ensembles U, T
ouverts dans R tels que U o P, T> B, UT = 0, d’ou UT = 0 d’aprés 7.2. D’aprés
13.3 et 14.1 il existe un ensemble V ouvert dans R tel que P = SV, V< U, SK =
Hg(P), ot K = Hg(V). On voit sans peine que A = V, BV = 0, BK = 0. D’aprés
14.3 il existe des ensembles Q, ouverts dans R tels que

g:g“,K=ng=QQ.

v=1 v=

L’ensemble K — S est ouvert dans K, c’est donc un F, dans K; K étant fermé dans
R, K — S est un F, dans R. Il existe par suite des ensembles F, fermés dans R tels
que

D’apres 12.1 et puisque KB = 0, il existe des ensembles Z, ouverts dans R tels que
F,cZ,cZ,cR-B.

Evidemment F, = R — S, d’ot dimg, R £ n. Or F, = Q,Z, de maniére qu’il
existe des ensembles W, ouverts dans R tels que

F,cW,cQ7Z,, dimHgW,)<n-1.
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@

On a K — S < Y W, de maniére que I'on conclut du théoréme 10, en se rappelant
v=1

que SK = Hy(P),

H(Z W) < 3 Ha(W,) + Hy(P).

Posons

C = Hg(X), de maniére que d’aprés 9.1
*) C = X He(W) + Hy(P).

Le théoréme 19 étant par hypothése vrai pour la dimension n — 1, le nombre de
dimensions du second membre de la relation (*) estaupluségalan — 1,d’oudimC <
= n — 1 d’aprés 16.2. Or on vérifie sans peine que I’ensemble C sépare 4 et B I'un
de ’autre dans R, car

R-C=X+(R-X), X4, R—X>B.

20.2. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble fermé de R;
soit T un sous-ensemble arbitraire de R. Soit A un sous-ensemble fermé de S. Soit
dim, S < n; soit dim T < n. Alors dim, (S + T) < n.

Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut supposerque R = S + T
(v. 14.2). De la relation dim T < n on conclut alors sans peine que dimg R < n
pour chaque choix d’un ensemble F < R — S fermé dans R. Puisque dim, S < n,
d’aprés 18.1 a chaque ensemble B* = S — A fermé dans S on peut attacher un en-
semble C* fermé dans S séparant A et B* I'un de I’autre dans S et tel que dim C* <
< n— 1. Or soit B= R — A un ensemble fermé dans R. En posant B* = SB on
conclut de 20.1 qu’il existe un ensemble C fermé dans R séparant A et B 'un de I'autre
dans Ret tel que dim C < n — 1. D’aprés 18.2 onadoncdim, R = dim, (S + T) <
< n.

20.3. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S, T des ensembles fermés
dans R. Soit dim S < n, dim T < n. Alors dim (S + T) < n.

Démonstration. De nouveau on peut supposer que R = S + T. Soit A fermé
dans R; soit U > A4 ouvert dans R. On doit construire un ensemble V ouvert dans R
tel que A =« V< U, dim HR(V) < n — 1. L’ensemble A4S est fermé dans S, d’ou
dim,sS < n; on ade plusdimT=<n, R=S + T. Donc on déduit de 20.2 que
dim,g R < n. Par suite il existe un ensemble V; ouvert dans R telque AS < V; < U,
dim H R(V,) < n — 1. Par raison de symmétrie il existe un ensemble ¥, ouvert dans R
tel que AT < V, c U, dim Hg(V,) £ n — 1. Posons V = V; + V,. Evidemment
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V est un sous-ensemble ouvert de Ret A « V < U. D’aprés 9.1 on a
(*) Hy(V) = Hg(Vy) + Hy(V2) -

Or le théoréme 20.3 n’est qu’un cas spécial du théoréme 19 dont nous supposons
la validité pour la dimension n — 1; donc le théoréme 20.3 est vrai pour la dimension
n — 1 de maniére que le second membre de (*) a le nombre de dimensions au plus
égal a n — 1, d’ot dim Hg(V) < n — 1 d’aprés 16.2.

21.1. Passons a la démonstration du théoréeme 19 pour la dimension n. Les ensem-
k

bles Y. S; sont fermés dans R; du théoréme 20.3 on déduit par récurrence que
i=1

k «© ) k

dim) S; < n;enfin Y} S, =) Y S. Il en résulte qu'il suffit de démontrer le
i=1 k=1 k=1 i=1

théoréme 19 sous la supposition

(1) S, = Syg+q pour k=1,2,3,...

Sans restreindre la généralité on peut aussi supposer (v. 14.2) que

) S, =R.

Choisissons un ensemble A fermé dans R et un ensemble Z > 4 ouvert dans R.
Il s’agit de construire un ensemble U, ouvert dans R tel que A = U, = Z,
dim Hg(U,) £ n — 1. Commengons en construisant par récurrence, d’aprés 12.1,
des ensembles Z, ouverts dans R tels que

3 AcZ cZ, Z, cZ,,, pour r=1,23,...

21.2. Le moyen essentiel pour la construction de I’ensemble U, cherché sera la
construction préalable de trois suites U,, V,, T, (r =1,2,3, ) d’ensembles ouverts
dans R qui posséde, pour r = 1,2, 3, ..., les dix propriétés ci-aprés:

(a,) AS,cU, <z,

(br) U, =V,

() dim S, . Hg(U,) < n -1,
(dr) U -U_-y <=V,

(er) Hy(U) = S,-1 = Voot s
(fr) HR(Ur—l) =S eV,
(gr) AcVy,

(h,) Se-1 = Uy =Ty,

(ir) T2 Ty,

(.’r) T;'—I‘Vr—l=0‘
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Nous convenons d’ailleurs de poser
(4) U0=0, V°=R, So=0, T0=0, T_1=0-

Nous procederons de la maniére suivante: D’abord (en 21.3) on construira I'ensemble
U, ouvert dans R de maniére & avoir (a,) — (j,). Ensuite (en 21.4) en supposant que,
pour une certaine valeur de k (= 1,2,3,...) on ait déja construit les ensembles
U, V, T,(1=r=<k 1 <s=k—1)de manitre que les conditions (a,) — (j,)
soient vérifiés pour 1 < r < k, on construira les ensembles V,, T, ouverts dans R
satisfaisant aux conditions (fi+;) — (jx+1)- Enfin (en 21.5) en supposant que,
pour une valeur donnée de k (= 1,2, 3, ) on ait déja construit les ensembles
U, V, T, (1 £ r < k) ouverts dans R vérifiant les conditions (a,) — (e,), (f;) — (i)
(12 r<k1<5s=<k+1), on construira 'ensemble U, . ; ouvert dans R satisfaisant
aux conditions (a;4+;) — (ex+1)- Le but proposé sera ainsi atteint.

21.3. L’ensemble AS, est fermé dans S,; ’ensemble Z, est ouvert dans R et AS; <
c Z, d’aprés (3); 'ensemble S, est fermé dans R et dim §; < n. Donc il résulte de
14.1 et 17.2 qu’il existe un ensemble U, ouvert dans R tel que AS;, c U, =« Z,
dim S, . Hg(U,) £ n — 1. En tenant compte de (4) on voit que les conditions (a,) —
— (Jj,) sont réalisées.

21.4. Soit k = 1,2,3,... Supposons que les ensembles U,, V,, T, (1 <r=<k,
1 <5 <k — 1) vérifient les conditions (a,) — (j,) pour 1 < r < k. Montrons
d’abord que

(ak) A, 8, — Uu 5

(ﬂk) HR(Uk) - S, Sc—Uss
(')’k) A Ty s

(%) Hy(Uy) = S Ti-y

sont des couples d’ensembles séparés. L’ensemble S, — U, est fermé dans R et
contient S, — U,; donc d’aprés (a,)

Z(Sk— Uk)'l'A-Sk—Uk':A-Sk-'UkCA(Sk'-Uk)=ASk—Uk=0
de maniére que (v. 7.2) les ensembles (,) sont séparés. De plus,

HUs) = S5 (Se — Uy) = Ha(U,).(R = U)) = 0,
(He(U) - 5.) .5 = Uy = (R = 5) S, = 0,

de maniére que les ensembles (B,) sont séparés. Les ensembles V,_,, T,_,, étant
ouverts dans R, il sont donc séparés en vertu de (ji). Donc, d’aprés 6.2 et (g,), les
ensembles (y,) sont séparés et, comme Hg(U,) — S, = Hg(U,) — S,-, d’aprés (1)
[pour k = 1 d’apres (4)], il résulte de 6.2 et (e,) que les ensembles (J,) sont séparés.
Par suite on voit de 6.1 que les ensembles

A+ [Hy(U) = 8], (S« — Uy + Tiey
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sont séparés; en tenant compte de 14.1 on en déduit qu’il existe des ensembles ¥, T,
ouverts dans R satisfaisant aux conditions (fi+1) — (jx+1)-

21.5. Soit k = 1,2,3,... Supposons que les ensembles U,, V,, T, (1
vérifient les conditions (a,) — (e,), (f)) — (j) pour 1 £ r <k, 1<
D’aprés 14.3 il existe des ensembles Q, ouverts dans R tels que

r<k)

=
<k + 1.

(%) 0,20,,, pour v=1,23 ..,
(6) [A +HR(Uk)]'Sk+1 =ng=ng-

Les ensembles [A + Hg(U,)]. Si+1» Sy €étant fermés dans I'espace parfaitement
normal R, leur différence est un F, dans R. Il existe donc des ensembles F, fermés
dans R tels que

7) [4 + Hx(UJ] - Sk+1 — Sk = iFv.

D’apres (7), (fi+1) €t (grs1) on a F, = V;. En vertu de 12.1, il existe donc des en-
sembles P, ouverts dans R tels que

(8) P, cV,

et F, = P,. D’aprés (6) et (7) F, = Q,. De (3), (7) et (a;) on déduit sans peine que
F, < Z,4,. D’aprés (7) on a F, = R — S,. L’ensemble F, fermé dans S, [d’aprés
(7)] fait donc partie de I'ensemble P,0,Z;,; . (R — S;). Or S;4, est fermé dans R
et dim S;4; < n; il résulte donc de 14.1 et 17.2 qu’il existe des ensembles W, ouverts
dans R tels que

) F,c W, pour v=1,23,...,
(10) W,c P,QZy,q — S pour v=1,23 ...,
(11) dim S, . He(W,) £n—1 pour v=1,23,..

D’aprés (5), (6), (7). (9)et(10) les suppositions du théoréme 10 sont satisfaites si I’on
remplace S, T, Q,, V, par (6), (7), Q,, W,. Donc

(12) Hg( Z] W,) = ¥ He(W,) + Si. (4 + Hx(U))) .
v= v=1

Posons

(13) U1 = U + lev

de maniére que U4+, est un sous-ensemble ouvert de R.
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De (), (3), (7), (9), (13) on déduit sans peine que la condition (a,. ) est réalisée.
La vérité de (b, ) est évidente. D’aprés (a,), (12), (13) et 9.1 on a

(14) Ho(Upr1) = Ha(Uy) + ZIHR(W,).

D’aprés (7), (9) et (13) on a Hg(Ui4y) - [Si+1 - Hr(Ui) — Si] = 0, de maniére que
(14) donne

(15) Seer - Ho(Uist) =S¢ He(Uy) + lem . He(W,).

Or nous supposons la validité du théoréme 19 pour la dimension n — 1; de (),
(11), (15) et 16.2 résulte donc (¢, +). D’aprés (8) et (10) W, = ¥, de maniére que (13)
donne (d,,,). D’apres (8) et (10) He(W,) = Vi; d’apres (firy) Hr(Uy) — Sk < Vis
donc (14) donne (e, 4,).

21.6. La construction des ensembles U,, V,, T, ouverts dans R possédant les pro-
priétés (a,) — (j,) pour r =1,2,3,... est ainsi achevée. Nous devons (v. 21.1)
construire un ensemble U, ouvert dans R tel que

(16) AcU,cZ,
(17) dim Hg(U,) < n —1.

Posons a cet effet
o0
[Iw = E:[f',
r=1

de maniére que U,, est un sous-ensemble ouvert de R. La condition (16) est vérifiée
en vertu de (2), (3) et (a,). Choisissons une valeur de k (= 1,2, 3, ...). D’aprés (b,)
et(d)ona

(18) U,c U+ Y V,.
r=k

@ [ e]

D’aprés (i,) et (j,) ona T,.. . V, = 0; les ensembles T, et ), ¥, étant ouverts dans R,
r=k r=k

ils sont séparés, d’ou (v. 7.2)

Or d’aprés (18)

de maniére que
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Donc, en vertu de (he+q) (Sk_— U, . Hg(U,) = 0, cest-a-dire S, . Hg(U,) = U,
Or Uk c U(o <R - HR(U(,,); Uk - Uk = HR(Uk); donc Sk . HR(Uw) (o= Sk . HR(U,‘)-
Ceci étant vrai pour k = 1,2, 3, ..., on déduit de (2) que

(19) HR(Uw) ckZlSk . HR(U]‘) .
Comme nous supposons la validité du théoréme 19 pour la dimension n — 1, la rela-
tion (17) s’obtient de (19) et (c,) en vertu de 16.2.
1V. Quelques conséquences
22. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < n. Soit 4 un sous-

ensemble arbitraire de R. Soit U o 4 un sous-ensemble ouvert de R. Il existe un
ensemble V ouvert dans R tel que

AcVeU, Hy(V)=®, + &,,
dim®, Sn—1, &, =A4.HyV)= (4~ A). Hy(V).

Démonstration. L’espace R étant parfaitement normal, I'ensemble 4. U est
un F, dans R. Il existe donc des ensembles F, fermés dans R tels que

(1) A.U=YF,.
v=1
D’apres 14.3 il existe des ensembles @, ouverts dans R tels que
(2) Qv = Qv+l s Z = HIQV = HIQV’
v= v=

D’aprés (1) et (2) F, < UQ,; or dim R < n de maniére qu’il existe des ensembles W,
ouverts dans R tels que

€); F,e W, <cUQ,,

(4) dimHg(W,) < n—1.
D’apres 10

%) H( Zl W,) < ZlHR(W,,) +(A-U).
Posons

V=3W; 0= HY). LH(W); 0= A.Hy(V).



82

L’ensemble V est ouvert dans R; comme A = U, d’aprés (1) et (3) A= A.U < V;
donc A.Hg(V) =0, dott &, = (4 — A). Hg(V); d’aprés (5) Hp(V) = &, + 9,3
d’aprés (4), 19 et 16.2dim &, < n — 1.
23. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R £ n. Soit S un sous-en-
semble arbitraire de R. Alors dim S < n.

Démonstration. Le théoréme étant banal pour n = —1, supposons le vrai
pour la dimension n — 1. Soit A un ensemble fermé dans S; soit U, > A un ensemble
ouvert dans S de maniére qu’il existe un ensemble U ouvert dans R tel que U, = SU,
d’ou U o A. D’aprés 22 il existe un ensemble V ouvert dans R tel que A <« V <= U,
Heg(V) = &, + ¢,,dim®, <n — 1, d, = 4 — A. Posons V, = SV; 'ensemble V,
est ouvert dans S et 'ona A < V, c U,. D’aprés 5 A = S4, d’ou S®, = 0, donc
S.Hg(V) = &, et par suite Hg(V,) = @, en vertu de 11. Or nous supposons la
validité du théoréme a démontrer pour la dimension n — 1; donc dim H S(VO) =
< n — 1. Par suite dim S < n.

24.1. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R £ n. Soit S un sous-
ensemble fermé de R. Soit U, un ensemble ouvert dans S, soit U > U, un ensemble
ouvert dans R. Soit dim Hs(U,) < n — 1. Alors il existe un ensemble ¥ ouvert dans R
tel que Uy « Ve U, SV =U,, S. Hi(V) = Hg(U,), dim Hg(V) < n — 1.

Démonstration. D’aprés 13.3 et 14.1 il existe un ensemble W ouvert dans R
tel que SW=U,, U, c Wc U, S.HgW)= HgU,). D’aprés le théoréme 22
(01‘1 I’on remplace A4, U par U, W) il existe un ensemble V ouvert dans R tel que
Uyc Ve Wc U (donc SV =U,), H(V) = &, + ®,, dm®, <n -1, &, =
= U, . Hg(V) = (U, — U,) Hr(V). L’ensemble ¥, est fermé dans R. On a Hg(V) =
cVe W;or SW= U, c V<R — Hg(V), de maniére S. Hg(V) = S. Hg(W) =
= H(U,), d’'ou S. Hg(V) = H(U,) d’aprés 11. Or Hs({Uo) = S.U, — Uy =
= U, — Ug (car U, < S entraine U, < S, S étant fermé dans R) et par suite ¢, =

=0, -U )HR(V) (Vo) donc dim &, £ n — 1. L’ensemble &, étant fermé

dans R, I'ensemble Hg(V) — @, = &, est ('espace R étant parfaitement normal)
un F, dans R, d’ou Hg(V) = @, + Y F,, les F, étant des sous-ensembles de &,
v=1

fermés dans R. Comme dim®, < n — 1, dimF, < n — 1 d’aprés 23 (ou bien
d’aprés 16.2). Donc dim Hg(V) < n — 1 d’aprés 19.

24.2. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S, S,,..., S, des sous-
ensembles fermés de R. Soit R = §; o S, o ... o §,. Soit U, un ensemble ouvert
dans S;; soit U = U, un ensemble ouvert dans R. Soitdim S, < n,pour1 £ v < k.
Soit dim Hs,(Uo) < m, — 1. Alors il existe un ensemble V ouvert dans R tel que
UpcVecl,S,.V=U, S,.Hg(V)=Hg(Uy), dimS,. Hg(V) £ n, — 1 pour
1sv=k

Démonstration. Le théoréme étant banal pour k = 1, supposons le vrai
pour k — 1. I existe donc (v. 14.2) un ensemble ¥, ouvert dans S, tel que U, =



83

Vo< S;.U, 8.V, =Uy Si.Hs(Vo) = Hs(Ug), dimS,. Hg(Vp) £ n, — 1
pour 2 £ v < k. D’aprés 24.1 (ou on remplace n, S, U, par ny, S,, V,) il existe un
ensemble Vouvert dans Rtel que Uy, = V, =« V < U, S,V = V¥, (et donc S,V = Uo),
S, . Hy(V) = Hg(V,), dim Hg(V) < ny — 1. Comme S, = S,, on a ;. Hg(V) =
= S, . H,(Vo) = Hs,(U,). Comme S, = R, la relation dim S, . Hg(V) < n, — 1 est
vraie pour v=1. Pour 2<v <k ona S, © S,, donc S,. Hg(V) = S, . Hs,(Vo)
d’ot ici encore dim S, . Hg(V) < n, — 1.

V. Théoréme sur le recouvrement d’un espace a dimension finie

25.1. Soit R un espace normal. Soient U,,..., U, des sous-ensembles ouverts

de R; soit ) U, = R. 1l existe un ensemble ¥, ouvert dans R tel que V; < U,,

v=1
Vy + ZZU, =R.

m

Démonstration.'® L’ensemble R — Y U, est fermé dans R et est contenu dans
v=2

U,. Donc d’aprés 12.1 il existe un ensemble V; ouvert dans R tel que

R —

v

U

M3z

cVieV,cU;;

v

2
évidemment V; + ) U, = R.
v=2

25.2. Soit R un espace normal. Soient U,,..., U, des sous-ensembles ouverts

m
de R; soit ) U, = R. 1l existe des ensembles V,, ..., V,, ouverts dans R tels que

v=1

V,cUy,...V,cU,, ZIV' =R
e

Démonstration.!® Les ensembles V, s’obtiennent en appliquant n fois la pro-
position 25.1.

25.3. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < n. Soient Uy, ..., U,, des

sous-ensembles ouverts de R; soit Z U, = R. 1l existe des ensembles V,,..., V,
v=1
ouverts dans R tels que: ¥, c U, pour 1 <v<m; Y V,=R; V,V, =0 pour
v=1
I1sp<vEmdimHg(V,)Sn—1pour 1 Sv=m.
Démonstration. D’aprés 25.2 il existe des ensembles Fy, ..., F,, fermés dans

m
Rtelsque F, « U,pour1 £v < m, ) F, = R. D’aprés 12.1 il existe des ensembles
v=1

13 Menger, 1. c., p. 159—160 (Bemerkung).
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W,, ..., W, ouverts dans R tels que F, =« W, = W, = U, pour 1 < v £ m. Puisque

dim R £ n, il existe des ensembles Z,, ..., Z,, ouverts dans Rtelsque F, = Z, < W,,

dim HR(Z‘,) <n-—1pour1=v=m Posons V; = Z;; pour 2 < v < m posons
v—1

V,=Z,— Y Z, Lesensembles V, sont ouverts dans Retl'ona V, =« Z, « W, = U,.
=1

Soit p un point arbitraire de R; comme R = Y F, = ) Z,, soit v le plus petit indice

v=1 v=1

tel que (p) = Z,; on voit sans peine que (p) = V,. Donc )" ¥, = R. Pour 1 < pu <

i

v—-1

<v<monaVcR- ZZ:CR Z,cR-V,cR-V, dou VV,=0.
<

Comme ¥, = Z;, on a dim HR(V,) n—1.Pour2<v<mona

v-1 v=—1_
"ZZu=Zv_ZZu’
u=1 =1
donc d’aprés 9.1 et 9.2
Hy(V)) = ZIHR(Z;‘)
ue

d’ou dim Hg(V,) < n — 1 d’aprés 19 et 23 (ou bien 16.2).
26. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < n. Soient U,,...,U

des sous-ensembles ouverts de R; soit ), U, = R. Il existe des ensembles V; (1 < i <
v=1
<(n+ 1) m) ouverts dans R jouissant des propriétés suivantes:

m

1°VicUypour LsvEm(n+1)(v-1)+12is(n+1)v;
(n'f'l)m_
22 Y 7=
i=1
3V,.V;=0pour 1 Si<j<(n+1)m;
4° dlmHR(V)<n— lLpour 1Sis(n+1)m;
5° soitiy, iz, ..., i,(2 £ r £ n + 2)unecombinaisondesindices 1, 2, ...,(n + 1) m:

alorsdlmHV n—r+1.

Démonstration. Pour k = 1, ils résulte sans peine de 25.3 qu’il existe des en-
sembles V® (1 < i < km) ouverts dans R tels que

(ae) VP cU,pour 1t SvEm k(v—-1)+1=iZkv;
km

(b YV =
=1

() V. VP =0pour 1 Si<j<km;
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(di) dim He(V®) < n — 1 pour 1 £i £ km

(&) pour chaque combinaison iy, i,, ..., i, des indices 1, 2, ..., km

telle que 2 < r < k + 1onadim HV"" n—r+ 114
$=
On doit prouver que de tels ensembles V% existent aussi pour k = n + 2. Supposons
donc que, pour une certaine valeur de k (1 £ k < n + 1), on ait construit des
ensembles V* (1 < i < km) ouverts dans R jouissant des propriétés (a,) — (e);
il s’agit seulement d’en déduire des ensembles V**! (1 < i < (k + 1) m) ouverts
dans R vérifiant (a;41) — (€+1)-

26.1. Pour 1 < r £ k, soit S, ’ensemble de tous les points p de I’espace R tels
que (p) = V* pour r valeurs différentes au moins de P'indice i (1 < i < km). D’aprés
(by) on a S; = R. Evidemment S; o S, o ... © S, et les ensembles S, (1 < r < k)
sont fermés dans R. D’aprés 19 et (¢) on adimS, < n—r + 1pour 1 <r <k

Les ensembles S,U, (1 < v < m) sont ouverts dans S, et 'ona ) S,U, = S,. Donc,
v=1
en vertu de 14.2 et 25.3, il existe des ensembles T, (1 < v < m) ouverts dans S, tels

que

(1) T,cU, pour 1 <v<m;

@) £ -

(3) T,T,=0 pour 1Spu<v=<m;
) dimHg(T)<n—k pour 1<v<m

26.2. Nous allons construire des ensembles W, (1 v m) ouverts dans R tels
que:

(=) W,cU, pour 1Sv<m;

(8,) S,.W,=T, pour 1<v<m

(?v) Sk'HR(w,v)=HSk(Tv) pour 1 Sv=m;

(8,) dimS,.Hg(W)<n—r pour 1<r<kl=<v=m
(s) WW,=0 pour 1Spu<v=m;

&) W, W,cS, pour 1Sp<v=m.

14 pour k=1, donc r=2,0ona P= H V”‘)_‘ Vx(.l)' V.(zl)' Or d’apres (c;) Vn!ll)' Vz(zl):: Y

d'odt VPP = 0 selon 7.2; donc P © HR(V“)), d’ot dim P<n—r+ 1=n—1 d’aprés
16.2 et (d,).
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Les conditions (g,) et ({,) sont a regarder comme banales. D’aprés (1) et 12.1 on
construit d’abord des ensembles Z, ouverts dans R tels que

(5) T,cZ,cZ,cU, pour 1 <v<m.

D’aprés 26.1 les hypothéses du théoréme 24.2 sont vérifiées lorsqu’on y remplace
Uy U,n, (1 £ r < k)par Ty, Z;, n — r. Il existe donc un ensemble W, ouvert dans
R vérifiant («;) — ({;). Supposons donc que, pour une certaine valeur de v(2 < v <
< m), on ait déja construit des ensembles Wy, ..., W,_, ouverts dans R tels que les
propriétés («,) — (¢,) aient lieu pour 1 < u < v. On doit construire un ensemble W,
ouvert dans R jouissant des propriétés («,) — (¢,). Pour 1 < pu < v on a d’aprés

(B,) et (1)
W, —S)T,<(W,—S)S, =0, W,—-S,.T, < W,.5T, < T,[T,;
les ensembles T, et T, étant ouverts dans S,, il sont séparés d’aprés (3), d’ou T T, =
1

= 0. Donc (v. 7.2) les ensembles W, — S, et T, sont séparés; les ensembles Z(W -

— Si), T, le sont aussi en vertu de 6.1; donc (v. 14.1) il existe des cnsembles P,, O,
ouverts dans R tels que

v—-1

(6) P,>oYW,-S., 0,oT,, P,Q,=0.
u=1

Or on peut appliquer le théoréme 24.2 en y remplagant Uy, U, n, (1 < r < k) par
T, Z,0Q,, n — r. Il s’ensuit I’existence d’un ensemble W, ouvert dans R tel que

@] T.cW <=Z2,0,

et que les conditions (8,), (v,), (3,) soient réalisées. D’aprés (7) on a W, = Z,, d’ol
il résulte («,) d’aprés (5). Les ensembles P,, Q, ouverts dans R sont séparés d’aprés (6),
de maniére que (v. 7.2) P,Q, = 0,donc W,0, = S,pourl < p < v.Orona W, < Q,
en vertu de (7), donc on a ({,). Par suite pour | S p<vonaW,. W=[W,+
+ Hg(W,)] . W, = S,, d’ou, en tenant compte de (8,), (y,) et (B,).

W,. W, =[SW, + Sc H(W,)] . SW, = [T, + Hy(T)] T, = T,T, = 0
d’aprés (3) et 7.2; il en résulte (g,).
26.3. Posons
®) WwhiV=v® -YW, pour 0Srsm—-1Lrk+1Zi<(r+ 1)k,
v=1

) Ve =W, pour 1Sv<m

de maniére que V{**V (1 < i < (k + 1) m) sont des sous-ensembles ouverts de R.
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D’aprés (a,) et (a,) on a (a,‘H) Pour 0<r<m-1 rk * 1igs(r+ 1)k
onad’aprés (8) V¥ <« V&I + Z W, dou V¥ < P4 4+ Z W,, donc (b,+,) en

vertu de (9) et (b,). D’aprés (8) (9) (ci) et (&) on a (c4y). D aprés 9.1 et 9.2 on
apour0<r<m-—-1,rk+1=5i<(r+1)k

m
H(VEEY) « He(V®) + Zl He(W,),

d’oit (dy,) d’aprés (8,), (d), 16.2 et 20.3.
26.4. 1l reste a prouver (e4,). Soit donc jy, j;, ..., Jj, (2 £ r £ k + 1) une com-
binaison des indices 1,2, ..., (k + 1) m. Soit

r

_ k+1)

=1V
s=1

On doit démontrer que dim Q@ < n — r + 1. Quatre cas sont a distinguer:

Premier cas. Deux au moins parmi les ensembles V**" (1 <5 <r) sont
donnés par (9); soit pour fixer les idées

pe+n _

\4

pe+h _ W

Ji uo J2

avec p,v=1,2,..,m; p<v.Ona Qc W,.W, dou Q =S, d’aprés ({,). En
outre W, W, = 0 d’aprés (¢,), d'oit Q = Hg{W,). Donc d’aprés 16.2 et (3,) dim Q <
Ssn—kZn—-r+1,carr <k +1.

Deuxi¢me cas. Parmi les r ensembles Vj“*", un seul est donné par (9). Il
existe un indice v(l v m) et une combinaison iy, i,, ..., i,_, d’indices 1, 2, ..., km
de maniere que

Les ensembles W,, V¥ — ¥ W, sans point commun étant ouverts dans R, ils sont
n=1
-1 m
séparés; donc W,.[[ V¥ — Z W, =0 dapres 7.2, dou Q < S,_, . Hg(W,) et
s=1
dim Q < n — r + 1 d’aprés 162et(o)

Troisiéme cas. Tous les ensembles V/*"!’ sont donnés par (8) et 2 < r < k.
Il existe donc une combinaison iy, i,, ..., i, d’indices 1, 2, ..., km telle que

*) 0 =TIV - X W <TIV,
s= pn= s=

donc dim Q < n — r + 1 d’aprés 16.2 et (e,).
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Quatriéme cas. Tous les ensembles V{***) sont donnés par (8) et r=k+ 1.
On a de nouveau la formule (*) Comme r =k + 1, 0on a Q c S, en vertu de la
m m
définition de S, d’ou Q = ), W, daprés (2) et (8,). Or (V™ - Y W). W, =0,
u=1

v=1

d’ou V¥ — Zle W, = 0 d’aprés 7.2 de maniére que Q. W, = Opour 1 < v < m.
=

Donc Q = ) (W, — W,), Q = S, et par suite Q = Y S,.Hg(W,), donc d’aprés
v=1 v=1

162 et (8,)dimQ=<n—k=n—-r+ 1

27. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble fermé de R;

soit dim S < n. Soient U,, ..., U,, des sous-ensembles ouverts de R; soit ). U, o S.

v=1

11 existe des ensembles V; (1 < i < (n + 1) m) ouverts dans R tels que:

I°VieUypour 1svEm n+)(v-1)+15is(n+1)v;
(n+1)m .

22 Y VioS;
i=1

VV,=0pour 1 Si<js(n+1)m;

4 dimS.Hg(V;)Sn—1pour 1 Si<(n+1)m;

5° pour chaque combinaison iy, iz, ...,i, (2 <r < n+2) dindices 1,2,...

wo(n+1)mona [[V;, S, dm[[V,sn—-r+1
s=1 s=1

Démonstration. D’aprés 26 et 14.2 il existe des ensembles T; ouverts dans S
tels que:

IIA

6 T,cUypour l<vE=m (n+)(v-1D+1=5is(n+1)v;

(n+1)m
7 Y T,=S;
i=1
8 T;.Tj=0pour 1 Si<j<(n+1)m;
9 dimHy(T)<n—-1pour1<i<(n+1)m;

10° pour chaque combinaison iy, iy, ...,i, (2 r

v+ )monadm[[T, <n—r+1.
s=1

A

n + 2) d’indices 1,2, ...

D’aprés 6° et 12.1 il existe des ensembles Z; ouverts dans R tels que
TicZcZcU, pour 12v=m, (n+1)(v-D)+15is(n+1)w

Evidemment il suffit de construire des ensembles V; (1 < i < (n + 1) m) ouverts
dang R de maniére que

(a) T,cV,cZ, T,=SV, pour 1<i<(n+1)m;
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(5) Vi.V;=0 pour 1Sj<is(n+1)m;
(c) S.Hy(V;))=H(T}) pour 1Si<(n+1)m;
(d) V;.V;=T,.T; pour 1sj<i<(n+1)m.

D’aprés 13.3 et 14.1 il existe un ensemble V, ouvert dans R vérifiant (a,) et (c,),
que (b,) et (d,) n’exigent rien. Supposons donc que pour une certaine valeur de i
(2 £ i = (n + 1) m)on ait déja construit des ensembles V; (1 < j < i) ouverts dans R
tels que les conditions (a;) — (d;) soient satisfaites pour 1 <j < i. On doit
construire un ensemble ¥; ouvert dans R vérifiant (a;) — (d;). Pour1 < j < iona

(V,-S).T,c(R~S)S=0,
V,—S.T,cV,.S.T,=[S.V;+S.Hy(V))] T; =
=[T;+H(T)]T. =T;. T,

i-1
et T; . T, = 0 d’aprés 8° et 7.2. Par suite, en vertu de 6.1 et 7.2, les ensembles ) V; —
o~

J
— S et T; sont séparés; il existe donc (v. 14.1) des ensembles P;, Q; ouverts dans R

tels que
i-1

PioYV;-S, 0;>T,, PQ;=0.
j=1

D’aprés 7.2 P;Q; = 0. D’aprés 13.3 et 14.1 il existe un ensemble V; ouvert dans R
tel que

T,cVicZQ;, T;=SV;, HyT)=S.HgV).

Les propriétés (a;) et (c;) sont évidentes. Puisque V, = Q;, V; = S + P; (1 £ j < i),
on a V,V,c PO, + S = S. Donc V,V; =S, d'ou V,V, = SV;.SV; = T,T; = 0,
d’ov (b;). De plus SV, = S. [V; + Hp(V))] = T; + Hs(T}) = T;; comme V,V, < S,
on a V|V, = SV,. SV, = T,T;, d’ou (d)).
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THEORIE GENERALE DE L'HOMOLOGIE DANS
UN ESPACE QUELCONQUE

Fundamenta Mathematicae
19 (1932), 149—-183

Dans les derniéres années, plusieurs auteurs' ont développé une théorie de I’homo-
logie dans un espace métrique et compact R. Voici la maniére de procéder de
M. Alexandroff: D’aprés le théoréme de Borel, on peut recouvrir R par un systéme fini

(1) U,U,, ..., U,

d’ensembles ouverts? dont la norme (= maximum des diamétres des ensembles (1))
est inférieure & un nombre positif donné. Or on déduit de (1) un complexe (abstrait) N
dont les sommets ay, a,, ..., a, correspondent aux ensembles (1), les sommets
Ayos Ay veny Ay, détermindnt un n-simplexe de N si et seulement si les ensembles cor-
respondants U,,, U,,, ..., U, ont un point commun. Ceci étant, on considére une
suite de recouvrements tels que (1), dont les normes tendent vers zéro, chaque re-
couvrement de la suite s’obtenant du précédent par une subdivision, et I'on forme
la suite

2 Ny, Ny, N, ...

des complexes correspondants (Projektionsfolge). Chaque cycle Cj,, situé dans

N, . détermine un cycle C} = nC,,, dans N,, la projection de C,,. Une suite

n n n
19 &25 39 cee

1 p. Alexandroff, Untersuchungen tiber Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen beliebiger
Dimension, Annals of Math., (2) 30, 1929; p. 101 —187, ot ’'on trouve cités les travaux antérieurs
du méme auteur.

S. Lefschetz. Topology, Amer. Math. Soc. Coll. Publ., vol. 12, 1930, Chap. 7, § 4.

L. Vietoris, Uber den hoheren Zusammenhang kompakter Riume und eine Klasse von
zusammenhangstreuen Abbildungen, Math. Annalen, 97, 1927, p. 454 —472.

Pour le cas particulier ou I’espace R est une partie du plan euclidien, v. déja L. E. J. Brouwer,
Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve, Math. Annalen, 72, 1912, p. 422—425.

2 M. Alexandroff considére des ensembles fermés; mais cette différence n’est pas essentielle
(v. ce Mémoire, V, 8).
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de cycles contenus dans les complexes (2) constitue un cycle dans R (Projektionszyklus,
Vollzyklus) si I’on a pour chaque v ’homologie C; ~ nCy,, dans N,.

Or si ’espace R est quelconque, on peut aussi considérer des recouvrements finis
(1) formés d’ensembles ouverts (= réseaux ouverts). Ici encore, chaque réseau peut
étre considéré comme un complexe. L’unique différence consiste en ce qu’il n’existe
plus une suite telle que (2) constituée par des réseaux ,.arbitrairement petits; au
lieu de la suite (2), on a ici 4 considérer la famille de fous les réseaux ouverts.? Le but
principal de ce Mémoire est de montrer comment on arrive ainsi 4 une théorie de
I’homologie dans un espace topologique quelconque; le traitement ne suppose
d’ailleurs aucune connaissance des travaux antérieurs.

L’ouvrage est divisé en cinq Chapitres. Au Chap. I, je rappelle sans démonstra-
tion quelques propriétés connues des modules. Au Chap. II, j’expose une théorie
générale d’une maniére trés abstraite. Je ne suppose ici rien sur la nature de I’espace R;
au contraire je suppose donnée une famille fondamentale de réseaux, c’est-a-dire une
famille de recouvrements finis de R soumis a la seule restriction qu’a deux recouvre-
ments quelconques de la famille on en puisse déterminer un troisiéme qui soit un
»affinement* simultané des deux recouvrements donnés. Chaque famille fondamen-
tale de réseaux donne lieu a une théorie de I’homologie des cycles. Je considére
d’ailleurs, d’aprés M. Lefschetz,* des cycles mod «, « étant un sous-ensemble donné
quelconque de R. Au Chap. III, je considére le cas important ou R est un espace
topologique, la famille fondamentale étant celle des réseaux ouverts. J'y expose
d’abord les relations entre les cycles dans R et les cycles dans un sous-ensemble
fermé de R. Ensuite, je montre que la théorie des cycles de dimension zéro coincide
avec la théorie de la connexité au sens de Lennes-Hausdorff. A la fin, je considére des
réseaux réguliers® par rapport a un sous-ensemble de R.

A ce but, je démontre (IIT 20) deux lemmes relatifs & un espace topologique com-
plétement normal, qui ont peut-&tre quelque intérét intrinséque. Au Chap. IV, je
traite une application de la théorie générale; notamment, je généralise un théoréme
de MM. Mayer et Vietoris® relatif aux homologies dans la somme R; + R, de deux
complexes, au cas ol R, et R, sont deux espaces topologiques normaux fermés dans
leur somme. La méthode dont je fais usage ici est celle de MM. Mayer et Vietoris,
mais dans le cas bien plus général que j'envisage il y a des difficultés que I’on vainc
d’une part au moyen de la notion d’un réseau régulier, d’autre part par un théoréme
général (II 21) relatif & I'existence des cycles. Le théoréme que je démontre contient

3 On sait que M. Hurewicz a montré ’importance de la famille de tous les réseaux ouverts dans
la théorie de la dimension des espaces métriques et séparables (v. W. Hurewicz, Proc. Acad.
Amsterdam 30, 1927, p. 425, ou bien K. Menger, Dimensionstheorie, Chap. V).

4 Topology, Chap. I, n° 14.

5 Cf. Lefschetz, Topology, p. 91 (normal neighborhood NL).

6 W. Mayer, Uber abstrakte Topologie, Monatshefte f. Math. u. Phys. 36, 1929, p. 1 —42.

L. Vietoris, Uber die Homologiegruppen der Vereinigung zweier Komplexe, ibidem, 37, 1930,
p. 159—-162.



92

comme cas particulier le ,,théoréme de Phragmén-Brouwer généralisé* de M. Alexan-
droff.” Au Chap. V je remarque d’abord que la théorie des cycles & coefficients
rationnels (suivant M. Lefschetz®) exposée aux Chap. précédents peut se transporter
au cas (considéré par M. Alexander®) des cycles dont les coefficients sont des entiers
réduits mod. m. Ensuite, je montre que le cas ou la famille fondamentale est celle
des réseaux fermés est essentiellement identique au cas (que je considére) des réseaux
ouverts. A la fin, je remarque que I’on peut obtenir une nouvelle théorie de ’homo-
logie en choisissant une famille additive fixe de sous-ensembles de R; en particulier,
on peut obtenir une théorie qui est a celle exposée au Chap. 11I dans le méme rapport
que la notion du continu a celle d’un ensemble connexe.

1. Modules

1. R désigne I'ensemble des nombres rationnels.

Un ensemble quelconque non vide M s’appelle un module si I'on a défini deux
opérations: 1° la somme a + b € M de deux éléments a, b € M; 2° le produit rae M
d’un élément a € M par un nombre r € R; on suppose d’ailleurs que

1° par rapport a ’addition, M constitue un groupe commutatif dont I’élément
identique soit désigné par 0’;

2° poura,beM;r,seRona

rla+b)=ra+rb, (r+s)a=ra+sa,

r(sa) = (rs)a, la=a.

On en déduit en particulier que 0a = 0’, r0' = (', tandis que pour r = 0, a + 0’
on a ra + 0'. Dorénavant, nous écrirons plus simplement O au lieu de 0'.

2. On dit que I’élement a € M dépend de A = M si a = 0 ou a = ), r,a, pour
1

un choix convenable de n = 1,2,3,...,r,e R, a,e A(1 v < n)

On dit qu’un sous-ensemble 4 = M est indépendent si ’on ne peut trouver des

éléments a,,...,a,e M (n = 1,2,3,...) différents 'un de I'autre et des nombres
n

Ty, ..., 7, € R dont un au moins + 0 de maniére que 'on ait ) r,a, = 0. Cette con-
1

dition est vérifiée si A = 0 est I’ensemble vide.

Un ensemble A = M constitue une base du module M si 1° A4 est indépendant;
2° chaque élément de M dépend de A.

7 Untersuchungen etc., p. 178.

8 Topology, Chap. VII.

9 J. W. Alexander, Combinatorial analysis situs, I. Transactions Amer. Math. Soc., 28, 1926,
p. 301—329.
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3. Chaque module posséde au moins une base; le nombre h des termes d’une
base (C’est un nombre naturel ou bien un aleph) est le méme pour toutes les bases;
nous appellerons h le rang du module M. Un module M est dit fini si son rang est
fini.

4. Un ensemble M; = M, M, + 0, constitue un module si et seulement si

1° a, be M, implique a + be M, ;
2°ae M,, re R implique rae M,.

On dit alors que M, est un sousmodule du module M.

5. Soit A; une base d’'un sousmodule M; du module V. Alors il existe une base
A o A; du module M.

6. Soient h, h; les rangs d’'un module M et de son sousmodule M,. Alors h, < h.
Donc si le module M est fini, aussi M, est fini; dans ce cas, I’égalité h, = h entraine
M, = M.

7. Une suite décroissante de sousmodules d’un module fini M est toujours finie
(si le rang de M est h, la suite posséde au plus h + 1 termes).

8. Soit M une classe (non vide) de sousmodules d’'un module fini M et soit P lc
produit (= partie commune) de tous les modules de la classe 9. I existe alors des
éléments M,, M,, ..., M, (k fini ) de la classe M tels que P = M, M,, ..., M,.
Si P # 0, c’est un sousmodule de M.

9. Soient M, M’ deux modules. Soit f une fonction univoque définie dans le
domaine M et telle que: 1° pour a € M on a f(a) e M’; 2° pour a’ € M’ il existe un
élément a e M tel que a’ = f(a); 3° pour a,be M on a f(a + b) = f(a) + f(b);
4° pour ae M, re R on a f(ra) = r f(a). On dit alors que le module M’ est une
image homomorphe du module M. Si s + b entraine f(a) + f(b), on dit que les
modules M, M’ sont isomorphes.

10. Soient h, h' les rangs des modules M, M’. Si M’ est une image homomorphe
deM,h' < h (en particulier, une image homomorphe d’un module fini est un module
fini); si M et M’ sont isomorphes, i’ = h. Et réciproquement.

11. Soit M; un sousmodule d’'un module M. On peut considérer comme égaux
deux éléments a, b e M tels que a — b e M,. En faisant ainsi, on obtient de M un
nouveau module que nous désignerons par M — M,. Evidlemment M — M, est une
image homomorphe de M.

12. Soient M, M, deux sousmodules d’un module M jouissant de la propriété
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