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8. SPOCETNE PLNE NORMALNI PROSTORY

IS

8.1. F-prostor je plné normalni, je-li kazdé jeho oteviené pokryti
normélni (definice 5.1); F-prostor je normalni, je-li ka?dé jeho konedné
oteviené pokryti normailni (véta 4.10). Bylo by proto pfirozené stu-
dovat tiidy, které lezi ,,mezi* t¥idou plné normalnich a t¥idou normal-
nich prostori, totiz zkoumat F-prostory, jejichZz kazdé oteviené po-
kryti mohutnosti = m je normalni. Omezime se v3ak jen na piipad
m =N, '

Definice. Pravime, Ze F-prostor P je spoetné plné& normdlnt, je-li
ka?dé jeho nejvy3 spodetné oteviené pokryti normélni.

Poznamka. Dosud neni-znidmo, zda existuje normalni prostor,

ktery neni spoetné plné normalni.*)

8.2. Necht P je normilni prostor. Aby P byl spoéetné plné
normilni, k tomu je nutni a stadéi kazdd z téchto pod-
minek:

(1) jsou-li G4 oteviené, U G, = P, pak existuji oteviené 7,
k=1
tak, 2o V, c G4, {V:} je lokdln& kone&né oteviensd pokryti;

(2) ke kaidému nejvys spodetnému otevienému pokryti
existuje jemn&j8i o-lokdlné koneéné zakryti uzavienymi
mnozinami;

(3) jsou-li G, oteviené, U G, = P, pak existuji F,-mnoZiny

k-1

X, c @, tak, ze U X, = P.
k=1

*) Takovy ptiklad byl uddn (M. Rupmv, Countable paracompactness and Souslin’s
problem, Canadian Journal of Mathematics, 1955, 7, 543—547)pouzeza pfedpokladu,
%e neplati tzv. Souslinova domnénka, kterd pravi, Ze uspofédané mnoZina, v niZ je
katdé disjunktni soustava intervala spodetnéd, obsahuje spotetnou hustou &ést.
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(4) je-li {X,} nejvys spodetny lokaln& koneény soubor
¢asti P, pak existuji oteviené mno#iny G, > X, takové, Ze
{G:} je lokdlné konedny;

(5) je-li {X,} nejvys spotetny lokdlné koneény soubor
¢asti P, pak existuje spojité zobrazeni ¢ prostoru P do
jistého metrického prostoru R takové, Ze {¢'(X;)} je lo-
kélné koneény v R;

(6) jsou-li F,, c P uzaviené, F, > Fy,, pro k= 1,2,..., HF,, =
k-1
= f, pak existuji oteviené G, > F, tak, Ze ﬁ G, = 0;
kal

(7) ke kazdému nejvys§ spodetnému otevienému pokryti
existuje hvézdovité jemnéjdi nejvys spodletné oteviené
pokryti.*)

Dikaz. Oznaé¢me pro struénost znakem (0) tvrzeni, Ze P je spodetné
plné normaélni. '

I. Z 4.3, (1) vyplyva ihned, Ze (0) = (1). Implikace (1)=- (2) je
trividlni. — Plati-li (2), necht G G, = P, G, jsou oteviené. Existuje
k=1

o-lokalng koneény soubor { F,} takovy, Ze F', jsou uzaviené, U F, = P,
{F,} je jemn&jsi nez {G,}; pro kazdé u zvolme k = k(u) tak, aby

F, c G; polotme X, = Usy-n . Potom X, c G,, U X, = P, ka#dé
=1

X, je F,-mnoZina (to plyne z 1.15). Tedy plati (3). — Implikace
(3) = (0) vyplyva z 2.8. Dokazali jsme tedy, Ze podminky (0), (1), (2),
(3) jsou ekvivalentni.

II. Necht plati (0). Necht {X,} je nejvys spodetny lokilné koneény
soubor &asti P. Pro ka#dé x ¢ P zvolme jeho oteviené okoli U, tak, aby
mnoZina u(x) téch k, pro néz U, n X, + #, byla koneénd. Pro kazdou
koneénou neprizdnou mnozinu g indexu (pfirozenych éisel) k poloZme
V)= Uu)-uU.. Potom V, je nejvys spoletné oteviené pokryti pro-
storu P a plati: V, n X, + 0, kdyZ a jen kdyZ k e u. Jeito (0) plati,

*) K této vété viz napi. M.J. MansFreLD, On countably paracompact normal
spaces, Canadian Journel of Mathematics, 1957, 9, 443—449.
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(0) = (1), existuje oteviené W, c V, tak, ze {W,} je lokdlné koneény.
Oznaéme M mnoZinu viech u; pro ka?dé k& bud M(k) mnoZina téch u,
pro néz ke u. Soubor {M(k)} je ziejmé bodové koneény; poloZime-li
G = Ug,, W, jetedy podle 1.5 soubor {G,} lokalng konelny. Zfejmé
@, jsou oteviené, X, c G,. Tedy plati (4).

Necht plati (4). K danému lokalné koneénému souboru { X, } najdeme
(jezto téZ {X,} je lokdlnd konedny) oteviené G, > X, tak, aby {G} byl
lokalné koneény. Jezto P je normalni, existuji spojité funkece f, v P
takové, Ze ze X.,=>hir)=1 xeP — Q= f(x) = 0. Polozime-li

o(z, ¥) =kz [f(x) — fu(y)| pro z ¢ P, y ¢ P, pak podle 3.4 g je spojitd
=1

pseudometrika. Bud R p¥isludny k ni (viz 3.2) metricky prostor (jeho
metriku znadéime téZ p), ¢ prisludné (zfejmé spojité) zobrazeni. Ziejmé
pak plati: z ¢ P — Gy, = o(p(x), (X)) = 1. Z toho okam#ité plyne, Ze
{@(X,)} je lokiln& konedny. Tedy plati (5). .

Zjistili jsme, Ze (4) = (5). Implikace (5) => (4) plyne ihned z toho, Ze
metricky prostor je plné normalni, z 5.17 a 1.9.

Plati-li (4) a F, maji vlastnosti uvedené v (6), pak zfejmé {F,}
je lokalng konedny, tedy existuji oteviené G, > F, tak, Ze {G,} je lo-
kalng konedny, a tim spiéekF]le = . Tedy (4) = (6).

Necht konedng plati (6). Bud {G,} nejvys spotetné oteviené pokryti

prostoru P. MnoZiny F, =P — UG, jsou uzaviené, F,>F,,,,
. n=1

<] -]
N F. = 9, takZe existuji oteviené U,> F, takové, ze N U, = 0. Jeito
n=l n=1l

P je normalni, existuji (zjisti se to snadno indukei) oteviené V,, takové,
%6 U2 Vo V,>F,, V,o>V,,,. Ziejmé je soubor {V,} lokiln¢ ko-
neény. Polofme nyni W, =G, W,=G,nV,_, pro n=2,3,...
Ztejms je { W,} lokalng konedny. KdyZ x ¢ P, bud p nejmensi takovs,

p-1
Ye re@,, potom znonel Gy, zeF, ;cV,,, tedy xe W, Tedy
ki1
G W, = P. Z toho plyne, Ze {G;} je normélni. — Dokdzali jsme, Ze
n=l .

(6) = (0); z toho a z pfedchézejicich vysledkil vyplyva, Ze podminky
-(0), (4), (8), (6) jsou ekvivalentni.
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II1. Jestlize plati (7), pak se ke ka’dému nejvys spodetnému ote-
vienému pokryti {G,} indukei sestroji posloupnost pokryti s vlast-
nostmi, uvedenynn v 4.1, (1); z toho pak plyne, Ze {G,} je normélni. —
Plati-li (0), bud {G;} nejvys spotetné oteviené pokryti prostoru P. Pak
{G,} je normalni, tedy podle 4.3, (1) existuji oteviené Gy c G, takové,
ze U Gy = P a soubor {G;} jelokaln& koneény. Podle 2.6 (s C, = 0)
eexistuje lokdlné konedné oteviené pokryti {U,} prostoru P, které hvéz-
dovité zjemiiuje {Gy }. Pro kazdé f oznatme () mnozinu téch k, pro
néz U, c Gf; mnoziny u(f) jsou zfejmé konedns, nebot {G} je lokalng
koneény. Bud nyni M mnoZina vSech neprazdnych koneénych mnoZin
indexti k; pro kazdé u ¢ M bud V, sjednoceni viech U, takovych, Ze
w#(B) = p. Je ztejmé, Ze {V,} je spodetné oteviené pokryti P. Snadno se
zjisti, Ze {V,} hvézdovité zjemiiuje {Gy}. Je-li totiZ z e P, existuje k
takové, Ze pro ¢ Uy je Uy c Gy; je-li nyni x ¢ V,, pak pro jisté f plati
z e Uy, u(B) = u, aviak potom mame U, c G, tedy téz Uy c Gy pro
kazdé f’ takové, Ze u(f’) = u(f), a proto V, c Gy. Dokézali jsme tedy,
ze (0) a (7) jsou ekvivalentni.

8.3. Je-li prostor P spodetné plné normalni, Sc P je
uzaviend, pak S je spoéetnd plné normdlni.

To vyplyva ihned z 8.2, (6).
8.4. Necht P je normalni prostor, {X,} je jeho o-lokalng

kone&né zakryti, X, jsouuzavienéaspotetné plné normalni.
Potom P je spoéetnd plné normélni.

Dikaz. Necht {G,} je nejvys spofetné oteviené pokryti prostoru P.
Podle 8.2, (1) existuji uzaviené (v X,, a tedy v P) mnoziny F, ,c G,

takové, Ze GFE,,, = X,. Poloime 7T, = U, ¥F,,. Potom T, jsou

nal

F,-mnotiny, T, c G, U T, = P. Podle 8.2, (3) je tedy P spodetns
n=1
plné normdlni.

8.5. Necht P je norméalni prostor, {X;; k=1,...,n} je ko-
nedéné zakryti P, kazdd X, je Gy-mnoZina. Jsou-li X; spoéetné
plné normalni, pak P je téZ spodetné plné normalni.
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Diikaz. Necht F, c P jsou uzaviené, F,> F, , pro p=1,2,...,

NF¥, =9 Jeito X, jsou spocetné plné normélni, existuji oteviené v P

p=1

mnoZiny G, , takové, Ze G, ,> X, nF,, NG ,n X, = @; lze pred-
s

polkladat, ie vidy plati G, , > Gy ,4,. Necht X, = nHk » ., jsou

otevfené, a pro p=1,2,... midme H, ,> H, ,.1; polozn:ne U,=
=kU (Gy.» n Hy ;). Potom ziejmé U, jsou oteviené, U, > F,. Necht
-1

x ¢ P; neni-li z e X,, pak pro velkd p je x non ¢ H, ,; je-li x ¢ X}, pak
pro velkd p je z non &, ,. Pro kazdé k existuje tedy p tak, Ze » non

e Gy, N Hy ,; z toho plyne ihned, zexnonnU MametedynU =4.

Pl

Z toho ihned vyplyva podle 8.2, (6), Ze P je spocetné plné normalni.
8.6. Necht P je spodetné plné normalni, Sc P je F,-mno-
Zina. Potom § je spoéetn& plné normalni.
Dikaz. Podle T 5.4.4 S je normalni. Nyni pouZijeme 8.3 a 8.4.

8.7. Necht P je F-prostor. Necht § c P.a necht pro kazdou
otevienou G c P takovou, Zze Sc @, existuje spocetné plné
norméalni 7, Sc T c G. Potom S je spoéetné plné norméalni.

Dikaz. Necht H, c § jsou oteviené v S, D H, = 8. Zvolme ote-
=l

viené v P mnoZiny G, tak, aby G, nS=H, a polozme G = | G,;
zvolme 7' tak, aby S ¢ T ¢ G, T bylo spodetné plné normalni. Potom

existuji oteviené v T mnoziny U, tak, e U,c@,nT, YU, =T,
=l

{U,} je lok4lng konedns v T'. Soubor {U,.n 8} je lokilné koneénym
otevienym pokrytim S, U, nSc G, n8S = H,.

8.8. Je-li prostor P normélni a kaidid Fidkd uzavienad
Sc P je spodetnd plné normalni, potom P je téZ spofetné
plné normalni.

Dukaz. Necht F, c P jsou uzaviené, F, > Fy,, pro k=1,2,..,;

necht A F, = . Pro k= 1,2, ... poloime @, = Fyn P — F,; bud
k-1 j . ,
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N =kU1 Dy Potom {®,} jelokalnd koneény, tedy mnoZina S je uzaviens

podle 1.13 a ¥dké podle 1.18. Z 8.2, (4) plyne, %e existuji oteviens v §
mnoziny H > &, takové, ie {H,} je lokdlng koneény. Zvolme nynf
oteviené (v P) mnoziny U, > @, tak, aby U,n (S — H,) = §. Pro

p=12,... polofme T, =kn U,. Potom SnT,=¢; kdyby totiz
. =D

zeSnT, pak by x e H, pro k = p, coZ neni mozné. PoloZme nyni

G =U,—T,)u(P —P—F,); pak G, jsou oteviené, G,> F,.

Ptedpokladejme, Ze ?] G, + 0;necht x ¢ ﬁ G,. JeitoP— P —-F,cF,,
n=l n=1 .

zfejmé existuje p takové, Ze xnoneP — P — F, pro n = p,

tudiz xe U, — T, pro n > p, tedy z e N U, cozdavs, spor. Mame tedy
n=7P

-]

N G, = 9. Ztoho plyne podle 8.2, (6), Ze P je spoletné plné normalni.

M=l

8.9. Je-li prostor P budto plné normalni nebo dokonale
norm#lni nebo normalni a spoéetn® kompaktni, pak je
spodetné plné normalni.

Pro pln& normalni prostory je to evidentni; druhé dva ptipady
plynou z 8.2, (3) resp. (6).

Poznimka. Lze dokédzat, Ze kaZdy prostor, ktery se d4 vnofit do
uspofddaného prostoru (viz T def. 6.1.2), je spofetné plné normalni.

Cvicenik §8

8.1. Nazveme prostor P dédiéné spoletné plné normdlnim, je-li kaZdy jeho
podprostor spodetnd plnd normélni. DokaZte: k tomu, aby P byl dédiéné spodetns
plné normdlni, staéi (a je nutnd) ka?d4 z téchto podminek: (1) kaZdd oteviend
&dst P je spobetnd plnd normadlni, (2) P je dédi¥né normélni a ka?dd jeho ridks
dast je spodetné plné normélni.

8.2. K tomu, aby byl prostor P dédi¢né spoletné plné normélni, je nutné
a stadi tato podminka: jestlize G, c P, k = 1, 2, ..., jsou oteviens, pak existuji
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oteviené U, takové, 26 N1 U, & U &, jsou disjunktni a pro ka?dé k plati U Gy C
cG,uU,.

8.3. Necht P je normédlni prostor, {X,} je jeho.o-lokdlnd koneéné zakryti,
X, jsou uzaviené a dédi¢né spoéetnd plné normdlni. Potom P je d8di¢ns spo-
detné plné normélni. ’

8.4. Necht P je plné normélni prostor. Je-li P lokdlné dédiéné spodetns nor-
maélni, pak je .dédiénd spodetnéd normalni.
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