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7. LOKALISACE VLASTNOSTI

7.1. Definice. Necht P je prostor, M je soustava jeho &isti. Pra-
vime, ze mnozina X c P ndleZi v bodé x ¢ P lokdlné do M, jestlize exis-
tuje okoli U bodu z takové, ze U n X ¢ M; plati-li to pro ka?dé z ¢ P,
pravime, Ze X ndleZi lokdiné do soustavy IM; ndlezi-li X do M lokalns
v kazdém bodé z ¢ X, Fikame, ze X ndleZi vnitiné lokdlné do soustavy
M. — Ziejms plati: jestlize X ¢ M, pak X ndilezi lokilné do M.

Je-1i V jista vlastnost &4sti prostoru P a je-li i soustava viech ¥ c P
8 touto vlastnosti, pak nékdy rikdme (misto uvedenych vyrazi) také,
ze X c P ma v bodé z lokalné vlastnost V, a podobné (nap¥. fikime,
ze ,,X je lokilné Gy-mnoZinou).

7.2. Je-li M soustava éisti F-prostoru P a je-li X c P, pak
mnoZinatéchz e P,vnichz X nalezilokdlnédoM, je oteviena.

7.3. Soustavu mnoZin M nazyvime aditivni, jestlize plati X ¢ M,
YeM=XUY eM, multiplikationi, jestlie plati X e M, ¥ e M=
=XnYeM

Soustavu M éasti prostoru P nazveme

(a) lokdlné uréenou, jestliZe plati: nédleZi-li X c P lokilné do M,
pak X ¢ M,

(b) vnitiné lokdlné uréenou, jestlize plati: ndlezi-li X c P vnitiné
lokalng do M, pak X € M.

7.4. V ngkolika tvrzenich a vétich pouZijeme jest& tohoto (spise
pomocného) pojmu: soustavu I &dsti prostoru P nazveme édsteéné
dédiénou, jestlize ke kazdému x ¢ P existuje okoli U s touto vlastnosti:

(*) kdyz Fc Gc U, F je uzavieni, G je oteviend, pak existuje
mnozina H takovéd, e Fc Hc G aplati: Xe M=>HnXeM.

Je zfejmé, %e v libovolném topologickém prostoru P je Cdsteéns
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dédidna zejména: kard4d d&dina*) soustava, soustava viech uzavie-
nych mnozin, viech otevienych mmoZin, viech G4-mnoZin apod.**)

71.5. Necht M je lokalné urdensd ddstednd dédi¢ns aditivni
soustava ¢asti reguldrniho F-prostoru P. Potom plati: kdyz
X, eM, {X,} je lokdlné konedny, pak U, X, e M.

Dikaz. Pro kazdy bod z € P existuje oteviené okoli U, s vlastnosti
7.4, (*) takové, Ze mnoZina u(x) téch «, pro néz U, n X, * @, je ko-
neénd. Necht V', je okoli z, ¥V, c U,; existuje H, tak, ze H,n X, e M
pro ka#dé «, V,c H,c U,. Ztejmé H,n U, X, = Useuis (Hz 0 Xo),
takie H,n U, X,eM. Tedy U.X, nalezi lokilné do M a proto
Us X e M.

7.6. Necht prostor P je plné normélni. Nechf nepriazdna
soustava M jeho ¢asti je Eastedné d&diénd a nechf plati:
kdyzi X,eM, {X,} je lokalné koneény, pak UX,e M. Potom
soustava M je lokdlné urdend a aditivni.

Dikaz. Ztejmé staéi dokdzat: kdyz X c P nale#ilokaln& do 9, pak
X ¢ M. Pro xz € P necht je U, okoliztakové, Ze U, n X ¢ M, V, pak okoli
z svlastnosti 7.4, (*). Z toho, Ze P je plné normdlni, plyne (viz 5.8), Ze
existuji oteviené mnoziny W7, W, takové, ze YW} =P, Wr¥c W,c
cU,nV, {W, zeP} je lokidlné koneény. Dile existuji H, tak, Ze
WicH,cW,aplati YeM=H,nY eM, takie H,nX = H_n
n({U.n X)eM Soubor {H,n X} je ziejmé lokdlnd koneény, takze
X=UH:nX)eM.

71.7. Necht P je prostor, M je soustava jeho Easti; budf M,
soustava viech UX,,, X,eM, abud M; soustava viech nX,,,

X,eM. Soustava SJJ? ]e aditivni; je-1li M mult1p11kat1vn1 pa,k
je multiplikativni téZ M,. Soustava M, je multiplikativni;
je-1i M aditivni, pak je aditivni téz M;.

*) Soustavu mno%in M nazyviéme déditnou, kdyz plati: Y C X e M = Y e M.

**) Je-li soustava M édsti prostoru P dédiéné, pak zfejmé pro kazdou Y C P plati
XeM =Y n XecM. Je-li splnén slabsi pozadavek, plati-li totiz zmindnd implikace
agpoii pro mnoZiny Y z jisté soustavy §), kterd je dostatetns ,,bohatd'‘ v tom smyslu, Ze
kazdé z ¢ P mé okoli U, v ndm% mezi libovolnou uzavienou F g otevienou G, F C G,
1ze ,,vloZit* mnoZinu ze soustavy ), nazvali jsme IN &dstednd dédiénou. Z této pozndm-

ky je snad zfejméjsi smysl terminu ,,¢dsteénd dédiénd soustava‘, kterého se jinak
v literatuie dosud nepouzivalo.
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Necht P je plné normdlni. Je-1i MM lokdln& uréend Sistednsd
dédiénd aditivni soustava, pak totéZ plati o M, a za pred-
pokladu, Ze M je mimoto multiplikativni, téz o M,.

Diukaz. Tvrzeni tykajici se aditivnosti a multiplikativnosti jsou
zfejma. Necht P je plné normalni, M je lokilné urdens dastednd dédidni
aditivni soustava. Potom tvrzeni o M, vyplyvd z 7.5, 1.14, 7.6.
K dikazu tvrzeni o M; (za pFedpokladu, Ze M je multiplikativni) pak
podle 7.6 staci dokéazat: kdyz X, e M,;, {X,} je lokdlnd koneény, pak
U Xa € 9)23.

Z toho, Ze P je plné normalni, vyplyne snadno, %e existuje lokalné
koneény soubor {Hy} takovy, Ze U Hy; = P, mnoZina u(f) indexu
takovych, Ze Hyn X, + 9, je pro kazdé B koneén4 a plati ¥ e M =
=HynY eM.

Polozme nyni T = U, (Xa N Hy). Pak T e M, (nebot M a tedy
t6% M, je aditivni), Us T = Us Xa, Ty ¢ Hy, Hy e M, (Hy} je lokélng
koneény. Z 1.16 nyni plyne, ze U, X, = UpTs ¢ M;.

7.8. Soustava vSech wuzawvwfenych (vSech otftevfenych)
mno#in v libovolném prostoru je lokdlné uréens, édstedné
dédiéna, aditivni a multiplikativni.

Dikaz. Necht M c P a necht kazdé x ¢ P ma okolf U takové, Ze
U n M je uzavreni. Necht z e M; zvolme okolf U bodu z tak, aby
U n M byla uzavtend; pak M = UnM UM —U,tudiz xe UnM =
=UnMc M. Soustava viech uzavienych mnozin je tedy lokilné
uréena. Ostatni tvrzeni jsou zfejma.

7.9. Necht P je normélni prostor. Uzaviend mnoZina
FcP je dokonale uzaviensa, kdyz a jen kdyZ je zirovei
Gs-mnoZina; oteviend mnoZina G c P je dokonale otev¥e-
néi, kdyZ a jen kdyZ je zarovei F,-mnoZina.

Dtikaz stadi provést pro dokonale uzav¥ené mnoziny. Je-li F doko-
nale uzaviens, pak je Gy-mnoZinou podle T 9.5.13. Necht F' je uzaviens

G;-mnozina. Bud P — F = G S, 8, uzaviené. Necht f, je pro n =
=l

=1, 2, ... spojitd funkce v P; necht ze P=> 0 < fo(2) = 1, ze F =
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= fa(®) = 0, £ € 8§, = f.(x) = 1. Pro z ¢ P poloZme f(z) = i %f,,(x).
n=1

Potom f je spojita funkee v P, f-1(0) = F.

7.10. V plnd normélnim prostoru F,-mnoZiny (GymnoZi-
ny, dokonale uzaviené mnoZiny, dokonale oteviené mno-
ziny, dokonalé F,-mnoziny, dokonalé G;-mnoZiny) tvo¥i
lokilné urlenou soustavu (kteri je zdroveil Sastednd da-
diénd, aditivni a multiplikativni).*)

Dikaz. Pro F,-mnoZiny a Gs-mnoZiny to plyne z 7.8 a 7.7. Pro
dokonale uzaviené a dokonale oteviené mnoZiny pouzijeme nyni 7.9,
pro dokonalé F,-mnoZiny a dokonalé Gj-mnoziny pak znovu 7.7.

Poznimka. V normélnim prostoru, ktery neni plné norméalni, ne-
musi byt soustava vSech F,-mnoZin ani soustava viech Gj-mnoZin
lokalné uréens; viz 10.3.

7.11. V libovolném prostoru tvofi oteviené mnoZiny
vnitiné lokalné uréenou soustavu. V reguldrnim F-prosto-
ru tvofi mnoziny, které jsqu prinikem uzaviené a ote-
viené mnozZiny, vnitifné lokdlné uréenou soustavu.

Dikaz. Prvni tvrzeni je zfejmé. Necht P je regularni F-pro-
stor; necht X ¢ P, X nile#{ v kazdém z ¢ X lokdln& do soustavy M
viech F n G, kde F je uzavieni, ¢ je oteviend. Je-li x ¢ X, zvolme
jeho okoli U, takové, ze U, n X = F, n G,, kde F, je uzaviens, G,
je oteviena; zvolme dale oteviené okoli ¥, bodu z tak, aby V,c U, n
NG, Potom V,nXcV,nXcF,nG,cX, tedy = neleii v uzé-
véru X — X. Z toho ihned plyne, 2¢ X — X je uzaviena. Jeito X =
=Xn (P — (X — X)), mdme X ¢ M.

7.12. V dédiéné plné norméalnim prostoru soustava viech
mnozin, které jsou prunikem oteviené mnoziny a F,-mno-
ziny, a soustava v8ech @G;mno%in jsou vnitfn& lokalné
uréenymi soustavami.**)

*) Vata 7.10 plati obdobnd, jak lze snadno ukézat na zdkladd véty 7.7, pro kaZdou
borelovskou tf{du mno#in, jakoZ i pro obdobné t¥idy, které dostaneme, kdy% vychdzime
z dokonale uzavienych (otevienych) mnozin. Viz té%Z poznémku pod ¢irou na str. 416..

**) K této vdtd (a ndkterym jinym vysledkam z tohoto paragrafu) srovn. préci
E. MicEAELA citovanou ne str. 421.
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Dikaz provedeme pro piipad F,-mnoZin. Neéht X c P a necht
ka?dé x ¢ X m4 okoll V, takové, e V,n X = G, n 8., kde G, je ote-
viend, S, je F,-mnoZina. Z toho, Ze P je normalni, plyne snadno, Ze
kaZdé z ¢ X m4a oteviené okoli U,c V, n G,, které je F,-mnozinou;
plati pak U, n X =U_.n 8,, takie U, n X je F,-mnoZina. PoloZme
nyni U = U, xU.,; pak X c U, U je oteviend, X je v U lokdlng F,-
mnoZina. Podle 7.10 je tedy X F,-podmnozZinou prostoru U, a tedy je
pranikem U s jistou F,-mnozinou v P.

Pro pfipad G;-mnozin dospéjeme obdobnym postupem k tomu, Ze
X je Gy-mnozina v U; to viak znamend, %e X je G5-mnoZina téZ v P.

7.13. Necht M je soustava ¢asti F-prostoru P a necht
(1) kdyzZ Gc P je oteviena, X M, pak GnXeM (2) kdyz
XcYcP,X=7, X jeoteviend v ¥, pak X eM=>T ¢ M.

Potom k tomu, aby M byla vnitiné lokdlné uréenou sou-
stavou, je nutné a staéi tato podminka: kdyz X, e M, {X,}
je disjunktni, X, jsou oteviené v X =y X,, potom X ¢ M.

. Dukaz. I. Necht M je vnitiné lokalné urdend. Maji-li X, uvedené
vlastnosti, pak zfejmé X = |J X, ndle#i vnitiné lokilné do M, tedy
X € M. Podminka je tedy nutna.

II. Necht podminka je splnéna. Necht Y c P nalezi vnitiné lokalné
do M. Bud @ soustava viech neprazdnych otevienych @ c P takovych,
Ze GnY eM Z T 3.9.1 snadno vyplyva, Ze existuje maximdalni dis-
junktni soustava § c & (to znameni, Ze H c H’' c G, H’ disjunktni =~
= ' = §). Bud U sjednoceni viech H ¢ §. Potom (podle piedpokli-
dané podminky) je ztejmé UnY ¢ M. Kdyby bylo Y —UUY =+ 0,
existoval by bod y e Y — U nY a (jeito Y nalezi vnittné lokilné do
M) jeho okoli V, takové, ze VonY e M. Je-li nyni G, oteviené,
yeGocVo—UnY, mame GonY ¢ M, tedy Gye @, pii tom viak
G, nUnY =0, coz je ve sporu s tim, Ze § je maximélni. Je tedy
Y c Un7Y. Podle vlastnosti (2) dostaneme nyni ¥ ¢ M; z toho plyne,
ze M je vniting lokalné uréenou soustavou.

7.14. Necht P je prostor, X c P je v ka?dém svém bodu
lokaln& 1. kategorie (lokalné tidké) v P. Potom X je 1. ka-
tegorie (fidka) v P.
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Dikaz. Bud M soustava vSech X c P, které jsou 1. kategorie
(tidké) v P. Z¥ejm& M m4 vlastnost 7.13, (1); kdyz X c Y c P, X = 7,
X je oteviend v Y, pak zfejmé ¥ — X je fidkd v Y, a tim spife v P,
a proto X e M= Y ¢ M. Konedné je zfejmé, e M spliiuje podminku
z 7.13; M je tedy vnitiné lokalné uréend soustava.

7.15. Je-li V uréitd vlastnost, definovand pro topologické prostory,
budeme (jako obvykle) fikat, Ze prostor P md v bod€ z lokdlné vlastnost
V, jestlize existuje okoli U bodu x v prostoru P takové, ze podprostor U
ma vlastnost V; ma-li P v kaZdém svém bodé lokalné vlastnost V,
fikame, %e P md lokdlné vlastnost V.

7.16. Necht P je pln& normdlni, Sc P, 8§ = P, S je spodetns
kompaktni. Potom P je kompaktni.

Dikaz. Necht {G,; x € A} je nejvys spofetné oteviené pokryti P.
Podle 5.6 existuji oteviené H, tak, e H, c G, UH, = P. Jeito S je
spotetnd kompaktni, existuje koneéna B c 4 tak, %e U,z (H,n S) =
= 8. Mdme pak U, s H,n S = P, tedy U,.s @. = P. Z toho plyne, Ze
P je spoletn& kompaktni, a tedy podle 5.16 kompaktni.

7.17. Je-li plné normalni prostor P lokalné spodetné kom-
paktni, pak je sjednocenim disjunktnisoustavy otevienych
mno%in, z nich ka%da je oc-kompaktnim a lokdlné kompakt-
nim prostorem.

- Dukaz. Pro kaidé z ¢ P zvolme spotetné kompaktni okoli U,;
z toho, Ze P je plné normalni, plyne, Ze existuje lokilné koneéné ote-
viené pokryti {V,; ¢« A} prostoru P takové, ze {V,} je jemn&jsi nez
(U.}. Ztejmé pak V, jsou plné normalni, a tedy podle 7.15 kom-
paktni. '

" Pro ka?dé x € A ozna¥me nyni C(x) mnoZinu téch f e 4, pro ndz
V.0V, + 0. Kazdd mnoZina C(«x) je koneénd; kdyby totiZz byla ne-
koneénd, pak {V,n Vg B € C(x)} je nekoneény lokélné koneény soubor
neprazdnych &isti kompaktniho prostoru V,; to viak vede ihned ke
sporu Ziejmé plati V, C Upecw) Vs Pro kaidé o e A polozme nyni

Ci(2) = 0(%), Cna(o) = U C(B) prom = 1, 2, ..., Do) =ﬂL_JIO'n(0‘)'
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Je zfejmé, Ze kaZdd D(x) je spodetnd; ddle je zfejmé, Ze pro libovolnd
o€ A, oy e A bud D(x,) = D(x,) anebo plati 8, € D(x,), B, € D(x;) =
= Vs, 0 Vs = 0. Bud nyni & soustava vSech Upp V5. Potom & je
disjunktni oteviené pokryti P. Jeito vidy V,c Upcw Vs a tedy
y € D(a) = V,, c Upecia) Vg dostévime snadno Upepey Vs = Upediay V-
Z toho plyne,. Ze kaZdé S € & je o-kompaktni lokdlné kompaktni.

7.18. Necht mé kazdy bod plné normélniho prostoru P
okoli, které je sjednocenim spodetného poltu spodetné
kompaktnich podprostorit. Potom P je sjednocenim dis-
junktni soustavy o-kompaktnich otevienych mnoZin.

Dikaz. Pro kazdé x € P zvolme okoli U, které je sjédnocenim spo-
éetné soustavy spodetné kompaktnich mnoZin. Je#to P je pné nor-
malni, existuje lokdlné konedné oteviené pokryti {V,; « € 4} takové,

te {V,} zjemtiuje {U.}. Potom pro kaZdé « plati V, = G Xy kde X,
n=1

jsou spodetnd kompaktni; plati pak té% V, = G X, ., takZe podle 7.16
A=l

V. jsou o-kompaktni.
Necht nyni C(x), C,(x), D{x) maji stejny vyznam jako v diukazu
véty 7.17. Z toho, %e V. je o-kompaktni, snadno vyplyne, ze C(x),
a tedy té% D(«) jsou spodetné. Plati rovnéz, e vidy V, ¢ Ug.ce Vs & Ze
pro libovolné «, € 4, «, € A je vidy bud D(x,) = D(x,) nebo 8, € D(«,),
B2 € D(x;) = Vg nVy = §. Obdobnym zplsobem jako na konci di-
kazu 7.17 se zjisti Ze soustava vSech Up,p,) Vs ma Zaddané vlastnosti.
7.19. Plné normdlni lokdlné m-metrisovatelny prostor je
m-metrisovatelny. '
Dikaz. Nechtf kazdy bod  plné normalniho prostoru P ma okoli U,,
které je m-metrisovatelné. Pak existuje lokalné koneéné oteviené po-
kryti {V,; « ¢ A} takové, Ze {V,)} zjemiiuje {U,}. Jezto V, je m-metri-
sovatelny, existuje podle 5.20 jeho oteviend base {G, 4 § ¢ B,} takovi,
te B, = U, B.,, M mé mohutnost m, soubory {G, s f € B, ,} jsou
lok4lné koneéné v prostoru V,, tedy t€Z v P. Snadno se zjisti, Ze pro
kazdé u e M soubor {V,NnGup xeA, feB,,} je lokilnd konetny
v P, a soubor {V,n G, « € A, §¢B,} je otevienou basi prostoru P.
Z toho podle 5.20 jiz plyne tvrzeni.
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7.20. PIné normélni lokidlné metrisovatelny prostor je
metrisovatelny.

Poznidmka. Existuji normalni (dokonce dédiéné normélni) lokalng
metrisovatelné prostory, které nejsou metrisovatelné; viz 10.1.

7.21. Necht prostor P je plné normélni a necht kazdy
jeho bod ma okoli, které je metrisovatelné a topologicky
aplné. Potom P je topologicky dplny metrisovatelny
prostor. '

Dukaz. Podle 7.20 prostor P je metrisovatelny. Zvolme jeho urditou
metriku p; bud R dplny obal metrického prostoru (P, g). Je-li x ¢ P,
U, okoli z v P, které je topologicky tiplné, pak U, je podle T 9.4.21
G;s-mnozinou v U,, tedy G4y-mnoZinou v R. Z toho plyne, e P je vniting
lokalng Gy-mnozinou v R, tedy podle 7.12 je G;-mnozinou v R. Podle
T 9.4.20 a T 9.4.15 je tudiZ P topologicky tplny.

Cviteni k § 7

7.1. Je-li P dédi¢nd plné normélni, pak Baireovy mnoZiny v P tvoif vnitiné
lokéIné urdenou soustavu.

7.2. Necht prostor P je plné normélni. Je-li lokélnd dédi&nd normdln{ (lokéln¥
dokonale normélni, lokdin dédiénd plné normélnf), pak je dédi¢nd normsln{
(dokonale normélni, dédiéné pIné norméln{).

7.3. Necht P je plné normélni; necht m je nekoneénd mohutnost a necht P
é lokdIné mohutnost < m. Prostor P je sjednocenim disjunktni soustavy ote-
vienych &asti mohutnosti < m.

7.4. Necht P je plné normélni prostor. Je-li P lokdlné separabilni, pak je
sjednocenim disjunktni soustavy otevienych mno#in, z nichZ kaZdé je separa-
bilnim prostorem; jestlize P md lokdlné Lindeléfovu vlastnost, pak je sjednoce-
nim disjunktni soustavy otevienych podprostord s Lindelofovou vlastnosti.

7.5. Necht prostor P je plné normélni. Necht funkce f na P je lokdlné prvni
t¥idy (tj. ke kaZzdému @ ¢ P existuje okoli U takové, Ze f|U jefunkee prvni t¥{dy).
Potom f je funkee prvni tiidy. -
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