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6. DEDICNE PLNE NORMALN[ PROSTORY

6.1. Definice. Prostor P nazveme dédiéné plné normdlnim, je-li
kazdy jeho podprostor plné normalni.

Je ziejmé, Ze dédiéné plné normalni prostor je dédiénd normalni.
Dédiéné normalni prostor viak nemusi byt dédiéné plné normalni, ba
dokonce (viz 10.1) nemusi byt ani plné norméalni.

6.2. Prostor je dédiéné pln& normdalni, kdyZ a jen kdyZ
kazdy jehootevienypodprostorje plné normalni. — To plyne
ihned z 5.9.

Poznimka. Na zakladé v&ty 6.2 anebo pfimo na zdkladé definice
dostaneme snadno z podminek pro plnou normalitu (viz 5.4, 5.5, 5.6)
podminky pro to, aby prostor byl dédiéné plné normélni; viz téz
6.1.

6.3. Dokonale norméalni plné normalni prostor je dédi¢né
pPlné normalni. — To plyne ihned z 6.2'a 5.7.

6.4. Metrisovatelny prostor je dédi¢né plné normélni. —
Vzhledem k tomu, Ze podprostor metrisovatelného prostoru je zase
metrisovatelny, plyne to pfimo z 5.3.

6.5. Necht P je dédié¢né plné normdlni. Necht X,c P, soubor
{X,} je lokdlné koneény v X = X,. Potom existuji ote-
viené (v P) mnoZiny G, > X, takové, ze soubor {G,} je lo-
k4lng koneény v G = UG, P¥i tom lze zvolit G, tak, aby
G. :)_X, nG. Jsou-li X, otevtené v X, pak zase lze zvolit G,
tak, aby G, n X = X,.

Dikaz.-Bud U sjednoceni viech otevienych (v P) mnoZin V tako-
vych, ze V n X, + 0 pouze pro konetné mnoho indexii «. Snadno se
zjisti, Ze X c U, {X,} je lokélnd koneény v U, takZe soubor {X nU }
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je rovnéz lokalné koneény v U. Existuji tedy podle 5.17 oteviené v U
mnoZiny H, > X, n U takové, e {H,} je lokaln& koneény v U. Po-
staéi nyni v obecném pfipadé polozit ¢, = H,; jsou-li X, oteviené
v X, pak zvolime nejdfive oteviené (v P) mnozZiny Y, tak, aby
Y.,nX =X, a polozime ¢, = H,nY,. ~

6.6. Aby regularni F-prostor P byl dokonale normélni
a plné normalni, k tomu je nutni a staéi tato podminka:
kdyz {G,} je soubor otevienych ¢iasti P, potom existuje
jemnéjsi soubor {H;} otevienych mnozin, ktery je o-lokalné
konedény v P a takovy, ie Uy Hy;= U, G..

Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Potom nejprve (bereme-h
v uvahu {G,)} takova, ze UG, = P) vyplyva z 5.6, (1), Ze P je plné
normalni. Je-li U c P otevienad neprazdni, zvolme pro kazdé xze U
otevienou mnoZinu @, tak, aby ze @, G,c U. Necht nyni {U,} je
g-lokalné koneény v P soubor otevienych mnozin, UHy; = UG, = U,
{Hy} zjemiiuje {G,}. Potom zfejmé téZ UH; = U; jeito {Uy), a tedy
také {U,} je o-lokalnd koneény, plyne z toho podle 1.15,%e U = U H,
je F,-mnoZina.

II. Necht P je dokonale a plné normalni; necht G, c P jsou ote-
viené. Polozme G = |J, G,. Z toho, Ze P je dokonale normdlni, vyplyvi

— a
ihned, Ze existuji oteviené mnoziny V, takové, ze V,c G, UV, = G.
n=1

Pro ka#dé » plati, %e {G, n V,} je oteviené pokryti prostoru V,, takze
existuje jeho lokdlné koneéné oteviené pokryti {X, s f ¢ B,}, které
zjemniuje pokryti {G,nV,}. Pro feB, poloime Hy;=7V,n X,z

snadno se zjisti, Ze {Hy; f € U B,} mé potfebné vlastnosti.
n=l

6.7. Necht P je libovolny topologicky prostor, @ je me-
trisovatelny prostor. Aby P X @ byl dédiéné normalni
a pln& normalni, k tomu je nutné a staéi, aby nastal jeden
z téchto pfipadia: (1) P je dokonale norméalni a plné nor-
malni (a tedy d&diéné plné normalni); (2) P je dédiéné nor-
méilni a plnd normdalni, @ je diskrétni. V pripadé (1) je
prostor P X @ téi dokonale norméalni, a tedy dédiénd
plné normalni.*)

*) Srovne) préci citovanou v poznémce na str. 452,
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Dikaz. I. Necht P x @ (a tudii také P) je dédiénd normél-
ni a plné normilni. Pfedpoklidejme, Ze nenastivd piipad (1)
ani (2), a odvodme spor. Existuje oteviend @ c P, kters neni F,-
mnoZinou. Jezto ¢ neni diskrétni, existuje prostd posloupnost {b,},
b,e@Q, a bod b rizny od viech b, tak, Ze b, - b. Polome F =
=P—-G S=(P xQ)— F x (b). Poloime X, =F x (b,), X =

= G X,, Y =G X (b). Potom X, Y jsouunzavienévS,XnY = @. JeZto
n=1

P X @ je d&di¢né normalni, existujipodle T 5.4.9 oteviené v P X @ mno-

ziny Uo X, VoY tak, 2e UnV = 0. Bud nyni U, mnoZina z ¢ P

takovych, Ze (z,b,) e U; ztejmé& U, > F, U, je oteviend v P. JeZto

G = P — F neni F -mnoZinou, miame ﬁ U,—F+0.Budac F| U, —
n=l

Nal
— F; pak méme ztejmé (a,.b) e U, zaroven viak (a, b) e Y, co? dava
SpOT.

II. Jeito je jasné, ze v pfipadé (2) prostor P X ¢ ma potiebné
vlastnosti, zbyva pouze dokézat: je-li P dokonale normalni, plné nor-
malni, ¢ je metrisovatelny, pak P X @ je dokonale normélni plné
normalni. ,

Podle 5.21 mé @ o-lokilné koneénou otevienou basi; z 2.6 vyplyva
pak snadno, Ze @ ma o-diskrétni otevienou basi {H,.; & € 4,, n =
= 1,2, ...}, kde pro kazdé n soubor {H,,} je diskrétni. Bud nyni
Gc P x @ oteviena; pro n =1,2,..., «e 4, bud U,, sjednoceni
viech otevienych V c P takovych, ze V x H,,c G. Je zfejmé, Ze
soubor {U,, X H,,} je o-diskrétni (a tedy o-lokdlné konelny);
snadno se zjisti, Ze U, o (Une X H,,) = G. Jeito kaidd U,, X H,,
je F,-mnozina, plyne z toho podle 1.15, Ze G je F,-mnoZina.

Necht nyni {G; f « B} je oteviené pokryti prostoru P X . Necht
Uj n.o znadi sjednocenti otevienych V c P takovych, ze V X H,, c Gy;
polozme U}, = UgUs .. Podle 6.6 pro libovolné n =1, 2, ..., x e 4,
existuje o-lokdlng koneény soubor {W, . .; ¥ € G, ,} otevienych &asti
prostoru P takovy, Ze Uy, Wae, = Un s {Waay ¥ € Cro} zjemiluje
{Upna; B« B}. Snadno se nyni zjisti (viz téz 1.11, 1.6), Ze soubor
{Waay X Hy o} je o-lokédlng koneény, pokryvd P X @ a zjemiiuje
{G;}. Tedy P je pln& normalni a tim je dikaz dokonéen.
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CviceEni k § 6 :

6.1. K tomu, aby F-prostor P byl dédi¢né plné normdlni, je nutnd a stadi
ka%dé z téchto podminek: (1) je-li {G,} soubor otevienych &dsti P, pak existuje
hvézdovitd jemnéjsi soubor otevienych mnoZin {H s} takovy, Ze U Hy = U Gy;
(2) P je regulérni a platf: jsou-li G, C P oteviené, pak existuji X, c G, takové,
Ze UX, = UG, {X,} je lokédlné koneény v U X,; (3) P je H-prostor a plati:
jsou-li G, C P oteviend, pak existuji oteviend H, C G, takové,ze U H, = U G,
{H,} je lokélné koneény v U H,.

6.2. Necht P je dédiéné plné normédlni. Potom ke kaZdému souboru {X,;
o e A} désti P takovému, %e pro kaZdéx plati X, n U X, = @, existuji oteviend

A
b
v P mnoziny U, D X, takové, e U, n Uy = @ pro« + f.

6.3. Kazdy spodetnd kompaktni podprostor dédiéné plné normélnfho pro-
storu je uzavieny.

6.4. Necht P je F-prostor. Necht {S,} je lokédlné koneéné uzaviené zakryti P.
Jeou-li §, dédiéné plné normdlni, pak téZ P je d8di¢né plné normdlni; jsou-li S,
dokonale normélni, pak téZ P je dokonale normdlni.

6.5. Necht P jo normélni. Necht X, Cc¥Y,CP, k=1,2,..., UX,= P,
X, jsou uzaviens, Y, jeou oteviené. Jsou-li ¥; plné normdlni, pak téz P je
PIné normélni; jsou-li Y, dédiéné plné norméln{, pak téZ P je dédiéné plné nor-
mélni.

6.6. Necht P je d8diéné plnd normdlni prostor. Necht S c P anecht p jespojitd
pseudometrike na S. Potom pro kaZdé ¢ > 0 existuje husté oteviend G C P
takovd, ¥¢ @ D S, P — G ¢ § — S, a spojité pseudometrika o na G takovd, Ze
le@, y) — o(z,y)| < eprozeS, yeS.
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