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5. PLNE NORMALNT PROSTORY

5.1. Podle 4.11 je F-prostor normilni, kdyZz a jen kdyz kaZdé jeho
koneéné oteviené pokryti je normalni. Podle 4.9 je ka?dé oteviené
pokryti metrisovatelného prostoru normélni. Na druhé strané lze
snadno udat piiklad (viz 10.1) otevieného pokryti normalniho pro-
storu, které neni normalni. Jevi se proto pfirozenym soustavné studo-
vat prostory, jejichZ kazdé oteviené pokryti je normalni; ukaze se pak,
Ze tyto prostory maji detné dalsi dilezité vlastnosti.

Definice. Pravime, Ze F-prostor P je plné normdini, je-li ka%zdé
jeho oteviené pokryti normalni¥).

Uvedeme nyni nejdiive dvé véty, které primo plynou z této definice
a diivéjsich vét (4.9 a 4.10), a pak nékolik podminek, které jsou nutné
a sta¢i k tomu, aby prostor byl plné normélni.

5.2. PIn® normalni prostor je normélni.
5.3. Metrisovatelny prostor je plné normaélni.

5.4. Aby F-prostor P byl plné normélni, k tomu je nutnd
a 8taci kazda z téchto podminek:

(1) ke ka%dému otevienému pokryti prostoru P existuje
hvézdovité jemndjsi oteviené pokryti;

(2) ke kazdému otevienému pokryti {G,} prostoru P exis-
tuje spojitd pseudometrika ¢ takova, Ze pro kazdé zeP
pfi vhodném « plati o(zr,y) < 1=yeG,

(3) ke ka’dému otevienému pokryti {G,} prostoru P
existuje spojitd pseudometrika o tak, Ze pro kazidé wzeP
pfi vhodném & a vhodném &> 0platio(x, y) < e=yeGy;

(4) ke kazdému otevienému pokryti prostoru P existuje
jemndjsi oteviené pokryti {/-(V,)}, kde f je vhodné spo-

*) Pro plnd normélni prostory se velmi éasto uzivéd téZ ndzvu parakompaktni.
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jité zobrazeni P do metrisovatelného prostoru R, {V,} je
oteviené pokryti R.

Dikaz. Plati-li (1), pak se k danému otevienému pokryti &, se-
stroji ihned indukei pokryti ®,, k = 1, 2, ..., takovi, ze &, hvézdo-
vité zjemnuje ®,. Ve ostatni plyne ihned z 4.1, (1), (4), (5), (6).

5.5. Aby Fprostor P byl plné norméalni, k tomu je nutné
a stac¢i kazda z téchto podminek:

(1) ke ka?dému otevienému pokryti {G,} existuje lo-
kilné koneény soubor spojitych nezapornych funkei {f,}
takovy, Ze f(x)=0proze P — G, Z,f.(x) > 0 pro ka?dé z ¢ P;

(2) ke kazdému otevienému pokryti {G,} existuje sou-
bor spojitych nezédpornych funkei {f,} tak, Ze f,(x)=0
proze P — @, soudet X f, existuje (viz1.20)a je spojitou klad-
nou funkei v P,

To plyne bezprostfedns z 4.3.

5.6. Aby F-prostor P byl plné normélni, k tomu je nutna
a stadi kaidd z téchto podminek:

(1) P je regularni a ke kaZdému jeho otevienému po-
kryti existuje jemnéjsi o-lokalné koneéné oteviené po-
kryti;

(2) P je regularni a ke ka’dému jeho otevienému po-
kryti existuje jemnéjsi lokdlné koneéné zakryti (libovol-
nymi mnoZinami);

(3) ke kazdému otevienému pokryti prostoru P existuje
jemn&jidi lokalnd konedné uzaviené zakryti;

(4) P je H-prostor a ke ka%dému jeho otevienému. po-
kryti existuje jemnéjsi lokalné koneéné oteviené po-
kryti; _ P

(5) je-1i {G,.} oteviené pokryti P, pak existuji oteviené
U, tak, ze U, c G, {U,} je lok4dIn& konedné pokryti P.*)

*) K této vstd (a vdtdm 5.4, 5.5) viz E. MICHAEL, A note on paracompact spaces,
Proceedings of the American Mathematical Society, 1953, £, 831—838.
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Dikaz. I. Nechf plati (1). Bud {@,} oteviené pokryti P. Existuje
o-lokdln& koneéné oteviené pokryti {Hy; B € B}, které je jemné&jsi ne¥

{G.}. Necht B = G B,, {Hpg; B € B,} jsou lokilng konet¢né; poloZzme
n=1
U, = Uges, Hy; ziejmé YU, = P, U, jsou oteviené. Pro kardé g
n-1
zvolme n = n(f) tak, aby fe¢ B,; poloime X;= H;, — YU, kde
. k=1

n = n(f). Necht x € P; zvolime nejmensi p takové, Ze z ¢ U, a zvolme
B € B,, pro né% x e Hy; ziejmé x € X, Tedy {X,} je zakryti P. Necht
xz e P. Zvolme p tak, aby xeU,; pro k= 1, ..., p zvolme okoli V,

bodu x tak, aby V. n Hy + 0 pouze pro koneéné mnoho indext § ¢ B;.
Polozme V =U,nV;n...nV,. Snadno se zjisti, Ze V' n X, + ¢

pouze pro koneéné mnoho £ € B. Tedy {Xj; p € B} je lokilng konedny.
Plati tedy (2).

II. Necht plati (2). Necht {G,; x € A} je oteviené pokryti P. Pro
kazdé x zvolme otevienou U, tak, aby z ¢ U, a U, c G, pro vhodné «
(to je moZné, nebot P je regularni). Necht nyni lokélné koneéné za-
kryti {Xg; fe B} je jemnéjsi nez {U,}. Potom podle 1.10 soubor
{X;} je lokdlnd konelné uzaviené zakryti. Je-li e B, bud zeP,
X,cU, dilebud x e 4, U, c G,. Zfejm& midme X, c G,. Tedy {X,}
zjemiiuje {(,}.

IIT. Necht plati (3). Necht {(,; « € 4} je oteviené pokryti P. Exis-
tuje lokalné konetné uzaviené zakryti {Fj; e B}, které zjemnuje
{G.}. Pro kaizdé feB zvolme & = «(f) ¢ A tak, aby Fsc G,. Pro
ka#dé z ¢ P zvolme nyni jeho oteviené okoli U, tak, aby (a) U, n
nF; + @ pouze pro koneéné mnoho f; (b) kdyz U, n Fy + 9, pak
U, c Gyup. Jeito {U,} je oteviené pokryti, existuje jemnéjsi lokalné
koneéné uzaviené zakryti {K.;y ¢ C}. Zfejmé plati: pro kazdé y ¢ C
jest K, n Fy + 0 pouze pro koneén& mnoho §. Pro f ¢ B ozname nyni
C(B) mnozinu y ¢ C takovych, e Fy n K, + 9; soubor {C(f)} je zfejmé
bodové koneény. Polozme Sy = U, ¢4 K- Ziejmé {S4; f eB} je zakryti
P, a to lokalng koneéné podle 1.5. Polozme nyni koneénd V; = P —
— Uyec—cp Ky Z¥ejmé pak Vy jsou oteviené (podle 1.13), Fpc VS,
takie {V;} je lokiln& koneéné oteviené pokryti. DokdZeme nyni, Ze
vidy plati S;c G,(p); z toho ihned vyplyne, zZe {V,} zjemtiuje {G.}.
Skutetns, je-li y € C(B), pak K, n Fyz % ; pro vhodné x ¢ P viak méme
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K,cU, tedy U,nFs+ 0, tedy U,c Gup; tedy plati K, c Gup.
Z toho pak vyplyva, Ze 85 = U, Ky C Gaip)-

Zbyva jesté dokazat, Zze (za predpokladu (3)) P je H-prostor.

Dokazeme dokonce, Ze P je normalni. Necht 7', c P, T, c P jsou
uzaviené, T, n T, = . Existuje lokdlné koneéné uzaviené pokryti
{Fy; B « B} prostoru P takové, Ze pro kazdé § bud Fyc P — T, nebo
Fyc P — T,. Bud B; mnozina f§ ¢ B takovych, Zze Fyc P — T;; bud
K; = Ups, Fs. Pak K,, K, jsou uzaviené (podle 1.13), K, U K, = P,
T.n K;=0. Kdyz polozime U, =P — K, pak U, jsou oteviené,
UnU,=0, T;cU,; Tedy P je normilni, a tim spiSe H-prostor.
Plati tedy (4). '

IV. Necht plati (4). DokiZeme nejdiive, Zze P je reguldrni. Necht
F c P je uzaviené, a e P — F. Pro x ¢ F zvolme oteviené H, tak, aby
xeH, aeP — H,; pro xe P — F poloime H, = P — F. Necht lo-
kilné koneéné oteviené pokryti {V,} zjemiluje {H,}. Ziejmé plati
VsnF * p=aeP — Vs Bud V sjednoceni téch Vj, kterd protinaji
F. Snadno se zjisti, Z¢ FcVcV c P — (a). Z toho plyne, Ze P je
reguldrni. ' i

Necht nyni {G,} je oteviené pokryti P. Pro kazdé x zvolme jeho ote-
viené okoli W tak, aby W, c G, pro vhodné . Nechf lok4lng kone&né
oteviené pokryti {S,; v ¢ C} prostoru P zjemiuje { W,}. Pro kazdé y
lze zvolit x = «(y) tak, aby pro vhodné x bylo S, c W, W c G,. Pro
kazdé « bud nyni U, sjednoceni S,, pro y takové, Ze a(y) = «. Snadno se
zjisti, ze {U,} ma vlastnosti uvedené v (5).

V. Jeito z podminky (5) plyne trividlné podminka (1), dokizali
jsme, Ze podminky (1) aZ (5) jsou navzijem ekvivalentni a Ze tedy
z kazdé z nich vyplyva, %e P je normélni. Z 4.10 nyni plyne, Ze P je pIné
normélni, kdyZz a jen kdyZ plati (4). Tim je diikaz celé v8ty dokondcen.

5.7. Necht P je plné normélni; necht Sc P je F,-mnoZina
v P. Potom S je plné normalni.

Dikaz. Necht § = EJ S:, 8 jsou uzaviené v P. Necht {G,} je otevie-
k=1

né pokryti prostoru S (tj. G, c 8, G, jsou otevienév S, U G, = §). Necht
H_ jsou oteviené v P, H,n S = (@,. Pro kazdé k=1, 2, ... plati:
U:.H,u (P — 8,) = P, tedy podle 5.6, (4) existuje lokidlné koneéné
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oteviené pokryti {Uy; p e B,} prostoru P tak, %e pro ka¥dé g bud
Ug c H, pti vhodném « anebo Uy c P — 8. Oznaéme nyni B, mnoZinu

indext f takovych, ze Uy c H, pfi vhodném «; polozme B = G B..
k=1

Potom, jak se snadno zjisti, {Us;n S; e B} je o-lokalné koneéné
oteviené pokryti prostoru S, které zjemnuje {G,}. Protoze {G,} bylo
libovolné, plyne z toho podle 5.6, (1), Ze S je pln& normalni.

5.8. Necht P je F-prostor. Necht {S,; x e 4} je lokdlné ko-
neéné zakryti P; necht S, jsou uzaviené. Jsou-li S, plné
normalni, pak téz P je pIln& normaélni,

Diukaz. Necht {Gy; f € B} je oteviené pokryti P. Podle 5.6, (3) exis-
tuje pro kazdé o lokdIné konedny v+S, soubor { X, ,; ¥ € C,} uzavienych
v 8, mnozin, ktery zakryva S, a zjemiiuje {Gyn S,; f< B}. Z 1.8, 1.6
vyplyvé, Ze { X, ,; y € C,, x € A} je lokalné koneény v P; ziejmé tento
soubor zjemiuje {G}. Z 5.6, (3) nyni plyne, Ze P je plné normalni.

5.9. Necht P je FH-prostor. Necht S c Panechtprokazdou
otevienou G > § existuje T tak, e G>T > 8, T je plné nor-
malni. Potom 8 je plné norméalni.

Dukaz. Necht {H,} je oteviené pokryti prostoru S. Pro kazdé «
bud @, oteviena v P, G, n S = H,;; bud @ = Y, G,. Necht G > T > §,
T je plnd normalni. Potom existuje lokélng koneéné (v T') oteviené
pokryti {U;} prostoru T, které zjemnuje {G, n T'}. Zfejmé soubor
{U;s n 8} zjemituje {H,} a je lokdlné koneénym otevienym pokrytim §.
Z toho plyne podle 5.6, (4), Ze S je plné normalni.

5.10. Necht P je plné normalni, Sc P a pro kaZdou otevie-
nou v P mnoZinu @G> 8§ existuje o-lokdlné koneény soubor
{X,} uzavienych &asti P tak, e @>U,X,>8. Potom § je
plné normilni. '

To plyne z 5.7, 5.8, 5.9.

5.41. Lze-li z kazdého otevfeného pokryti reguldrniho
F-prostoru P vybrat spoletné pokryti, pak P je plné nor-
malni.

To plyne ihned z 5.6, (1).
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5.12. Kompaktni FH-prostor je plné normdilni. — To
plyne ihned napi. z 5.11 a T 8.3.19.

5.13. Definice. Topologicky prostor P nazyvime o-kompakinim,
existuji-li kompaktni P, tak, Ze P = | P,.
k=1

5.14. Z kazdého otevieného pokryti o-kompaktniho pro-
storu lze vybrat spofetné pokryti. — To plyne ihned z definice
-5.13.

5.15. Regulirni s-kompaktni F-prostor je plné norméalni.
— To vyplyva z 5.14 a 5.6, (1).

Poznamka. Existuji lokalné kompaktni normalni prostory, které
nejsou plné normalni, viz 10.1.

5.16. Spocéetné kompaktni plné normalni prostor je kom-
paktni.

Dikaz. Necht {G,} je oteviené pokryti spodetné kompaktniho plné
normélniho prostoru P. Necht lokilné koneéné oteviené pokryti {Hy}
zjemiiuje {G,}; lze predpokladat (je-li P + 9), Ze Hy; + ¢ pro kazdé f.
Tvrdim, Ze soubor { H;} je koneény; skuteéns, kdyby platil opak, zvo-
lime 24 ¢ Hy, nadez existuje (nebot P je spocetné kompaktni) bod x ¢ P
takovy, Ze pro kazdé jeho okoli U je z; ¢ U pro nekoneéné mnoho f,
tj. U n Hy & 0 pro nekone¢né mnoho f; to viak je spor. Z toho, ze
{Hy} je koneény, plyne ihned, Ze z {G,} lze vybrat koneéné pokryti.

5.17. Necht P je piné normalni, {F,} je lokalné koneény
soubor jeho uzavienych ¢&dsti. Potom existuje lokalné
konedny soubor otevienych mnozin {G,} takovy, ze G, D> F,.

Dikasz. Pro kazdy bod x € P zvolme jeho oteviené okoli U, tak,
aby U, n F, + 9 pouze pro koneénd mnoho indext «. Jezto P je plné

‘normalni, existuje lokalné konet¢né oteviené pokryti {Hy; f € B}, které
zjemiiuje {U,}. Pro kaidy index « bud nyni B, mnoZina f§ ¢ B tako-
vych, Ze Hyn F, + 9. Soubor {B,} je bodové koneény, nebot pro
ka?dé B je Hyn F,. + 0 pouze pro konedny pocet indext «. Polozme
nyni G, = Ups Hy. Podle 1.5 soubor {G,} je lokélné koneény; zfejmé
G,o F,. '
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5.18. Necht P jg¢ plné normélni, {F,;axe A} je lokdln& ko-
neény soubor jeho uzavienych Gisti. Potom existuje spo-
jité zobrazeni f prostoru P do jistého metrického prosto-
ru R takové, Ze plati: kdy% pc 4 je koneéns, N,,F, =0,
pak prokazdé y ¢ R existuje o e 4 tak, Ze o(y, fA(F,)) =1 (a tim
spiSe N, f'(Fa) = 9).

Dikaz. Pro ka?dé 2P bud T, sjednoceni téch F, pro néz
xnon ¢ F,; poloime U, = P — T,. Z 1.13 plyne, 7e U, jsou oteviené;
ziejmé U,.p U, = P. Ziejmé plati: kdyz F,nU, + 9§, pak z ¢ F,.

Jeito P je plné normilni, je {U,; z e P} normdlni oteviené po-
kryti, takZze podle 4.1, (4) existuje spojitd pseudometrika ¢ v P
takova, Ze ke kazdému x ¢ P existuje z ¢ P, pro néz plati, Ze y ¢ P,
oz, y) <1=>yeU, Necht nyni uc A je koneiné, N,,F,=29.
Kdyby existoval bod x ¢ P takovy, Ze o(z, F,) < 1 pro kaZdé o« €y,
pak by pro vhodné z ¢ P platilo U, n F, + 9 pro kaidé « e u, tedy
ze F, pro kazdé « € u, coZ je spor.

Nyni je zfejmé, Ze zobrazeni P do metrického prostoru pfislu§ného
k ¢ (viz 3.2) ma potifebné vlastnosti.

5.19. Definice. Je-li m mohutnost, m = 1, fikame, Ze prostor P
je m-metrisovatelny, kdyz je homeomorfni s podmnoZinou kartézského
soutinu m metrisovatelnych prostori; je-li prostor 1-metrisovatelny,
fikdme prosté, Ze je metrisovatelny (to je ve shodé s definici T 9.1.7).

Ziejms plati: je-li 1 =m = n a je-li P m-metrisovatelny, pak je téz
n-metrisovatelny. Z T 9.1.10 plyne ihned: je-li P 8 -metrisovatelny,
pak je metrisovatelny.

'5.20. Necht m je nekonednd mohutnost. Prostor P je m-
metrisovatelny, kdyZ a jen kdy% je dplnd reguldrni a exis-
tuje jeho oteviend base, kterd je sjednocenim m lokalné
koneénych soustav otevienych mnozin.

Dukaz. I. Necht je podminka splnéna. Potom existuje soubor
{G,; « € A}, ktery je otevienou basi prostoru P, mnoZina M mohut-
nosti m a soubor {4,; u ¢ M} takovy, e U, 4, = 4 a kaidy soubor
{@y; x € A,} je'lokdlng konedny. Pro « € 4, v ¢ M bud V,,, sjednocent
téch Gy, g ¢ A,, pro néz G5 a P — @, jsou normilné oddélené (neexis-
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tuje-li takové Gy, je oviem V,, = 0). Podle 3.11 mnoiiny P — G,
a V,, jsou normalné oddélené. Z toho, Ze P je tplné regularni, snadno
vyplyva, Ze pro kazdé « je G, = U, mV 4,

Pro o € 4, v € M bud nyni f, , spojitd funkce v P takova, Ze x ¢ P =
> 0=<fu@) S, 2V fuy@) = 1, 36 P — Gu=> [, (@) = 0. Je
zfejmé, Ze pro kazdé u ¢ M, v ¢ M soubor funkei {f. ,; x ¢ 4,} je lokdlng
koneény. Pro we M, ve M, x e P, ye P poloZzime nyni g¢,,(z, y) =
= |fasl®) — fa,/(y)|. Potom podle 3.4 funkce g,, je spojitd pseudo-

aedu

metrika v P. Jezto pro kazdé « je G, = U, mV ., plati ziejms:
(*) je-li x € Gy, pak existuji ue M, v e M tak, Ze

yeP_Gaﬁgp.v(x:y)gl'

Bud nyni R,, metricky prostor pfislusny k pseudometrice g,,
a bud ¢,, pfislusné zobrazeni P na R,, (viz 3.2). Polozme R =
=9,,R,, necht zobrazeni ¢ prostoru P do R je definovadno tak, Ze
(1, v)-soufadnice bodu ¢(z) ¢ B je pravé ¢, ,(x). Zobrazeni ¢,, jsou
spojitd (nebot pseudometriky g,, jsou spojité) a proto podle T 7.4.6
je spojité téz zobrazeni ¢. Jeito je R kartézskym souéinem m metrisova-
telnych prostord, zbyva dokézat, Ze ¢ je prosté, ¢~ je spojité. To vSak
plyne ihned, vzhledem k tomu, Ze {G,} je oteviena base, ze vztahu (*).

II. DokéaZeme nyni, %e kaZdy metrisovatelny prostor ma o-lokalné
konednou otevienou basi. Bud tedy P metrisovatelny; zvolme v ném
uréitou metriku g. Pro n = 1, 2, ... bud ll,soustava vSech otevienych

G c P, které maji (pfi metrice ¢) prumér*) mensi nez % Jeito P je

podle 5.3 plné normélni, existuje podle 5.6, (4) pro kazdén = 1, 2, ...

1okalné koneéné oteviené pokryti {G,; x € 4,} jemnéjsi nez Il,,. Soubor

{Gy; x € U 4,} je o-lokdlné koneény. Tvrdim, Ze je otevienou basi pro-
ne=1

storu P. Skutetné, je-li 2 ¢ P a je-li V okoli z, existuje m tak, Ze
1

oz, y) < Ve V. Zvolme « € A, tak, aby ze(@,; pak ziejmé

*) Pramér d(M) mnoZiny M v metrickém prosto;-u (P, 0) definujeme takto: je-li

M = 0, pak d(M) = 0; je-li M + 0, pak d(M) je supremum ¢&isel g(z, y), kde z ¢ M,

yeM.

.
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1
G, c V (nebot G, mé;prﬁmér < ﬁ); z toho plyne, Ze {G@,} je oteviend
‘base.

II1. Necht nyni P je m-metrisovatelny. Pak pfedevsim P je podle
‘T 8.4.5 GipIné regulirni. Jezto P je m-metrisovatelny, miZeme pfedpo-
kladat, ze P c Y, ,R,, kde R, jsou metrisovatelné, 4 ma mohutnost m.
Bud nyni (pro « € 4) &, o-lokalné koneéna oteviena base prostoru R,.
Pro « € 4 oznaéme v, zobrazeni (zfejmé spojité) prostoru E na R,
které ptitazuje kazdému z ¢ P jeho x-soutadnici. Pro kazdou kone&nou
neprazdnou u e A oznaéme §, soustavu vdech mnozin M,y (G.),
kde G, je mnozina ze soustavy ®,. Je ziejmé, ze kazdd H, je o-lokalnd
koneénd soustava otevienych ¢asti P. Systém vSech §, ma mohutnost
‘m; jeho sjednoceni (tj. soustava viech H nileZejicich do nékterého $,)
Jje otevienou basi P a dé se vyjidfit jako sjednoceni m lokalnd koneé-
nych soustav.

5.21. F-prostor je metrisovatelny, kdyZz a jen kdyZ je re-
gularni a mé o-lokdlné koneénou otevienou basi.*)

Dikaz. Podminka je nutnid podle 5.20. Podminka staéi podle 5.6,
(1) a 5.20.

Poznédmka. V&ta 5.21 se oviem dd dokézat také pfimo; viz 5.15.

5.22. Kartézsky soudin plné normélniho prostoru a kom-
paktniho FH-prostoru je plné normalni.

Dikaz. Necht P je plné normélni, @ je kompaktni FH-prostor.
‘Necht {G.} je oteviené pokryti P X @. Pro kazdé (z, y) zvolme ote-
vienou v P mnozinu U(z, y) a otevienou v ) mnoZinu V(z, y) tak, aby
(x, y)eUx,y) X V(z,y), Uz, y) X V(z,y) c G, pro vhodné «.

Proka?dé x mame U, V(z, y) = @; jezto @ je kompaktni, pro kasdsé z
-existuje koneéna mnozina K(z) c @ takova, Ze U,k V(z,y) = @. Pro
x ¢ P polozme W(z) = Nk U, y).- Jeito {W(z); z ¢ P} je ziejmé

*) K této vétd viz zejména J. NagaTa, On a necessary and sufficient condition of
metrizability, Journal of the Institute of Polytechnics, Osaka City University, Series A,
Mathematics, 1950, I, 93—100, 0. Cmmpron, HeoGxommMoe M NOCTaTOYHOE YCJIOBHE
‘MeTDH3YEMOCTH TOIOJIOCHIECKOr0 NIpocTpancTsa, Ioxmamn Axajemunm Hayk CCCP, 1951, 77,
197—200.
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otevitené pokryti P, existuji podle 5.6, (5) oteviené W*(z) c W(x) tak,
ze {W*(x); v € P} je lokalné koneéné oteviené pokryti prostoru P.
Snadno se zjisti, ze pak soubor {W*(z) X V(x, y); y « K(z), x ¢ P}
zjemiiuje {G,} a je lokaln koneénym otevienym pokrytim prostoru.
P X Q. Jeito P X @ je ztejmé F H-prostor, plyne z toho podle 5.6, (4),
ze P X @ je plné normélni.

5.23. Kartézsky souéin plné normalniho prostoru a regu-
lirniho o-kompaktniho F-prostoru je plné norm4alni.

Dukaz. Necht P je plné normélnf, @ je regulirni o-kompaktni
F-prostor. Z 5.15 plyne, Ze ¢ je normalni, takze podle T 8.4.3 a T 8.4.7
existuji kompaktni FH-prostor R, do néhoZ je vnofen prostor ¢. Bud

Q@ = UF, kde F, jsou kompaktni. Potom P x R je plnd normélni
n=1 .

podle 5.22, P X @ = G (P X F,), P X F, jsoukpmpaktni, tedy uza-
n=l

viené v P X R, takie P X @ je F,-mnoZina v P X R a tedy plné nor-
malni podle 5.7.

Cviceni k § 5

5.1. DokaZte tvrzeni, kterd vznikaji z vét 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, kdyZ v nich pi-
Seme vSude ,,normédlni‘ misto ,,plné normdlni.

5.2. Necht P je plné normélni, mno¥ina S c P je uzaviend, F, c G, C S, F,
jsou uzaviené, G, jsouoteviené v S, U F, = §, soubor {G,} je lokdlné koneény.
Potom existuje lokélné koneéné oteviené pokryti {U,} prostoru P takové, Ze
vidy F,c8nU,C@,.

5.3. Necht {U,} je normélni oteviené pokryti prostoru P. Potom existuji
spojité-funkee f, v P takové, Ze x e P — U, = f,(:'v) =0,zeP = f(x) =0,
soubor {f,} je lokdlné koneény a pro kaZdé x ¢ P plati I _f,(z) = 1.

5.4. Necht P je plné normélni, S C P je uzaviend. Necht g je spojitd pseudo-
metrika ne S; necht ¢ > 0. Potom existuje spojitd preudometrika o na P takovs,.
ZexelS,yeS = |olx,y) — oz, ¥)| < ¢ a jestliZe o(x, y) < y pro viechna z ¢ S,
yeS, pak z e P, y e P = o(z,y) < y. [Existuje lokdlnd konetné oteviené po-
kryti {@,} prostoru S takové, ¥e x € G,, ¥ ¢ @, = o(, y) < }e. Necht {U,} je
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Jokélné koneéné oteviené pokryti P, S n U, Cc @G,. K {U,} zvolme {f,} podle
5.3. Zvolme a ¢S nNU; (1ze pfedpoklddat, Ze vidy S n .U, + @). PoloZme

, a(z, :'/) = Sug Izafa,(m) Q(aa’ z) - Eafa(y) Q(aa’ z)l ']

5.5. Necht P je plné normdln{ prostor, mnoZina S C P je uzaviend. Ke ka?dé
8pojité pseudometrice o na S existuje spojitd pseudometrika o na P, kterd se na S
shoduje s g.*)

5.6. Necht' R jo FH-prostor, P C R, P nenf uzaviend v R, P je plné normdlni.
Potom existuje spojitd pseudometrika ¢ v P takové, Ze pro Zddnou spojitou
pseudometriku o v R neplati z ¢ P, y ¢ P = o(z, y) = o(z, y). [Bud z, ¢ P C R,
2, non ¢ P. Existuje lokdlnd konedné oteviené pokrytf {G,} prostoru P takovs,
%e z, non € G,. Bud ¢ pseudometrika v P s vlastnost{ z 4.1, (4).]

5.7. Necht P C R je normélni prostor s Lindeléfovou vlastnosti a necht
P C R, P neni uzaviené v R, R je FH-prostor. Potom existuje spojitd funkce
v P, kterd se nedé roziffit (jako koneéné spojitd funkece) na B. [Je-liz, ¢ P — P,
necht {@,} je spodetné lokélnd koneiné oteviené pokryti P,x, non e G,;necht
F, C @, jsouunzaviené, U F, = P. Necht f, jsounezdporné spojité funkce na P,
fr(@) = k pro x ¢ Fy, fr(x) = 0 pro x ¢ P — G}. Klademe f = Z,f,.]

Pozndmka. Tvrzeni plati za mnohem obecnéjsich pfedpokladu o P. Nenf
viak zndmo, zda plati pro keZdy plné normélni prostor P (ba dokonce ani, zda
platf pro diskrétni P libovolné mohutnosti).**)

5.8. Pseudometriku ¢ na mno#ind P nazveme fotdlné omezenou, kdyZ pro
ka?dé ¢ > 0 existuje koneénd K c P takovd, ¥e zeP = min gz, y) < &.

Ve
Dokaite: prostor P je pseudokompaktni (viz 4.4), kdyZ a jen kdyZ kaZdé spo-
jitd pseudometrika na P je totdlné omezend.

5.9. Necht P je normdlni, S C P je uzaviend. Necht ¢ je totdlné omezend
pseudometrika na S. Potom existuje pseudometrike o na P, kterd se na S sho-
duje 8 ¢. [PouZijeme toho, Ze pro ka¥dé & > 0 existuje konedné oteviené po-
kryti {G,} prostoru S takové, Ze pro x € Gy, ¥ ¢ G, méme ¢z, y) < J, a pak po-
stupujeme obdobné jako u 5.4.]

5.10. Necht P je uplné reguldrni prostor. KaZdou totdlnd omezenou spojitou
pseudometriku ¢ na P lze rozsifit na spojitou pseudometriku na f(P). [Dok4-
Zeme, %e kaZdy bod x ¢ f(P) md pro ka¥dé ¢ > 0 okolf U takové, %e =z ¢ U n P,
yeUn P = gz, y) <e. Proz e f(P),y ¢f(P)poloime o(x, y) = sup inf o(z,y),

U,V aeUnP
yeVaoP
kde U, V probihaji viechna okoli z, ¥y v prostoru 8(P).]
b*) Viz k tomu napf. R. ArENs, Extension of coverings..., Canadian Journal of

Mathematics, 1953, 5, 211—215.

*%) Viz k tomu mj. M. KaT#tov, Measures in fully normal spaces, Fundamenta
Mathematicae, 1951, 38, 73—91.

.
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5.11. Odvodte pifmo z 2.9, Ze kaZdy metrisovatelny prostor mé g-lokdlné ko-
neénou otevienou basi.

5.12. Necht P je normédlni prostor. Necht {G,} je o-lokédlnd koneény soubor
otevienych F,-mnoZin v P. Potom existuje spojitd pseudometrika g v P tekové,.
%o pro ka¥dé « a ka?dé z ¢ G, pfi vhodném ¢ > 0 platf o(z,y) < ¢ => y e G,.
[Sestrojte spojité funkee f, tak, aby f,(x) = 0 pro z ¢ P — G, f,(z) > 0 pro
x ¢ G;; pouZijte 3.4 a 3.5.]

5.13. Odvodte z 5.12, %e normélni prostor P, ktery mé o-lokdlné lkone&-
nou otevienou basi, je metrisovatelny. [Nejdfive dokaZte, Ze P je dokonale nor- -
mdlni.] ’

5.14. Necht P je prostor, F, c P, F, c P jsou disjunktn{ uzaviené. Necht
{G,} je o-lokélné koneény soubor otevienych &dsti P a necht pro ka¥dé z ¢ F,
(resp. « ¢ F,) existuje o takové, %e ze¢G, a Gun F, = P (resp. G, n F; = P).
Potom existuji disjunktni oteviené U, D Fy, U, D F,..

5.15. Z 5.11, 5.13, 5.14 odvodte znovu vétu 5.21.

5.16. Necht P je plné normélnf prostor. Necht Il je nejjemnéjsi uniformita,
kterd souhlesf s topologif prostoru P. Potom U se sklddd prdvé ze vSech okolf
,»»diagondly¢ v topologickém prostoru P X P.
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