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4. NORMALNf POKRYTI

4.1. Necht {G);xeA} je oteviené pokryti prostoru P.
Nésledujici vlastnosti pokryti {G,} jsou ekvivalentni:

(1) existuji oteviena pbkryti @, k=012 ... takovid, Ze
G = {G.}, Gryy je hvézdovité jemnéjsi nez &, k=012, ..

(2), (3) existuje lokdlné koneéné (resp. o-lokilné koneéné)
oteviené pokryti {U,} jemnéjii nez {G.} a uzaviené mnoZiny
F,cU, takové, ze UF, =P, F, a P — U, jsou normalné od-
délené (pro kazdé pu);

(4) existuje spojitd pseudometrika o v P takovi, Ze plati:
ke ka%dému ze¢P existuje xed tak, Ze yeP, o(r,y) < 1=
= yely

(5) existuje spojitd pseudometrika o v P takovi, Ze plati:
ke kazdému z ¢ P existuje e > 0a ac A tak, Ze ye P, oz, y) <
<e=>yeQy

(6) existuje spojité zobrazeni f prostoru P do vhodného
metrisovatelného prostoru R a oteviené pokryti V, pro-
storu R takové, Ze {/~1(V,)} zjemniuje {G,}.%)

Dikaz. I. Z (1) plyne (2) podle 2.9 a 3.10, (3); z (2) plyne trivialng
(8). — IL. DokéaZeme, Ze z (2) plyne (4). Necht {U,; ue M}, {F,;
4 € M} maji vlastnosti uvedené v (2). Jezto ¥, a P — U, jsou normalné
oddélené, existuji podle 3.10, (1) spojité funkce f, takové, Ze v ¢ P =
=>0=flr) =L xeF, = fr)=1,2eP — U,= f,(x) = 0. Soubor,
funkei {f,} je zfejmé& lokilné koneény v P. JestliZe nyni pro = ¢ P,
y € P polozime po(z, y) =”§{|fﬂ(x) — fu(y)|, pak podle 3.4 ¢ je spojitd

- pseudometrika. Je-li ¥ ¢ P, zvolme x4 a « tak, aby xz e F, c G,; pak

*) Srovn. préci E. MICHAELA, citovenou v pozndmce na str. 421.
p p
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ztejmé y e P, o(x,y) <1=xeU,c G, — II. Implikace (4) = (5)
je trividlni; dokéZeme, Ze z (3) plyne (5). Necht {U,; u e M}, {F,; p e M}

maji vlastnosti uvedené v (3); necht M = G M, a kaidy soubor {U,;
n=1

w e M.} je lokdlng koneény. Jezto F, a P — U, jsounormailné oddélens,
existuji podle 3.10, (1) spojité funkce f, takové, Ze ze P =0 <
Sfe) sl xeF = f(r) =1, xe P — U, = f,(xr) = 0. Pro kazdé n
soubor funkei {f,; u e M,} je lokdlné koneény v P. Pro z¢ P, ye P

. _ (%, Y)
polotime g,(z,y) = ZM fu@) — 1,0 e, 9) = Z Ty
Podle 3.4 a 3.5 g je spojitéd pseudometrika v P. Bud z ¢ P; zvolme ux
tak, Ze x ¢ F; necht u ¢ M,. Zvolme jesté « tak, aby U, c G,. Potom
ye P —U,= oulz, 9) Z |ful®) — fu)| =1, tedy yeP —U,=

1.
=0, y) Z 5o tedy e(®, y) <2 = yeUy=>yel,

IV. Jestlize plati (5), bud R metricky prostor, pfisludny k pseudo-
metrice g, a f zobrazeni P na R (viz 3.2). Jeito ¢ je spojitd, f je také
spojité. Pro kazdé x ¢ P zvolme ¢ = ¢, s vlastnostmi uvedenymi v (5)
a oznaéme V, mnozinu téch z € R, pro nd% o*(z, f(x)) < &,, kde o* znaéi
metriku v R (viz 3.2). Potom {V; z ¢ P} je oteviené pokryti R a
ziejmé {f~1(V,); z ¢ P} zjemiiuje {Q,}; tedy plati (6). — Necht plati (6).
Z 210 vyplyva, Ze existuji oteviena pokryti B, prostoru R takovi, Ze
By, hvézdovité zjemiiuje By, k =10,1,2,... a B, = {V,}. Pro k =
=1,2,... bud B, = {V% ue M,;}. Poloime G, = {{1(V)); ue M},
k=12 ..., 8 = {G,}. Snadno se zjisti, Ze &, maji vlastnosti, uve-
dené v (1). Tim je cely dikaz dokoncen.

4.2. Definice. Oteviené pokryti {G,} prostoru P nazyvame nor-
mdlnim, jestliZe mé nékterou z vlastnosti uvedenych v 4.1.

Z této definice a ze 4.1 je patrné, Ze kazdéd z vlastnosti (podminek)
4.1, (1) aZ (6) je nutnd a staéi k tomu, aby -oteviené pokryti bylo nor-
malni. Uddme nyni daldi nutné a postacéujici podminky.

4.3. Aby bylo oteviené pokryti {G,; x ¢ A} prostoru P nor-
méalni, k tomu je nutnd a stadi kazdé z téchto podminek:
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(1) existuji soubory {F,}, {U,} tak, Ze F, jsou uzavfené,
U F.= P, U, jsou oteviené, {U,} je lokalné koneény,
aprokatdéxje F,cU,c@G, F,a P — U, jsounormalnég
oddélené;

(2) existuje lokdlné konedény soubor spojitych nezapor-
nych funkei {f,} takovy, Ze f,(x) =0 pro zeP — G,
Zafo(x) > 0 pro kazdé z e P;

(3) existuje souborspojitych nezapornyeh funkei {f,} tak,
Ze f,(x) = 0prozeP — G, a kazidé «, soudet X f, existuje
(viz 1.20) a je spojitou kladnou funkei v P.

Dukaz. I. Je-li {¢,} normélni, pak ma vlastnost 4.1, (2), tedy exis-
tuje lokdlné koneéné oteviené pokryti {V,; u e M} jemnéjsi nez {G.}
a uzaviené mnoziny K, c V, takové,2e UK, = P, K, a P — ¥, jsou
vidy oddélené. Pro kaidé u e M zvolme & = ¢(u) tak, aby V, c G,.
Polozme U, = Ugw-e Vi Fa = Ugwr -« K,; jestlize pronékteré « ¢ 4
neexistuje zadné y s p(u) = «, pak ovéem U, = F, = 0. Potom F,
jsou uzaviené podle 1.13; zfejmé |, F, = P. Mnoziny U, jsou zfejmé
oteviend; {U,} je lokdlné koneény podle 1.5. Zi¥ejmé F,c U, c G,;
F,a P — U, jsou normilné oddélené podle 3.11.

II. Necht plati (1). Pro kaZzdé « ¢ 4 existuje podle 3.10 spojita na-
zaporna funkee f, v P, f,(x) = 1 proxz e F,, f(x) = Oproxe P — U,.
Ziejms soubor {f,} je lokdlné koneény, Xf.(xr) = 1 pro kazdé x e P
(nebot Y F, = P).

III. Jestlite plati (2), pak zfejmé (viz 1.21) platf také (3). Necht
plati (3). Polozme f=2X,f,. Pro « ¢4, ¢ > 0 poloime H(x,e) =
= &, [r e P, f,(x) > ¢]. DokdZeme nejdiive, Ze kazdy soubor { H(x, ¢);
« € A} jo lokdlné konedny. Bud z ¢ P. Zfejmé existuje koneénd mno-
Zina B c A tak, Ze f(x) — Z,.f.(z) < }e. Zvolme okoli ¥ bodu z tak,
a'by Ye V= If((l:) - f(y)[ < é&‘, lzaera(x) - ZGera(y)[ < ié‘. POtOD‘l,
jak se snadno zjisti, plati y e V, x e A — B = f,(y) < &. To znamena,
Ze VnH(x,e)=9 pro « ¢ A — B. Soubor {H(x, ¢); x € A} je tedy

skutetné lokilné koneény. Poloime nyni U,, = H (oc, %), F,,.=

1
=H (oc, ;) Snadno se zjisti, Ze {U, ,; x e 4, n =1, 2, ..,} je o-lokalné
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koneéné oteviené pokrytl a zjemnuje {G,}, UF.,= P, P Usn
a F, , jsou normalné odd¥lens. Pokryti {G,} ma tedy vlastnost 4.1, (3),
je tedy normalni.

4.4. Necht @, § jsou oteviens pokryti prostoru P, @ je
norméalni, & zjemfiuje H. Potom & je normalni.

4.5. Necht {G,;xe A}, {Hy fe B} jsou normalni oteviena
pokryti prostoru P. Potom téz {G.n Hg (x,8)ed X B} je
norméilni oteviené pokryti P.

Dikaz. Necht g,, ¢, jsou spojité pseudometriky v P, g, ma vzhle-
dem k {G,}, 0. vzhledem k {H,} vlastnosti uvedené v 4.4, (5). Pro
(z, y) e P X P poloime p(z, y) = o1(%, ¥) + 0.(%, ¥). KdyZ z ¢ P, pak
pro vhodnd ¢ > 0,&, > 0, x e 4, f ¢ B plati gy(z, ¥) < &, = ¥ € Gy,
0:(%, Y) < £, = y € Hy. Ziejmé pak o(x, y) < min (&, &) = ye Gan
n Hy. Z toho plyne podle 4.1, Ze {G, n Hp} je normalni.

4.6. Necht {G,} je norméilni oteviené pokryti prostoru P;
necht S c P. Potom {G, n S} je normalni pokryti 8. — Dikaz
se provede ihned pouZitim 4.1, (4).

4.7. Necht {G,;x ¢ A} je normalni oteviené pokryti pro-
storu P, {Hy f ¢ B} je normalni oteviené pokryti prostoru Q.
Potom {G, X Hy; (x, f) e A X B} je normalni oteviené pokryti
prostoru P x Q.

Dikaz. PouZijeme vlastnosti 4.1, (6). Necht f je spojité zobra-
zeni P do metrického prostoru R, g je spojité zobrazeni ¢ do metrického
prostoru S, {V,} je oteviené pokryti R, {W,} je oteviené pokryti S,
{/-(V,)} zjemituje {G,}, {g-(W,)} zjemiiuje {H,}. Pro (z,y) ¢ P X @
‘polozme k(z, y) = (f(z), g(y)) e R X 8. Pak k je spojité, {V, X W,} je
oteviené pokryti B x S, {f-{(V, X W,)} zfejmé zjemiiuje {G, X Hg}.

4.8. Necht f je spojité zobrazeni prostoru P do prostoru @.
Je-li {G,} norméilnioteviené pokrytiprostoru @, pak {f-(G,)}
je norméilni oteviené pokryti prostoru P.

Diukaz. Necht spojitd pseudometrika ¢ v @ ma vzhledem k {G,;
« ¢ A} vlastnost 4.1, (4). Pro (z, y) e P X P poloime p*(z, y) = o(f(x),
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(). Potom o* je spojitd pseudometrika v P a zfejmé mé vzhledem
k {f~1(G,)} vlastnost 4.1, (4).

4.9. Kazdé oteviené pokryti metrisovatelného prostoru
je normélni. — Dikaz dostaneme okamfZité, pouZijeme-li 4.1, (6).

4.10. Oteviené pokryti @ normalniho prostoru P je nor-
malni kdyZ a jen kdyZz existuje lokdlnd koneéné oteviené
pokryti 9, které je jemnéjsi nez .

Dikaz. Je-li & normdlni, pak existenci ) s uvedenymi vlastnostmi
dostaneme z 4.1, (2). Je-li § lokalnd koneéné oteviené pokryti P, pak
z 2.1, 3.12 plyne pouzitim vlastnosti 4.1, (2), Ze § je normalni; je-li pfi
tom '? jemnéjsi nez @, pak & je normalni podle 4.4.

4.11. F-prostor je normalni, kdyzZ a jen kdyz kaZdé jeho
koneéné oteviené pokryti je normalni.

Dukaz. Je-li P normalni, pouZijeme 4.10. Je-li P F-prostor a je-li
ka7dé koneéné oteviené pokryti P normdlni, pak necht A, B jsou
libovolné disjunktni uzaviené mnoziny v P. Jeito (P — 4A)u
U (P — B) = P, existuji podle 4.3 uzaviené mnoiiny K c P — 4,
LcP—Btak, 2e KuL=P. Potom AcU=P-~K, BcV =
=P—L UnV =29, U,V jsou oteviené. Tedy P je normalni.

4.12. Necht & je normdlni oteviené pokryti prostoru P.
Potom existuji normélni oteviend pokryti &, k=12 ..,
takovid, Ze (1) &, zjemiiuje @, (2) @,,, hvézdovité zjemniuje &,
k=12, ..., (3) kazdy ¢élen souboru &, t=1,2 ... protind
pouze koneény podet élent kazdého souboru G, i=1,..,
k— 1, (4) kazdy soubor &, k=1,2,..., je lokidlné konecny
o-diskrétni.

Dukaz. Je-li P normélni, pak podle 4.10 existuje lokdlné konecné
oteviené pokryti @’ jemné&jsi nez ®; pouzijeme nyni véty 2.7 (s F, =
= @). V obecném ptipadé existuje podle 4.1, (6) spojité zobrazeni f pro-
storu P do metrisovatelného prostoru R a oteviené pokryti = {H,}
prostoru R takové, Ze {f~1(H,)} zjemiiuje &. Prostor R je normalni
(T 9.1.8); kazdé jeho oteviené pokryti je normalni (podle 4.8). Tedy, jak
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jsme pravé ukézali, existuji jeho pokryti $;, kterd maji (vzhledem k 5)
vlastnosti poZadované ve vété. Je-li §, = {H,; y € C}), polozme @, =
= {f(H,); v « C}. Snadno se zjisti (viz 1.9, 4.7), Ze &, maji potiebné
vlastnosti.

Cvident k.§ 4

4.1. K tomu, aby F-prostor P byl tiplnd reguldrni, je nutné a staéi, aby ka¥dé
jeho oteviené pokryti obsahujici prdvé dvé mnoZiny, z nich% jedna mé tvar
— (), bylo normélni.

4.2. Necht P je tiplné reguldrnf, B = S(P). Potom ke ka¥dému koneénému
normélnimu otevienému pokrytf { G, } prostoru P existuji otevi‘ené v R mnoZiny
H, tekové, e H, n P Cc Gy, { H,.} je konedné normélni oteviené pokryti .

4.3. Necht R je kompaktni FH-prostor, P c R, P = R. Necht R m4 vzhle-
dem k P vlastnost uvedenou v 4.2. Potom R = S(P).

4.4, Nazveme topologicky prostor P pseudokompaktnim, 1ze-li z kaZdého jeho
dormélnfho otevieného pokryti vybrat konedné pokryti. Dokaite: (1) P je
pseudokompaktni, kdyZz & jen kdyZ je kaZdd spojitd funkce na P omezend;
(2) spoletnd kompaktni prosto je pseudokompaktni; (3) pseudokompaktni
norméln{ prostor je spodetnd kompaktni. ‘

4.5. Necht P je prostor, S ¢ P, S = P, S je pseudokompaktni. Pak té% P je
pseudokompaktni.

4.6. Necht P je kompaktni, @ je pseudokompaktni. Potom P X @ je pseudo-
kompaktni. [Nejdifve dokaZte: je-li P kompektni, @ libovolny prostor, je-li f
spojitd funkce v P X @ a je-li g(y) = sup f(z,y) pro vy« @, pak g je spojitd

TeP '

. €
funkee v Q. Ndstin dakazu: Necht y, ¢ @, ¢ > 0. Pro z ¢ P necht jsou G(z) C P,
H(z)c @ okoli = resp. y, a necht plati: (z,y) e G(z) X H(z) = |f(z,y) —
— }(x, yo)| < &. Vyberme z { G(x)} konedné pokryti { G(z;)}; budiz H = n H(x ).

Pak ze P, y e H = |f(z, y) — f(z, 4o)] < 2¢, tudity « H = |g(y) — g(yo)l = 2e).

4.7. Soustavu U zakryti*) mno¥iny P nazveme uniformni, jestlife U * 0]
a plati: (1) kdyZ ¥ e U, B je zakryt{ P, ¥ zjemiiuje B, pak B ¢ U; (2) kdyZ A « U,
B U a € je soustava viech A n B, A ¢Y, BB, pak € ¢ U; (3) ke kazdému
U e U existuje B ¢ U, které je hvézdovité jernnéjsi neZ .

*) Pojmu zakryti (viz T def. 8.1.1) budeme nyni pouZivat v ponékud obecné_]élm
smyslu: zekrytim mno%iny P na.zyvéme soustavu mnozin, jejimZ sjednocenim je P.

‘
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DokaZte: je-li U uniformnf soustava zakryt{ mnoZiny P, pak soustava U¥*
viech U4u(4A X A), kde ¥ € U, jo basi jisté zobecnéné uniformity 1l (kterd je:
oviiem uréena jednozna¢né); Il je uniformitou tehdy a jen tehdy, kdy% prolibo-
volnéz ¢ P,y ¢ P,z + y, existuje ¥ ¢ U takové, Ze pro 24dné A ¢ A nenf zdroven
rzedayeA.

4.8. Je-li (P, 1) zobecnény uniformni prostor, nazveme jeho zakryt{ 3 stejno-
mérnym pokrytim (vzhledem k W), existuje-li U ¢ U takové, Ze pro ka¥dé z ¢ P pfi
vhodném Z ¢ 3 platf (z, y) ¢ U = y ¢ Z. DokaZte: necht (P, g) je metricky pro-
stor. Potom (1) pro kaZdé ¢ > 0 soustava 3, viech (g, £)-okolf bodi z P je stejno-
mérnym pokrytim uniformnfho prostoru P; (2) je-li 3 stejnomérné pokryti P,
pak pro vhodné ¢ > 0 soustava 3, zjemiuje 3.

4.9. Necht (P, U) je uniformni prostor. Soustava viech stejnomérnych po-

kryti P je uniformni soustavou zakryti a U je totoZné s uniformitou, kterd se
sestroji k této soustavé zpiisobem popsanym v 4.7.

4.10. Necht U je uniformni soustava zakryt{ mnoZiny P. Necht U je zobec-
nénéd uniformita, sestrojend k U zpisobem udanym v 4.7. Potom U se sklddé
pravs ze vech stejnomérnych pokryti zobecnéného uniformnfho prostoru (P, U).

4.11. Necht P je topologicky prostor. Soustavu U jeho &dstf nazveme nor-
mdlnim pokrytim, je-li Y zakrytim P a existuje normélni oteviené pokrytf B,
které zjemiuje U. DokaZte: je-li m nekonednd mohutnost, pak soustava Uy, tdch
normélnich pokrytf, k nim# existuje jemn&j§i normélni pokryti mohutnosti
< m, je uniformn{ soustavou zakrytf.

4.12. Necht P je 1iplné regulérni prostor, U, je uniformni soustava zakryt,
popsanéd v 4.11, U, je piisludné uniformita (viz 4.7). Potom U, souhlasi s topolo-
gif prostoru P.

4.13. Stejnomérné pokryti uniformniho prostoru P je vidy normélnfm po-
krytfm topologického prostoru P.

4.14, Neprdzdnou mnoZinu MM pseudometrik na mno%ind P nazveme wuni-
Jormni soustavou pseudometrik, plati-li: (1) kdy% o je pseudometrika na P a ke
kaZdému ¢ > 0 existuje g ¢ M a 6 > 0 takové, Ze o(z,y) < 6 = o(z,y) < ¢,
pak o ¢ M; (2) kdyZ o, € M, 05 ¢ M, pak g, + 03 ¢ M.

Doka¥te: ke ka¥dé uniformni soustavé pseudometrik M na mno¥ind P + @
existuje prévé jedna zobecndnd uniformita Ul na P takovs, Ze plati: (a) ke ka%dé-
mu U € Il existuje g e M a ¢ > 0 takové, ¥e o(x, y) < ¢ = (2, y) e U; (b) ka¥kdd
@ € M je stejnomérns spojitd vzhledem k U. [Viz 3.1, 3.2.]

4.15. Ke ka%dé zobecnéné uniformité Ul na mno%ind P + () existuje prévé
jedna uniformn{ soustava U zakryti P takova, Ze (a) kaZzdé ¥ e U je stejnomér-
nym pokrytim vzhledem k U, (b) pro ka¥dé U ¢ U soustava vSech X c P tako-
vych, 2e X x X C U, néle# do U. [Za U vezmeme soustavu viech stejnomérnych
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pokryti. Je-li U ¢ I, bud 3, soustava, popsané v (b). JestliZe VeI, Vo V-1 c U,
pak pro kaZdé z ¢ P mnoZina t&ch -y, pro né% (z, y) ¢ V, ndleZi do 3;,.]

4.16. Necht U je uniformni soustava zakryti{ mnoZiny P % 9. Pak existuje
pravé jedna uniformni soustava N pseudometrik na P takové, Ze (a) pro kaZdé
oM a e > 0 soustava viech X C P takovych, fexe X, ye X = o(z,y) < &,
néleXf do U; (b) ke kaZdému ¥ ¢ U existuje g ¢ M a ¢ > 0 takové, Ze plati: kdyz

_ol®,y) < ¢ pro vhodné 4 ¢ ¥ mdme v e 4, y e A. [Za M vezmeme soustavu
viech pseudometrik g, spliiujicich (@) pro viechna & > 0. Je-li ¥ ¢ U, existujf
U, e U,k = 1,2, ..., takovd, e Uy = A, A ., hvézdovité zjemiuje A,. Sestrojme
k {¥,} pseudometriku g podle 3.8. Pak g ndle{ do M a splhuje (b).]

4.17. Necht 1] je zobecnénd uniformita, U je uniformni soustava zakryti, M je
uniformni soustava pseudometrik na mno#in® P + @J. Rikdme, %e U a U navzé-
jem souhlast, jeou-li splnény poZadavky z 4.15; ikédme, Ze U a IR navzdjem
souhlasi, jsou-li splnény poZadavky z 4.16; fikdme, %o M a U navzdjem sou-
hlasi, jsou-li splnény poZadavky z 4.14. DokaZte: jsou-li dény U, U a M a dvé
z nich souhlasi s ti‘et{, pak souhlasi té% navzdjem.

4.18. Necht U, U, M maji vyznam z 4.17. Nazveme-li trojici (U, U, M)
souhlasnou, kdyZ I, U a M navzdjem po dvou souhlasi, pak plati: kazdd zobec-

' nénd uniformita, ka?d4 uniformni soustava zakrytf, ka¥dé uniformni soustava
pseudometrik v dané mno%ind P + ( néle#f prdvé do jedné souhlasné trojice.*)

4.19. Necht (P, l) je zobecnény uniformni prostor. Necht X c P, ¥ c P.
Rikdme, %o Y je stejnomérné okolt mnoZiny X (v zobecnéném uniformnim pro-
storu P), existuje-li U € Il takové, e z ¢ X, (z, y) e U = y ¢ Y. DokaZte: (1) je-li
Y stejnomérné okoli X, pak je téZ okolim X v topologickém prostoru P; (2) jsou-li
Y,, Y, stejnomdrné okoli X, pak téZ ¥, n Y, je stejnomérné okoli X; (3) je-i ¥
stejnomérnym okolim X, pak je té% stejnomérnym okolim mno#iny X; (4) je-i ¥’
stejnomérné okoli X, pak existuje Z C P takové, %e Z je stejnomérnym okolim
X,Y je stejnomérnym okolim Z.

4.20. Necht P je neprdzdnd mno¥ina. Ka%dé zobecnénd uniformita Il na P se
gklddd prdaveé ze viech stejnomérnych okoli ,,diagondly* (tj. mnoZiny vSech
(z,z) e P X P) v prostoru (P, ) x (P, ). KaZdd uniformni soustava U za-
kryti P se sklddé pravé ze vSech stejnomérnych pokryti zobecnéného uniform-
nfho prostoru (P, U) (viz pozndmku k 4.18). Ka%d4 uniformni soustava M
pseudometrik na P se sklddd pravé ze vSech stejnomérné spojitych pseudo-
metrik na zobecnéném uniformnim prostoru (P, M) (viz pozndmku k 4.18).

*) Podstetny smysl uvedeného tvrzeni je tento: Zobecndny uniformni prostor lze
urdit zcele ekvivalentn® bud udénim zobecndné uniformity nebo udénim uniformni
soustavy zakryti nebo uddnim uniformni soustavy pseudometrik. MiZeme proto mluvit
té% napf. o (zobecnéném) uniformnim prostoru (P, U) nebo (P, M), kde U je uniformni
soustave zakryti, I je uniformni soustava pseudometrik.
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4.21. Nazveme zobecnény uniformni prostor P totdiné omezenym (prekom-
paktnim), lze-li z ka¥dého jeho stejnomérného pokryti vybrat koneéné stejno-
mérné pokryti. DokaZte: metricky prostor je totdlnd omezeny v prdvé defino-
vaném smyslu, kdyZ a jen kdyZ je totdlné omezeny ve smyslu T def. 9.1.10.

4.22. Je-li uniformni prostor kompaktni, pak je totdlnd omezeny.

4.23. K tomu, aby byl zobecnény uniformni prostor (P, ) totdlné omezeny,
je nutné a stadi kazdd z téchto podminek: (1) je-li U ¢ U, pak existuje koneénd
K c P takovd, %e pro ka%dé = e P jest (z,y) e U pro vhodné y ¢ K; (2) je-li
Uell, pak existujf X; cP,i=1,...,n, takové, Ze U X; =P, X, X X, c U;

(3) kaidé steJnomérne spopté pseudometnka na P je omezené I3 / o R,
{z) o i
4.24. Kaidy podprostor totalnd omezeného zobecnéného umfommiho pro-

storu je totdlnd omezeny.

4.25. Kartézsky soudin totdlné omezenych zobecnénych uniformnich pro-
stord je totdlnd omezeny.

4.26. Necht P, Q jsou zobecnéné uniformn{ prostory, f je stejnomérné spojité
zobrazeni P na Q. Je-li P totdlnd omezeny, pak téZ @ je totdlnd omezeny.

4.27. Necht P je zobecnény uniformni prostor, X ¢ P, ¥ ¢ P. MnoZina Y je
.stejnomérnym okolim X, kdyZ a jen kdyZ existuje stejnomérné spojité zobra-
zen{ f prostoru P do <0,1> takové, e x ¢ X f(x) =1, 2¢ P — Y = f(z) = 0.
[Je-li ¥ stejnomérnym okolim X, existuje stejnomérné spojitd pseudometrika ¢
a € > 0 takové, Ze z ¢ X, g(z, y) < € = y ¢ Y. Polo¥me

o) = P =1 fem )

4.28. K tomu, aby kone¢né zakryt{ % zobeen&ného uniformniho prostoru
(P, W) bylo stejnomérnym pokrytim, je nutné a staéi tato podminka: sklddd-li se
2 z mnoZin 4,, pak existuji B; takové, Ze A, je stejnomdrnym okolim B,
U B; = P. [Podminka staéi: necht U; e Il a plati z e B;, (v, y) e U; => y ¢ A;; pak

n

U= n U, m4 vlastnosti z definice v 4.8. Podminka je nutné: zvolme U podle
4. Baozna,émeB mnozmua:ePta.kovych Ze (x,y) € U =>yed;l]

4.29. Necht P je zobecnény uniformni prostor. Bud U* soustava jeho za-
kryti 2 takovych, Ze existuje konedné stejnomérné pokryt{ B prostoru P, které
je jemnéjsi neZ . Potom U* je uniformni soustava zakryti. [K dukazu podminky
(3) z 4.7 pouZijte 4.28 a 4.27.] .

4.30. Necht Ul je (zobecnénd) uniformita ve mnoZiné P. Potom existuje préveé
jedna (zobecnénd) uniformita U* hrubs{ neZ U a takovd, Ze (1) (P, U¥) je totdlné
omezeny, (2) je-li Y c P stejnomérnym okolim X v (P, Ul), pak je stejnomérnym
okolim X téZ v (P, U*). [Za U* vezmeme (zobecnénou) uniformitu souhlasici

448 -



s uniformn{ soustavou zakryt{ U* sestrojenou podle 4.29. Pou¥ijeme 4.27 a k di-
kazu jednoznaénosti 4.28.]

4.31. Necht P, @ jsou totdlnd omezené zobecnéné uniformni prostory, f je
zobrazeni P do @. K tormnu, aby f bylo'stejnom&rng spojité, je nutn4 a stadi tato
podminka: kdyZ Y je stejnomérnym okolim X v @, pak /-1(Y) je stejnomérnym
okolim f-1(X). [Z 4.28 vyplyne, %e tvofi-li ¥, ..., Y, stejnomérné pokryti @,
pak f~YY;) tvoli stejnomérné pokryti P.]

4.32. Kazdy totdlné omezeny uniformni prostor lze vnofit prévé jednim
zpusobem jako hustou é&dst do kompaktniho uniformniho prostoru. Pfesnsji:
Necht (P, Ul) je totédlnéd omezeny uniformni prostor. Potom existuje uniformni
prostor (R, B) takovy, Ze P c B, Bp = U, B je kompaktni (jako topologicky
prostor) a R = P. Md-li té% prostor (R, ;) tyto vlastnosti, potom existuje
stejnomérné homeomorfni zobrazeni R na R,, které je identické na P. [Bud &
mnoZina vSech stejnomérné spojitych zobrazenf P do intervalu <0, 1>; bud m
jeji mohutnost. Zobrazime P do zdkladnfho kvddru dimense m: pro z ¢ P polo-
Zime f(x) = {p(x)} ¢ T, kde ¢ probihd ®. Z 4.31 a 4.27 se odvodi, Ze f je

stejnomérné homeomorfni. Klademe R = f}(P) C T a identifikujeme z ¢ P o f(z).
Jednoznaénost vyplyne z toho, Ze kaZdou stejnomérnd spojitou funkei na P lze
roz§ffit na R.]

4.33. Necht P je mnoZina. Necht je dédna jistd relace (vztah) T mezi &dstmi
mnoZiny P; pfesnéji: je dédna jistd ¢dst T mnoZiny exp P X exp P, pii éem¥ pro
X cP,Y cP piSeme X vY (a tfkdme, Ze X a Y jsou ,,blizké*), pravé kdyz
(X,Y) e ¥ (neplati-li X ¥, piSeme X non 7Y). Necht relace = spliiuje tyto
poZadavky: (1) X 1Y =>Y 7 X; (2) (X uY)tZ, kdyZ a jen kdyZ bud X v Z
nebo Y 1 Z; (3) prox ¢ P, y « P plat{ (x) T (y)<>x = y; (4) P non = @; (5) kdy%
AcP, BcP, Anont B, pak existuji C c P, D c P takové, Ze C u D = P,
A non 7 C, B non t D. Potom fikdme, Ze 7 je §-relace na P. MnoZinu P s d-relaci v
nazyvame J-prostorem.*)

Dokazte: Necht (P, W) je uniformni prostor. Pro X c P, ¥ c P polo#me
X ©Y préavé tehdy, kdyz pro kaZdou U e Ul existuji z ¢ X, y ¢ Y takové, Ze
(z,y) e U. Potom 7 je d-relace. (O drelaci 7 se pak tkd, Ze je wytvofena uni-
formitou 1).

Poznémka. Uniformn{ prostor budeme povaZovat vidy zéroven za J-prostor
(se zminénou dJ-relaei).

4.34, Necht (P, z) je 6-prostor. Pro ka?dé M c P bud M mnofina z ¢ P
takovych, Ze () v M. Potom P s takto stanovenou topologii je F'H-prostor.

*) V rusting se pouZivé té%Z ndzvu ,,mpocrpancTso GnmsocTa‘* ,,MHGEHATEINMAIBHOE
npocrpanctso, v angliéting ndzvu ,,proximity space‘‘. O teorii §-prostori viz zejména
0. M. Cmmpros, O mDpocrpaHcrBax Gamsoctw, MaTtemarmdyeckudt cGopmmk, 1952, 31 (73),
543—b574, a jiné SMIRNOVOVY préce.
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Poznémka. &§-prostor budeme vidy povaZovat zdroveili za topologicky
prostor (s topologif, kterou jsme ted zavedli).

4.35. Necht P je tiplné reguldrn{ topologicky prostor. Pro X c P, Y c P
poloime X 7Y, jestlife X, ¥ nejsou norméiné oddélené. Potom v je d-relace.

4.36. Necht (P, 7) je d-prostor. MnoZinu ¥ C P nazveme d§-okolém mnoZiny
X c P, kdy% X non 7 (P — Y). Koneéné zakryti {4,, ..., 4,} prostoru P nazve-
me J-stejnomérnym pokrytim, kdyZ existuji B; C 4; takové, Ze U B, = P, 4, je
d-okoli B;.

' DokaZte: soustava U vSech zakryti P, k nim# existuje jemné&j{ é-stejnomérné
kone¢né pokrytf, je uniformni soustavou zakryti P. [Podminku (3) z 4.7
dokéZeme nejdiive pro zakryti {4,, 4,}: soustavae tf{ mnoZin 4, — B,, B, n B,,
A, — B, hvézdovité zjemnuje {4,, 4,}; zvolime-li C; tak, aby B; non = (P — C,),
C;non v (P — A4,), pak zminéné mnoZiny jsou po radd &-okolimi mnoZin
B, — C,, C; n Cy, B, — C,, a tyto mnoZiny zakryvaji P.]

4.37. Necht (P, 7) je d-prostor. Pro X ¢ P, Y c P je X t Y, kdyZ a jen kdyZ
plati: je-li {4,, ..., 4,} -stejnomérné pokryti P, pak ndkteré A; protind zdroven
XiY. :

4.38. Necht t je d-relace na mnoZiné P. Potom existuje pr4dvé jedna unifor-
mita U na P takové, Ze (P, ) je totdlné omezeny a pro X c P, Y C P platf
XY, kdyZajen kdyz (X X Y)n U * @ pro kazdé U e ll. [Existence: 4.36
a 4.37; jednoznadnost: 4.31.]

4.39. KaZdy d-prostor je tiplnd regulédrni. [To vyplyvé z 4.38 a 3.17.]

4.40. KaZdy §-prostor lze vnofit pravd jednim zplisobem jako hustou ést do
kompaktniho é-prostoru. [PouZijte 4.38 a 4.32.]

4.41. Zobrazeni f d-prostoru P do d-prostoru @ nazveme d-spojitym, plati-li:
kdy% X,Y jsou blizké v P, pak f1(X), f1(Y) jsou blizké v Q. DokaZte: jsou-li
(P, 0), (@, o) metrické prostory, pak zobrazeni f prostoru P do @ je §-spojité,
kdy% e jen kdy¥% je stejnomérné spojité. [Pfedpoklddejme, %o f jo §-spojité a neni
stejnomérné spojité. Pak existujiz, e P, y, ¢ P tak, Ze p(x,, ¥,) = 0, o(f(x,), f(¥,)) >
> & > 0. Lze-li zvolit rostouci {k,} tak,-aby {f(zx,)} byla cauchyovskd, pak
(pro velké p) pro mnoZinu 4 vSech f(zx,), » > p, & mnoZinu B viech f(yx,),
n > p, plati 6(4, B) > }a; aviak o(f~1(4), /71(B)) = 0 vzhledem k g(zx,, ¥x,) —
— 0. Lze-li zvolit rostouci {k,} a § > 0 tak, aby o(f(xx, ), f(zx,)) > B prom * n,
lze téZ zvolit rostouci {k,} a y > 0 tak, aby a(f(a), f(b)) > y, kdykoli @ = =k,
b = yx, nebo a = =z, b = xx,, m F n, nebo @ = yx, b = xx,, m ¥ n. Pro
zminénd A4, B méme pak o(4, B) = y, o(f~1(4), f~1(B)) = 0.}
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