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3. KONSTRUKCE DVOU SPOCETNE KOMPAKTNICH
FR-PROSTORU, JEJICHZ KARTEZSKY
SOUCIN NENT SPOCETNE KOMPAKTNI

Definice 3.1. Necht R je mnoZina a nechf € je soustava podmnozin
C c R. Prvky soustavy € sluji nezdvislé, jestlize prinik N Ct* & @ pro
k=1

ka?dé ptirozené n, pokud C, ¢ € jsou navzajem rizné mnoZiny, pfi
temZ k* = + 1 a C} = Gy, kdeito C;* = R — C,.

3.1. Existuje soustava 9 mohutnosti exp N, nezivislych
mno%in, je% jsou podmnoZinami mnoZiny N véech pfiroze-

n
nych &isel, takova, Ze prinik N N je nekoneéni mnozina
k-1

pro ka#dé pfirozené &islo n, pokud N, jsou navzdjem rizné
prvky soustavy 9. - _

Diakaz. Necht U = PP(n), ne N, je kartézsky soudin, pfi Cemz
P(n) = E, pro kazdé n e N. Bod {z,} ¢« U nazveme raciondlnim, jestlize
kazdé &islo z, je racionalni a jestlize z, + 0 jen pro koneény pocet
indexd n. Podle T 2.2.6 je to spodetnd mnozZina. Existuje tudiZz prosté
zobrazeni w(n), n ¢ N, mnoziny N na mnozinu viech racionalnich
bodli v mnoziné U. Pro redlné éislo ¢, 0 < ¢ < 1, a racionalni bod

{z,} ¢ U polozme Ft({a:"})‘z > ti-1x,. Tento soudet je konedny, nebot
i=l

z, = 0 pro skoro viecka n. Definujme nyni podmnoZinu N,c N,
0 <t <1, jako mnozinu vSech ptirozenych ¢isel m takovych ze
F(yp(m)) = 0.

Necht ¢, a ¢, jsou dvé raznd &isla intervalu (0, 1). Zvolme raciondlni
isla r, takova, e — tr, <7, < — tyr,aZe r, = 0 pron = 3. Pak je
F,({r.}) > 0, kdeito F,({r,}) <O. Proto me N, — N,, kde m je
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urdeno vztahem y(m) = {r,}. Odtud vyplyva, Ze N, + N,. Soustava
N vSech podmnozin N, ma tudiz podle T 2.3.4 mohutnost exp N,.

Necht N;,, e M, 0 <, <1lprok=1,2,...,n, pi éemZ f, =+ ¢; pro
k + j. DokéaZeme, %e pranik | N7’ je nekonenou mnozinou. Necht
k=1
tedy jsou déna &fsla tf = + 1 pro k=1, 2, ..., n. Necht
G,t,,(xly Loy ooy xn) = zt;;_lzi =0 (k = 1: 2) o n)
i=1
je m rovnic nadrovin v n‘rozmérném eukleidovském prostoru E,.

Ka#d4 z nich obsahuje bod (0, 0, ..., 0) ¢ E,. Jeliko# ¢, & ¢, pro k& # j,
dostdvame ‘

t, .7t
n -1
1t2...t2 =n(tk_t,)=*=0.
.......... k<j<n
1¢, .. 671

Proto viechny tyto nadroviny jsou linearné nezivislé v E, a mno-
zina D v8ech boda (r, 7, ..., 7,) € E,, kde r, jsou racionalni éisla ta-
kova, Ze tf G, (ry, 7y, ..., 7,) > O soudasné pro kazdé k =1, 2, ..., n, je
nekoneéna. Ponévadz

Gtk(rly T2) teey Tﬂ) = Ftk({rly r2: “ rm 0; 07 .. }) ]
plati

n
t, L ]
PUry, Ty ooy 70y 0,0, 00 eknlN,:

pro kazdy bod (ry, 7y, ..., ,) nekoneéné mnoziny D. Tim je dikaz
proveden. ' '

3.2. Necht f,(z), e N, 0 <t < 1, znaéi charakteristickou funkei
mnoziny N, v isolovaném (a proto normalnim) prostoru N. Je tedy
fx) =1 pro xz e N} a f(x) = 0 pro z e N;*. Jelikoz N je isolovany
prostor, je podle T 7.1.2 kaZd4 redlnd funkce, zejména ka#dé charak-
teristick4 funkee fy(x), 0 <t < 1, spojitd. Mohutnost soustavy viech
téchto funkei f,(x) je stejnd jako mohutnost soustavy R, to jest
exp R,.

Nechf nyni f,(x), x e N, 0 < z < 2, znadi viechny redlné, omezené
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a spojité funkce vioboru N, pii ¢emZ f,(x), 0 < z < 1, jsou vSechny
charakteristické funkce mnozin N,. Necht P(z) = (inf f,(z), sup f,(z)>,
takZe pro 0 <z <1 je P(z) = (0, 1>. Kartézsky soudin R = PP(z)
(0 < z < 2), kde P(z) jsou podle T 8.3.28 kompaktni prostory, je sim
podle T 8.3.18 kompaktnim prostorem. Jelikoz ka#d4 mnozina P(z)
jest FH-prostorem, je podle T 6.2.10 a T 6.2.19 kartézsky souéin R
také F'H-prostorem. Podle T 8.3.19 je R normalnim prostorem. Snadno
se pozni, ze R je homeomorfni se zakladnim kvadrem dimense exp &,.
Zobrazeni g(z) = {£,}, kde xe N, {£,}ePP(z) (0<z<2) a & =
= f.(x) pro z € (0, 2), je podle T 8.4.8 (viz Dukaz II) homeomorfnim
zobrazenim isolovaného normélniho prostoru N na podmnozinu
@(N) c R. Mazeme tudi# identifikovat body = = ¢(z), x ¢ N. Pak je’
N = ¢,(NV) c R. Prostor ¢'(N), jenZz je vnofen do kartézského kom-
paktniho FH-prostoru R, je podle T 8.4.8 (viz Dakaz III) kompaktni

p-obal, tj. @'(N) = B(N).

3.2. Necht {£,;} ePQ() (0 <t < 1), kde @Q(f) sestava ze dvou
¢iselO0Oalprote(0,1). Pak existuje bod {£,} € B(N) — N takovy,
Ze &, = {, pro kazdé z ¢ (0, 1).

Dukaz. Necht {{;}, {; = 0 nebo =1, je libovolny bod mnoZiny
PQ(t) (0 < t < 1). Necht S je soustava viech mnozin tvaru N — N,
kdet e (0, 1) at* = 1, jestlize {, = 1, kdezto t* = — 1, jestlize {, = 0.
JelikoZz N je normélni prostor a ka?da mnoZina (n) obsahujici jediny
bod n € N je uzaviena v N, plati podle T 8.4.11, Ze (N — =) n (n) =
= §; ponévadi N — (n) U (n) = B(N), je kazdy bod n e N otevieny
v B(N), takZe mnozina N — N je uzaviend v B(N).

Soustava & je centrovana v (V). Necht N:’,‘: —Ne®,k=12,...,n.
Je-li ¢, =t;, pak ziejmé tf = t*. Proto muZeme uspotiddat reilnd
¢isla ¢, do vzestupné posloupnosti bez opakovani 0 < u; < %y, < ... <

< Up, kde m < n. Podle 3.1 je prinik N N3 nekoneénfr, a tudiz podle
i=1

T 8.3.1 je jeho uzavér v R nekonenou kompaktni mnoZinou. JelikoZ
v N jsou kompaktni jen koneéné podmnoziny, plati

—N=n@®s —N)=n @ —N).
k .

=1 i=1 j=1 -1

26* 403



- JelikoZ tedy soustava © je centrovana a podle pfedéslého odstavce je
N — N = N#* — N, plati podle T 8.3.6: ¢ = NS c f(NV) —

Zvolme nyni bod {£,} e N ©. Kdyby existoval index v € (0, 1) s vlast-
nosti &, + {,, pak okoli V({£,}) = PV (2} (0 < z < 2) zvoleného bodu
{§;} v prostoru R, kde V(z) = P(2) pro 0 <z < 2, z % v, kdeito
V(vy = <0, }), jestlize ¢, = 1, nebo V(v) = (}, 1), jestlize {, = 0, by
neobsahovalo #4dny bod mnoZiny N". Proto by bod {£,} nenélezel do
mnoziny N?* — N, a tedy ani do NS, coz je spor. Proto £, = £, pro
kazdé z € (0, 1).

3.3. Mohutnost prostoru (V) je exp exp ¥,.

Dikaz). Z 3.2 vyplyvé, Ze dvéma riznym bodim {{} + {3}
kartézského soudinu PQ(¢) (0 < ¢ < 1) odpovidaji dva riazné body
{&} + {£.} prostoru B(N)takové, Ze &, = {,a &, =, pro0 <z < 1.

Proto moh PQ(f) (0 < ¢ < 1) < moh f(N) < moh R.

Pritadime-li bodu {£,} ¢ PQ(f) (0 <t < 1) mnoZinu M{} c (0, 1)
takovou, Ze te M{(,}, kdyZ a jen kdyZ {, = 1, dostaneme prosté
zobrazeni kartézského soudinu PQ(f) (0 < ¢ < 1) na soustavu viech
podmnoZin otevieného intervalu (0,1). Z T 2.3.4 pak snadno vyplyva,
Ze mohutnost této soustavy je exp exp N,. Na druhé strané z T 1.5

a ze cvideni T 2.4.7 usoudime, Ze tutéZ mohutnost ma také prostor R,
‘a tudiz i (V

34. V kompaktnim f-obalu S(N) existuji dvé spocletnsd
kompaktni mnoZiny A4, a A, takové ie A,nd,=N a
A, u 4, = (V).

Dukaz. Necht & znali soustavu viech spodetnych (nekoneénych)
podmnozin T' c B(N) a necht & je soustavou viech podmnozin tvaru
N U (z),kde x e (N) — N.Pak je © c £ a moh & = moh (f(N) — N).
Proto '

moh (f(N) — N) = moh & < moh (N X (N)),
takze podle 3.3 a T 3.7.9 je moh ¥ = exp exp ¥,. Existuje tudiZ prosté

4) Jinym zpusobem dokézal tuto vétu B. Poseidm. Viz [5].
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zobrazeni soustavy € na mnoZinu §(N) — N. Uspofddejme normalng
soustavu ¥ takto:
To T, ..., Tg ... (moh & < expexp¥,)

a mnoZiné T'; pfitazeny bod oznaéme z; e f(N) — N. Transfinitni
indukei sestrojime podmnoziny P; a @; v mnoZing (N) — N. Pfedpo-
klédejme, Ze uz kaZdému prvku 7', T jsou piifazeny dvé podmnoziny
P, a @, v mno#ing f(N) — N takové, Ze '

PycPic...cPyc..., Qc@Qc...c@c...,

N P,n@,=9
pro viecka n < &, kde moh « < expexp¥, pfi demz moh P, =
= moh @, < exp exp ¥,. Pak ptitadime prvku [T, ¢ T dv®é podmnozi-
ny P, a @, takto: Jelikoz podle T 3.7.10 jest

moh J (P, u @,) < expexp ¥,,

n<ax
vyplyva z T 12.3.8, Ze podmnozina
(1) T,—(NuT)—U@P,u@,)cpl)—N

1<a
je nekoneéna. Mizeme tudiz zvolit v této podmnoziné dva rizné body
z, a z, s nejmensimi moZnymi indexy u a ». PoloZme pak

P,=z,uUP, a @,=2,u0U4C,.

n<x n<o
Ztejmé pro vieckan =< « plati: P, c P, c f(N) — N; @, c @, c () —
— N; P,n @, = 9. JelikoZ moh P, = moh @, pro 7 < &, snadno se
vidi, Ze je také moh P, = moh @, << exp exp R,.

Tak jsou transfinitni indukei sestrojeny dvé podmnoziny P =
=UgP:cf(N)— NaQ@=U;Qc B(N)— N takové, ze Pn Q = 0,
pti éemZz moh & < exp exp ¥,.

Z podminky, aby indexy u a » byly nejmensi, vyplyva, ze Pu @ =
= B(N) — N. Vskutku, je-li libovolny bod a € f(N) — N, pak a = z,
pro vhodny pofadovy index ¢ mohutnosti << exp exp ¥,. UvaZujme
o téch mnoZinidch T & tvaru N U (2), zeB(N) — N, pro néz
z + a. Necht z,, a z,, je dvojice bodi, jeZ jsou podle (1) prifazeny
prvku 7. Kdyby z,¢p(N) — (Pu @), pak by vzhledem k mini-
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mélnim pofadovym é&islim u a » platil pro viecka A vztah: pu; < o,
v, < o. JelikoZz viak moh p < exp exp ¥, méla by soustava & mo-
hutnost < exp exp ¥,, coZ je spor.

Zbyva dokazat, Ze podmnoiiny A, =PUNcpN) a A,=
= Q U N c B(N) jsouspoletné kompaktni. Zvolme tedy jakoukoliv ne-
koneénou podmnozinu M c 4, a v ni spoéetnou podmnozinu M, c M.
Pak M; =T, ¥, kde « je vhodné pofadové &islo. Této spodetné mno-
Ziné podle (1) ptifazeny bod x, ¢ 4, nalezi do mnoiiny T, — T, =
= M, — M,a je tudiz vzhledem k T 4.1.4a T 4.1.8 hromadnym bodem
mnoziny M v A,. Proto je mnoZina 4, spodetné kompaktni. Stejné
tvrzeni o mnoziné A, se dokaZe analogicky.

3.5. Kartézskysouéind, X 4A,dvouspodéetnékompaktnich
F-prostori A, =PuN a 4,=QuUN neni spodetné kom-
paktni. ’

Dikaz. 4, i 4, jsou podmnozZiny reguldrnitho F-prostoru S(XN).
Podle T 4.6.10, T 5.3.2 a 3.4 jsou to tedy spodetné kompaktni FR-pro-
story. Ozna¢me pismenem D mnoZinu vSech bodl (z,y)e 4, X 4,,
kde x = y. Jelikoz 4, n 4, = N, nalezi bod (z, y) do mnoziny D, kdyz
a jen kdyz z = y ¢ N. Jelikoz kazdy bod x ¢ N je otevieny, je .D ne-
koneéné isolovana podmnozina v prostoru 4, X 4,.

Mnozina B nemd hromadného bodu v 4; X 4,. Piedpoklidejme
naopak, #e mnozina D m4 hromadny bod (a,b)e D — D. Pak je
aef(N) bep(N), a + b. Jelikoz S(N) je H-prostor, existuji v ném dvé
disjunktni okoli V(a) bodu @ a V(b) bodu b. Rovnéz okoli 4, n V(a)
bodu a v prostoru 4, a 4, n V(b) bodu b v prostoru 4, jsou disjunktni,
takZe okoli (4, nV(a)) X (4, n V(b)) bodu (a, b) v prostoru 4, X 4,
neobsahuje zadny bod mnoziny D. To je spor.

Podle T 8.2.6 neni tudiz prostor 4, X 4, spodetné kompaktni®).

5) Viz Novix [10].
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