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2. KONSTRUKCE TOPOLOGICKEHO PROSTORT,
JEHOZ UZAVERY MAJI PREDEPSANE
VLASTNOSTI

Definice 2.1. Necht (P, u) je topologicky prostor. Necht £ je po-
fadové &slo. Definujme £-ty uzdvér mnofiny X c P takto:
wX =X; WX =uX; uwX = u@u-1X),
je-li & isolované potadové &fslo; uéX = |J w71X, je-li £ limitni pota-

s 0=n<é
dové ¢&islo.

2.1. Necht £ je pofadové &islo. Pak (P, uf) je topologicky
prostor..

Dikaz provedeme transfinitni indukei. Pfedpoklidejme, Ze u7 jsou
topologie prostoru P pro viecka pofadova &isla # < o, kde & < &.
Obsahuje-li mnoZina X c P nejvys jeden bod, pak zfejmé nejvys jeden
bod obsahuje rovnéz mnoZina #(u*-1X), je-lix isolované, nebo U u7X,

n<a
jo-li & limitni potadové é&islo. Jsou-li dile X, a X, dvé podmnoZiny
dané mnoZiny P, pak je
ur(X, u X,) = u(ue1X, uu-1X,) = w=X, v ueX,,
je-li « isolované, nebo

w (X, U Xp) = Uwn(X,uX,) =UwX,ulUwX, =uX, uulX,,

n<e n<o n<a
je-li o limitni pofadové &islo.
Podle T 4.1 je tudiz u= topologie prostoru P.
Z vlastnosti topologie u vyplyva, Ze
(1) XcuXcuwXc...cu"Xc...

Definice 2.2. Necht je ddn topologicky prostor (P, u). Kaidé
podmnozing X c P piifadme nejmensi pofadové éislo ¢(X) takové, Ze
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mnozina u*®X je uzaviens. Necht ®(P, u) je mno¥ina viech pofado-
vych &isel ¢(X), kde X probiha viecky podmnoziny prostoru P. Zaby-
vejme se otdzkou, jaké vlastnosti musi mit mnozina potadovych &isel
H, aby v dané mnoziné P existovala topologie u s vlastnosti H =
= O(P, u).

2.2. Topologicky prostor (R, »), ktery neni isolovany,
obsahuje neuzavfenou mnozZinu 4, jejiZ uzdvér vA jest
uz‘a,vi'en}’r. Vskutku, jelikoz (R, v) neni isolovany prostor, existuje
podle T 4.7.5 mnozina Xc B takovd, Ze vX = X; zvolme bod
zevX — X a poloime 4 = B — (). Zfejmé A + vA = R.

2.3. Necht P je nekonednd spoéetnd mnoZina a necht H
je mnoZina pofadovych disel. Pak existuje v P topologie
takovd, Ze prostor (P, u) neni isolovany a Ze H = @(P, u),
kdyz a jen kdyZ jsou splnény tyto t¥i vlastnosti:

[11 Hc §, kde S znaéi mnoZinu viech spoéetnych pofado-
vych &isel.

[2] Potfadova ¢isla 0 a 1 ndleZzeji do mnoZiny H.

3] Jsou-li x a S pofadovi &isla, jejichZ soudet &« + fnaleii
do H, pak rovnéz e H.

Dikaz. Podminka je nutnd. Necht n ¢ H a necht M c P je pod-
mnozina, pro niz g(M) = 5. Jelikoz M je nejvys spoetnd a vzhledem
k (1) musi byt také pofadové &islo 7 spofetné. Je tudiZ splnéna vlast-
nost [1].

JelikoZ cely prostor P = u°P je uzavieni mnoZina, je O ¢ H. Mno-
Zina A, jejiz existence byla dokdzina v 2.2, spliiuje vztah u°4 +
+ ud = u?A, takze p(A) = 1 ¢ H. Proto je splnéna vlastnost [2].

Je-li &+ BeH, existuje mnoZina M c P s vlastnosti ué*/M =
= ubt8H1M  coi lze psit wA(ufM) = whti(ufM), takie @(utM) =
= B e H. Je tudiZ splnéna i vlastnost [3].

Podminka je postadujici. Necht H je mnoZina pofadovych disel
spliiujici podminky [1], [2], [3]. Uspotddejme prvky mnoZiny H podle
velikosti takto: &y < o; < ... < &; < ..., kde «, a 1 jsou spodetnd
pofadovs é&isla (ne nutnd viechna) a A <y, pfi ¢emZ mohy =\,
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Jelikoz je splnéna podminka [2], plati x, = 0, &, = 1. Z toho vyplyvi,
Ze y = 2.

Sestrojme nyni podmnoziny P, 1 < y s témito vlastnostmi:

(2) P, je nekoneéns podmmnozina (spotetné) mnoziny P.

(8) Pro 2 % u, A <y, u <y, je prunik P, n P, konetnou mnozi-

nou.
Takové mnoZiny P, existuji, i kdyZz moh y = ¥§,, jak ukazuje pfiklad
mnoziny viech raciondlnich é&isel, v niz P, zna¢i mnozZiny raciondlnich
Cisel, jez tvoii vzrastajici posloupnosti konvergujici k redlnym é&islim,
z nich% vSak Z4dné dvé nekonverguji k témuz &islu.

Necht dile pro kazdé & < «, znaéi P, podmnoZinu mnoZiny P,
takovou, Ze

(4) PyycPyc...cPpc... c Py,

(5) mnoziny P, a P,.,, — P, jsou nekoneéné,

(6) Py, = P, a Py = U P,, pro limitni &

0sn<é
Poloime P, _, = @ a pro struénost predpokladejme, Ze —1 je mensi
nez kterékoliv pofadové Eislo.

Pro kazdou podmnozinu M c P a kaZdé pofadové &islo 4 < y defi-
nujme symbol 2M jako takové nejmensi poradové &islo £ < «;, pro
néz mnozina M n (P, — P,) je konetnd mnoZina. JelikoZ pro
& = a, je tento prunik prazdnou, tedy koneénou mnozZinou, pofadové
tislo AM existuje a plati vztah

—1=IM £ wy, .
pii éemz AM = — 1, kdyZ a jen kdyz M n P, je koneéna mnoZina.
DokazZeme nyni, Ze '
(7) . MM u N) = max {AM, AN} .

Vskutku, z definice pofadového &isla AM a z vlastnosti (4) vyplyva,
%e A4 < 1B, kdykoli A c B. Proto max {AM, AN} < (M u N). Na
druhé strané, je-li napt. AM =< AN, pak podle (4) je P, — P ;>
> P, — P, ,y, takie mnoZina (M u N)n (P, — P,,y) je konetna.
Proto také A(M u N) < max {AM, AN}.

Pro ka?dé potadové &islo A <y definujme zobrazeni f,(¢),
— 1= & = o takto:
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f(§)=£6+1 pro 0=¢&<ay,
f /1(— 1) = - 1:
falog) = &, -
Vsechny podmnoziny dané mnoZiny P rozdélime do dvou navzijem
disjunktnich t¥id. Rekneme, e mnoZina M c P patii do prvé tdy,
existuje-li konedn4 posloupnost pofadovych &isel 1, < 4, < ... < 1,

n .
takova, Ze mnozina M — |J P, je kone¢na. MnoZina M naleZi do druhé
il

tfidy, nepatfi-li do tfidy prvé. KaZda koneénid mnoZina, zejména
prazdnd mnozina a kaidd mnoZina P;: jsou mnoZiny prvé tiidy.
Naproti tomu je-li moh y = &, vychdzi z (2) a (3), Ze mnoZina P je
mnozinou druhé tfidy. NaleZi-li mnozina M do prvé tiidy, poloZme

F(M) = _UIP/I‘fh(A,M)-
DokaZme, Ze mnozina F(M) je v tomto piipadé jednoznaéné uréena.
Vskutku, je-li U PW,M(#,M) druhé vyjidieni mnoZiny F(M), pak mno-
i=1
Zina (M n P,) — U P, jekoneénd pro kazdé ¢ = 1, 2, ..., n. Jsou dva
j=1

mozné pripady: Budto je mnoZina M n P, konednd — a pak je
AM = — 1, takZe P, am = 0. Nebo M n P;, je nekonetni, takZe

rovnéz (M n P;,)n GPF, je nekonedénou mnozinou. Vzhledem k (3)
existuje jediny indej; ;', pro néjz prinik M n P; n P,, je nekoneény,
- takZe podle téhoZ vztahu (3) je 4; = u;. Tim je dokédzano, Ze ‘OIP;,‘.f 2 iM) C
C,.Glp“”m("’M" Provedeme-li tuto ivahu, zaménivSe indexy 1; za in-
dexy u; a naopak, dostaneme opadnou inklusi. Odtud vyplyva rovnost
mnoZin iL:JlP;. R = ,GIP’”’M(“"M"
Nyni dokédZeme, %e pro mnoZiny M a N z prvé tiidy plati vztah
(8) FMuN)=FM)uF(N).
Piedev3im je zfejmé, Ze sjednoceni M u N nélezi do prvé tiidy, kdyz

a jen kdyz M i N jsou mnoZinami prvé t¥idy. Jelikoz tedy M u N
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ndlezi do prvé tiidy, existuji indexy A; < 4, < ... < 4, takové, Ze

mnoZina (M u N) — U P;, je koneéna. Proto jsou také jeji podmnoziny
iml
M — U Pl‘ alN — U Pl‘ koneéné, takze F(M 8] N) = U P;,‘fl‘(),‘(MuN)),
i=1 i=1 t¢=1

F(M) = .UlPliflt(;'lM) a F(N)= .UIP“’M(“N" Odtud vyplyva vztah (8),

nebot podle (7) pro ka#dé plati rovnost P*tfa,(li( MmNy = Py 2gmex (M AN))
a podle (4) se snadno zjisti, Ze Ph!;,(max(i;M-laN}) = P}‘f;.‘(},‘M) u PA,,A‘(A‘N).

Definujme nyni topologii # v mnoziné P takto:

uM = M u F(M), patii-li mnozina M do prvé t¥idy,

uM = P, patii-i mnoZina M do druhé t¥idy.

Je-li K koneéna mnozina, nalezi do prvé t¥idy a zfejmé je F(K) = 0.
Proto 4(K) = K a zejména (@) = 9. Z definice dile vychdzi, Ze
uP = P. Zbyvi dokizat vztah w(M u N) = uM U uN.

NileZi-li asponi jedna z mnoZin M, N do druhé tfidy, pak nalezi
rovnéZ sjednoceni M U N do druhé tfidy a véc je zfejma. Necht tedy
M a N nalezi do prvé t¥idy. Z (8) vyplyva, Ze

UMUN)=MUNUFMUN)=MuFM)uNu F(N)=
=uMuUuN.
Podle T 4.1 je tudiz (P, u) topologicky prostor.

Poznali jsme, Ze kazd4 mnozZina P,, nilezi do prvé t¥idy. Z (4) a (5)

vyplyva, ze AP, = &, takie podle (5) a (6) je .

uP;e =Py, Pro 0= E<a; a uP;, =P, pro { =«,.
Nyni dokdZeme transfinitni indukei vztah (9) platny pro & = «;:
(9) w'Py=Pg,pro é+n=0;; w'P;=P, pro E+n=0,.
Necht £ = «; je pevné pofadové ¢islo, Pro n = 0 je zfejmé vztah (9)
splnén. Predpokladejme, Ze je spravny pro viecka pofadova disla
{ <7, pii Cemz &4 79 = «, Jeli % isolované &islo, je P, =
= w(urPy) = uP; gy = Pygry Pro &+ 19 = «; zejména tedy
P, = Py, = P, pro ¢ + 9=, tudiz w1P;,, =P, pro £+ 9=
= o, Je-li % limitni &islo, pak podle (6) je

w? Pre = UwPie = UPusst=Pigey Pro &E+n=o,

t<n o<1
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/

zejména

wPy =P, pro E+q=a,
takze

wP,, =P, pro £+47n=a.

Vysledku (9) pouZijeme nyni k dﬁkaiu, ze H = O(P, ). Ze vztahl
(9) a (5) vyplyva pro £ = 0, = «,, Ze u*iP,y = P, = u*s*'P,,; proto
@(Pyo) = ;¢ H. Je tudiz H c (P, u). K dikazu H = &(P, u) stad
ukézat, Ze ¢(M) e H pro kazdou podmnozinu M c P. Necht tedy nej-
prve ulM = u?M. Pak je p(M) = 0 nebo p(M) = 1, takZe podle [2] je
také @(M) e H. Necht nyni uM =+ w2M; pak M nalezi do prvé tiidy,
nebof jinak by bylo uM = P = w2 M.

Poznamenejme, Ze z piedpoklada wM =+ u*M a uM = uL vyplyvi,
te p(M) = @(L). Z téchto predpokladu pfedeviim vyplyva, Ze uL =+
+ uw?L. Proto ¢(M) > 1, ¢(L) > 1. Jelikoz pak wM = urL pro kazdé
n = 1, plati zejména

wMY = 4fML & wPL = "M,
odkud vyplyvé, Ze (M) = ¢(L).

Jelikoz mnozina M nalezi do prvé tridy, existuji pofadovd d&isla
Aty Ags +evy A bakovd, ze M — Glph je konetnd mno¥ina. Jelikos

M n (P; — P;,um) je konednd mnoZina, vyplyva ze (4), Ze také mnoZina

M — U Py, apn = K je konetna a plati rovnosti
i=1
uM =MuFM)=M UiL_JIP“’h“'M) =‘_';JIP/1‘IA‘(A‘M) UK =

= ’u(iUI.PA‘,;.‘M V] .K) .

Oznadime-li EJ P U K = L, je podle piedeslého odstavce a podle
i=1 . ’ )

(7): ‘
p(M) = (L) = gf;tp(Pa‘.ziM) ,

nebot ¢(L) je zfejms nejmensi pofadové ¢islo s vlastnosti

n n
w?L = U ’w”(l’)Pz,,z,M uK=U uw(L)+1PhJ_‘M UK = ur+1[, |

i=1 i=1
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Abychom dokazali, %e (M) ¢ H, stadi tudiz ukazat, Ye (P, ,m) e H
pro ¢ = 1,2, ..., n. DokiZeme vice, totiz ¢(P,.;) ¢ H pro kazdé A <y
a § £ ;. Oznaéme 7 = @(P,,); pak wu7(P,) je nejmensi uzaviena
mnozina obsahujici podmnozinu P,,. Z definice topologie u vyplyvi,
Ze touto uzavienou mnozinou je mnozina P,. Podle (9) je w7P, =
= Pigeqg = Py =Py, Proto & + 5= o e H. Z vlastnosti [3] vy-
plyva pak, ze také n ¢ H.
Tim je dokazano, ze H = O(P, u).3)

3) Viz Novix [9].
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