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§6. PRIKLADY TOPOLOGICKYCH PROSTORTU

6.1. USPORADANE PROSTORY

Budiz R uspofidanid mmnoZina. LeZi-li a ¢ B p¥ed b ¢ R, oznadime
J(a, b), n8kdy také J(b, a), mnoZinu téch x ¢ R, které lezi mezi a a d.

KaZzdému a ¢ R ptifadime soustavu L(a) édsti R takto. JestliZe pfedné
a je prvni v R, pak L(a) se skldd4 z jediné mnoZiny (a). Jestlize viak
existuji z ¢ B leZici pred a, pak L(a) se sklid4 ze vSech mnozin tvaru
J(z, a) U.(a), kde x ¢ R probihd prvky leZici pfed a. Podobné definu-
jeme druhou soustavu P(a) takto. Je-li a posledni v R, sklidé se P(a)
z jediné mnozZiny (a); jinak se P(a) skldda ze vSech mnoZin tvaru
J(a, ) U (a), kde z ¢ R probiha prvky lezici za a.

Definice 6.1.1. MnozZiny X ¢ L(a) se jmenuji okoli zleva a mnoZiny
X € P(a) okoli zprava prvku a ¢ R. Je-li obava z nedorozuméni, piseme
podrobnéji L(a, R), P(a, R).

6.1.1. Je-li a prvni prvek usporidané mnoZiny R nebo
existuje-li b e R, ktery leZzi pfimo pted a, jest (a) € L(a); jinak
je kazda X e L(a) nekoneéna. Je-li a posledni prvek R nebo
existuje-li b ¢ R, ktery lezi ptimo za a, jest (a) ¢ P(a); jinak je
ka?dd X ¢ P(a) nekonednd.

Pro kaidy prvek a uspofddané mnoZiny R necht soustava ll{(a) se
sklad4 ze vSech mnozin tvaru X uY, kde X ¢ L(a), Y ¢ P(a). Snadno
nahlédneme, Ze ll(a) spliiuje axiomy (Ill) az (IVUl) vyslovené ve 4.3.1.
Ze 4.3.3 tedy plyne, Ze muZeme definovat topologii v R pomoci defi-
nujicich soustav okoli (a) (a ¢ R).

v Definice 6.1.2. Uspofddany prostor R je uspotddans mnoZina R
v pravé popsané topologii.

Je uZiteéné tuto definici trochu zobecnit. Zvolme &ty¥i disjunktni

podmnoziny R; (1 = 1, 2, 3, 4) tak, aby jejich sjednocenim byla celd R;

-8 Topologické prostory 113



jinak jsou R, zcela libovolné. Pro a ¢ R, necht ll(a) se sklada z jediné
mnoziny (a); pro a € R, budiz U(a) = L(a); pro a ¢ B, budiz U(a) =
= P(a); pro a ¢ B, budiz I(a) soustava viech X U Y, kde X € L(a),
Y ¢ P(a). Axiomy (IN) az (IVUl) jsou opét splnény, takze muzeme zavést
topologii do R pomoci definujicich soustav okoli U(a) (a ¢ R).

Definice 6.1.3. Zobecnény usporddany prostor R (v tomto paragrafu
struéné z. u. p.) je uspofddand mnoZina R v jedné z pravé popsanych
topologii.

Definice 6.4.2. BudiZ R z. u. p. Pravime, %e a¢ R je zleva (zprava)
1solovany bod prostoru R, existuje-li okoli U bodu @, jehoZ prvnim
(poslednim) bodem je a. Mnozinu vSech zleva (zprava) isolovanych
bodt oznaéime IYR) [I7(R)].

6.1.2. BudiZ Rz.u.p. Abybylae Risolovanybod, k tomu je
nutné a staéi a e I{(R) n I?(R). Viz 4.2.5.

Rizné rozklady R = R, U R,u R; U R, uspofddané mnoZiny R
mohou vytvofovat touz topologii v R. (Slova ,,rozklad‘ zde uzivime
v ponékud jiném smyslu nez v 1.3, nebof nyni nepfedpoklidéme
R; + §.) Av8ak mezi viemi rozklady vytvorujicimi touz topologii je
jeden vyznaény:

6.1.3. Budiz R z. u. p..Topologie prostoru R se di vytvorit
rozkladem R, u R, u R, U R, kde

R, = IY(R)n I*(R),
R, = I*(R) — IYR),
R, = IY(R) — I*(R),
R, = R — [I{RB) u I*(R)] .

6.1.4. Prostor § vnofeny do z. u. p. R je zase z. u. p. Jakozto
¢ast uspofddané mnoZiny R je také S uspofddand mnozina. Budiz
K, (K,) mnoZina téch = ¢ 8, ke kterym existuje takovd X e L(a, R)
[X € P(a, R)], 26 S n X = (a). Necht dana topologie R je vytvofena
rozkladem R, u R,u B;uU R,. Snadno se pfesvéddime, Ze topologie
vnofeného prostoru S se da vytvofit rozkladem S =8,uS,uS,u
u S, kde ‘
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6.1.5. Kaidy z. u. p. § se d4 vnofit do uspofddaného pro-
storu R.

Dukaz. I. Necht dand topologie v S se di vytvofit rozkladem
S=8u08,uS;u8, Oznaime I' mnoZinu vsech celych C¢isel
0, +1, +2,... Pro z ¢ S polozme (z, 0) = z, takZze S povaZujeme za
podmnozinu kartézského soudinu S X I. Je-li (z,, t;) € S X I, (@, &5) €
e 8 x I, necht '

(2, t;) pred (x,, 1)

znamend, 7e budto z, lezi pfed z, v uspofidané mnoZiné S nebo je
soulasnd z, = z,, t; < f,. Tim vznikne uspofddini mnoziny § X I

yiv

které je rozsifenim daného uspoiadani v S.
II. Definujeme mmoZinu R c § X I takto:

pro zeS;: (x,t)e R<tel;
proxelSy; (x,f)eR<=>t=0;
prore8S;: (r,t)e R<=>t=0;

pro xeS; (z,t)e Rt =0.

Jakoito ¢ast uspofddané mnoziny S X I' je R uspofiddina; miZeme
pokladat R za uspofddany prostor a S za prostor vnoieny do R. Snadno
se plesvédéime, Ze touto cestou dospéjeme k pivodné dané topolo-
giiv S.

6.1.6. BudiZ Rz.u.p. Nechtbodalezipfedbodemb. MnoZina
J(a, b) je oteviend.

6.1.7. Kazdy z. u. p. R je dédiéné& normélni.

Diikaz. I. Podle 6.1.4 stadi dokézat, %e R je normalni,

II. Ze 4.2.4, 4.4.13 a 6.1.6 plyne, Ze definujici okoli U bodu a ¢ R je
nejen okolim bodu a samého, nybrz je také okolim kazdého jiného
z e U, takZe mnozina U je oteviend (viz 4.2.8 a 4.4.12). TudiZ R je
F-prostor podle 4.5.6.
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III. Necht F, c R, F, c R jsou dvé disjunktni uzaviené mnoZiny.
Méame udat okoli W, mnoziny F, a-okoli W, mnoziny F, tak, aby bylo
W,n W, = 9. Poloiime ¢ = R — (F,u F,)apro(z,y) e G X G

(z, y) e €< budto z = y nepo J(z,yjc G.

Snadno zjistime, Ze € je vztah ekvivalence v G; budiz R piisluiny
rozklad G ve smyslu &linku 1.3. V ka?dém péasu S rozkladu R zvol-

me @(S) € S.

IV. Ptitadime kaZdému z ¢ F'; okoli U(z) bodu z. Toto U(x) bude
sjednocenim U, U U, a nejprve popiSeme U,. Pfi tom budeme rozlifo-
vat t¥i piipady.

Pripad prvni: x € IY(R). Polozime U, = (x).

Piipad druhy: kaZdé okoli bodu x obsahuje asponl jeden takovy
y ¢ F,, ktery v R leii pfed z. Protoze F', n F, = @, jest R — F, okolim
z (viz 4.4.13). Z toho se snadno odvodi, Ze existuje bod y e F,, ktery
lezi v R pted z a pro ktery plati F, n J(z, y) = 0. Zvolime takovy
bod y a polozime U, = (z) U J(y, z).

Piipad tieti: jest x ¢ B — I(R) a existuje takové okoli H bodu z,
Ze z je prvnim bodem mnoZiny F, n H. Protoze také B — F, je okoli z,
je také K = H — F, okolim z (viz 4.2.5). Tudi? K je takové okoli bodu
z, Ze Zadny bod mnoZiny K — G nelezi pfed x. ProtoZze x ¢ R — IY(R),
existuje tedy bod ye Kn G pfed x. Necht S je pis obsahujici
bod y (viz III); poloime @(S) = 2. ProtoZe (y,2) ¢ € a protoZe y lezi
pfed z ¢ R — @, nahlédneme snadno, Ze také z lezi pied x. PoloZime
U, = () uJ(z x).

V. Tim je (pfi daném z ¢ F,) definovana mmozina U,. MnoZinu U,
definujeme tplné stejné az na to, ze misto

IYR), pted z, prvni bod, U,
pfijde nyni
I?(R), za z, posledni bod, U, .
Snadno se ptesvédéime, Zze U(x) = U, u U, je okolim bodu .

VI. Kaidému z ¢ F, ptifadime okoli V(z)=V,uV,. Definice
V(z) (x € F,) se lisi od definice U(x) (z ¢ F;) pouhou vyménou mnozin
F,F,.
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VII. Polozime W, = Ulz) (xeF,), W, = U V(z) (x e F,), takze
podle 4.2.4 2 4.2.8 W, je okolim F;, W, je okolim F,.

VIIL. Zbyva dokézat, ze W, n W, = . To plyne snadno z nisledu-
jicich faktd, o jejichz spravnosti je lehké se piesvéddéit. Jest W, c F; u
UG, W,c F,u@. Jelli ye W,nG ajeli S ten pads mnoziny G, ve
kterém leZi y, nastane jeden z téchto t¥i ptipadi: [1] existuji takové dva
body z, € F,, x, ¢ F,, ze S c J(z, z,) ¢ R — Fy; [2] y leZi za bodem
@(8) a existuje z ¢ F,, ktery je prvnim za ¢(S) leZicim bodem mnoZiny
F, u F,; (3] yleZi pfed bodem ¢(S) a existuje z € ¥}, ktery je poslednim
pred ¢(8S) lezicim bodem mnoziny F, u F,. Je-liy e W, n G a je-li S ten
pas mnoZiny G, ve kterém leZi y, nastane jeden z téchto t¥i piipadi:
[1] existuji takové dva body z, € Fy, x, ¢ Fy, 3¢ S c J(z,, 2,) c B — Fy;
[2] v lezi za bodem ¢(S) a existuje z ¢ F,, ktery je prvnim za ¢(S)
lezicim bodem mnoZiny F, U F,; [3] y lezi pfed bodem ¢(8) a existuje
z € F,, ktery je poslednim pied ¢(S) lezicim bodem mnoZiny F, u F,.

Definice 6.1.5. PodmnoZinu D uspofiddané mnoZiny R nazveme
uspordddnim hustou v R, jestlize D je v uspofddaném prostoru R (viz
definjci 6.1.2) husté (viz definici 4.9.1).

6.1.8. Budiz Ruspofiddand mnoZina. Budiz D c Ruspotada-
nim hustd v R. Je-li aeR, be R a je-li J(a,b) + 0, jest Dn
nJ(a, b) + 0. JestliZe k bodu ae R existuje takovy beR,
kterylezi v Rpfimo pfeda, atakétakovyce R, kteryleziv R
pfimo za a, pak jest ae D. Je-1li a prvni v R a existuje-li ta-
kovy be R, ktery lezi v R pfimo za a, pak jest aeD. Je-lia
posledni v R a existuje-li takovy b e R, ktery leZi v R p¥imo
pfeda, pak jest a e D. Tvrzeni o J(a, b) plyne ze 4.9.5 a 6.1.6; ostatni
tvrzeni se snadno odvodi ze 4.9.13.

6.1.9. Budiz R uspotddand mnoZina s aspoii dvéma prvky.
Necht D c B m4a tuto vliastnost:
(1)) acR, beR, a+b, J@bd) +0=DnJ(ad) +0.

Je-li v R prvni prvek o a existuje-1i b ¢ R, ktery lezi ptimo
za a, pak necht a e D. Je-liv Rposledni prvek a a existuje-1i
beR, ktery lezi pfimo p¥ed a, paknecht a ¢ D. Pak je D uspo-
tédanim hust4 v E. UvaZujeme R v topologii z definice 6.1.2. Podle
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4.9.4 mame dokazat, Ze kazdé definujici okoli kardého bodu z ¢ R
obsahuje aspofi jeden bod mnoZiny D. To v8ak plyne z (1), jestliZe
neni (x) definujicim okolim bodu z neboli jestlize x neni isolovanym
bodem prostoru R. Zbyvi dokézat, Ze pro kaZdy isolovany bod z je
x € D. To plyne pfimo ze 6.1.1 pro takovy isolovany bod z, ktery je
prvnim nebo poslednim v E. Pro jiny isolovany bod z soudime ze
6.1.1, 7e existuji takové prvky a e R, b ¢ R, Ze a lez{ pfimo p¥ed z; b
piimo za z. Potom je v3ak J(a, b) = (x), tedy z e D.

6.1.10. Budiz R z. u. p. Mnozina D c R je pravé tehdy hustéd
v R, jestlize pfedné D je uspofadanim hustd a za druhé D
obsahuje kazdy isolovany bod prostoru R.

Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Podle 4.2.3 a 4.9.4 miame
ukazat, ze kazdé definujici okoli U kaZdého neisolovaného z ¢ R obsa-
huje aspoil jeden bod mnozZiny D. Z definice 6.1.3 v3ak nasleduje, ze
existuji takové ae R, be R, z2e a = b, § + J(a, b) c U. Podle 6.1.8
je Dnd(a,b) + 0, tedy DnU =+ 0.

II. Necht D je hustd v prostoru R. Podle 4.9.13 obsahuje D kazdy
isolovany bod prostoru R. Obsahuje-li R nejvyd jeden bod, pak D
splyne s R a je tedy uspoifddanim hustéd. Je-li @ prvni v B a leZi-li né-
jaky b € R ptimo za a, je bod a isolovany, tedy a € D. Podobné je a € D,
je-li @ posledni v R a lezi-li néjaky b ¢ R piimo pied a. Je-li a ¢ R,
be R, a + b, je mnozina J(a, b) oteviena podle 6.1.6 a je-li J(a, b) + 0,
je D nJ(a, b) + § podle 4.4.13 a 4.9.4. TudiZ R je uspotddanim husta
podle 6.1.9.

Budiz R uspofidand mnozina. Existuje aspoii jedna uspofadanim
husté ¢ast R, totiz R sama. Podle 3.7.3 maZemetedy vyslovit definiei:

Definice 6.1.6. Charakter uspofdddni{ uspofddané mnoziny R je
nejmensi moznd mohutnost usporadanim husté podmnoziny.

6.1.11. BudiZ R uspofddanad mnoZina. Je-li R koneén4, pak
jeji charakter uspofddani je roven podétu jejich prvki.
Je-li R nekonednd, pak jeji charakter uspotddéni je ne-
konedny.

Dikaz. I. Je-li R koneénd, je R sama jedinou svou uspofdddnim
hustou podmnozinou.
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II. Existuje-li koneénd uspofiddanim hustd D c R, je D husta ve
smyslu topologie definice 6.1.2 a podle 4.4.3 a 4.9.2 je D = R.

Definice 6.1.7. Charakter zleva (zprava), znalka xXa) [x7(a)],
prvku a uspofidané mnoZiny R definujeme takto. Pokladime R za
uspotéddany prostor podle definice 6.1.2 a oznadime S (7T') mnoZinu
sloZzenou z bodu a a ze vech téch x ¢ R, které lezi pfed a (za a). Pokla-
dame 8 (T') za prostor vnofeny do R a definujeme y'(a) [%7(a)] jako
charakter bodu @ v prostoru S (7') ve smyslu definice 4.12.1.

Jsou-li m,, m, dvé mohutnosti, poloZime
max (my, My) = m,, min(m,m,) =m,, jeli m =m,,
max (my, m,) =m,, min (m,,m,) =m,;, je-li m <m,.

Podobné pro vice nez dvé mohutnosti.

6.1.12. Budiz Rz.u.p.Je-lia e IY(R) n I?(R), jest y(a) = y(a) =
=w(@) =1. Je-li aeI?(R), je x(a) = p(a) = w(a) = x'(a). Je-li
acl(R), je x(@)=vy(a) = wl(a)=x"a). Je-li aeR —[I{R)U
u I*(R)], je x(a) = y(a) = max [y¥(a), x*(a)], w(a) = min [y¥(a), x*(a)].
Pro aeI}(R)uI”(R) je y(e) monoténni. Pro ae R —[I{R)uU
u I?(R)] je pravé tehdy y(a) monoténni, jestlize y'(a) = y*(a).

Dtkaz. I. Je-li a e IY(R) n I?R), je y(a) = y(a) = w(a) = 1 podle
4.12.1 3 6.1.2. )

IL. Je-li a € I?(R), zjisti se snadno, Ze y(a) = yXa) a Ze y(a) je mono-
ténni, takze podle 4.12.11 je w(a) = w(a) = y*(a). Podobné pro
ae IYR).

III. Budiz a ¢ R — [I{(R) u I?(R)]. Budiz S (T') mnoZina sklidajici
sezaaztéchx e R, kterélezipted a (zaa). Jest SUT =R aeSnT.
Podle II jsou y(a | S), x(a | T) monoténni a jest y(a | S). = p(a | S) =
= w(a|8) = y4a), y(a|T) =yl |T) = w(a|T) = x*(a). Pro urdi-
tost necht y'(a) = x?(a). Podle 4.12.7 je y(a) = p(a) = y*a). Protoze
ae R — [I{R) U I”(R)], je w(a|8) + 1 + w(a|T) podle 412.1, tedy .
w(a).= x"(a) podle 4.12.8. Ze 4.12.15 plyne, Ze x(a) je pravé tehdy
monoténni, jestlize y'(a) = y?(a).

6.1.13. Budiz R z. u. prostor. Charakter kazdého aeR je
nejvys roven charakteru uspofddani prostoru R. Budiz b
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tento charakter uspofddani a budiz D c R uspofdddnim hustd,
moh D = b. Podle 6.1.12 postadi, odvodime-li y}(a) =< b. Je-li a ¢ I{R),
je 1 = yY(a) = b; necht tedy a ¢ R — I'(R). Definujme § tak jako v de-
finiei 6.1.7. Pak soustava mnoZin

Ulz) = (@) UJ(z,0) [ze8 — (a)]

je definujiei soustavaokolibodu a € S v té topologii S, pomoci které byl
definovan y'(a). Stati tedy dokazat, Zze S — (a) ma takovou podmnozi-
nu M, 7e moh M < b a Ze ke kaZdému x ¢ S — (a) existuje takovy
ye M, 7e U(y) c U(z). Poloime M = S n.D — (a), tak¥e moh M < d
podle 3.7.1. Je-li xeS — (a), je J(x, a) + @, nebot jinak by bylo
a e I{R). Podle 6.1.8 existuje y e D nJ(x, a). Ziejmé y e M, U(y) c
c U(x). .

6.1.14. BudiZ R z. u. p. BudiZ b charakter uspofadani pro-
storu R, budiZ moh I'(R) = m;, moh I?(R) = m,. Pak jest

(2) x{(R) = max [b, m;, m,] .

Dikaz. I. R je F-prostor podle 6.1.7, takZe y*(R) je definovan. Je-li
moh R = n koneénd, je yY(R) = » podle 4.12.17, b = n podle 6.1.11
a ziejmé také m; = m, = n. Necht tedy B je nekoneény. Oznatme
m pravou stranu ve (2); podle 6.1.11 je b a tudiZ i m nekoneénd mo-
hutnost. Podle 4.12.21 existuje hustd D c B mohutnosti = y'(R).
Podle 6.1.10 je moh D = b, takZe b < y*(R).

I1. Budiz B oteviend base prostoru R mohutnosti y‘(R). Budiz
a e I'(R) a budiZz U jeho definujici okoli, takZe a je prvni v U. Podle
4.5.17 existuje B¢ B, a e Bc U; a je pak prvni v B. Tedy existuje
takové zobrazeni ¢ mnoZiny IYR) do B, Ze pro kaidy a e I'(R) je
a prvni ve g(a). Ziejmé ¢ je prosté, takie m, =< y*(R) podle 3.7.1.
Podobné vyjde m, < y(R) a protoze d < y(R) je ndm znamo, je
m = yY(R). ‘

III. Zbyva dokéazat, Ze R mé otevienou basi mohutnosti < m.
ProtoZe R je F-prostor, existuje podle 4.5.6, 4.12.5 a 6.1.13 ke kazdému
z € R 1iplnd soustava B(x) okoli bodu z sloZeni z otevienych mnozin
a takovi, %e moh B(x) < b. Ze 3.7.10 soudime nejprve, %e moh [I}(R) u
U I7(R)] =m a potom, Ze také moh M < m, kde W je sjednocenim
viech soustav B(z) pro ze[I'(R)u I?(R)]. Budiz D uspofddinim
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hustd éast R mohutnosti . Podle 3.7.8 je moh (D X D) =< m a podle
3.7.1 také moh I < m, je-li U soustava vSech mnozin J(z, y), kde
zeD, yeD, x pted y. Podle 6.1.6 se Il sklad4 z otevienych mnoZin a
totéz plati o B = Il U M. Podle 3.7.10 je moh B = m a zbyva ukazat,
ze B je oteviena base prostoru R. BudiZ a ¢ R; podle 4.5.17 mame do-
kézat, Ze ty mnoZiny soustavy B, které obsahuji bod a, tvofi tplnou
soustavu okoli bodu a. To je zfejmé, je-li a ¢ IY(R) U I?(R); nechf tedy
a ¢ R — [IYR) u I?(R)]. KaZdé definujici okoli bodu a ma tvar

U= (a)uJ(b,a)ud(a,c),

kde b lezi pfed a, ¢ leZi za a, J(b, a) + § = J(a, c). Podle 6.1.8 existuji
takové zeD, ye D, %e zeJ(b, a), yeJ(a, c). Ziejmé J(z,y)e B,
aed(z,y), Jx,y)cU.

6.1.15. BudiZ Ruspofadanyprostor. Charakteruspofadani
prostoru BRbudiz d; budiz ¢ mohutnost mnoZiny v8ech skoki
v R (viz 3.3). Pak jest y*(R) = max (b, 8). PoloZme max (b, 8) = m.
Piipad koneéného R je trividlni a nechime jej stranou; podle 6.1.11 je
pak mohutnost b, a tudiZ i m nekoneéna. Je-li (B,, R,) skok v uspofa-
dané mnoziné R, pak existuji takové a ¢ R,, b ¢ R,, Ze a je posledni
v R, b prvni'v R,; zftejmé a ¢ I?(R). Z toho soudime snadno, ze 8 =<
= moh I?(R) a ovSem je také 8 =< moh I}(R), takZe y*(R) = m podle
6.1.14. Na druhé strané, jestlize a ¢ I?(R) a jestliZze @ neni posledni v R,
pak ze 6.1.1 soudime snadno, Ze (RB,, R,) je skok v mnoziné R, kde

R,=6&,[veR xzaa]l], RR=R—R,.

Z toho plyne snadno, ze moh I?(R) < m. Podobng je téZ moh I'(R) <
= m. Podle 6.1.14 je tedy y*(R) = m, a tudiZ y}(R) = m.

6.1.16. Budiz R uspofiddany prostor. Zvolme M c R libo-
volné. Je-li M, (M,) mnozina téch x ¢ M, které maji takové
okoli zleva (zprava) H, 2e H n M = (z), pak moh M, (moh M,) <
= _x"(R). Pokladdme-li M c R za vnofeny prostor, je M, = I'(M),
M, = I*(M). Uvazované mohutnosti jsou podle 6.1.14 < y*(M) a
podle 412,18 y{(M) < xi(R).

Vychézejice od ptirozeného uspoifddani (viz 3.2) mnoziny E, viech
readlnych d&isel muzeme do E, zavést topologii.
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Definice 6.1.8. Tuto topologii nazveme pfirozenou topologii v E,.
Neni-li vyslovné uveden opak, uvaZujeme v dalsim vidy tuto topo-
logii v E,.

6.1.17. E, je dédi¢né normalni prostor s druhym axiomem
spotetnosti. Viz 6.1.7 a 6.1.15.

6.1.18. Budiz M c E,. Mno%ina M, (M,)téch x ¢ M, ke kterym
existuje takové ¢ > 0, Ze '

yeM, y<ax=>r—y>¢c WeM,y>z=>y —2x>¢)

je nejvys spoéetna. Viz 6.1.16.

6.2. KARTEZSKE SOUCINY

- Budiz C #.9. Pro kazdé z ¢ C budiZ S(z) prostor. Zavedeme do kar-
tézského soulinu

8 =9PP(z) (zeC)
topologii. Za definujici okoli bodu a ¢ § prohlisime viecky mroziny
tvaru

U=9YV(z) (z¢C),

kde pro ka#dé z € C je V(z) v prostoru P(z) okolim z-soufadnice a(z)
bodu @ a mimo to existuje takova koneéna K c C (zavisla na U), Ze
V(z) = P(z) pro viecka ze¢ C — K. Tato druhd podminka je splnéna
vidy, kdyZ mnozina C je koneénd. Viimnéme si, Ze P(z) je vidy okolim
bodu a(z) € P(z) (viz 4.2.2). Ze popsanym zplsobem skuteénd vznikne
topologie v P, plyne ze 4.3.1 a 4.3.3.

Definice 6.2.1. Kartézskym souinem S = PP(z) topologickych pro-
storit rozumime vzdy P v pravé popsané topologii.

Zv]asté dulezity je pripad, kdy Cse skladd z koneéné mnoha celych
kladnych &isel 1,2, ..., n a prokaZdé z € C je P(z) = E,, takze S = E,,.

Definice 6.2.2. Privé zavedenou topologii nazveme pfirozenou
topologit v E,. Neni-li vyslovné uveden opak, uvazujeme v dalsim
vzdy tuto topologii v E,,.
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6.2.1. Jest E,, X E, = E,,,. Formdlné jsme to méli uz v &lanku
1.5, ale nyni se to mini i o topologii.

6.2.2. Budiz € + 0. Pro ka?dé zeC budiZ M(z) bodovi
mnozZina prostoru P(z). Budiz

S=9PP(), T=PM(z (2¢C).
Pak je T = PH(z) (z < C). Viz 4.3.2.

6.2.3. BudizC # 0. Prokazdéze Cbudiz B(z) uplnisoustava
okoli bodu a(z) e P(z). BudiZ a ten bod kartézského souéinu
S =9PP(z) (zeC), jehoz soufadnice jsou a(z) (zeC). Budiz U
soustava v8ech mnoZin U = P,V (z), kde V{(z) ¢« B(z) pro viecka
2eCa V(z) = P(z) proze C — K, kde K je koneéna dast C (z-
visld na U). Pak je l iplnd soustavaokolibodua v prostorusS.

6.2.4. Budiz S kartézsky soudin prostora P(z) (ze C). Jest-
liZe pro kazdé ze¢ C danou topologii v P(z) nahradime hrubsi
topologii, dostaneme také v § hrubsi topologii. Viz 4.3.4.

6.2.5. Budiz € + 0. Pro kazdé z¢ C budiz M(z) + ¢ bodovi
mnoZina v prostoru P(z). Budiz S = V,P(z), T = V,M(z). Aby
bodova mnoZina T byla uzaviend v prostoru S, k tomu je
nutné a staci, aby pro kazdé ze C bodova mnozZina M(z) byla
uzaviena v prostoru P(z). Viz 6.2.2.

6.2.6. Budiz C + 0. Pro kazdé z¢ C budiz M(z) + @ bodova
mnozina v prostoru P(z). Budiz § =9,P(z), T = P,M(z). Aby
bodova mnoZina T byla oteviend v prostoru S, k tomu je
nutné a stacéi, aby [1] mnozina M(z) byla pro kazdé ze C ote-
viend v prostoru P(z), a aby [2] existovala takovd konedna
mnozina K c C, Ze M(z) = P(z) pro ze C — K. (Podminka [2] je
vidy splnéna, jestlize mnozina C je konec¢na.)

" Dakaz L Ztejmé T =+ §; zvolme a e T'. Je-li T c S oteviend, pak
podle 4.4.13 existuje takové definujici okoli U bodu a, Ze U c T'. Mno-
zina U mé tvar U = 9,V(z) a existuje takova koneénd mnozina K c C,
Ze V(z) = P(z) pro kazdé z ¢ C — K; pro z ¢ C je V(z) okolim z-soufad-
nice a(z) bodu a v prostoru P(z), takze V(z) + 0 podle 4.2.3. Z toho
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plyne piedevsim, Ze M(z) = P(z) pro kazdé ze C — K. BudiZ 2z, ¢ K,
& e M(zy). Zfejmé existuje takovy ze T, Ze 2(zy) = £ Podle 4.4.13
existuje takové definujici okoli U* c § bodu z, Ze U* c T'. Mnozina U*
ma tvar U* = P,V*(z) a podle 4.2.2 je V*(2) c P(z) okolim bodu x(z)
pro ka?dé z e C. Zejména je V*(z,) = W okolim bodu § v prostoru
P(z,). Protoze U* c T, jest W c M(zy). Tedy ke kaZdému & e M(z,)
existuje takové okoli W bodu & v prostoru P(z,), Ze W c M(z,). Podle
4.2.4, 4.2.8 3 4.4.12 je tedy M(z,) oteviend pro kaidy z, ¢ K.

II. Jsou-li podminky [1] a [2] splnény, je mnoZina T' zfejm& ote-
viena.

6.2.7. BudiZ z,¢ C. Pro kazdé z ¢ C budiz P(z) prostor. Budiz
S =P,P(z), ae 8. BudiZ T mnoZina téch z €8, pro néz

2eC, z =% 2y=z(z) = a(z). '

Pokldddme-1iT za prostor vnoteny do S a poloZime-li f(z) =
= z(2y) prozeT, pak f je homeomorfni zobrazeni prostoru 7T
na prostor P(z,). Plyne z 6.2.2. Véty 6.2.7 uZivame, mame-li o néjaké
topologické vlastnosti prostoru S zjistit, Ze plati téZ pro prostor P(z,).
Podle 6.2.7 muzZeme pii tom prostor P(z,) nahradit prostorem 7'.

6.2.8. Budiz C + 9. Pro kazdé ze¢C budiz P(z) prostor.
Budiz 8 =9P,P(z), aeS. Aby a byl slaby F-bod prostoru §,
ktomu je nutné astadi, aby a(z) bylslaby F-bod prostoru P(2)
pro kazdé ze C.

Dikaz. I. Je-li a slaby F-bod prostoru S, je a(z,) pro kazdé z,eC
slaby F-bod prostoru P(z,) podle 4.6.11 a 6.2.7.

IT. Pro kaZdé ze C budiZ a(z) slaby F-bod prostoru P(z). Budiz U
okoli a v prostoru 8. Existuje takova konetnd K c C, ze P,V (2)c U,
kde V(z) = P(z) pro ze C — K a V(2) je okoli a(z) v prostoru P(z) pro
ze K. Podle 4.5.1 existuje pro ka?dé ze K takové okoli W(z) bodu
a(z) v prostoru P(z), %e V(z) je v prostoru P(z)_ okolim kaZdého
e W(2). Pro ze C — K budiz W(z) = P(2). Pak U* =P, W(2) je tako-
'vé okoli a v prostoru S, pro které U je v S okolim kazdého x,e U*,
tudiZz @ je podle 4.5.1 slaby F-bod prostoru 8.

6.2.9. Budiz € 0. Pro kazdé z¢C budiz P(z) prostor. Bu-
diz S =P, P(z), acS. Aby a byl silny F-bod prostoru 8§, k to-
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mu je nutné a staédi, aby a(z) byl silny F-bod prostoru P(z)
pro kazdé zeC.

Dukaz. I. Je-li a silny F-bod prostoru S, je a(zo) pro kazdé z, e C
silny F-bod prostoru P(z) podle 4.6.12 a 6.2.7.

II. Pro kazdé z ¢ C budiz a(z) silny F-bod prostoru P(z). Pro kazdé
ze C tvoti viecka oteviend okoli bodu a(z) v prostoru P(z) tiplnou
soustavu B(z) okoli a(z) ¢ P(z). Budiz Il soustava vSech mnoZin tvaru
P,V (2), kde V(z) € B(z) pro z¢ K, V(z) = P(z) pro ze C — K a K pro-
bihé viecky koneéné podmnoziny C. Podle 6.2.3 je Ul liplna soustava
okoli bodu a v prostoru §; podle 6.2.6 se |l sklada z otevienych mnozin.

6.2.10. Kartézsky soudin F-prostord je F-prostor (pfi libo-
volném C #+ §). Plyne jednak ze 4.5.5 a 6.2.8, jednak také ze 4.5.6 a
6.2.9.

6.2.11. Bod a ¢S = PP(z) (ze C) je pravé tehdy isolovanym
bodem prostoru 8§, jestliZze pfedné mnoZina téch z¢C, pro
néz P(z) obsahuje aspoii dva rizné body, je konelné, a za
druhé pro kazdé ze¢C je a(z) isolovany bod prostoru P(z).
Plyne ze 6.2.6.

6.2.12. Neclift C & 0 je koneénd mnoZina. Necht pro kazdé
ze Cje P(z) neprazdny prostor. Prostor P,P(z) je pravé tehdy
husté rozloZzeny, jestlize existuje takové z,¢C, Ze P(z,) je
husté rozloZeny prostor. Plyne ze 6.2.11.

6.2.13. Nechf C je nekonednd mnoZina. Nechf pro kazdé
ze C je P(z) prostor obsahujici aspoii dva rizné body. Pak
prostor P,P(z) je husté rozloZzeny. Plyne ze 6.2.11.

6.2.14. Budiz C % 0. Pro ka?dé zeC budiz P(z) prostor
obsahujici aspoii dva rizné body. Budiz S = 9,P(z), aeS.
Je-li mnoZina C koneénd, budiz ¢ =1; je-li C nekonednj,
budiZ ¢ = moh C. Je-li x(z) charakter bodu ¢ v prostoru S
a jestliZe pro zeC je y[a(z)] charakter bodu a(z) v prostoru
P(z), pak yx(a) je nejmen3i ze v8ech tdch mohutnosti m, pro
které

c=m; 2eC= yla(z)] =m.
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Dikaz. I. DokiZeme nejprve, 7e p(a) = ¢. (Budeme to potiebovat
pii dikazu véty 6.2.15.) Necht naopak ¢ > y(a). Pak mnoZina C je
nekoneénd a existuje takovd soustava Il okoli bodu a, Ze moh Ul <
= y(a), (@) = NU(U e U). Prokazdé U e Il existuje takové definujici
okoli ¢(U) bodu a v prostoru 8, Ze a € p(U) c U, takze (a) = N ¢(U)
(U € 11). Podle definice 6.2.1 pro kazdé U ¢ U mame ¢(U) = P, W(U, 2)
(z € C), kde pro kazdé z € C je W(U, z) c P(z) a existuje takova koneéna
mnozina K(U)c C, Ze zeC — K(U)= W(U, z) = P(z). ProtoZe
moh U < y(a), soudime ze 3.7.10, Ze mohutnost mnoZiny H =
= U K(U) (U ¢ 1) je budto koneéna nebo = y(a), tedy jisté < ¢, takZe
existuje z, ¢ C — H. Protoze prostor P(z,) obsahuje vice nez jeden
bod, existuje takovy b € S, Ze b(2,) + a(z,), aviak b(z) = a{z) pro kazdé
z € C — (2,). Potom v8ak ziroven s bodem a musi také bod b nélezet do
mnoziny N ¢(U) (U € ) a to je nemozné. .

II. Podle 4.12.1 je y(a) = y(a), takie podle I je ¢ = y(a). Podle
4.12.3 a 6.2.7 je y[a(z)] = x(a).

IIT. Necht pfedné ¢ =m a za druhé ze C= y[a(z)] = m. Mame
dokazat, Ze y(a) = m. Je-li m koneéna mohutnost, je y[a(z)] = 1 podle
4.12.1 a mnozina C je kone¢na, takie y(a) = 1 podle 4.12.1 a 6.2.11.
Necht tedy m je nekoneéna mohutnost. Pro kazdé z ¢ C zvolme takovou
tplnou soustavu B(z) okoli bodu a(z) v prostoru P(z), Ze moh B(z) =
= y[a(z)]. Dile oznadme & soustavu viech koneénych asti mnoZiny C.
Pro kazdou K ¢ & oznadéme (K) soustavu viech mnoZin tvaru P,V (z),
kde ze¢ K = V(z) € B(z), ze C — K = V(z) = P(z). Posléze poloime
U =UBK) (Kef). Podle 6.2.3 je U tplnd soustava okoli bodu a
v prostoru S, tak?e mime pouze dokéizat, Ze moh I = m. Pro K ¢ &
je moh M(K) < m podle 3.7.9 a podle 3.7.11 je také moh & < m.
TudiZ moh I} = m podle 3.7.10.

6.2.15. Budiz C + 0. Prokazdéze CbudiZ P(z) prostor obsa-
hujici aspofi dva razné body. Budiz 8§ =P,P(2), aeS. Je-1i
mnoZina Ckoneéns, budiZze¢ = 1; je-li Cnekoneénd, budizc =
= moh C. Je-li y(a) pseudocharakter bodu a v prostoru S
a jestlize pro ze C je yfa(z)] pseudocharakter bodu a(z) v pro-
storu P(z), pak y(a) je nejmensi ze viech téch mohutnosti m,

pro které
cSm; zeC=ylaz)] =m.
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Diikaz. I. Podle 4.12.3 a 6.2.7 je y[a(z)] = y(a). Podle ¢asti I di-
kazu véty 6.2.14 je ¢ = y(a).

II. Necht pfedné ¢ <m a za druhé z e C = y[a(z)] = m. Mdme do-
kazat, Ze p(a) < m. Je-li m konednd mohutnost, je y[a(z)] = 1 podle
4.12.1 3 mnozina C je koneénd, takZe y(a) = 1 podle 4.12.1 a 6.2.11.
Necht tedy m je nekoneénid mohutnost. Pro kazdé z ¢ C zvolme sou-
stavu B(z) okoli bodu a(z) v prostoru P(z) tak, aby bylo moh B(z) =
= yla(2)], (a(z)) = NX [X € B(2)]. Déle pro kaidé z,e C oznaéme
IB(z,) soustavu viech mnozin tvaru P,V (z), kde V(z,) € B(z,); 2 ¢ C,
z % zo = V(2) = P(z), takZe W(z,) je soustava okoli bodu a ¢ P a jest
moh MW(z,) = yla(z,)]. Posléze polozme I = U W(z) (z € C). Pak U je
soustava okoli bodu a ¢ P, podle 3.7.10 je moh Il =m a snadno se
zjisti, Ze (a) = NX (X e U). TudiZ yp(a) <m

6.2.16. Budiz C + 0. Proka%déze Cbudiz P(z) prostor obsa-
hujici aspofi dva rizné body. Budiz § = P,P(z), ae S. Budiz:
w(a) vnit¥ni charakter bodu a v prostoru 8§ a pro ze C budiz
w[a(z)] vnit¥ni charakter bodu a(z) v prostoru P(z). Budiz D
mnozina téch z¢ C, pro které je wja(z)] > 1. Je-1li mnozZina C
koneénd a je-li D=0, je w(@) =1. Je-li € koneéna a je-li
D £ @, je w(a) nejmens§i ze viech mohutnosti w[a(z)] (z ¢ D).
Je-li Cnekoneéna, jest w(a) = X,.

Duakaz. I. Ze 4.12.1 a 6.2.11 plyne, Ze pravé tehdy je w(a) =1
(tj. @ € 8 je isolovany bod), je-li C koneénd a D = §. Tento piipad tedy
miZeme vyloudit.

II. Budiz C koneénd a budiz D # §. Podle 4.12.3 a 6.2.7 jest
ze D = w(a) < w[a(z)]. Pfedpoklidejme, Ze ze D = w(a) < wla(z)];
mime odvodit spor. Podle 4.12.2 existuje takovi soustava 1l okoli’
bodu a € §, Ze moh Ul = w(a) a %e mnoZina N X (X ¢ ) neni okolim
bodu a ¢ 8. Pro kazdou U e U je P,V (z, U) c U, je-li V(z, U) vhodné
volené okoli bodu a(z) € P(z). Pro z ¢ Cbudiz W{z) =N V(z, U) (U € U);
protoZe budto w[a(z)] =1 nebo moh U < w[a(z)], zjisti se snadno,
Ze pro kazdé ze C je W(z) okolim bodu a(z) e P(2). ProtoZe mnoZina
C je konecna, je P, W(z) okolim bodu a € S. To je spor proti 4.2.4, nebot

“ziejmé P, W () c N X (X e W).
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III. Budiz C nekoneéna; mime dokazat, Zze w(a) = ¥,. Podle I je
w(a) * 1, takze (viz 4.12.1) stali dokézat, Ze w(a) = 8,. Budiz H c C
spocetnd mnozina. Pro kazdé z ¢ H zvolme v prostoru P(z) bod b(z) +
#* a(z) a polozme U(zy) = P,V (z,, 2) pro kaidé z, e H, kde V(zy, 2,) =
= P(zy) — (b(20)), V(2o, 2) = P(2) pro ze C, z & z,. Podle 4.2.2 a 4.2.6
je U(z,) definujicim okolim bodu a ¢ § pro kazdé z, e H. Kdyby bylo
w(a) > ¥, pak by podle 4.12.2 mnozina W = N U(z,) (2, € H) byla
okolim bodu a € 8. Je-li vak W okoli bodu a v prostoru S, pak existuje
takova koneénd mnoZina K c C, ze W > P,T(z), kde T'(z) pro z e K je
vhodné volenym okolim bodu a(z) e P(z) a pro z2¢ C — K je T(z) =
= P(z). Protoze mnozina H je nekoneéni, existuje z,¢ H — K. Pro-
toze P, T(z) c W c U(zy) = P.V(2y, z) a protoze ze C= T(z) &+ @, je
T(2) C V{2, 2,) neboli P(z,) ¢ P(z,) — (b(zy)) a to je spor.

6.2.17. Budiz C + 0. Pro ka%Zdé ze C budiz P(z) F-prostor
obsahujici aspoli dva ruzné body. Budizi 8§ = P, P(z), takze
také S je F-prostor (viz 6.2.10). Je-li mnoZina C konedéni,
budiz ¢ = 1; je-li € nekoneéna, budiz ¢ = moh €. Pak je xS)
nejmensi ze viech takovych mohutnosti m, pro které

c=m;. zeC= PR <m.

Diukaz. I. Pro kazdé z € C je y[P(z)] = x%S) podle 4.12.18 a 6.2.7.
Zvolme bod @€ S; podle 4.12.192 je x(a) = x(S) a podle 6.2.14 je
¢ < y(a); tedy ¢ < y4(S). )

II. Budiz piedné ¢ = m a za drubé ze C= y[P(z)] =m. Mame
dokazat, Ze x(S) =m. Pro kazdé z ¢ C zvolme takovou otevienou
basi B(z) prostoru P(z), Ze moh B(z) = 4 [P(z)]. Dile oznaime &
soustavu vSech koneénych asti mnoziny C. Pro kazdou K e & budiz
SB(K) soustava vSech mnozin tvaru P,V (2), kde z ¢ K = V(z) € B(),
2e¢ C — K = V(z) = P(z). Posléze polozme Ul = |J W(K) (K ¢ &). Podle -
4.5.17, 6.2.3 a 6.2.6 je Il oteviens base prostoru S a méme pouze do-
kizat, Zze moh Il =m. Pro kaidou K ¢8& je moh I(K) < m podle
3.7.9 a podle 3.7.11 je také moh & =< m. TudiZ moh Il =< m podle
3.7.10.

6.2.18. BudiZz € + 0. Pro ka%dé zeC budi% P(z) prostor.
Budiz § = 9,P(z),aeS8. Abyabyl H-bod prostoru 8, k tomu je
nutnéastadi,aby prokazdéze Cbyla(z) H-bod prostoru P(z).
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Dukaz. I. Je-li a H-bod prostoru 8, pak pro ka?dé z ¢ C je a(z)
H-bod prostoru P(z) podle 5.2.2 a 6.2.7.

II. Pro kadé z e C budiz a(z) H-bod prostoru P(z). Mame dokézat,
ze a je H-bod prostoru S. Budiz tedy dan b€ S, b + a; mime udat
takové okoli U bodu a eS8, ze be S — U. Existuje takové z, e C, Ze
b(z,) *+ a(zg). Protoze a(z,) je H-bod prostoru P(z,), existuje okoli ¥V(z,)
bodu a(z,) € P(z,), pro které b(z,) € P(z,) — V(z,). Je-li V(z) = P(z) pro
z¢C, z + 2z, pak U = P,V (z) je okoli bodu a ¢ P. Podle 6.2.2 je U =
= P,V (z), takie beS — U."

6.2.19. Kartézsky souéin H-prostori je H-prostor (pti libo-
volném C = @). Viz. 5.2.3 a 6.2.18.

6.2.20. Budiz C + #. Pro kazidé ze¢C budiz P(z) prostor.
Budiz S =9,P(z), ae 8. Abyabyl R-bod prostoru 8, ktomu je
nutné a staéi, aby prokaidéze Cbyla(z) B-bod prostoru P(z).

Dikaz. I. Je-li @ R-bod prostoru S, pak pro kazdé z e C je a(z)
R-bod prostoru P(z) podle 5.3.1 a 6.2.7.

II. Pro ka%dé z ¢ C budiZ a(z) R-bod prostoru P(z). Mame dokézat,
Ze ke kazdému okoli U bodu a e P existuje okoli U, bodu a ¢ P, pro
které U, c U. MiZeme predpoklidat, 7e U je definujici okoli, tj. Ze
existuje takovd konednd mnoZina K c C, ze U = P,V(z), kde V(z) je
okoli bodu a(z) e P(z) pro ze K a z¢ C — K = V(z) = P(z). Protoze
a(z) je R-bod prostoru P(z), existuje pro kazdé z ¢ K okoli V4(z) bodu
a(z) e P(z), pro které Vy(z) c V(z); pro ze € — K budii Vy(z) = P(2).
Pak Uy = 9,V (2) je okolim bodu a € P a podle 6.2.2 je U, c U.

6.2.21. Kartézsky soudin R-prostord je R-prostor (pfi libo-
volném C =+ @).

. 6.3. L-PROSTORY

Definice 6.3.1. Pravime, %e bod a ¢ P je limitni{ bod bodové po-
sloupnosti {a,} (v prostoru P), znadka lima, =a nebo uréitéji
lim a, = a, jestlize [1] ke kazdému okoli U bodu a existuje takovy
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index k, Ze n > k= a, ¢ U, [2] ke kaZidému bodu b + a existuje okoli
V a takovy index I, Ze » > = a, ¢ P — V. Pravime, Ze bodové po-
sloupnost {a,} je konvergenini (v prostoru P), jestlize existuje jeji
limitni bod.

6.3.1. Konvergentni bodova posloupnost ma jediny limit-
ni bod.

6.3.2. Existuje-li takovy index k, %e n> k= a, =a, pak
lim a, = a. Viz 4.2.3 a 4.2.6.

6.3.3. Je-li lima, = a a je-li {a;}> ; posloupnost vybransa
z.{a,}, jest lim a,;, = a.

6.3.4. Budi? Q vnoten do P. BudiZ {a,} bodovs posloupnost
v ¢. Budiz lima, = a v prostoru P. Je-liae @, pak lima, =a
také v prostoru . Je-liviak a e P — @, pak posloupnost {a,)}
neni konvergentni v prostoru ¢. Viz 4.6.2.

6.3.5. BudiZa H-bod prostoruP. Nechtbodovaposloupnost
{a,} mé tu vlastnost, Ze ke kazdému okoli U bodu a existuje
takovyindexk Zen > k= a,¢U. Pak jelima, = a. Pfedpoklad,
ze a je H-bod, nelze vynechat (priklad 6.4.10).

Dikaz.Je-llibe P, b + a, existuje okoli U bodu a, pro které b e P —
— U. Podle 4.2.9 existuje okoli ¥ bodu b, pro které U nV = §. Je-i
n>k=>a,eU, ppk n >k=a,eP — V.

6.3.6. Budiz @ vnofen do H-prostoru P. Budiz {a,} bodova
posloupnost v Q. Je-li {a,} konvergentni v @, je {a,} také v P
konvergentni, a to s tym#Z limitnim bodem. Viz 4.6.2, 5.2.3 a
6.3.5. Piedpoklad H-prostoru nelze vynechat (piiklad 6.4.10).

6.3.7. Budiz M c P. Budi% {a,} bodovi posloupnost v M.
Budiz lima, = a v P. Pak je a e M. Viz 4.2.9.

Definice 6.3.2. Prostor P se nazyva L-prostor (a jeho topologie se
nazyva L-topologie), jestlize pro kazdou bodovou mnozinu M existuje
ke kazdému a ¢ M takové posloupnost {a,}, %e a, < M pro viecka n
a %e lima, = a.
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6.3.8. Budiz P L-prostor. Uzavér M bodové mnoZiny M je
mno%ina téch z ¢ P, ke kterym existuje v M takova posloup-
nost {z,}, Ze limz, = x.

6.3.9. Prostor vnotfeny do L-prostoru je L-prostor. Viz
6.3.4.

6.3.10. Budiz a bod L-prostoru P. Nechf bodovéi posloup-
nost {a,} mé tu vlastnost Ye ke kardému okoli U bodu a
existuje takovy index k, Ze n > k= a,€U. Pak je lima, = a.
Predpoklad L-prostoru nelze vynechat (pfiklad 6.4.10).

Dtkaz. BudiZ be P, b + a. Podle 4.2.2 a 4.2.6 je P — (b) okoli
bodu a, takze existuje takovy index I, Ze n > 1= a, + b. Budiz M
mno#ina vSech téch a,, pro néz n > I; je tedy b e P — M. Staéi do-
kazat, e b ¢ P — J; nebot pak je V = P — M takové okoli bodu b, Ze
n>l=a,e¢P — V. Predpokladdme-li viak b ¢ M, pak existuje v M
takovd posloupnost {b,}, Ze lim b, = b. Protoze be P — M, b, e M,
lim b, = b, nelze (viz 6.3.2 a 6.3.3) z {b,} vybrat posloupnost, jejiz
vSecky ¢leny by si byly navzajem rovny. Z toho viak plyne snadno,
Ze existuje posloupnost {a;} vybrana souéasné z {a,} i z {b,}. Podle
6.3.3 je lim a;, = b. ProtoZe a #+ b, existuje takové okoli U bodu a
a takovy index k, Ze n > k=> a; ¢ P — U. To je vS8ak nemozné:

6.3.11. Budiz P H-prostor nebo L-prostor. BudiZ ae P.
Necht bodova posloupnost {a,} ma tu vlastnost, Ze ke kazdé
posloupnosti {a;} vybrané z {a,} existuje posloupnost {a;,}
vybrana z {at,,} pro kterou je lima,, = a. Pak je lima, = a.

Predpoklad, Ze P je H-prostor nebo L-prostor, nelze vynechat (viz
cvi¢eni 12.4.11).

.Dtukaz. Budiz U okoli bodu a. Kdyby existovala takovd {a,}
vybrana z {a,}, pro kterou by bylo d,-” e P — U pro viecka n, pak by
zfejmé nemohla byt lim @, = a pro Zddnou {a, } vybranou z {a, }.
Tedy ke kazdému okoli U bodu a existuje index k, pro ktery n > k=~
= a, ¢ U. Tim je véta podle 6.3.5 (viz téZ 5.2.3) a podle 6.3.10 uz doké-
zana.
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6.3.12. Budiz P libovolnad mnoZina. BudiZz ddna soustava A
posloupnosti, jejichZ éleny-jsou prvky mnoziny P. KaZdé
posloupnosti{a,} eAbudiiptifazenuréity prvek mnoziny P,
ktery oznadme Aa,. Pfedpoklidejme, Ze jsou splnény tyto
dva axiomy:

(IL) Je-li ae P a je-li a, =a pro viecka =n, pak {a,}e4,
o, = a.
(ILL) Je-li {a;} posloupnost vybrand z posloupnosti
{a.} ed, je {a;}eA, da; = Aa,.
Soustava @ v8ech téch topologii v P, pfinichz kazda {a,} e
je konvergentni s limitnim bodem 21a,, neni prazdna. Exis-
tuje nejjemnd&jsi topologie u soustavy @; » je L-topologie.

Dukaz. I. Pro ka’dou M c P budiZ M mnoZina viech téch z ¢ P,
ke kterym existuje takova {a,} €4, Ze a, ¢ M pro viecka n a ze Aa, =
= z. Snadno se zjisti, Ze u je topologie, tj. Ze jsou splnény axiomy (I)
a (II), nebot (IL) = (I), (IIL) = (II).

I1. Budiz {a,}eA, Aa, = a. Budiz U wu-okoli bodu a ¢ P. Kdyby
pro Zadny index %k neplatilo » > k => a, € U, existovala by takovi
{a, } vybrand z {a,}, Ze a, ¢ P — U pro viecka n; podle (ILL) by pak
bylo {a; } A, Aa;, = a a z definice w bychom méli a ¢ w(P — U), coi
je nemozné, nebot U je u-okoli a. Budiz dale b ¢ P, b + a. Kdyby exis-
tovala takova {a,; } vybrand z {a,}, Ze a; = b pro viecka n, bylo by
Aa; = b podle (IL); aviak podle (IIL) je ia, = a. Tudiz existuje
index I, pro ktery » > Il = a, + b. Je-li nyni M mnozina téch a,, pro
néz n > [, pak z (IL) a (ILL) ndsleduje, Ze uM = M U (a), takZe
V = P — M je u-okoli bodu b, pro né% platin > l=>a,e P — V. Tim
je dokazino, Ze u € D.

III. Z definice % plyne snadno, Ze u je L-topologie.

IV. BudiZ v e @, M c P. Je-li a ¢ uM, pak existuje takova {a,} e 4,
%e a, ¢ M pro viecka n a Ze a = Aa,. Protoze v ¢ ®, je a e vM podle
6.3.7. Tedy M c P = uM c vM, tj. » je jemn&jsi nez v.

6.3.13. Budi% P libovolnd mnozZina. Budiz ddna soustava A4
posloupnosti, jejichZ &leny jsou prvky mnoZiny P. Kazdé
posloupnosti{a,} eAbudiZ pfifazenuréity prvek mnoZiny P,
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ktery oznadme Aa,. Abyexistovala v Ptakova L-topologie u,

#e soustava vSech pfi v konvergentnich bodovych posloup-

nosti splyne se soustavou A a Ze {a,}ed=lima, = la,

k tomu je nutné a staci, aby byly splnény tyto tfi axiomy:

(IL) Je-li ae P a je-li a, = a pro viecka =n, pak {a,}e4,
g, = a.

(IIL) Je-li {a;} posloupnost vybrani z posloupnosti
{a,}ed, je {a;}ed, Aa; = Aa,.

(IITL) M4-li ae P vzhledem k posloupnosti {a,} tu vlast-
nost, ze ke kazdé {a,} vybrané z {a,} existuje ta-
kova {a;} vybrana z {a,}, Ze {a;}ed, Aa,, = a, jest
{a,}eA.

Jsou-li axiomy splnény, je L-topologie u jednoznadné

uréena.

Diukaz. I. Nutnost axiomi plyne ze 6.3.2, 6.3.3 a 6.3.11. Predpokl4-
dejme tedy, Ze jsou splnény.

II. Stejné jako v predeslém diukazu definujeme topologii v P tim,
Ze pro M c P je pravé tehdy.z ¢ ulM, jestlize existuje takova {a,} e,
ze a, € M pro viecka n a Ze Aa, = x. V piedeslém dikaze jsme uz
zjistili, Ze u je L-topologie a Ze {a,} e A = lim a, = la,.

III. Necht {a,} je konvergentni pi¥i % a necht lim a, = a. Budiz
{a; } libovolna posloupnost vybrana z {a,}. Jsou dva mozZné p¥ipady.
Necht pfedné existuje takovd {a;} vybran z {a,}, 7e a; = a pro
viecka n; pak podle (IL) je {a, } €A, Aa; = a. Druhy mozny p¥ipad
je ten, Ze existuje takové {a, } vybrana z {a, }, Ze a,_ + a pro vieckan
neboli Ze @ ¢ P — H, znamend-li H mnoZinu vSech ¢lenid posloupnosti
{as,}. Podle 6.3.3 je lim a,_ = a, takZe podle 6.3.7 je a ¢ uH, a to zna-
mend, Ze existuje takova {b,} e, ze b, € H pro viecka n a Ze b, = a;
protoZe neni a € H, plyne snadno z (IL) a (IIL) podle definice H, Ze
existuje posloupnost {a, } vybrani soudasné z {b,} i z {a;}; podle
(EHLL) je pak {a; } eA, Aa; = a. Tim je dokézéno, ze v kazdém pfipadé
z kazdé {a, } vybrané z {a,} lze vybrat takovou {a,}, Ze {a;} ed,
Aa; = a. Podle (II1L) je nyni {a,} ¢ 4 a podle (ILL) je a, = a.

IV. L-topologie u spliiuje tedy vSecky pozadavky ve vété vyslo-
vené; podle 6.3.8 je u t&mito poZadavky jednoznacné uréena.

133



6.3.14. Budiz a H-bod prostoru P. Budiz M c P, a e M. Je-li
z(a) = ¥, pak existuje takova bodova pesloupnost {a,}, Ze
a,e¢M pro viecka n a %e lima, = a. ProtoZe y(a) < N,, existuje
podle 4.12.16 posloupnost {U,}, jejiz Gleny tvofi dplnou soustavu
okoli bodu @ a kters je monoténni v tom smyslu, z2e U, > U,,, pro
viecka n. ProtoZe a ¢ M, existuje podle 4.2.9 pro kazdé n bod a, ¢ U, n
n M. Je-li U libovolné okoli bodu a, existuje index %, pro ktery je
U, cU. Protoze {U,} je monoténni, je n >k=U,cU,=a,eU.
Tudiz je lim a, = a podle 6.3.5.

6.3.15. H-prostor s prvnim axiomem spodetnosti je L-
prostor. Viz 5.2.3 a 6.3.14.

6.3.16. Budiz P L-prostor. BudiZaeP,beP, a + b, y(a) < ¥,
2(b) = 8;,. Pak body a, b jsou H-oddélené. Pfedpoklad o charak-
terech nelze vynechat (pfiklad 6.4.11 nebo cvideni 6.5.7).

Dikaz. Podle 4.12.16 existuji takové dvé posloupnosti {U,}, {V,},
Ze ¢leny prvni (druhé) z nich tvoii dplnou soustavu okoli bodu a (b)
aze U,,cU, V,,,cV, pro viecka n. Staéi dokadzat, z2e U, nV, =
= @ pro nékteré n. Necht naopak a, ¢ U, nV, pro viecka n. Podle
6.3.10 je pak jednak lim a,, = a, jednak lim e, = b a to je spor proti
6.3.1.

6.3.17. L-prostor s prvnim axiomem spodetnosti je H-
prostor.

6.3.18. Budiz a bod L-prostoru P. Pak je w(a) = &, Je-li a
isolovany bod prostoru P, je w(a) = 1 podle 4.12.1. Jinak plyne ze
4.7.4,%e a ¢ P, tj. a ¢ P — (a). Protoze P je L-prostor, existuje v P —
— (a) takova posloupnost {a,}, Ze lim a, = a. Je-li H mnoZina vSech
&lent posloupnosti {a,}, je H nejvys spodetnd a podle 6.3.7 je a ¢ H.
Protoze a ¢ P — H, je a € H’, tj. a je hromadny bod mnoziny H, takze
w(a) = x, podle 4.12.24.

6.3.19. Necht u, v jsou dvé L-topologie v P. Aby byla u
jemn&j8ineZ », k tomu je nutné a staéi, aby kazdd u-konver-
gentni posloupnost byla v-konvergentni s tym% limitnim
bodem.
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Dikaz. I. Je-li podminka splnéna, je w jemn&jsi nez v podle 6.3.8.
II. Je-li % jemn&jsi neZ v, je podminka splnéna podle 4.2.12 a 6.3.10.

6.3.20. Budiz (P, u) H-prostor. Existuje takovd L-topo-
logiev v P, Ze v je jemnéjsi nez u a Ze ka?da L-topologie v P,
kterd je jemn&j¥i ne% w, je jemn&jsi ne ». Predpoklad H-pro-
storu nelze vynechat (ptiklad 6.4.10).

Dikaz. BudiZz 4 soustava viech u-konvergentnich bodovyeh po-
sloupnosti. Pro {a,} € 4 budiz ¢, = lim a,. Podle 6.3.2, 6.3.3 a 6.3.11
jsou splnény axiomy (IL), (IIL), (IIIL), které podle 6.3.13 uréuji L-
topologii » v P. Ze 6.3.7 a 6.3.8 plyne, Ze v je jemndjsi nez . Je-li w
L-topologie v P, ktera je jemné&jsi nez u, a je-li {a,} w-konvergentni
8 limitnim bodem a, plyne ze 4.2.12, 5.2.3 a 6.3.5, 7e {a,} je u-konver-
gentni s limitnim bodem a; podle definice » je pak {a,} v-konvergentni
s tymZ limitnim bodem. TudiZ w je jemné&jsi nez v podle 6.3.19.

6.3.21. E, je L-prostor. Viz 6.1.17, 6.2.19, 6.3.15.

6.4. RUzZNE PRIKLADY

Piiklad 6.4.1. Necht prostor P se sklddd z mno¥iny N vech celych kladnych
&isel, z mnoZiny N X N a z jednoho dalifho bodu w. Uzdvér M mnoZiny M c P
budi# definovén takto: [1] bod (a, ) e N X N ndle#{ do M privé tehdy, jestlize
(a, b) ¢ M;[2] bod a ¢ N ndlez{ do M pravé tehdy, jestlize budto a ¢ M nebo exis-
tuje nekonednd mnoho takovych z ¢ N, %e (a, x) ¢ M; [3] w ¢« M pravé tehdy,
jestlize budto. w ¢ M nebo existuje nekoneéné mnoho takovych x ¢ N, Ze x ¢ M.
Snadno se dokéZe, Ze prostor P mé tyto vlastnosti:

(1) P je LR-prostor, ale w neni slaby F-bod, takZe P neni F-prostor.

(2) Pro M = (N X N) u (w) uzdvér M je a derivace M’ neni uzaviend mno-
Zina. Obrédceni véty 4.5.10 je tudiZ nespravné.

(3) Je-li N, mnoZina vSech sudych z¢ N a N, = N — N,, jsou mnoZiny
A= (Nx N)uN,, B= (N X N)uN, otevirené a husté, ale mnoZins 4 n B
neni hustd. Proto ve 4.9.6 2 4.9.7 nelze vynechat pfedpoklad, Ze P je F-prostor.
Mno#iny N,, N, jsou ¥{dké, ne viak mnoZina N, u N,. Proto ve 4.10.11 nelze
vynechat pfedpoklad, %e P je F-prostor.

(4) Mnozina N je ¥dké v P — (w), ne viak v P. Proto ve 4.10.10 nelze vy-
nechat pfedpoklad, Ze P je F-prostor.
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(5) Mno#¥ina M = N X N neni hustd, ale pro kaZdou otevienou @ % @ je
M n G * (. Proto ve 4.9.5 nelze vynechat predpoklad, e P je F-prostor.

(6) MnoZina M = N X N nenihustd, Q = P — (w) je hustd, M je hustd v Q.
Proto ve 4.9.8 nelze vynechat pfedpoklad, %e P je F-prostor.

(7) MnoZina N nenf ¥dké, ale N neobsahuje %4dnou neprdzdnou otevienou
mno%inu a ke ka%dé oteviené G + @ lze udat takovou otevienou I' £ @, ¥e
I'cG,NnTI =0. Proto ve 4.10.8 a 4.10.9 nelze vynechat pfedpoklad, Ze P je
F-prostor.

(8) Mno#ina N neni fidkd, ale ka#dy = ¢ N md takové okoli U, Ze mnoZina
U n N je fidkd. Proto ve 4.10.13 nelze vynechat pfedpoklad, Ze P je F-prostor.

(9) Volime-li @ = N X N n (w), vidime, e ve 4.6.17 nelze vynechat pfed-
poklad @ = F n G.

(10) Volime-li M = N u (w) nebo M = N X N, vidime, Ze ve 4.10.14 nelze
vynéchat piedpoklad F-prostoru.

Piiklad 6.4.2. Budi¥ P spodetnd mnofina. Pro X ¢ P budi¥ X = X nebo
X = P podle toho, zda X je koneé&n4 & nekone&né. Snadno se doké¥e, %e prostor
P mé tyto vlastnosti: »

(1) P je F-prostor, ale nen{ H-prostor; je-li ¢ P, y ¢ P, pak body =, ¥ nejsou
H-oddélené.

(2) KaZdd isolovand bodov4 mnoZina je koneéné. Proto v 5.2.4 nelze vyne-
chat piredpoklad, Ze P je H-prostor.

(3) Soustava vSech uzavienych mnoZin je spodetnd. Proto v 5.2.5 pfedpoklad,
%o P je FH-prostor, nelze nahradit pfedpokladem, %e P je F-prostor; nevim
vSak, zda snad v 5.2.5 by nestadil pfedpoklad, Ze P je H-prostor.

Piiklad 6.4.3. N budi¥ opdt mnoZina v¥ech celych kladnych &isel; budi%
N, = N u (0). Prostor P se sklddd ze vSech posloupnost{ {a,}, jejichZ éleny
nélefeji do N, a pro néZ plati ‘

a, =0, m<n=a,=0.

Zejména néle¥i do P ta posloupnost o, jejiZz viecky &leny jsou rovny 0. Je-li
{a,} ¢« P — (w), pak existuje prvni index % ta,kovy,'ie a, > 0; ¢islo & nazveme
druhem posloupnosti {a,}. Uzévér M mnoZiny M C P definujeme takto: [1] w ¢ M
préavé tehdy, jestliZe w ¢ M nebo jestlize ke kazdému h ¢ N existuje z e M — (w)
druhu = &; [2] je-li {a,} ¢ P — (®) a je-li k druh {a,}, pak {a,} néle#{ do M pri-
vé tehdy, jestliZe {a,} ¢ M nebo jestliZe M obsahuje nekoneénd mnoho tako-
vych {b,} druhu k& — 1, pro néZ n = k = b, = a,. (Tatodruhd mo¥%nost oviem
vyZaduje, aby bylo & = 2.) Snadno se dokéZe, Ze prostor P mé tyto vlastnosti:

(1) P je LR-prostor.

(2) Jestlize z ¢ P — (w) je druhu = 2, pak z je silny F-bod; jestlife ¢ P —
— (o) je druhu > 2, pak z nenfi slaby F-bod.

(3) Bod w je slaby F-bod, ale neni to silny F-bod.
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Priklad 6.4.4. BudiZ: N mnoZine vSech celych kladnych é&fsel, R mnoZina
viech raciondlnich kladnych é&fsel, u pfirozend topologie v E,. Prostor P se
sklddé z mnoZiny N, z mnoZiny B x N & z jednoho dalifho bodu w. Uzdvér M
mnoziny M C P definujeme takto: [1] (z,n) ¢ B X N néle¥{ do M prévs tehdy,
jestliZe z ¢ uK, kde K znamend mnoZinu téch y ¢ B, pro néz je (y,n)e M;
[2] » € N nale#f do M prévé tehdy, jestlize budto 7 ¢ M nebo mnoZina téch
x ¢ B, pro nd% (z,n) ¢ M, je neomezend; [3] w ¢ M pravd tehdy, jestlize budto
® € M nebo M obsahuje nekoneéné mnoho n ¢ N. Snadno se dokédZe, Ze prostor P
mé tyto vlastnosti:

(1) P je LR-prostor, ale neni to F-prostor, protofe w nenf slaby F-bod.

(2) Bodova mnoZina @ = P — N nen{ hust$ rozloZend, ale @ = P je hustd
rozloZend. Proto ve 4.7.9 nelze vynechat pfedpoklad, Ze P je F'-prostor.

Piiklad 6.4.5. BudiZ R mnoZina vSech raciondlnich éisel a budiZ « pfirozend
topologie v E,;. Budi? P = E, a definujme uzévér M mnof%iny M c P takto:

M=MuuMnR)—RJu[RnuwlM — R)].
Snadno se dokdZe, Ze P mé tyto vlastnosti:

(1) P je LH-prostor, ale neni to F-prostor; dokonce P nemd Zidny slaby
F-bod.

(2) MnoZiny R a P — R jsou isolovansé, ale jejich sjednoceni R u (P — R) =
= P je husté rozloZend mnoZina. Proto ve 4.7.11 nelze vynechat pfedpoklad,
%e P je F-prostor.

P#{klad 6.4.6. Budi¥ R mno¥ina viech raciondlnich é&isel, budiZ D mnoZina
vSech téch z ¢ R, pro které pii vhodném 7 ¢ N é&fslo 2" . z je celé; budi¥ u ptiro-
zend topologie v E,. Budiz P = E, a definujeme uzdvér M mnofiny M c P
takto:

M=MuuM — D)u[RuuMn D).

Snadno se dokéZe, Ze P md tyto vlastnosti:
(1) P je LH-prostor, ale neni to F-prostor.
(2) MnoZina D je ¥idké, ale mno%ina D je hustd. Proto ve vété 4.10.4 nelze

vynechat predpoklad, Ze P je F'-prostor.
V prikladech 6.4.7 a% 6.4.9 se uZivd zndmé véty z pfirozené topologie pro-

@
storu E,: je-li mnoZina vech iraciondlnich éfselrovna | 4,, pak existuje takovén,
ne=l

¥e mno¥ina 4, obsahuje interval (viz 9.4:23).

Piiklad 6.4.7. BudiZ R mnoZina viech raciondlnich é&fsel, budiZ D mnoZina
téch x ¢ R, pro které pii vhodném n e N é&islo 27 . z je celé; budiZ S mno¥ina viech -
iraciondlnich é&fsel; budiZ » pfirozend topologie v E,. BudiZ P = E; a definujeme
uzévér M mno¥iny M c P takto:

M=MuuRnM)u[uwSnM)—D].
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Snadno se dokéZe, ¥e P md tyto vlastnosti:
(Y) P je LH-prostor, ale neni to F-prostor.

@®
(2) MnoZina. S je fidkd, jestlife viak S ¢ U F, = T, kde mnoZiny F, jsou
n=1

uzaviené, pak T neni prvni kategorie. Proto ve 4.11.3 nelze vynechet pied-
pokled, %e P je F-prostor.

Piiklad 6.4.8. Necht R, D, S, w maji tyZz vyznam jako v piikladé 6.4.7.
‘Budii P = E, a definujme uzévér M mnofiny M c P takto:

M=Mu[uSnM)—Duul{RnM)— DjuuDnM)— (R— D).
Snadno se dokéZe, ze P mé tyto vlastnosti:

(1) P je LH-prostor, ale neni to F-prostor.
(2) MnoZina S je prvni kategorie v S u D, ale ne v P. Proto ve 4.11.4 nelze
vynechat predpoklad, e P je F-prostor.

- Priklad 6.4.9. Necht E, S, w maji tyZ vyznam jako v pifkladé 6.4.7. Budiz
P = E, a definujme uzdvér M mnoZiny M C P takto:

M=MuuwRnM)uuwSnM —.S8].
Snadno se dokéZe, Ze P md tyto vlastnosti:

(1) P je LH-prostor, ale neni to F-prostor.

(2) MnoZina S neni prvni kategorie, avSak ka¥dy bod z ¢ S mé takové okoli U,
e mnoZina U n S je ¥idké. Proto ve 4.11.7 a 4.11.8 nelze vynechat pfedpoklad,
%e P jo F-prostor. '

Pozndmka. Nevim, zda je mo#né LH-prostory v piikladech 6.4.5 a% 6.4.9
nahradit LR-prostory.

Ptiklad 6.4.10. Budi¥ P = N. Pro konednou M c P budi¥ M = M; pro
nekonetnou M c P budiz M = M u (1) u (2). Snadno se dokdZe, Ze prostor
P mé tyto vlastnosti:

(1) P je F-prostor, ale neni to ani H-prostor ani L-prostor. |

(2) Ke kazdému okoli U bodu 1 ¢ P a také ke kaZdému okolf ¥V bodu 2 ¢ P
existuje takovy index k, Ze pro vSecka n > k je n ¢ U, n ¢ V. Pfesto neni po-
sloupnost {n} konvergentni a zejména neni ani lim» = 1 ani limn = 2. Proto
nelze vynechat ani v 6.3.5 pfedpoklad, Ze a je H-bod, ani v 6.3. 10predpoklad
%e P je L-prostor.

(3) Prikladem prostoru P lze prokézat, Ze ani ve vété 6.3.6 ani ve vété 6.3.20
nelze vynechat predpoklad, Ze P je H-prostor.

Priklad 6.4.11. BudiZ B mnoZina viech raciondinich &isel; budiZ u ptirozend
topologie v E,. Prostor P se skldédd z mnoZiny R a z jednoho dalSiho bodu w.
Uzévér M mnoZziny M C P definujeme takto: Je-li uM C R, budiZ M = ulM;
je-li vSak uM — R = ¢, budiz M == [R n u(M n R)] u (o). Snadno se dokéze,
%Ze prostor P m4 tyto vlastnosti:
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(1) P je spodetny LF-prostor.

(2) Pro kaZdy a ¢ P — (w) je g(a) = ¥N,, aviak y(w) > W,

(3) Je-lia e P — (w), pak body e, w nejsou H-oddélené. i

Proto v 6.3.16 (a tudi¥ ani v 6.3.17) nelze vynechat pfedpoklad o charak-
terech.

Piiklad 6.4.12. Necht R, S, v majf ty% vyznam jako v piikladé 6.4.7. Zvolme
takové zobrazeni ¢ mnoZiny S na mno#inu R, %e

zeR = ulp(z)] = E; ;

snadno se zjist{, e takové ¢ existuje. Budi% A soustava viech téch v R obsaZe-
nych posloupnost{ {a,}, které jsou konvergentni v (E,, #). Je-li {a,} ¢ A4, lim @, =
= «, jo budto « € R nebo « ¢S; jo-li « ¢ R, budiZ Aa, = o; je-li « ¢S, budiZ
Aa, = p(a). Pak jsou pro P = R splnény oba axiomy (IL) a (II1L) z véty 6.3.12,
takZe v P vznikne topologie (v 6.3.12 oznadend ). Snadno se dokéZe, Ze pii této
topologii mé P tyto vlastnosti:

(1) P je spodetny LF-prostor.

(2) Pro kaidy a ¢ P je x(z) nespodetny charakter.

(8) Zédny a ¢ P neni H-bod.

Neni mi zndmo, zda existuje LF-prostor P & 0 neobsahujici ¥4dny H-bod.

Piiklad 6.4.13. Budif P nespodetnd mnoZina. Zvolme prvek w ¢ P. Je-li
M c P konednd, budi¥ M ='M; je-li M c P nekoneénd, budi M = M u (w).
Uvazujme prostor P X P ve smyslu definice 6.2.1. Snddno se dokdZe:

(1) P je d&di¢nd normslni L-prostor. Oteviend mmoZina P — (w) nenf
F -mnoZina, takZe obrdceni véty 5.4.11 by bylo nesprdvné.

(2) Je-li F uzaviend v prostoru P x P, je-li (w,0)e (P X P) — FajeliU
okoli mnoZiny F' v.P X P, pak existuje takovéd mnoZinaM,%e F c M c Ua%eM
je soudasnd oteviend i’uzaviend. Z toho plyne, ¥e P X P je normilni prostor.

(3) Uvazujme § = (P X P) — (w, ) jako prostor vnofeny do P x P. Podle
4.6.10, 5.3.2, 5.4.5 a 6.3.9 je S LFR-prostor. BudiZ A mnoZina vSech (z, o), kde
x ¢ P — (w); déle zvolme spodetnou C C P — (w) a oznaéme B mnoZinu viech

(w, z), kde = ¢ C. Pak jsou A, B dvé disjunktni uzavfené mnoZiny v prostoru S,
které nejsou H-oddélené v S. Z toho plyne, %e LF R-prostor S neni normé,lm aZe
norméln{ prostor P X P neni dédi¢né normalnf.

Piiklad 6.4.14. Budiz 4 normédlnd uspofddand mnoZina mohutnosti §; (viz
'}.6.2 a 3.7.6). PoloZime B = A u (1), kde 7 neni prvkem A4, a roziifime dané
uspotddéni mno¥iny 4 na uspoiédéni mnoZiny B tak, aby 7 byl posledni v B.
Poklidejme A, B za uspofédané prostory ve smyslu definice 6.1.2 a utvofme
kartézsky soudin A X B podle definice 6.2.1. Snadno se dokdZe:

(1) 4 a B jsou dédi¢nd normélni prostory. 4 je L-prostor.

(2) Oznatme C mnozinu vSech bodu (z, 7), kde = ¢ 4; ozna¥me D mnoZinu
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v8ech bodu (z, z), kde z € 4; pak C, D jsou disjunktni uzaviené mnoZiny v pro-
storu A X B. Je-li U okoli C v A x B, miZeme rekurentnd definovat takovou
posloupnost {x,}, %e x, ¢ 4 pro viecka n, (v, 2,,,) ¢ U pro viecka n. Existuje
takovy bod y € 4, %e limx, = y v prostoru 4. Jest (y,y)e.D n U v prostoru
A x B. Z toho plyne, Ze mnoZiny C, D nejsou H-oddélené v prostoru 4 x B,
TudiZ prostor 4 X B neni normélni.

Ptiklad 6.4.15. Budi¥ w symbol, ktery neni prvkem N. Budi P, = N u (),
P,=(NX N)u (). Pro XcP, budif X = X u (w), je-li X nekoneéns,
jinak X = X.Pro Y c P,budiz ¥ = Y u (), jestliZe existuje takové n ¢ N, Ze
(z, n) € Y pro nekoneéné mnoho z ¢ N, jinak ¥ = Y. Snadno se dokdZe:

(1) P, a P, jsou dédiéné norméln{ LF -prostory.
(2) Pro n ¢ N budi¥ 4, c P, mnoZina vSech bodi (z,n), kde z ¢ N. BudiZ

@™
C=U (n) Xx 4,c P, X P,. Bod (0, o) néleZi do uzdvéru mnoziny C c P, x P,,
n=1
ale pro Zddnou v P, x P, obsaZenou posloupnost {a,} nenf a, ¢ C, lima, =
= (w, w), takZe P, X P, neni L-prostor.

Priklad 6.4.16. Prostor P se sklddd z mnoZiny E; X N a z jednoho dalsiho
bodu w. Je-li M c P, pak pro kazdén e N budi M, mnoZina éch x ¢ E|, pronéz
(r, n) e M. BudiZ u pFirozend lopologie v E;. Topologit prostoru P definujeme
takto. Bod (x,n) € E; x N ndle#i do uzévéru M mnoZiny M c P privé tehdy,
jestlize budto z e wM, nebo 2 je hromadnym bodem mnozZiny M, ,, C E; (pfi
topologii ). Bod w néle¥i do M pravé tehdy, jestlize budto w ¢ M nebo mnoZina
téch n ¢ N, pro které M, = 0, je nekoneénd. Pak w je slaby F-bod prostoru P.
Pro kaZdou uzavienou mnoZinu F C P, kterd neobsahuje bod w, mno#iny (a), F
jsou H-oddélené. AvSak w neni R-bod prostoru P. Z toho plyne, %e v 5.3.6 nelze
silny F-bod nahradit slabym F-bodem.

6.5. CviCeNi K § 6

6.5.1. BudiZ P prostor z pfikladu 6.4.1. Topologii prostoru P miZeme zavist
pomoci definujicich soustav ll(x) okoli jednotlivych « ¢ P takto: Jelize N x N,
pak U(z) se skldd4 z jediné mnoZiny (z). Je-li z ¢ N, pak U(z) se sklddd z mnoZin
Ui(x) (k e N), kde U (x) se skladd z bodu = a ze vBech dvojic (z, n), kde n ¢ N,
n 2 k. Posléze U(w) se sklddd z mnoZin U,(w), % € N, kde Uy (w) se sklddd z bodum
aze viechneN,n =k

6.5.2. Popiste topologie prostora z ptikladu 6.4.2 aZ 6.4.15 pomoci definuji-
cich soustav okoli.
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6.5.3. Popiste konvergentn{ posloupnosti a jejich limity v prostorech z pif-
klada 6.4.1, 6.4.3 aZ 6.4.9, 6.4.11 aZ 6.4.15.

6.5.4. Budiz P = E;. Do P miZeme zavést L-topologii, pii které vztah
lim @, = a plat{ prdvé tehdy, jestliZe pfedné tento vztah plati pfi pfirozené topo-
logii a za druhé existuje takové k ¢ N, Ze ¢, = a pro vecka n > k. Pak P je
zobecnény uspofddany L-prostor, ve kterém prvnf axiom spoletnosti plati, ale
druhy neplati.

6.5.5. BudiZ P prostor ze cvié. 6.5.4 a budiz B = P x P. Existuje spoteind
mnoZina hustd v R, lze viak udat nespodetny isolovany prostor @ vnofreny
do R, tak¥e v @ neexistuje hustd spodetnd mnoZina.

6.5.6. Necht prostor P se skldd4 z mnoZiny N X N a z jednoho dal§fho bodu
w. Kazdy z ¢ P — (w) necht patii do uzdvéru M mnoZiny M c P pouze tehdy,
jestliZe z ¢ M. Bod w necht pati{ do M prévé tehdy, jestlize budto w ¢ M nebo
existuje nekoneénd mnoho takovych m e N, Ze pro nekoneéné mnoho n ¢ N jo
(m, n) e M. Pak P je dédi¢nd normédlni prostor, ale Zddnd prostd bodova posloup-
nost neni v prostoru P konvergentni, takZe podle 6.3.14 charakter y(w) je nespo-
detny, coZ lze snadno dokdzat pf¥{mo.

6.5.7. Necht prostor P se sklddé z mnoZiny N X N a ze dvou dalSich bodu
a,b. Ka¥dy = ¢ N x N necht pati{ do uzdvéru M mnoZiny M c P pouze tehdy,
jestliZe # ¢ M. Bod @ necht pat#i do M privé tehdy, jestlize budto a « M nebo .
existuje takové p e N, Ze pro nekoneénsd mnoho » ¢ N je (p, n) ¢ M. Bod b necht
pat¥i do M pravé tehdy, jestlife budio b ¢ M nebo ke kazdému k e N existuje
takovy bod (m,n) e (N X Ny n M, Zen > k. Pak P je FL- prostor, ve kterém
body e, b nejsou H-oddsélené.

6.5.8. BudiZ u pfirozend topologie v E,. Zvolme ¢&islo r ¢ E, tak, aby bylo
o<r<la aby v3ecka é&isla »® (n € N) byla. iraciondlni{. Definujme v E; dvé
topologie v, v, takto. Je-li M CE,, acE,, pak ae¢v,M znamend, Ze budto
@ ¢« M nebo je nekoneénd mnoho takovych k ¢ N, ke kterym existuje takovi
posloupnost {a;,}r_,, Ze pfedné a,, ¢ M pro vSecka n, za druhé e, ,_, > a;, pro
viecka n a za tieti lim ay, = a + r* v prostoru (E;, u); a ¢ v,M znamens, Ze

n—-w®
budto a ¢ v; M nebo existuje takovéd posloupnost {b,}7_,, Ze pfedné b, ¢ M pro

viecka n, za druhé b, ., > b, pro viecka n a za tPeti limb, = a v prostoru
n—ao

(E,, u). Potom (E,, v,), (E,, v,) jsou FR-prostory, ve kterych kefdy bod mé ne-
spotetny charakter. V libovolném prostoru vnoteném do (E,, v,) kaZdy bod mé
- charakter budto rovny 1 nebo nespoéetny. Naproti tomu existuje prostor vno-
feny do (E,, v,), ve kterém exijstuje bod s charakterem ¥,.
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