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§6. P Ř Í K L A D Y T O P O L O G I C K Ý C H P R O S T O R Ů 

6 . 1 . USPOŘÁDANÉ PROSTORY 

Budiž R uspořádaná množina. Leží-li a e R před b e R, označíme 
J(a, b), někdy také J(b, a), množinu těch x e R, které leží mezi a a b. 

Každému a e R přiřadíme soustavu L(a) částí R takto. Jestliže předně 
a je první v R, pak L(a) se skládá z jediné množiny (a). Jestliže však 
existují x e R ležící před a, pak L(a) se skládá ze všech množin tvaru 
J(x, a) u (a), kde x e R probíhá prvky ležící před a. Podobně definu-
jeme druhou soustavu P(a) takto. Je-li a poslední v R, skládá se P(o) 
z jediné množiny (a); jinak se P(a) skládá ze všech množin tvaru 
J(a, x) U (a), kde x e R probíhá prvky ležící za a. 

Def in i ce 6 . 1 . 1 . Množiny X e L(a) se jmenují okolí zleva a množiny 
X e P(a) okolí zprava prvku ae R. Je-li obava z nedorozumění, píšeme 
podrobněji L(a, R), P(a, R). 

6 . 1 . 1 . Je- l i a p r vn í p r vek uspořádané množ iny R nebo 
ex i s tu j e - l i b e R, k t e rý leží p ř ímo před a, jest (a) e L(a); j inak 
je každá X e L(a) nekonečná. Je- l i a pos lední p rvek R nebo 
ex i s tu j e - l i b e R, k t e rý lež í př ímo za a, jest (a) € P(a); j inak je 
každá X e P(a) nekonečná. 

Pro každý prvek a uspořádané množiny R nechť soustava U(a) se 
skládá ze všech množin tvaru X U Y, kde X e L(a), Y e P(a). Snadno 
nahlédneme, že U(a) splňuje axiomy (IU) až (IVU) vyslovené ve 4.3.1 . 
Ze 4.3.3 tedy plyne, že můžeme definovat topologii v R pomocí defi-
nujících soustav okolí U(a) (ae R). 

\ De f in i ce 6.1 .2. Uspořádaný prostor R je uspořádaná množina R 

v právě popsané topologii. 
Je užitečné tuto definici trochu zobecnit. Zvolme čtyři disjunktní 

podmnožiny Rt (i = 1," 2, 3, 4) tak, aby jejich sjednocením byla celá R; 
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jinak jsou R{ zcela libovolné. Pro a e R1 nechť U(a) se skládá z jediné 
množiny (a); pro a e R2 budiž U(a) = L(a); pro a e R3 budiž U(a) = 
= P(a); pro a e Rt budiž U(a) soustava všech l u T , kde X e L(a), 

Y e P(a). Axiomy (IU) až (IVU) jsou opět splněny, takže můžeme zavést 
topologii do R pomocí definujících soustav okolí U(a) (a e R). 

Def in i ce 6.1.3. Zobecněný uspořádaný prostor R (v tomto paragrafu 
stručně z. u. p.) je uspořádaná množina R v jedné z právě popsaných 
topologií. 

De f in i ce 6.4.2. Budiž R z. u. p. Pravíme, že aeR je zleva (zprava) 

isolovaný bod prostoru R, existuje-li okolí U bodu a, jehož prvním 
(posledním) bodem je a. Množinu všech zleva (zprava) isolovaných 
bodů označíme Il(R) [IP(R)]. 

6.1.2. Budiž R z. u. p. A b y by l a e R i s o l ovaný bod, k tomu je 
nutné a stačí a e P(R) n IV(R). Viz 4.2.5. 

Různé rozklady R = R1 U R2 u R3 U Rt uspořádané množiny R 

mohou vytvořovat touž topologii v R. (Slova „rozklad" zde užíváme 
v poněkud jiném smyslu než v 1.3, neboť nyní nepředpokládáme 
R { 4= 0.) Avšak mezi všemi rozklady vytvořujícími touž topologii je 
jeden význačný: 

6.1.3. Budiž R z. u. p. Topo l og i e prostoru R se dá v y t v o ř i t 
rozk ladem R± u R2 U R3 u Rit kde 

R1 = P(R) n I'(R), 

R2 = I»(R) - P(R), 

R3 = P(R) - I'(R), 

Ra = R - [P(R) U I"(R)] . 

6.1.4. P ros to r S vnořený do z. u. p. R je zase z. u. p. Jakožto 
část uspořádané množiny R je také S uspořádaná množina. Budiž 
Kj (K2) množina těch x e S, ke kterým existuje taková X e L(a, R) 

[X e P(a, iž)], že S n X = (a). Nechť daná topologie R je vytvořena 
rozkladem i í x u R2 U R3 u R4. Snadno se přesvědčíme, že topologie 
vnořeného prostoru S se dá vytvořit rozkladem S = u S2 u S3 U 
U Sfo kde 
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51 = (Sn -Ri) u (S n R2 n KJ u(SnE3n K2) u (S n iř4 n Kí n K2), 
52 = [(5 n R2) - KJ u [(S n ÍŽ4 n Kt) - Kx], 

53 = [(S n R3) - KJ u [(S n R^ n - J ř J , 
Sx = (SnRJ - (i^uiQ . 

6.1.5. K a ž d ý z. u. p. S se dá vnoř i t do uspořádaného pro-
storu R. 

Důkaz. I. Nechť daná topologie v S se dá vytvořit rozkladem 
S = U u S3 u $4. Označme T množinu všech celých čísel 
0, ± 1, ± 2, ... Pro x e S položme (x, 0) = x, takže 8 považujeme za 
podmnožinu kartézského součinu S X T. Je-li (xu ty) e S X r, (x2, í2) e 
e S X r, nechť 

(x1; tj) před (x2, t2) 

znamená, že buďto xx leží před x2 v uspořádané množině S nebo je 
současně x± = x2, řx < t2. Tím vznikne uspořádání množiny S X T, 

které je rozšířením daného uspořádání v S. 

I I . Definujeme množinu R c S X T takto: 

pro x e S^. (x,t) € Rot e T \ 

pro x € S2: (x, t) e Ro^t 0 ; 

pro x e S3: (x, t) e R o t 5S 0 ; 

pro x e $4: (x, t) e Rot = 0 . 

Jakožto část uspořádané množiny S X r je R uspořádána; můžeme 
pokládat R za uspořádaný prostor a S za prostor vnořený do R. Snadno 
se přesvědčíme, že touto cestou dospějeme k původně dané topolo-
gii v S. 

6.1.6. Budiž R z. u. p. Nech ť bod a lež í před bodem b. Množina 
J(a, b) je o tevřená. 

6.1.7. K a ž d ý z. u. p. R je dědičně normální . 

Důkaz. I. Podle 6 . 1 .4 stačí dokázat, že R je normální. 

I I . Ze 4.2.4, 4.4.13 a 6.1 .6 plyne, že definující okolí U bodu a e R je 
nejen okolím bodu a samého, nýbrž je také okolím každého jiného 
x e U, takže množina U je otevřená (viz 4.2.8 a 4.4.12). Tudíž R je 
-F-prostor podle 4.5.6. 
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I I I . Nechť F1 c R, F2c R jsou dvě disjunktní uzavřené množiny. 
Máme udat okolí W1 množiny F1 a okolí W2 množiny F2 tak, aby bylo 
W1n W2 = 0. Položíme G = R — (J^ u F2) a pro (x, y) e G X G 

(x, y) e £ o buďto x = y nejbo J(x, y) c G . 

Snadno zjistíme, že 2 je vztah ekvivalence v G\ budiž 9t příslušný 
rozklad G ve smyslu článku 1 .3 . V každém pásu S rozkladu SR zvol-
me cp(S) e S, 

IV. Přiřadíme každému x eF1 okolí U(x) bodu x. Toto U(x) bude 
sjednocením XJ^ U U2 a nejprve popíšeme VPři tom budeme rozlišo-
vat tři případy. 

Případ první: x e Il(R). Položíme U1 = (x). 

Případ druhý: každé okolí bodu x obsahuje aspoň jeden takový 
y € Fu který v R leží před x. Protože F1 n F2 = 0, jest R — F2 okolím 
x (viz 4.4.13). Z toho se snadno odvodí, že existuje bod y e Flt který 
leží v R před x a pro který platí F2r\J(x, y) = 0. Zvolíme takový 
bod y a položíme U1 = (x) u J(y, x). 

Případ třetí: jest x e R — Il(R) a existuje takové okolí H bodu x, 

že x je prvním bodem množiny F1 n H. Protože také R — F2 je okolí x, 

je také K = H — F2 okolím x (viz 4.2.5), Tudíž K je takové okolí bodu 
x, že žádný bod množiny K — G neleží před x. Protože x e R — Il(R), 

existuje tedy bod y e K n G před x. Nechť S je pás obsahující 
bod y (viz I I I ) ; položme <p(S) = z. Protože (y,-z) e Q a protože y leží 
před x e R — G, nahlédneme snadno, že také z leží před x. Položíme 
U1 = (x) u J(z, x). 

V. Tím je (při daném x e Fx) definována množina Uv Množinu U2 

definujeme úplně stejně až na to, že místo 

Il{R), před x , první bod, U1 

přijde nyní 

IP(R), za x, poslední bod, U2. 

Snadno se přesvědčíme, že U(x) = U1o U2 je okolím bodu x. 

VI. Každému x e F2 přiřadíme okolí V(x) = V1 u V2. Definice 
V(x) (x e F2) se liší od definice U(x) (x e Fx) pouhou výměnou množin 

f2. 
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VII . Položíme W, = U U(x) (x e FJ, W2 = U V(x) (x e Ft), takže 
podle 4.2.4 a 4.2.8 Wx je okolím Flf W2 je okolím F2. 

VI I I . Zbývá dokázat, že W1n W2 = 0. To plyne snadno z následu-
jících faktů, o jejichž správnosti je lehké se přesvědčit. Jest c Fx U 
u G, W2 c F2 U G. Je-li y e n G a je-li S ten pás množiny G, ve 
kterém leží y, nastane jeden z těchto tří případů: [1] existují takové dva 
body xx e Flt x2 e Fv že S c J(xu x2) c R — F2; [2] y leží za bodem 
cp(S) a existuje x e Flt který je prvním za <p{S) ležícím bodem množiny 
Fx u F2\. [3] y leží před bodem cp(S) a existuje x e Fu který je posledním 
před <p(S) ležícím bodem množiny Ft u F2. Je-li y e W2 n ( ? a je-li S ten 
pás množiny G, ve kterém leží y, nastane jeden z těchto tří případů: 
[1] existují takové dva body xx e F2, x2 e F2, že S c J(xx, x2) c R — 

[2] y leží za bodem <p(S) a existuje x e F2, který je prvním za tp(S) 

ležícím bodem množiny Ft U F2; [3] y leží před bodem cp(S) a existuje 
x e F2, který je posledním před <p(S) ležícím bodem množiny Fx u F2. 

Def in ice 6.1 .5. Podmnožinu D uspořádané množiny R nazveme 
vypořádáním hustou v R, jestliže D je v uspořádaném prostoru R (viz 
definici 6.1.2) hustá (viz definici 4.9.1). 

6.1.8. Budiž R uspořádaná množina. Budiž D c R uspořádá-
ním hustá v R. Je- l i a e R, beR a j e - l i J(a,b) 4= 0, jest fln 
nJ(a, b) 4 0. Jest l i že k bodu aeR ex i s tu j e takový- beR, 

kte rý lež í v R př ímo před a, a také t a k o v ý c e R, k t e r ý lež í v R 

př ímo za a, pak jest a e D. Je- l i a p rvn í v R a ex i s tu j e - l i ta-
k o v ý beR, k t e r ý lež í v R p ř ímo za a, pak jest a e D. Je- l i a 

poslední v R a ex i s tu j e - l i t a k o v ý beR, k t e r ý lež í v R př ímo 
před a, pak jest a e D. Tvrzení o J(a, b) plyne ze 4.9.5 a 6.1.6; ostatní 
tvrzení se snadno odvodí ze 4.9.13. 

6.1.9. Budiž R uspořádaná množina s aspoň dvěma p r vky . 
Nech ť D c R má tu to v las tnos t : 

(1) " aeR, beR, a 4 b, J{a, b) 4 0 => D n J{a, b) 4= 0 . 

Je- l i v R p r vn í p rvek a a ex i s tu j e - l i beR, k t e r ý lež í p ř ímo 
za a, pak nechť a e D. Je- l i v R pos lední p rvek a a e x i s tu j e - l i 
beR, k t e r ý lež í p ř ímo před a, pak nechť a e D. Pak je D iispo-
řádáním hustá v R. Uvažujeme R v topologii z definice 6 . 1 .2 . Podle 
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4.9.4 máme dokázat, že každé definující okolí každého bodu x e R 

obsahuje aspoň jeden bod množiny D. To však plyne z (1), jestliže 
není (x) definujícím okolím bodu x neboli jestliže x není isolovaným 
bodem prostoru R. Zbývá dokázat, že pro každý isolovaný bod x je 
x e D. To plyne přímo ze 6.1.1 pro takový isolovaný bod x, který je 
prvním nebo posledním v R. Pro jiný isolovaný bod x soudíme ze 
6 . 1 . 1 , že existují takové prvky a e R, b e R, že a leží přímo před x; b 

přímo za x. Potom je však J(a, b) = (ce), tedy x e D. 

6.1 . 10 . Budiž R z. u. p. Množ ina D c R je p rávě tehdy hustá 
v R, j es t l i že předně D je uspořádáním hustá a za druhé D 

obsahuje každý i so l ovaný bod prostoru R. 

Důkaz. I. Nechť podmínka je splněna. Podle 4.2.3 a 4.9.4 máme 
ukázat, že každé definující okolí U každého neisolovaného x e R obsa-
huje aspoň jeden bod množiny D. Z definice 6 . 1 .3 však následuje, že 
existují takové a e R, b e R, že a + b, 0 + J{a,b) c U. Podle 6.1 .8 
je D n J{a, b) * 0, tedy D n U 4= 0. 

I I . Nechť D je hustá v prostoru R. Podle 4 .9.13 obsahuje D každý 
isolovaný bod prostoru R. Obsahuje-li R nejvýš jeden bod, pak D 

splyne s R a je tedy uspořádáním hustá. Je-li a první v R a leží-li ně-
jaký b e R přímo za a, je bod a isolovaný, tedy a e D. Podobně je a e D, 

je-li a poslední v R a leží-li nějaký b e R přímo před a. Je-li a e R, 

b e R, a =f= b, je množina J(a, b) otevřená podle 6.1 .6 a je-li J{a, b) =|= 0, 
je D n J(a, b) + 0 podle 4 .4.13 a 4.9.4. Tudíž R je uspořádáním hustá 
podle 6.1.9. 

Budiž R uspořádaná množina. Existuje aspoň jedna uspořádáním 
hustá část R, totiž R sama. Podle 3.7.3 můžeme tedy vyslovit definici: 

De f in i ce 6.1.6. Charakter uspořádáni uspořádané množiny R je 
nejmenší možná mohutnost uspořádáním husté podmnožiny. 

6 . 1 . 1 1 . Budiž R uspořádaná množina. Je- l i R konečná, pak 
j e j í charakter uspořádání je roven počtu j e j í ch prvků. 
Je- l i R nekonečná, pak j e j í charakter uspořádání je ne-
konečný. 

Důkaz. I. Je-li R konečná, je R sama jedinou svou uspořádáním 
hustou podmnožinou. 
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I I . Existuje-li konečná uspořádáním hustá D c R, je D hustá ve 
smyslu topologie definice 6 . 1 . 2 a podle 4.4.3 a 4.9.2 je D = R. 

De f in i c e 6 . 1 .7 . Charakter zleva (zprava), značka %l(a) [%p(a)], 
prvku a uspořádané množiny R definujeme takto. Pokládáme R za 
uspořádaný prostor podle definice 6 . 1 . 2 a označíme S (T) množinu 
složenou z bodu a a, ze všech těch x e R, které leží před a (za a). Poklá-
dáme S (T) za prostor vnořený do R a definujeme %l{a) [%p(a)] jako 
charakter bodu a v prostoru S ( T ) ve smyslu definice 4 . 1 2 . 1 . 

Jsou-li m1; m2 dvě mohutnosti, položíme 

max (m1; m2) = mx , min (ntj, m2) = m2, je-li mx ^ m2, 

max (nti, m2) = m2, min (mx, m2) - ntj, je-li mL < nt2. 

Podobně pro více než dvě mohutnosti. 

6 . 1 . 1 2 . Budiž R z. u. p. Je - l i a e Il(R) n IP{R), j es t x(a) = V>(a) = 
= w(a) = 1. Je - l i a e IV(R), je %{a) = f(a) = co(a) = %l(a). Je - l i 
a e Il(R), je x(a) = f(a) = = Xv(a)- Je-1 1 aeR — [Il(R) u 
u Ip(R)l jex(a) = f(a) = max [%l{a), xv(a)l co{a) = min [xl(a), z»(o)]. 

P r o aeIl(R)u Ip(R) je %{a) monotónní . P r o a e R — [Il(R) U 
U IP(R)] je p r á v ě t ehdy %(a) monotónní , j e s t l i ž e %l(a) = x"(a). 

Důkaz. I. Je-li a e Il(R) n IV{R), je %{a) = tp(a) = co(a) = 1 podle 
4.12.1 a 6.1.2. 

I I . Je-li a e IV(R), zjistí se snadno, že %(a) = %l{a) a že %(a) je mono-
tónní, takže podle 4 . 1 2 . 1 1 je ip(a) = ou(a) = %l{a). Podobně pro 
a e P(R). 

I I I . Budiž aeR — [Il{R) u I"(R)]. Budiž S (T) množina skládající 
se z a a z těch x e R, které leží před a (za a). Jest S U T = R, ae S r\T. 

Podle I I jsou %{a \ S), %(a | T) monotónní a jest %(a | S) = f(a \ S) = 

= co{a | S) = xl(a), X(a | T) = ip{a \ T) = co(a \ T) = xp(a). Pro urči-
tost nechť xl(a) Xv(a)- Podle 4 . 1 2 . 7 je = rp{a) = %l(a). Protože 
aeR - [P{R) u /"(£)], je w(a | S) * 1 4= m{a \ T) podle 4 1 2 . 1 , tedy v 

u(a) = xv(a) podle 4.12.8. Ze 4 . 1 2 . 1 5 plyne, že %(a) je právě tehdy 
monotónní, jestliže %l(a) = %v{a). 

6 . 1 . 1 3 . Budiž R z. u. prostor . Charakter každého aeR je 
n e j v ý š r oven charakteru uspořádání pros toru R. Budiž S) 
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tento charakter uspořádání a budiž D c R uspořádáním hustá, 
moh D = b. Podle 6 . 1 . 1 2 postačí, odvodíme-li %l(a) 5Í b. Je-li a e Il(R), 

je 1 = xl(a) = nechť tedy a e R — Il{R). Definujme S tak jako v de-
finici 6 . 1 .7 . Pak soustava množin 

U(x) = (a) U J(x, a) [x e S — (a)] 

je definující soustava okolí bodu a e S v té topologii S, pomocí které byl 
definován xl(a). Stačí tedy dokázat, že S — (a) má takovou podmnoži-
nu M, že moh M í) a že ke každému x e S — (a) existuje takový 
y e M, že U(y) c U(x). Položme M = S n D — (a), takže moh M ^ b 
podle 3 .7 . 1 . Je-li x e S — (a), je J(x, a) 4= 0, neboť jinak by bylo 
a e Il{R). Podle 6J.8 existuje y eD n J(x, a). Zřejmě y e M, U(y) c 
c U(x). 

6.1 . 14 . Budiž R z. u. p. Budiž í> charakter uspořádání pro-
storu R, budiž moh Il(R) = moh IP(R) = m2. Pak jest 

(2) X*(R) = max M2 ] . 

Důkaz. I. R je P-prostor podle 6.1 .7, takže %t{R) je definován. Je-li 
moh R = n konečná, je ^'(-R) = n podle 4 . 1 2 . 1 7 , b = n podle 6 . 1 . 1 1 
a zřejmě také írij = m2 = n. Nechť tedy R je nekonečný. Označme 
m pravou stranu ve (2); podle 6.1.11 je b a tudíž i tn nekonečná mo-
hutnost. Podle 4 . 1 2 . 2 1 existuje hustá D c R mohutnosti íS ^'(iž). 
Podle 6 . 1 . 1 0 je moh D ^ b, takže b ^ X*(R). 

I I . Budiž 25 otevřená base prostoru R mohutnosti Budiž 
a e I'(R) a budiž U jeho definující okolí, takže a je první v U. Podle 
4 . 5 . 1 7 existuje B e 25, a e B c ¡7; a je pak první v B. Tedy existuje 
takové zobrazení q> množiny Il(R) do 23, že pro každý a e Il(R) je 
a první ve <p(a). Zřejmě <p je prosté, takže n^ ^ ^'(iž) podle 3 .7 . 1 . 
Podobně vyjde m2 ^ ^'(iž) a protože b íS ^'(iž) je nám známo, je 
m ^ 

I I I . Zbývá dokázat, že R má otevřenou basi mohutnosti ^ m. 
Protože R je P-prostor, existuje podle 4.5.6, 4 . 12 .5 a 6 . 1 . 1 3 ke každému 
x e R úplná soustava 23 (z) okolí bodu x složená z otevřených množin 
a taková, že moh 23(x) íS b. Ze 3 .7 . 10 soudíme nejprve, že moh [Il(R) U 
U IP(R)] sS m a potom, že také moh © ^ m, kde 2B je sjednocením 
všech soustav 93(x) pro x e [Il(R) U IP(R)]. Budiž D uspořádáním 
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hustá část R mohutnosti t>. Podle 3.7.8 je moh ( J ) x í ) ^ t n a podle 
3.7.1 také moh U ^ m, je-li U soustava všech množin J(x,y), kde 
x e D, y e D, x před y. Podle 6.1.6 se U skládá z otevřených množin a 
totéž platí o 95 = U U 2B. Podle 3 .7 .10 je moh 58 ^ m a zbývá ukázat, 
že 58 je otevřená base prostoru R. Budiž a e R; podle 4 .5 . 17 máme do-
kázat, že ty množiny soustavy 58, které obsahují bod a, tvoří úplnou 
soustavu okolí bodu a. To je zřejmé, je-li a e Il(R) U IP{R); nechť tedy 
aeR — [P(R) u IP(R)]. Každé definující okolí bodu a má tvar 

U = (a) u J(b, a) U J(a, c), 

kde b leží před a, c leží za a, J(b, a) 4= 0 4= J{a, c). Podle 6.118 existují 
takové x e D, y e D, že x eJ(b, a), y eJ(a, c). Zřejmě J(x, y) e 58, 
aeJ{x, y), J(x, y) c U. 

6.1 . 15 . Budiž i žuspořádanýprostor . Charakteruspořádání 
prosto ru R budiž b; budiž ¿mohutnost množ iny všech skoků 
v R (viz 3.3). Pak jest %t[R) = max (t>, 3). Položme max (b, é) = m. 
Případ konečného R je triviální a necháme jej stranou; podle 6 . 1 . 1 1 je 
pak mohutnost b, a tudíž i m nekonečná. Je-li (Rx> R2) skok v uspořá-
dané množině R, pak existují takové a e R1} b e R2, že a je poslední 
v Rlt b první'v R2; zřejmě a e IP(R). Z toho soudíme snadno, že á ^ 

moh IP(R) a ovšem je také é < moh Il(R), takže ^'(-R) 2= m podle 
6.1 . 14. Na druhé straně, jestliže a e IV(R) a jestliže a není poslední v Rf 

pak ze 6 . 1 . 1 soudíme snadno, že (R1} R2) je skok v množině R, kde 

R2 = Sx [x e R, x za a\, Rx = R — R2. 

Z toho plyne snadno, že moh IV{R) íg tn. Podobně je též moh P{R) ^ 
^ m. Podle 6 . 1 . 1 4 je tedy ^(¿ž) ^ m, a tudíž z ť ( iř ) = m. 

6.1 . 16. Budiž R uspořádaný prostor. Zvo lme M c R l ibo-
volně. Je-l i Mx {M2) množina těch xeM, které ma j í t akové 
okol í z l eva (zprava) H,že H n l = (x), pak moh Mx (moh il/a) ^ 
^ X^R)- Pokládáme-li M c R za vnořený prostor, je - I'(M), 
M2 = Iv(M). Uvažované mohutnosti jsou podle 6.1.14 ^ %'i^t) a 
podle 4.12.18 x \ M ) ^ X * ^ ) -

Vycházejíce od přirozeného uspořádání (viz 3.2) množiny E t Y^eeh 
reálných čísel můžeme do Ex zavést topologii. 
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Def in i ce 6.1.8. Tuto topologii nazveme přirozenou topologii v E1. 

Neni-li výslovně uveden opak, uvažujeme v dalším vždy tuto topo-
logii v E^ 

6 . 1 . 1 7 . je dědičně normální prostor s druhým ax iomem 
spočetnost i . Viz 6 . 1 . 7 a 6 . 1 . 1 5 . 

6 . 1 . 18 . Budiž M c E v Množ ina M1 (Af2) těch x e M, ke k t e r ým 
ex i s tu j e t akové e > 0, že 

yeM, y < a; => x — y > e [y e M, y>x=>y — x > e) 

je n e j v ý š spočetná. Viz 6 . 1 . 1 6 . 

6 . 2 . . KARTÉZSKÉ SOUČINY 

Budiž C =(= .0. Pro každé z e C budiž S(z) prostor. Zavedeme do kar-
tézského součinu 

S = spp(z) (z e C) 

topologii. Za definující okolí bodu a e S prohlásíme všecky množiny 
tvaru 

U = W(z) (zeC), 

kde pro každé z e C je V(z) v prostoru P(z) okolím z-souradnice a(z) 

bodu a a mimo to existuje taková konečná K c C (závislá na U), že 
V (z) = P(z) pro všecka z e C — K. Tato druhá podmínka je splněna 
vždy, když množina C je konečná. Všimněme si, že P(z) je vždy okolím 
bodu a(z) e P(z) (viz 4.2.2). Že popsaným způsobem skutečně vznikne 
topologie v P, pijme ze 4.3.1 a 4.3.3. 

Def in i ce 6.2.1 . Kartézským součinem S = tyP{z) topologických pro-

storů rozumíme vždy P v právě popsané topologii. 
Zvláště důležitý je případ, kdy C se skládá z konečně mnoha celých 

kladných čísel 1,2, ..., n a pro každé z e C je P(z^ = E1; takže S = £„. 

Def in i ce 6.2.2. Právě zavedenou topologii nazveme přirozenou 

topologií v En. Není-li výslovně uveden opak, uvažujeme v dalším 
vždy tuto topologii v E„. 
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6.2.1. Jest Em X E„ = Em+n. Formálně jsme to měli už v článku 
1.5, ale nyní se to míní i o topologii. 

6.2.2. Budiž C 4 0. P ro každé z e C budiž M(z) bodová 
množina prostoru P(z). Budiž 

S - sp P(z), T ' tyM{z) (zeC). 

Pak je T = (z e C). Viz 4.3.2. 

6.2.3. Budiž C 4 0. P r o k a ž d é z e Cbudiž 93(z) úplnásoustava 
oko l í bodu a(z) e P(z). Budiž a ten bod kartézského součinu 
S = tyP(z) (z e C), jehož souřadnice jsou a(z) (z e C). Budiž U 
soustava všech množin U = ^^ (z ) , kde F(z) e 33(z) pro všecka 
zeC a V(z) = P(z) pro z e C — K, kde K je konečná část C (zá-
vislá na U). Pak je U úplná soustava okol í bodu a v prostoru S. 

6.2.4. Budiž S kar tézský součin prostorů P(z) (z e C). Jest-
l iže pro každé ze C danou t opo l og i i v P(z) nahradíme hrubší 
topo log i í , dostaneme také v 8 hrubší topo log i i . Viz 4.3.4. 

6.2.5. Budiž C # 0. P ro každé zeC budiž M(z) 4= 0 bodová 
množina v prostoru P(z). Budiž S = tyzP(z), T = tyzM{z). A b y 
bodová množina T by la uzavřená v prostoru S, k tomu je 
nutné a stačí, aby pro každé z e C bodová množina M(z) by la 
uzavřená v prostoru P(z). Viz 6.2.2. 

6.2.6. Budiž C 4 0. P ro každé z e C budiž M(z) 4 0 bodová 
množina v prostoru P(z). Budiž S = ^zP(z), T = tyzM{z). A b y 
bodová množina T by la o tevřená v prostoru S, k tomu je 
nutné a stačí, aby [1] množina M(z) by la pro každé ze C ote-
vřená v prostoru P(z), a aby [2] ex i s tova la taková konečná 
množina K c C, že M(z) = P(z) pro z e C — K. (Podmínka [2] je 
vždy splněna, jestliže množina C je konečná.) 

Důkaz: I. Zřejmě T 4 0; zvolme a e T. Je-li T c S otevřená, pak 
podle 4.4.13 existuje takové definující okolí U bodu a, že U c T. Mno-
žina V má tvar U = tyzV(z) a existuje taková konečná množina K c C, 
že F(z) = P(z) pro každé z e C — K\ pro ze C je V(z) okolím z-souřad-
nice a(z) bodu a v prostoru P(z), takže V(z) 4 0 podle 4.2.3. Z toho 
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plyne především, že M (z) = P(z) pro každé z e C — K. Budiž z0 e K, 

f e Jí(z0). Zřejmě existuje takový x e í1, že x(z0) = f. Podle 4.4.13 
existuje takové definující okolí U* c S bodu x, že U* c T. Množina U*. 

má tvar U* = tyzV*{z) a podle 4.2.2 je F*(z) c P(z) okolím bodu x(z) 

pro každé ze C. Zejména je F*(z„) = W okolím bodu £ v prostoru 
P(z0). Protože U* c T, jest W c M(z0). Tedy ke každému | e M(z0) 

existuje takové okolí W bodu f v prostoru P(z0), že W c M(z0). Podle 
4.2.4, 4.2.8 a 4.4.12 je tedy M(z0) otevřená pro každý z0 e K. 

I I . Jsou-li podmínky [1] a [2] splněny, je množina T zřejmě ote-
vřená. 

6.2.7. Budiž z0 e C. P ro každé z e C budiž P(z) prostor . Budiž 
S = %P{z), a e S. Budiž T množina těch x e"S, pro něž 

z e C , z =|= z0 x(z) = a(z) . 

P o k l á d á m e - l i T z a prostor vnořený do S a po lož íme- l i f(x) = 

= x(z0) pro x eT, pak / je homeomor fn í zobrazení prostoru T 

na prostor P(z0). Plyne z 6.2.2. Věty 6.2.7 užíváme, máme-li o nějaké 
topologické vlastnosti prostoru S zjistit, že platí též pro prostor P(z0). 
Podle 6.2.7 můžeme při tom prostor P(z0) nahradit prostorem T. 

6.2.8. Budiž C =)= 0. P r o každé z e C budiž P(z) prostor . 
Budiž 8 = %P(z), aeS. A b y a by l s labý P-bod prostoru S, 

k tomu je nutné a stačí, aby a(z) by l s labý P-bod prostoru P(z) 
pro každé z e C. 

Důkaz. I. Je-li a slabý P-bod prostoru S, je a(z0) pro každé z0eC 

slabý P-bod prostoru P(z0) podle 4.6.11 a 6.2.7. 

I I . Pro každé zeC budiž a(z) slabý P-bod prostoru P(z). Budiž U 

okolí a v prostoru S. Existuje taková konečná KcC, že tyzV{z) c U, 

kde F(z) = P(z) pro z e C — K a F(z) je okolí a(z) v prostoru P(z) pro 
ze K. Podle 4.5.1 existuje pro každé zeK takové okolí W(z) bodu 
a(z) v prostoru P(z), že F(z) je v prostoru P(z) okolím každého 
|e W(z). Pro zeC — K budiž W{z) = P(z). Pak U* = tyzW{z) je tako-
vé okolí a v prostoru S, pro které U je v S okolím každého x0 e U*; 

tudíž a je podle 4.5.1 slabý P-bod prostoru S. 

6.2.9. Budiž C =)= 0. P ro každé ZeC budiž P(z) prostor . Bu-
diž S — yj>(z), aeS. A b y a by l s i lný P - b o d prostoru S, k to-
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mu je nutné a stačí, aby a(z) by l s i lný P - b o d prostoru P{z) 

pro každé zeC. 

Důkaz. I. Je-li a silný P-bod prostoru S, je a(z0) pro každé z0e C 
silný P-bod prostoru P(z) podle 4.6.12 a 6.2.7. 

I I . Pro každé ze C budiž a(z) silný P-bod prostoru P(z). Pro každé 
zeC tvoří všecka otevřená okolí bodu a(z) v prostoru P(z) úplnou 
soustavu 33 (z) okolí a(z) e P(z). Budiž U soustava všech množin tvaru 
sp zV{z), kde V (z) e 33 (z) pro ze K, V (z) = P(z) p r o z £ C - í a í pro-
bíhá všecky konečné podmnožiny C. Podle 6.2.3 je U úplná soustava 
okolí bodu a v prostoru S; podle 6.2.6 se U skládá z otevřených množin. 

6.2.10. K a r t é z s k ý součin P-prostorů je P-prostor (při libo-
volném C 4 0). Plyne jednak ze 4.5.S a 6.2.8, jednak také ze 4.5.6 a 
6.2.9. 

6.2.11. Bod a e S = ^)P(z) (z e C) je p rávě t ehdy i so l ovaným 
bodem prostoru S, j es t l i že předně množina těch z e C, pro 
něž P(z) obsahuje aspoň dva různé body, je konečná, a za 
druhé pro každé zeC je a(z) i so l ovaný bod prostoru P(z). 
Plyne ze 6.2.6. 

6.2.12. Nech ť C 4= 0 je konečná množina. Nech ť pro každé 
z € C je P(z) neprázdný prostor. P ros to r tyzP(z) je p rávě t ehdy 
hustě roz ložený, j es t l i že ex i s tu j e t a k o v é z„ e C, že P(z0) je 
hustě roz ložený prostor. Plyne ze 6.2.11. 

6.2.13. Nechť C je nekonečná množina. Nech ť pro každé 
zeC je P(z) prostor obsahuj íc í aspoň dva různé body. Pak 
prostor tyzP(z) je hustě roz ložený . Plyne ze 6.2.11. 

6.2.14. Budiž C 4 0. P ro každé zeC budiž P(z) pros tor 
obsahuj íc í aspoň dva různé body. Budiž S = tyzP(z), aeS. 

Je- l i množina C konečná, budiž c = 1; j e - l i C nekonečná, 
budiž c = moh C. Je- l i %{a) charakter bodu a v prostoru S 

a jes t l i že pro zeC je x[a(z)] charakter bodu a(z) v prostoru 
P(z), pak %(á) je ne jmenší ze všech těch mohutnost í m, pro 
které 

c m ; ze C=> %[a(z)] < m . 
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Důkaz. I. Dokážeme nejprve, že y>(a) 5: c. (Budeme to potřebovat 
při důkazu věty 6.2.15.) Nechť naopak c > y>(a). Pak množina C je 
nekonečná a existuje taková soustava U okolí bodu a, že moh U ^ 
= V>(a)> (a) = f l U(U e U). Pro každé U e U existuje takové definující 
okolí <p(U) bodu a v prostoru S, že a e cp{U) c U, takže (a) = |"| <p(U) 
{U e U). Podle definice 6.2.1 pro každé U e U máme <p(U) = %W(U, z) 
(z e C), kde pro každé z e C je W(U, z) c P(z) a existuje taková konečná 
množina K(U) c C, že z e C — K(U) => W{U, z) = P(z). Protože 
moh U ip{a), soudíme ze 3.7.10, že mohutnost množiny H = 
= U K{TJ) (U e U) je buďto konečná nebo ip(a), tedy jistě < c, takže 
existuje z0e C — H. Protože prostor P(z„) obsahuje více než jeden 
bod, existuje takový b e S, že b(z0) 4 a(z0), avšak b(z) = a(z) pro každé 
z e C — (z„). Potom však zároveň s bodem a musí také bod b náležet do 
množiny f"| <p{U) (U e U) a to je nemožné. 

I I . Podle 4.12.1 je y)(a) ^ x(a)> takže podle I je c ^ %(a). Podle 
4.12.3 a 6.2.7 je *[a(z)] ^ *(a). 

I I I . Nechť předně c ^ m a za druhé z e C %[a(z)] ^ m. Máme 
dokázat, že %(a) m. Je-li m konečná mohutnost, je %[a(z)] = 1 podle 
4.12.1 a množina C je konečná, takže x(a) = 1 podle 4.12.1 a 6.2.11. 
Nechť tedy m je nekonečná mohutnost. Pro každé z e C zvolme takovou 
úplnou soustavu 93(z) okolí bodu a(z) v prostoru P(z), že moh 93(z) = 
= %[a(z)]. Dále označme $ soustavu všech konečných částí množiny C. 
Pro každou K e $ označme 2B(išT) soustavu všech množin tvaru tyzV(z), 
kde ze K=> V (z) e 93(z), z e C - K => F(z) = P(z). Posléze položme 
U = U © ( Z ) (K € M). Podle 6.2.3 je U úplná soustava okolí bodu a 
v prostoru S, takže máme pouze dokázat, že moh U ^ m. Pro J 
je moh 3B(if) ^ m podle 3.7.9 a podle 3.7.11 je také m o h ^ ^ m . 
Tudíž moh U ^ m podle 3.7.10. 

6.2.15. Budiž C 0. P ro každé z e C budiž P(z) prostor obsa-
huj íc í aspoň dva různé body. Budiž S = tyzP(z), aeS. Je- l i 
množina C konečná, budiž c = 1; je - l i C nekonečná, budiž c = 
= moh C. Je- l i y)(a) pseudocharakter bodu a v prostoru S 
a jest l i že pro z e C je ^j[a(z)] pseudocharakter bodu a(z) v pro-
storu P(z), pak •yj(a) je nejmenší ze všech těch mohutností m, 
pro které 

c rgj m ; z e C => šs m . 
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Důkaz. I. Podle 4.12.3 a 6.2.7 je f[a(z)] ^ ip(a). Podle části I dů-
kazu věty 6.2.14 je c ^ y>{a)-

I I . Nechť předně t ^ m a z a druhé z e C => m. Máme do-
kázat, že y)(a) íS m. Je-li m konečná mohutnost, je y>[a(z)] = 1 podle 
4.12.1 a množina C je konečná, takže y>(a) = 1 podle 4.12.1 a 6.2.11. 
Nechť tedy m je nekonečná mohutnost. Pro každé z e C zvolme sou-
stavu 93(2) okolí bodu a(z) v prostoru P(z) tak, aby bylo moh 53(z) = 

= y>[a(z)], (a(z)) = [ Z e 93(z)]. Dále pro každé z0 e C označme 
ffi(z0) soustavu všech množin tvaru tyzV(z), kde F(z0) e 93(z0); z e C, 
z =|= z0 => F(z) = P(z), takže 2B(z0) je soustava okolí bodu aeP a jest 
moh 2B(z0) = ^[a(z0)]. Posléze položme U = U ®(z ) (z « Q- Pak U je 
soustava okolí bodu a e P, podle 3.7.10 je moh U íS m a snadno se 
zjistí, že (a) = f| X {X e U). Tudíž ip(a) ^ m. 

6.2.16. Budiž C =|= 0. P ro každé ze C budiž P(z) prostor obsa-
huj íc í aspoň dva různé body. Budiž S = tyzP(z), aeS. Budiž 
ťo(a) vn i t řn í charakter bodu a v prostoru S a pro z e C budiž 
w[a(z)] vn i t řn í charakter bódu a(z) v prostoru P(z). Budiž D 

množina těch ze C, pro které je w[a(z)] > 1. Je- l i množina C 
konečná a j e - l i D = 0, je co(a) = 1. Je- l i C konečná a j e - l i 
D -1=0, je co(a) ne jmenší ze všech mohutnost í co[a(z)] (zeD). 

Je- l i C nekonečná, jest w(a) = N0. 

Důkaz. I. Ze 4.12.1 a 6.2.11 plyne, že právě tehdy je co(a) = 1 
(tj. a e S je isolovaný bod), je-li C konečná a D = 0. Tento případ tedy 
můžeme vyloučit. 

I I . Budiž C konečná a budiž D -1= 0. Podle 4.12.3 a 6.2.7 jest 
z e D => co(a) ^ co[a(z)]. Předpokládejme, že z e D => co(a) < a>[a(z)]; 
máme odvodit spor. Podle 4.12.2 existuje taková soustava U okolí 
bodu a e S, že moh U = OJ (a) a že množina f| X (X e U) není okolím 
bodu a e S. Pro každou U e U je %V{z, U) c U, je-li F(z, U) vhodně 
volené okolí bodu a{z) e P(z). Pro z e C budiž JF(z) = n J7^, (U e U); 
protože buďto oj[a(z)] = 1 nebo moh U < co[a(z)], zjistí se snadno, 
že pro každé zeC je W(z) okolím bodu a(z) eP(z). Protože množina 
C je konečná, je ^ W(z) okolím bodu a e S. To je spor proti 4.2.4, neboť 

'zřejmě tyzW(z) c n l ( I f l l ) . 
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I I I . Budiž C nekonečná; máme dokázat, že co(a) = N0. Podle I je 
w(a) 4 1, takže (viz 4.12.1) stačí dokázat, že co(a) S0. Budiž H c C 
spočetná množina. Pro každé ze H zvolme v prostoru P(z) bod b(z) 4 

4 a[z) a položme U(z0) = tyzV{z0, z) pro každé z0 e H, kde F(z0, z0) = 
= P(z0) - (b(z0)), F(z„, z) = P(z) pro z € C, z 4 z0. Podle 4.2.2 a 4.2.6 
je U(z0) definujícím okolím bodu a e S pro každé z0 e H. Kdyby bylo 
co(a) > 80, pak by podle 4.12.2 množina W = | U(z0) (z0 e H) byla 
okolím bodu a e S. Je-li však W okolí bodu a v prostoru S, pak existuje 
taková konečná množina K c C, že W o tyzT(z), kde T(z) pro z e K je 
vhodně voleným okolím bodu a(z) e P(z) a pro z e C — K je T(z) = 

= P(z). Protože množina H je nekonečná, existuje z0e H — K. Pro-
tože tyzT(z) c W c U(z0) = tyzV(z0, z) a protože z e C => T(z) 4= 0, je 
T(z0) c F(z0, Zq) neboli P(z0 ) c P(z0 ) — (b(z0)) a to je spor. 

6.2.17. Bud i ž C 4 0. P r o ka ždé zeC bud i ž P (z ) P -p ros to r 
obsahu j í c í aspoň dva různé body . Bud i ž S = tyzP(z), t akže 
t a k é S j e P -p ros to r (viz 6.2.10). Je - l i množ ina C konečná, 
bud i ž c = 1; j e - l i C nekonečná, bud i ž c = moh C. P a k je x' (8) 
n e j m e n š í ze všech t a k o v ý c h mohutnos t í tn, p ro k t e r é 

c ^ m ; ze C => £ ť [P(z)] < m . 

Důkaz . I . Pro každé z e C je %ř[P(z)] ^ X((S) podle 4.12.18 a 6.2.7. 
Zvolme bod a e S; podle 4.12.19 je x(a) %ř($) a podle 6.2.14 je 
c ^ x(aY> tedy c ^ *<(£). 

I I . Budiž předně c ^ m a za druhé z e C => %ť[P(z)] < m. Máme 
dokázat, že x l (8) = nt. Pro každé z e C zvolme takovou otevřenou 
basi S5(z) prostoru P(z), že moh 25(z) = %'[P(z)]. Dále označme $ 
soustavu všech konečných částí množiny C. Pro každou K e St budiž 
3B(ÍL) soustava všech množin tvaru tyzV{z), kde z e K => V (z) e 25 (z), 
z eC — K^ V (z) = P(z). Posléze položme U = U {K e jt). Podle 
4.5.17, 6.2.3 a 6.2.6 je U otevřená base prostoru S a máme pouze do-
kázat, že moh U ^ m. Pro každou K e R je moh 2B(K) m podle 
3.7.9 a podle 3.7.11 je také moh$ m. Tudíž mohl i m podle 
3.7.10. 

6.2.18. Bud i ž C 4= 0. P r o ka ždé z e C bud iž P(z ) p ros tor . 
Bud i ž S = tyzP{z), a e S. A b y a b y l Jř-bod p ros t o ru S, k t o m u je 
nutné a stačí , aby p ro ka ždé ze C b y l a(z) i ř -bod p ros t o ru P(z). 
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Důkaz. I . Je-li a H-bod prostoru S, pak pro každé zeC je a(z) 

H-bod prostoru P(z) podle 5.2.2 a 6.2.7. 

I I . Pro každé z e C budiž a(z) H-bod prostoru P(z). Máme dokázat, 
že a je ¿7-bod prostoru S. Budiž tedy dán b e S, b =|= a; máme udat 
takové okolí U bodu a e S, že b e S — U. Existuje takové z0 e C, že 
b(z0) 4= a(z0). Protože a(z0) je íř-bod prostoru P(z0), existuje okolí F(z0) 
bodu a(z0) e P(z0), pro které b(z0) e P(z0) — V(z0). Je-li V(z) = P(z) pro 
zeC, z + z0, pak U = ?)zF(z) je okolí bodu a e P. Podle 6.2.2 je U = 

= zW), takže beS —U.-

6.2.19. K a r t é z s k ý součin £f-prostorů je H-pros tor (při libo-
volném C =# 0). Viz 5.2.3 a 6.2.18. 

6.2.20. Bud i ž C 4= 0. P r o každé zeC budiž P{z) prostor . 
Budiž S = %P{z), a e S. A b y a b y l i í -bod pros toru S, k t o m u je 
nutné a stačí, aby p ro každé ze C b y l a(z) iř-bod pros to ru P(z). 

Důkaz. I . Je-li a iž-bod prostoru S, pak pro každé ze C je a(z) 

ií-bod prostoru P(z) podle 5.3.1 a 6.2.7. 

I I . Pro každé z e C budiž a(z) ií-bod prostoru P(z). Máme dokázat, 
že ke každému okolí U bodu a e P existuje okolí U.0 bodu a e P, pro 
které U0 c U. Můžeme předpokládat, že U je definující okolí, t j . že 
existuje taková konečná množirta K c C, že U = tyzV(z), kde V(z) je 
okolí bodu a(z) e P(z) pro ze K a ze C — V (z) = P(z). Protože 
a(z) je ií-bod prostoru P(z), existuje pro každé ze K okolí V0(z) bodu 
a(z) e P(z), pro které F^z) c F(z); pro zeC — K budiž F0(z) = P(z). 
Pak U0 = 5})ZF0 (z) je okolím bodu aeP a podle 6.2.2 je U^cU. 

6.2.21 . K a r t é z s k ý součin i í -prostorů je i í -prostor (při libo-
volném C 4 0). 

. 6.3. ¿-PROSTORY 

De f in i c e 6.3.1. Pravíme, že bod aeP je limitní bod bodové po-
sloupnosti { « „ } (v prostoru P), značka lim an = a nebo určitěji 
lim an = a, jestliže [1] ke každému okolí U bodu a existuje takový 
71—̂CO 
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index k, že n > k=> an e U, [2] ke každému bodu b 4= a existuje okolí 
V a takový index l, že n > l=> an e P — V. Pravíme, že bodová po-
sloupnost { a „ } je konvergentní (v prostoru P) , jestliže existuje její 
limitní bod. 

6.3.1. K o n v e r g e n t n í bodová posloupnost má j ed iný l imit-
ní bod. 

6.3.2. E x i s t u j e - l i t a k o v ý index k, že n>k=>an = a, pak 
lim an = a. Viz 4.2.3 a 4.2.6. 

6.3.3. Je- l i lim an = a a je - l i {a^}®,^ posloupnost vybraná 
z. { « „ } , jest lim ain = a. 

n—>co 

6.3.4. Budiž Q vnořen do P . Budiž {a „ } bodová posloupnost 
v Q. Budiž lim an = a v pros toru P. Je- l i a e Q, pak lim an = a 

také v prostoru Q. Je- l i však a e P — Q, pak pos loupnost {an} 

není konve rgen tn í v~prostoru Q. Viz 4.6.2. 

6.3.5. Budiž a í ř - bodpros t o ruP . N e c h ť b o d o v á p o s l o u p n o s t 
{a „ } má tu v lastnost , že ke každému okol í U bodu a ex i s tu j e 
t a k o v ý index k, že n > k=t~ aneZJ. Pak je lim a„ = a. Předpoklad, 
že a je ¿/-bod, nelze vynechat (příklad 6.4.10). 

Důkaz. Je-li b e P, b =|= a, existuje okolí U bodu a, pro které b e P — 

— U. Podle 4.2.9 existuje okolí V bodu b, pro které U n V = 0. Je-li 
n > k => an e U, pak n > k => an e P — V. 

6.3.6. Budiž Q vnořen do ¿/-prostoru P . Budiž {an} bodová 
pos loupnost v Q. Je- l i {an} konve rgen tn í v Q, je {a „ } také v P 
konvergentn í , a to s t ý m ž Limitním bodem. Viz 4.6.2, 5.2.3 a 
6.3.5. Předpoklad ¿/-prostoru nelze vynechat (příklad 6.4.10). 

6.3.7. Budiž McP. Budiž {a n } bodová pos loupnost v M. 

Budiž lim a , = a v P . Pak je a eM. Viz 4.2.9. 

De f in i ce 6.3.2. Prostor P se nazývá L-prostor (a jeho topologie se 
nazývá L-topologie), jestliže pro každou bodovou množinu M existuje 
ke každému a e M taková posloupnost {an } , že an e M pro všecka n 

a že lim o„ = o. 
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6.3.8. Budiž P ¿-prostor. U záv ě r M bodové množ iny M je 
množina těch x e P, ke k t e r ým ex i s tu j e v M t aková posloup-
nost {x n } , že lima;n = x. 

6.3.9. P ros to r vnořený do ¿-prostoru je ¿ -prostor . Viz 
6.3.4. 

6.3.10. Budiž a bod ¿-prostoru P. Nech ť bodová posloup-
nost {a„} má tu v lastnost , že ke každému okol í U bodu a 

ex i s tu j e t a k o v ý index k, že n > k => an e U. Pak je lim an = a. 

Předpoklad ¿-prostoru nelze vynechat (příklad 6.4.10). 

Důkaz. Budiž beP, b 4 a. Podle 4.2.2 a 4.2.6 je P — (6) okolí 
bodu a, takže existuje takový index l, že n > l => an 4 b. Budiž M 

množina všech těch a„, pro něž n > l\ je tedy b e P — M. Stačí do-
kázat, že & e P — M; neboť pak je V = P — M takové okolí bodu b, že 
n>l=>aneP — V. Předpokládáme-li však b e M, pak existuje v M 

taková posloupnost {&„}, že lim bn = b. Protože b e P — M, bn e M, 

lim b„ = b, nelze (viz 6.3.2 a 6.3.3) z {&„} vybrat posloupnost, jejíž 
všecky členy by si byly navzájem rovny. Z toho však plyne snadno, 
že existuje posloupnost {a^} vybraná současně z {a„ } i z {&„}. Podle 
6.3.3 je lim ain = b. Protože a 4 b, existuje takové okolí U bodu a 

a takový index k, že n > k => aine P — U. To je však nemožné-

6.3.11. Budiž P íř-prostor nebo ¿-prostor. Budiž a e P . 
Nechť bodová posloupnost {a n } má tu v lastnost , že ke každé 
posloupnost i {c?ťn} v yb rané z {a n } ex is tu je posloupnost {a,jn} 
vybraná z {a,^}, pro kterou je lim aln = a. Pak je l ima„ = a. 

n—>co 

Předpoklad, že P je íř-prostor nebo ¿-prostor, nelze vynechat (viz 
cvičení 12.4.11). 
.Důkaz. Budiž U okolí bodu a. Kdyby existovala taková {a,,,} 

vybraná z {an}, pro kterou by bylo ain e P — U pro všecka n, pak by 
zřejmě nemohla být lim ajn = a pro žádnou {ain} vybranou z {aÍB}. 
Tedy ke každému okolí XJ bodu a existuje index k, pro který n > k => 

=> aneU. Tím je věta podle 6.3.5 (viz též 5.2.3) a podle 6.3.10 už doká-
zána. 
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6.3.12. Budiž P l i bovo lná množina. Budiž dána soustava/l 
posloupnost í , j e j i chž č leny jsou p r v k y množ iny P. Ka ždé 
pos loupnost i {a n } eA budiž př i řazen urč i t ý p r vek množ iny P, 

k t e r ý označme Xan. P ředpok láde jme , že jsou splněny t y t o 
dva ax i omy : 

( IL ) Je- l i aeP a j e - l i an = a pro všecka n, pak {a„} eA, 

Xan - a. 

(ILL) Je- l i { « , „ } pos loupnost v yb raná z pos loupnost i 
{ a „ } eA, je {ain} eA, Xain = Xan. 

Soustava 0 všech těch t opo l og i í v P, př i nichž každá {a n } eA 

je konve rgen tn í s l im i tn ím bodem Xan, není prázdná. Exis-
tu j e ne j j emně j š í t opo l og i e u soustavy 0\ u je L- topolog ie . 

Důkaz. I. Pro každou M c P budiž uM množina všech těch x e P, 

ke kterým existuje taková {an} eA, že an e M pro všecka n a že Xan = 

= x. Snadno se zjistí, že u je topologie, tj. že jsou splněny axiomy (I) 
a (II), neboť ( IL ) (I), ( I IL ) => (II). 

I I . Budiž {an}eA, Xan = a. Budiž TJ w-okolí bodu aeP. Kdyby 
pro žádný index k neplatilo n > k => an e TJ, existovala by taková 
(ai„} vybraná z { « „ } , že ain e P — TJ pro všecka n; podle ( I IL ) by pak 
bylo { « , „ } eA, Xain = a a z definice u bychom měli a e u(P — U), což 
je nemožné, neboť U je «-okolí a. Budiž dále b e P, b #= a. Kdyby exis-
tovala taková {a i n } vybraná z { » „ } , že ain = b pro všecka n, bylo by 
Xain = b podle ( l i ) ; avšak podle ( I IL ) je Xain = a. Tudíž existuje 
index l, pro který n > l => an =|=6. Je-li nyní M množina těch an, pro 
něž n > l, pak z ( IL ) a ( I IL ) následuje, že uM = M U (a), takže 
V = P — M je w-okolí bodu b, pro něž platí n>l=>aneP — V. Tím 
je dokázáno, že u e 0. 

I I I . Z definice u pijme snadno, že u je L-topologie. 

IV. Budiž v e 0, M c P. Je-li a e uM, pak existuje taková {an} e A, 

že ane M pro všecka n a že a = Xan. Protože v e 0, je a e vM podle 
6.3.7. Tedy M c P =>- uM c vM, t j . u je jemnější než v. 

6.3.13. Budiž P l i bovo lná množina. Budiž dána s ous t a va^ 
posloupnost í , j e j i chž č leny jsou p r v k y množ iny P. Každé 
pos loupnost i {an} eA budiž př i řazen urč i t ý p r vek množ iny P, 
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který označme Xan. A b y ex i s tova la v P t aková ¿ - t opo log i e u, 

že soustava všech př i u konvergentn ích bodových posloup-
ností splyne se soustavou A a že {an} eA lim an = Xan, 

k tomu je nutné a stačí, aby b y l y splněny t y t o t ř i a x i omy : 
(LL) Je- l i aeP a j e - l i an = a pro všecka n, pak {an}eA, 

Xan = a. 

( I IL ) Je- l i {ain} pos loupnost v yb raná z pos loupnost i 
{a„}eA, je {ain}eA, Xain = Xan. 

( I I IX) Má- l i aeP v zh l edem k pos loupnost i {an} tu vlast-
nost, že ke každé { « , „ } v yb rané z {an} ex i s tu j e ta-
ková vyb raná z {«¿„1, že {%„} eA, Xain = a, jest 
{an} eA. 

Jsou-l i ax i omy splněny, je ¿ - topo log i e u j ednoznačně 
určena. 

Důkaz. I. Nutnost axiomů plyne ze 6.3.2, 6.3.3 a 6.3.11. Předpoklá-
dejme tedy, že jsou splněny. 

I I . Stejně jako v předešlém důkazu definujeme topologii uv P tím, 
že pro M c P je právě tehdy_a; e uM, jestliže existuje taková {o „ } eA, 

že a„ e M pro všecka n a že Xan = x. V předešlém důkaze jsme už 
zjistili, že u je ¿-topologie a že {an} eA => lim an = Xan. 

I I I . Nechť {a n } je konvergentní při u a nechť lim an = a. Budiž 
{a,n} libovolná posloupnost vybraná z {an}. Jsou dva možné případy. 
Nechť předně existuje taková {a,n} vybraná z {«,„}, že ajn = a pro 
všecka n\ pak podle (LL) je {ajn} eA, Xajn = a. Druhý možný případ 
je ten, že existuje taková {%„ } vybraná z {«,„}, že ahn =f= a pro všecka n 

neboli že a e P — H, znamená-li H množinu všech členů posloupnosti 
{aAji}. Podle 6.3.3 je lim ah = a, takže podle 6.3.7 je a e uH, a to zna-
mená, že existuje taková {b„} eA, že bn e H pro všecka n a že Xbn = a; 

protože není a e H, plyne snadno z (LL) a (ILL) podle definice H, že 
existuje posloupnost {a in } vybraná současně z {bn } i z {a,-.}; podle 
( I IL ) je pak {a,-n} eA, Xaín = a. Tím je dokázáno, že v každém případě 
z každé {a I ( i } vybrané z {an} lze vybrat takovou {a,,}, že {%„} eA, 

Xajn = a. Podle (IILL) je nyní {an} eA a podle (ILL) je Xan == a. 

IV. ¿-topologie u splňuje tedy všecky požadavky ve větě vyslo-
vené; podle 6.3.8 je u těmito požadavky jednoznačně určena. 
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6.3.14. Budiž a ¿/-bod prostoru P. Budiž M c P, aeM. Je- l i 
X(a) s0> pak ex i s tu j e t aková bodová pos loupnost {an}, že 
ane M pro všecka n a že l ima„ = a. Protože x(a) ^ N0, existuje 
podle 4.12.16 posloupnost {Un } , jejíž členy tvoří úplnou soustavu 
okolí bodu a a která je monotónní v tom smyslu, že Un D Un+1 pro 
všecka n. Protože aeM, existuje podle 4.2.9 pro každé n bod an e Un n 
n M. Je-li U libovolné okolí bodu a, existuje index Je, pro který je 
Uk c TJ. Protože { U n } je monotónní, je n>k=>TJncTJk=>aneTJ. 

Tudíž je lim an = a podle 6.3.5. 

6.3.15. ¿/-prostor s p r vn ím ax iomem spočetnost i je L-

prostor . Viz 5.2.3 a 6.3.14. 

6.3.16. Budiž P ¿-prostor . Budiž a e P, b e P, a + b, ^ S0, 
X(b) íS N0. Pak body a, b jsou ¿/-oddělené. Předpoklad o charak--
terech nelze vynechat (příklad 6.4.11 nebo cvičení 6.5.7). 

Důkaz. Podle 4.12.16 existují takové dvě posloupnosti {Un}, {Vn}, 

že členy první (druhé) z nich tvoří úplnou soustavu okolí bodu a (b) 
a že Un+1 c Un, Fn + 1 c V„ pro všecka n. Stačí dokázat, že Un n Vn = 

= 0 pro některé n. Nechť naopak aneU„n V„ pro všecka n. Podle 
6.3.10 je pak jednak lim an = a, jednak lim an = b a to je spor proti 
6.3.1. 

6.3.17. ¿ -prostor s p r vn ím ax iomem spočetnost i je H-

prostor. 

6.3.18. Budiž a bod ¿-prostoru P. Pak je co(a) N0. Je-li a 

isolovaný bod prostoru P, je co(a) = 1 podle 4.12.1. Jinak plyne ze 
4.7.4, že a e P', t j . a e P — (a). Protože P je ¿-prostor, existuje v P — 
— (a) taková posloupnost {an}, že lim an = a. Je-li H množina všech 
členů posloupnosti {an}, je H nejvýš spočetná a podle 6.3.7 je a e H. 

Protože a e P — H, je a e H', tj. a je hromadný bod množiny H, takže 
co(a) ^ »o podle 4.12.24. 

6.3.19. Nech ť u, v jsou dvě ¿ - t opo log i e v P . A b y by la u 

j emně jš í než v, k tomu je nutné a stačí, aby každá « -konver-
gentn í pos loupnost by la ^-konvergentní s t ýmž l im i tn ím 
bodem. 
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Důkaz. I . Je-li podmínka splněna, je u jemnější než v podle 6.3.8. 

I I . Je-li « jemnější než v, je podmínka splněna podle 4.2.12 a 6.3.10. 

6.3.20. Budiž (P, w) ¿/-prostor. Ex i s tu j e t aková ¿- topo-
logie v v P, že v je j emně jš í než « a že každá ¿ - topo log i e v P, 
která je j emně jš í než « , je j emně jš í než v. Předpoklad ¿/-pro-
storu nelze vynechat (příklad 6.4.10). 

Důkaz. Budiž A soustava všech «-konvergentních bodových po-
sloupností. Pro {a „ } e A budiž Xan = lim an. Podle 6.3.2, 6.3.3 a 6.3.11 
jsou splněny axiomy (IL), ( I IL), (IELL), které podle 6.3.13 určují L-

topologii v v P. Ze 6.3.7 a 6.3.8 plyne, že v je jemnější než u. Je-li w 

¿-topologie v P, která je jemnější než « , a je-li { « „ } w-konvergentní 
s limitním bodem a, plyne ze 4.2.12, 5.2.3 a 6.3.5, že {an} je «-konver-
gentní s limitním bodem a; podle definice v je pak {a„} u-konvergentní 
s týmž limitním bodem. Tudíž w je jemnější než v podle 6.3.19. 

6.3.21. E„ je ¿-prostor. Viz 6.1.17, 6.2.19, 6.3.15. 

6.4. RŮZNÉ PŘÍKLADY 

Příklad 6.4.1. Nechť prostor P se skládá z množiny N všech celých kladných 
čísel, z množiny N x N a z jednoho dalšího bodu co. Uzávěr M množiny M C P 
budiž definován takto: [1] bod (a, 6) e N x N náleží do M právě tehdy, jestliže 
(a, b) e M; [2] bod a e N náleží do M právě tehdy, jestliže budto a e M nebo exis-
tuje nekonečně mnoho takových x e N, že (a, x) e M; [3] co e M právě tehdy, 
jestliže budto co e M nebo existuje nekonečně mnoho takových x e N, že x e M. 
Snadno se dokáže, že prostor P má tyto vlastnosti: 

(1) P je LR-prostor, ale co není slabý P-bod, takže P není P-prostor. 
(2) Pro M = (N x N) u (co) uzávěr M je a derivace M' není uzavřená mno-

žina. Obrácení věty 4.5.10 je tudíž nesprávné. 
(3) Je-li Nl množina všech sudých, x e N a N2 = N — jV1; jsou množiny 

4 = (N x N) u Nlt B = (N x N) u N2 otevřené a husté, ale množina A n B 
není hustá. Proto ve 4.9.6 a 4.9.7 nelze vynechat předpoklad, že P je P-prostor. 
Množiny Nx, N2 jsou řídké, ne však množina N1 u N2. Proto ve 4.10.11 nelze 
vynechat předpoklad, že P je P-prostor. 

(4) Množina N je řídká v P — (co), ne však v P . Proto ve 4.10.10 nelze vy-
nechat předpoklad, že P je P-prostor. 

135 



(5) Množina M = N x N není hustá, ale pro každou otevřenou O 4= 0 jo 
M n O =t= 0. Proto ve 4.9.5 nelze vynechat předpoklad, že P je P-prostor. 

(6) Množina M = N x N není hustá, Q = P — (co) je hustá, M je hustá v Q. 
Proto ve 4.9.8 nelze vynechat předpoklad, že P je P-prostor. 

(7) Množina N není řídká, ale N neobsahuje žádnou neprázdnou otevřenou 
množinu a ke každé otevřené O 4= 0 lze udat takovou otevřenou P 4= 0, že 
P c G, N n P = 0. Proto ve 4.10.8 a 4.10.9 nelze vynechat předpoklad, že P je 
P-prostor. 

(8) Množina N není řídká, ale každý x e N má takové okolí U, že množina 
V n N je řídká. Proto ve 4.10.13 nelze vynechat předpoklad, že P je P-prostor. 

(9) Volíme-li Q = N x N n (co), vidíme, že ve 4.6.17 nelze vynechat před-
poklad Q = P n G. 

(10) Volíme-li M = N u (co) nebo M = N x N, vidíme, že ve 4.10.14 nelze 
vynechat předpoklad /"-prostoru. 

P ř ík l ad 6.4.2. Budiž P spočetná množina. Pro X C P budiž X = X nebo 
Xi = P podle toho, zda X je konečná či nekonečná. Snadno se dokáže, že prostor 
P má tyto vlastnosti: 

(1) P je .F-prostor, ale není íř-prostor; je-li x e P, y e P, pak body x, y nejsou 
íř-oddělené. 

(2) Každá isolovaná bodová množina je konečná. Proto v 5.2.4 nelze vyne-
chat předpoklad, že P je íf-prostor. 

(3) Soustava všech uzavřených množin je spočetná. Proto v 5.2.5 předpoklad, 
že P je -Fiř-prostor, nelze nahradit předpokladem, že P je .F-prostor; nevím 
však, zda snad v 5.2.5 by nestačil předpoklad, že P je H-prostor. 

P ř ík lad 6.4.3. N budiž opět množina všech celých kladných čísel; budiž 
N0 = N u (0). Prostor P se skládá ze všech posloupností {on}, jejichž členy 
náležejí do N0 a pro něž platí 

o„ = 0 , m < n => am = 0 . 

Zejména náleží do P ta posloupnost co, jejíž všecky členy jsou rovny 0. Je-li 
{an} e P — (co), pak existuje první index k takový, že ak > 0; číslo k nazveme 
druhem posloupnosti {an}. Uzávěr M množiny M C P definujeme takto: [1] co e M 
právě tehdy, jestliže co e M nebo jestliže ke každému h e N existuje x e M — (co) 
druhu h; [2] je-li {a„} e P — (co) a je-li k druh {o„}, pak {an} náleží do M prá-
vě tehdy, jestliže {on} e M nebo jestliže M obsahuje nekonečně mnoho tako-
vých {£>„} druhu k — 1, pro něž n ¡g k => bn = an. (Tato druhá možnost ovšem 
vyžaduje; aby bylo k S; 2.) Snadno se dokáže, že prostor P má tyto vlastnosti: 

(1) P je ¿ií-prostor. 
(2) Jestliže x e P — (co) je druhu ž 2, pak x je silný P-bod; jestliže x e P — 

— (co) je druhu > 2, pak x není slabý P-bod. 
(3) Bod co je slabý P-bod, ale není to silný P-bod. 

136 



Př ík lad 6.4.4. Budiž: N množina všech celých kladných čísel, R množina 
všech racionálních kladných čísel, u přirozená topologie v Prostor P se 
skládá z množiny N, z množiny R x N a z jednoho dalšího bodu co. Uzávěr M 
množiny M C P definujeme takto: [1] (x, n) e R x N náleží do M právě tehdy, 
jestliže x e uK, kde K znamená množinu těch y e R, pro něž je (y, n) e M; 
[2] n e N náleží do M právě tehdy, jestliže budto n e M nebo množina těch 
x e R, pro něž (x, n) e M, je neomezená; [3] ca e M právě tehdy, jestliže budto 
co e M nebo M obsahuje nekonečně mnoho n e N. Snadno se dokáže, že prostor P 
má tyto vlastnosti: 

(1) P je i-R-prostor, ale není to P-prostor, protože co není slabý P-bod. 
(2) Bodová množina Q = P — N není hustě rozložená, ale Q = P je husté 

rozložená. Proto ve 4.7.9 nelze vynechat předpoklad, že P je P-prostor. 

P ř ík lad 6.4.5. Budiž R množina všech racionálních čísel a budiž u přirozené 
topologie v Ej. Budiž P = E1 a definujme uzávěr M množiny M C P takto: 

M = M u [u(M n R) — R] u [R r> u(M - P ) ] . 

Snadno se dokáže, že P má tyto vlastnosti: 
(1) P je iiř-prostor, ale není to P-prostor; dokonce P nemá žádný slabý 

P-bod. 
(2) Množiny R a P — R jsou isolované, ale jejich sjednocení R u (P — R) = 

= P je hustě rozložená množina. Proto ve 4.7.11 nelze vynechat předpoklad, 
že P je P-prostor. 

P ř ík lad 6.4.6. Budiž R množina všech racionálních čísel, budiž D množina 
všech těch x e R, pro které při vhodném n e N číslo 2n . x je celé; budiž u přiro-
zená topologie v E1. Budiž P = El & definujeme uzávěr M množiny M c P 
takto: 

M = M u u(M - D) u [ P u u(M n D)] . 

Snadno se dokáže, že P má tyto vlastnosti: 
. (1) P je ¿íř-prostor, ale není to P-prostor. 

(2) Množina D je řídká, ale množina D je husté. Proto ve větě 4.10.4 nelze 
•vynechat předpoklad, že P je P-prostor. 

V příkladech 6.4.7 až 6.4.9 se užívá známé věty z přirozené topologie pro-
00 

storu Ej: je-li množina všech iracionálních čísel rovna U An, pak existuje takovén, 
_ n = i 

že množina An obsahuje interval (viz 9.4:23). 
Př ík lad 6.4.7. Budiž R množina všech racionálních čísel, budiž D množina 

těch x e R, pro které při vhodném n e N číslo 2™ . x je celé; budiž S množina všech 
iracionálních čísel; budiž u přirozená topologie v Ev Budiž P = E1 a, definujeme 
uzávěr M množiny M c P takto: 

M = M u u(R n M) u [u(S n M) — D]. 
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Snadno se dokáže, že P má tyto vlastnosti: 
(1) P je LH-prostor, ale není to P-prostor. 

to 

(2) Množina S je řídká, jestliže však S c \J Fn = T, kde množiny Fn jsou 
n - 1 

uzavřené, pak T není první kategorie. Proto ve 4.11.3 nelze vyneohat před-
poklad, že P je P-prostor. 

Př ík lad 6.4.8. Nechť R,D,S,u mají týž význam jako v příkladě 6.4.7. 
Budiž P = £[ a definujme uzávěr M množiny M c P takto: 

M = M u [u{S n M) - D] u u[(R n M) - £>] u [u{D n M) - (R — Z>)] . 
Snadno se dokáže, ze P má tyto vlastnosti: 
(1) P je LH-prostor, ale není to P-prostor. 
(2) Množina S je první kategorie v S u D, ale ne v P . Proto ve 4.11.4 nelze 

vynechat předpoklad, že P je P-prostor. 

' Př íklad 6.4.9. Nechť R, S, u mají týž význam jako v příkladě 6.4.7. Budiž 
P = Ej a definujme uzávěr M množiny M c P takto: 

M = M u u(R n M) u [u{S n M) — JS]. 

Snadno se dokáže, že P má tyto vlastnosti: 
(1) P je LH-prostor, ale není to P-prostor. 
(2) Množina S není první kategorie, avšak každý bod x e S má takové okolí U, 

že množina U n <S je řídká. Proto ve 4.11.7 a 4.11.8 nelze vynechat předpoklad, 
že P je P-prostor. 

Poznámka. Nevím, zda je možné Li?-prostory v příkladech 6.4.S až 6.4.9 
nahradit LP-prostory. 

Př ík lad 6.4.10. Budiž P -= N. Pro konečnou M c P budiž M = M; pro 
nekonečnou M c P budiž M = M u (1) u (2). Snadno se dokáže, že prostor 
P má tyto vlastnosti: 

(1) P je P-prostor, ale není to ani íř-prostor ani L-prostor. 
(2) Ke každému okolí V bodu 1 e P a také ke každému okolí V bodu 2 e P 

existuje takový index Tc, že pro všecka n > k ]e n e U, n e V. Přesto není po-
sloupnost {n} konvergentní a zejména není ani l i m « = 1 ani limn = 2. Proto 
nelze vynechat ani v 6.3.S předpoklad, že o je íř-bod, ani v 6.3.10 předpoklad, 
že P je ¿-prostor. 

(3) Příkladem prostoru P lze prokázat, že ani ve větě 6.3.6 ani ve větě 6.3.20 
nelze vynechat předpoklad, že P je H-prostor. 

Př ík lad 6.4.11. Budiž R množina všech racionálních čísel; budiž u přirozená 
topologie v Ej. Prostor P se skládá z množiny R a z jednoho dalšího bodu co. 
Uzávěr M množiny M c P definujeme takto: Je-li uM C R, budiž M = uM; 
je-li však uM — R 4= 0, budiž M = [iž n u(M n iř)] u (co). Snadno se dokáže, 
že prostor P má tyto vlastnosti: 
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(1) P je spočetný ¿P-prostor. 
(2) Pro každý o e P — (co) je x(a) = "o> avšak %(co) > 

(3) Je-li a e P — (co), pak body a, co nejsou ířroddělené. 
Proto v 6.3.16 (a tudíž ani v 6.1.17) nelze vynechat předpoklad o charak-

terech. 

P ř í k l a d 6.4.12. Nechť R, S,u mají týž význam jako v příkladě 6.4.7. Zvolme 
takově zobrazení ip množiny S na množinu R, že 

x e R => u[cp-x(x]\ = E1; 

snadno se zjistí, že takové <p existuje. Budiž A soustava všech těch v R obsaže-
ných posloupností {on }, které jsou konvergentní v (E1, u). Je-li {an} e A, lim on = 
= a, je budto a e R nebo a e S; je-li a e R, budiž Xan = a; je-li ot e S, budiž 
/a„ = <p(a). Pak jsou pro P = R splněny oba axiomy ( IL) a (ILL) z věty 6.3.12, 
takže v P vznikne topologie (v 6.3.12 označená u). Snadno se dokáže, že při této 
topologii má P tyto vlastnosti: 

(1) P je spočetný LF-prostor. 

(2) Pro každý a e P je x(a) nespočetný charakter. 

(3) Žádný a e P není íř-bod. 

Není mi známo, zda existuje ¿P-prostor P 4= 0 neobsahující žádný ff-bod. 

P ř í k l a d 6.4.13. Budiž P nespočetná množina. Zvolme prvek caeP. Je-li 
M c P konečná, budiž M = M; je-li M c P nekonečná, budiž M = M u (to). 
Uvažujme prostor P x P ve smyslu definice 6.2.1. Snadno se dokáže: 

(1) P je dědičně normální ¿-prostor. Otevřená množina P — (co) není 
Pg.-množina, takže obrácení věty 5.4.11 by bylo nesprávné. 

(2) Je-li P uzavřená v prostoru P x P , je-li (co, a>) e (P x P) — F a je-li U 
okolí množiny P v P x P , pak existuj e taková množina M, ž e P c M c U a že M 
je současně otevřená ¡"uzavřená. Z toho plyne, že P X P je normální prostor. 

(3) Uvažujme S — (P x P) — (a), co) jako prostor vnořený do P x P. Podle 
4.6.10, 5.3.2, 5.4.5 a 6.3.9 jejS LFR-prostor. Budiž A množina všech (x, co), kde 
x e P — (co); dále zvolme spočetnou O c P — (co) a označme B množinu všech 
(co, x), kde x e C. Pak jsou A, B dvě disjunktní uzavřené množiny v prostoru S, 
které nejsou íř-oddělené v S. Z toho plyne, že £PP-prostor S není normální a že 
normální prostor P x P není dědičně normální. 

P ř í k l a d 6.4.14. Budiž A normálně uspořádaná množina mohutnosti Ni (viz 
3.6.2 a 3.7.6). Položíme B = l u (T), kde r není prvkem A, a rozšíříme dané 
uspořádání množiny A na uspořádání množiny B tak, aby r byl poslední v B. 
Pokládejme A, B za uspořádané prostory ve smyslu definice 6.1.2 a utvořme 
kartézský součin A x B podle definice 6.2.1. Snadno se dokáže: 

(1) A a B jsou dědičně normální prostory. A je ¿-prostor. 
(2) Označme G množinu všech bodů (x, z), kde x e A; označme D množinu 
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všech bodů (x, x), kde x e A; pak G, D jsou disjunktní uzavřené množiny v pro-
storu A x B. Je-li U okolí G v A X B, můžeme rekurentně definovat takovou, 
posloupnost {xn}, že x„ e A pro všecka n, (xn, xn+1) e U pro všecka n. Existuje 
takový bod y e A, že lim xn = y v prostoru A. Jest (y,y) eD n U v prostoru 
A x B. Z toho plyne, že množiny G, D nejsou if-oddělené v prostoru A x B. 
Tudíž prostor A x B není normální. 

Př ík lad 6.4.15. Budiž co symbol, který není prvkem N . Budiž P t = N u (co), 
P 2 = (N x N) u (o>). Pro X c P i budiž X = X u (co), je-li X nekonečná, 
jinak X = X• Pro Y c P 2 budiž Y = Y u (co), jestliže existuje takové n e N, žo 
(x, n) eY pro nekonečně mnoho x e N, jinak Y = Y. Snadno se dokáže: 

(1) P1 a P 2 jsou dědičně normální ¿P-prostory. 

(2) Pro n e N budiž An c P 2 množina všech bodů (x, n), kde x e N. Budiž 
CD 

G = U (i) X An c P j X P2. Bod (co, co) náleží do uzávěru množiny C c Px X Pf 
n = 1 

ale pro žádnou v P x X P 2 obsaženou posloupnost (a„) není an e G, lim an = 
= (co, co), takže P1 X P 2 není ¿-prostor. 

Př ík lad 6 .4.16. Prostor P so skládá z množiny EL x N a z jednoho dalšího 
bodu co. Je-li M C P, pak pro každé n e N budiž Mn množina těch x e Elt pro něž 
(x, n) e M. Budiž u přirozená topologie v El. Topologii prostoru P definujeme 
takto. Bod (x, n) e x N náleží do uzávěru M množiny M c P právě tehdy, 
jestliže budto x euMn nebo x je hromadným bodem množiny Mn + 1 c Ex (při 
topologii u). Bod co náleží do M právě tehdy, jestližebudto co e M nebo množina 
těch n e N, pro které Mn #= 0, je nekonečná. Pak co je slabý P-bod prostoru P . 
Pro každou uzavřenou množinu P c P , která neobsahuje bod to, množiny (a), F 
jsou íř-oddělené. Avšak co není P-bod prostoru P . Z toho plyne, že v 5.3.6 nelze 
silný P-bod nahradit slabým P-bodem. 

6.5. CVIČENÍ K § 6 

6.5.1. Budiž P prostor z příkladu 6 .4.1. Topologii prostoru P můžeme zavést 
pomocí definujících soustav U(x) okolí jednotlivých x e P takto: Je-li x e N x N, 
pak U(x) se skládá z jediné množiny (a;). Je-li i e N , pak U(a;) se skládá z množin 
Uk(x) (k e N), kde Uk(x) se skládá z bodu a; a ze všech dvojic (x, n), kde n e N, 
n ^ k. Posléze U(co) se skládá z množin Uk(co),k <r N, kde Uk(co) se skládá z bodu co 
a ze všech n e N, n ^ k. 

6.5.2. Popište topologie prostorů z příkladů 6 .4.2 až 6.4.15 pomocí definují-
cích soustav okolí. 
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6.5.3. Popište konvergentní posloupnosti a jejich limity v prostorech z pří-
kladů 6.4.1, 6.4.3 až 6.4.9, 6.4.11 až 6.4.15. 

6.5.4. Budiž P = Hj. Do P můžeme zavést L-topologii, při které vztah 
iim an = o platí právě tehdy, jestliže předně tento vztah platí při přirozené topo-
logii a za druhé existuje takové k e N, že an ^ a pro všecka n > k. Pak P je 
zobecněný uspořádaný L-prostor, ve kterém první axiom spočetnosti platí, ale 
druhý neplatí. 

6.5.5. Budiž P prostor ze cvič. 6.5.4 a budiž R — P x P. Existuje spočetná 
množina hustá v R, lze však udat nespočetný isolovaný prostor Q vnořený 
do R, takže v Q neexistuje hustá spočetná množina. 

6.5.6. Nechť prostor P se skládá z množiny N x N a z jednoho dalšího bodu 
co. Každý x e P — (co) nechť patří do uzávěru M množiny M C P pouze tehdy, 
jestliže x e M. Bod co nechť patří do M právě tehdy, jestliže budto weJlí nebo 
existuje nekonečně mnoho takových m e N, že pro nekonečně mnoho n e N je 
(TO, n) e M. Pak P je dědičnč normální prostor, ale žádná prostá bodová posloup-
nost není v prostoru P konvergentní, takže podle 6 .3.14 charakter x((") je nespo-
četný, což lze snadno dokázat přímo. 

6.5.7. Nechť prostor P se skládá z množiny N x N a ze dvou dalších bodů 
a, b. Každý x e N x N nechť patří do uzávěru M množiny M C P pouze tehdy, 
jestliže x e M. Bod o nechť patří do M právě tehdy, jestliže budto a e M nebo 
existuje takové p e N, že pro nekonečně mnoho n e N je (p, n) e M. Bod b nechť 
patří do M právě tehdy, jestliže budto b e M nebo ke každému k e N existuje 
takový bod (to, n) e (N X N) n M, že n > k. Pak P je í\L-prostor, ve kterém 
body o, b nejsou íř-oddělené. 

6.5.8. Budiž u přirozená topologie v EL. Zvolme číslo re H, tak, aby bylo 
0 < r < 1 a aby všecka čísla rn in e N) byla iracionální. Definujme v EL dvě 
topologie vlr v2 takto. Je-li M C Elt a e ELT pak a e v^M znamená, že budto 
a e M nebo je nekonečně mnoho takových k e N, ke kterým existuje taková 
posloupnost {oj;,,}".! ' že předně akn e M pro všecka n, za, druhé ak n_! > akn pro 
všecka n a za třetí lim akn = a + rk v prostoru (E1; u); a e v2M znamená, že 

n—>-ce 

budto a e vtM nebo existuje taková posloupnost {6n}n_i> předně bn e M pro 
všecka n, za druhé bn + 1 > 6„ pro všecka n a za třetí lim bn = a v prostoru 

Ti—>-CO 

(EL U). Potom (ELT v1), (E1, v2) jsou FR-prostory, ve kterých každý bod má ne-
spočetný charakter. V libovolném prostoru vnořeném do (EL, v1) každý bod má 
charakter budto rovný 1 nebo nespočetný. Naproti tomu existuje prostor vno-
řený do (El, v2), ve kterém existuje bod s charakterem n0. 
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