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§4. TOPOLOGICKE PROSTORY A F-PROSTORY

4.1. UzAVER A DERIVACE

BudiZz P libovolnd mnoZina a budiZ Y soustava vSech jejich &asti.
Pravime, Ze P je topologicky prostor, v dalsim obygejné prosté prostor,
je-li ddno zobrazeni u soustavy P do P splitujici tyto dva axiomy:

(I) jestlizZe X c P obsahuje nejvys jeden prvek, je uX = X;

(II) X,c P, X,c P= u(X,UX,) = uX,)U (uX,).

Je-li obava z nedorozuméni, mluvime uréitéji o prostoru (P, u).

Zobrazeni u nazyvame fopologii prostoru P a pro X c P nazyvime
mnozinu uX wuzdvérem mnoZiny X (pii topologii ). Prvky prostoru
nazyvame body a Gdsti prostoru nazyvame bodové mnofiny.

Jsou-li dany dvé topologie u, v v téZe mnoZiné P a je-li

XcP=uXcoX,
pravime, Ze u je jemnéj¥i nez v nebo Ze v je hrub$i nez u. PFi tom ne-
vylu¢ujeme piipad u = v.

Obydejné je dina v P jedind topologie. Potom uzivér bodové mno-
7iny X oby&ejnd znasime X. Vodorovného pruhu se uziva v této knize
pouze v tomto smyslu.

Definice 4.1.1. Homeomorfni zobrazent f prostoru (P,«) na prostor
(P,, u,) je prosté zobrazeni P na P,, pfi kterém plati

X c P= fi(uX) = u, f{(X).
Topologické vlastnosti prostoru (tj. vlastnosti, které se daji pfevést-na
pojem uzivéru) jsou oviem invariantni pfi homeomorfnich zobrazenich.

41.1. V kaidém prostoru P plati pravi‘dlo
X, cX,cP=>X,cX,,
které plyne ze (II).
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4.1.2. V kazZdém prostoru P plati pravidlo
XcX.

Dikaz. Zvolme a ¢ X. Pak je (a) c X, takZe podle 4.1.1 (@) c
tedy podle (I) (a) c X neboli a ¢ X.

Definice 4.1.2. Derivace bodové mnofiny X, znatka X', je bodova
mnoZina definovana takto:

reX' <rxeX —(x).

Body z ¢ X' se nazyvaji hromadnymi body mnoZiny X (at uZ pati &i
nepatii do X).

41.3. Vkazdém prostoru P plati pravidla:
(I’ obsahuje-li X c Pnejvys jeden bod, je X' = g;
(II') X;c P, X,c P= (X,uX,) =XuX,.

4.1.4. Pro kazdou bodovou mnozinu X je X = Xu X'.

Dikaz. I. Jest X c X podle 4.1.2, X' c X! podle 4.1.1, tedy X >
5(XuX)

. Jelli 2e X — X, je X —(2) =X, tedy z¢X’; tudiz X c
c(XuvX).

4.1.5. Ka?dé ¢4sti X mnoZiny P budiZ ptifazena X'c P
tak, ze jsousplnényaxiomy (I')a (II'). Pak existujev Ppravé
jedna takovi topologie, pfi niZ derivace kazdé X c P je
rovna X'.

Duakaz. Existuje-li takovd topologie %, je uX = X u X’ podle
4.1.4. Z axiomt (I'), (Il') plynou okam#ité axiomy (I), (IT). Mu-
sime jesté dokdzat, Ze x € X'<=>x € u[ X — (z)]. To viak je zfejmé, nebot
podle (I') a (IT') je X' =[X — (z)]’ a podle definice u je x € u[X —

— (@)]<=>ze[X — ()]

Véta 4.1.5 fikd, Ze misto pojmu uzdvéru jsme mohli za primitivni
pojem vzit pojem derivace.

4.1.6. Proka%doukoneénoubodovou mno%inu M je M’ =
Plyne ze 4.1.3.
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4.1.7. Proka%doukonednoubodovoumnozinu M je M = M.
'Odvodi se ptimo z (I) a (II) nebo také ze 4.1.4 a 4.1.6.

4.1.8. V ka?dém prostoru P plati: X,c X,c P= X;c X}.
Plyne z (II").

4.2. OroLf

Ve cvifenich 1.6.1 az 1.6.37 byla sestavena jednoducha pravidla
pro operovani s mnozinami, kterych ¢asto uzivime u bodovych mnozin.
Dilezity je zejména pojem dopliku bodové mnofiny X, ktery oznadime
X*; je to prosté mnozina P — X. Je tedy (X*)* = X pro kaidou .
XcPaX,cX,cP= X5c Xt Zkazdé soustavy bodovych mnoZin
‘M vznikne doplitkovd soustava IM*, kterd se skladd z dopliikdt mnozin
X € M. Jestlize ve cviteni 1.6.8 zvolime C = P, dostaneme tzv. de
Morganova pravidla:

U4d*@) =[NA@)1*, NA*E) =[UA@E)]*.
0Od pojmu uzivéru dospéjeme utvorenim doplitku k pojmu vnitiku:
Definice 4.2.1. Vnitfek bodové mnofiny X, znadka X,, je mnoZina
X, =P—P—-X.

4.21. V kazdém prostoru P plati pravidla:

(I,) jestlize P — X obsahuje nejvys jeden bod, je X, = X;

(IL) X,cP, X,c P=> (X;nX,), = (XI)L n (X,)..

Poznimka. Podle 4.1.2 je vidy X, c X.

Je vyhodné nahradit pojem vnitfku pojmem okoli, v podstaté
s nim ekvivalentnim.

Definice 4.2.2. Bodov4 mnoZina U se nazyva okolim bodu a (okolim
bodové mnofiny M), jestlite aeU, (McU,), tj. aeP—P—TU
(McP—-P—-U)

4.2.2, Prostor je okolim kasdého bodu a kaidé bodové
mnoziny.
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4.2.3. Kazdé okoli bodu a (bodové mnoiiny M) obsahuje
bod a ( mnoZinu M). Plyne z poznimky za vétou 4.2.1. '

4.2.4. Kazdd nadmnoZina okoli bodu ¢ {(mnoZiny M) je.
okolim bodu ¢ (mnoZiny ). Plyne ze 4.1.1.

4.2,5. Prunik soustavy koneéné mnoha okoli bodu a (mno-
Ziny M) je okolim bodu @ (mnoZiny M). Plyne ze (IL,).

4.2.6. Je-1i U okoli bodu a (mnoZiny M)aje-liz + a(ze P —
— M), je také U — (z) okolim bodu a (mnoZiny M). Mime doka-
zat, Ze [U — (2)], = U, — (2). To plyne ze (IL,) a (I,), nebot U —
— @) =Un[P — ()]

4.2.7. Prinik v8ech okoli bodu a (mnoZiny M) je totoZny
s (a) [s M]. Plyne ze 4233,426

4.2.8. Aby U byla okohm bodové mnoziny M, k tomu je
nutné a sta,m

ze M= U je okolim bodu =z.
4.2.9. Aby bod a néaletel do uzavéru bodové mnotiny M,
k tomu je nutné a stadéi, aby kazdé okoli bodu a obsahovalo
aspoili jeden bod mnoiiny M.

Dikaz. I. Budiz a ¢« M. Jest -
UnNM=0=>McP—U=>McP—U=aeP—-U;
pro okoli U bodu a viak jeae P — P —U.

II. Budiz ae P — M. Pak U =P — M je okoli bodu a a jest
UnM=29.

4.2.10. Aby bod a naleZel do derivace bodové mnoZiny M,
k tomu je nutné a staéi, aby kazdé okoli bodu a obsahovalo
aspohi jeden od a rizny bod mnoZiny M. Plyne ze 4.2.9 a z defi-
nice 4.1.2.

4.2.11. Aby bod a ndlezel do derivace bodové mnoziny M,
k tomu je nutné a stadi, aby kazdé okoli bodu a obsahovalo
nekoneéné mnoho bodi mnoZiny M. Plyne ze 4.2.10 a 4.2.6.

-
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4.2.12. BudteZ u a v dvé topologie v mnoziné P. Aby u byla
jemnéjSi nez v, k tomu je nutné a stadi, aby pro kazdy xe P
ka%dé v-okoli bodu x bylo jeho #-okolim.

Dikaz. I. Podminka staci podie 4.2.9.

IT. Je-li u jemné&jdi nez v a je-li V v-okoli bodu z, je w(P — V) c
cv(P—V), zeP —~ov(P —V), tedy xe P —uP — V), tj. V je
u-okoli bodu .

4.2.13. Budiz Mc P, Nc P a budiz U okoli mnoziny N.
Pak je

NnM=NnMnU.

Diikaz. Podle 4.1.1 stadi prokazat nemoznost pfedpokladu a ¢ (N n
NM)y—MnU. Jest Mc(MnU)u(P —U), tedy Mc (M nU)u
NP —U. TudiZ ae P—VU, tj. U neni okolim bodu a. To je spor
proti 4.2.8, nebot a ¢ N.

4.3. UPLNE SOUSTAVY OKOLf

Definice 4.3.1. Uplnou soustavou okoli bodu a e P (mnoziny M c P)
rozumime takovou soustavu & okoli bodu a (mnoZiny M), 7e kazdé
okoli bodu & (mnoZiny M) je nadmnoZinou aspoii jednoho v & obsa-
Zeného okoli. Vidy existuje aspoil jedna 1plnd soustava okoli, totiz
soustava v8ech okoli bodu a (mnoziny M).

4.3.1. Uplnd soustava W(a) okoli bodu a ma tyto vlastnosti:

(IW) soustava l{a) neni prazdna;
(II1) U ell(a)=> acU;
(IITU) je-li bod z rtzny od a, pak existuje takova U ¢ l(a),
. Ze xeP — U,
(IV1) U, e Wa), U, e U(a) = existuje Uell(a), UcU,nU,.
Dukaz: 4.2.2, 4.2.3, 4.2.5, 4.2.6.

4.3.2. Je-li ll(s) Gplna soustava okoli bodu a, pak
Uel@)=UnM =+ 9
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je nutnou a postadujici podminkou toho, aby bod a ndlezel
do uzavéru mnoziny M. To plyne ze 4.2.9.

4.3.3. Kazdému prvku ¢ mnoZiny P budi? pfifazena sou-
stava W(a) ¢asti P tak, Ze jsou splnény axiomy (II) az (IVU)
(viz 4.3.1). Pak existuje v P pravé jedna takovd topologie u,
pti které pro kazdy bod ae P je ll(a) iplnou soustavou okoli
bodu a.

Dukaz. I. Existuje-li takova topologie %, pak podle 4.3.2 je uza-
vérem uX libovolné X c P mnozZina téch x e P, pro né%

Uellg)=>UnX + 0.

II.- Musime zjistit platnost axiomt (I)a (II). Podle (IW) je u® =
=0. Jelli z eP, je zeu(x) podle (IIN), aviak ae¢P — ()=
= a ¢ P — u(z) podle (III1). Tudiz plati (I). Je-li X, c P, X, c P, pak
w(X, U X,) > uX,uuX, je zfejmé. Jestlize viak a ¢ P nendlezi ani
do »X, ani do uX,, pak podle definice topologie u existuji takové
U,ell(a), Uyell{a), 2e U;n X, = 8 = U, n X,. Podle (IVll) existuje
Uell(@), UcU,nU,, takie Un(X,uX,) =0, tj. a nenile?i do
w(X, U X,). TudiZ plati (II).

IIT. Pro ae P, U € {a) je U u-okolim bodu a, nebot jinak by bylo
aeuw(P —U), tj. Velll@)=VnP —U)+9 coz pro V=U je
nespravné. '

IV. Pro kaidy a ¢ P je soustava okoli ll(a) iplni. Nebot jinak by
existovalo #-okoli W bodu a, pro né% by bylo

Uela)=>UnP —-W)+90
a z toho by plynulo a € u(P — W), coZ je ve sporu s tim, Ze W je
u-okolim bodu a.

Véta 4.3.3 poskytuje metodu zavedeni topologie do mmoZiny P,
kterd ma velkou praktickou duleZitost. P¥i takovém zavedeni topologie
nazveme W(a) definujici soustavou okoli bodu a e P. Je tfeba mit na

paméti, Ze dvé razné volby definujicich soustav okoli mohou vytvotit
touz topologii v P. ’

4.3.4. Do mnoziny P budiz zavedena topologie u definuji-
cimi soustavami okoli U(a) (@ ¢« P) a topologie v definujicimi
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soustavami okoli B(a) (@ e P). K tomu, aby byla % jemné&jsi
nezv,jenutnéastadi,abyprokazdybodaklibovolné V e B(a)
existovala takova U ¢ Wa), ze Uc V. .

Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Je-li W v-okoli bodu a, pak
podle definice 4.3.1 existuje V ¢ B(a), ¥V ¢ W. Podle nasi podminky
existuje U e U(a), U c V. Jest U c W a tedy podle 4.2.4 je W u-okolim
bodu a. Tudiz u je jemnéjsi nez v podle 4.2.12.

II. BudiZz % jemnéjsi nez v a budiZ a € P, V ¢ B(a). Podle 4.2.12 je
V u-okolim bodu a, takie podle definice 4.3.1 existuje U ¢ l(a),
UcV.

4.3.5. DomnoZiny PbudiZzavedena topologie u definujiei-
mi soustavami okoli Wa) (a e P) a topologie v definujicimi
soustavami okoli B(a) (e P). K tomu, aby u, v byly totozné,
je nutné a stadi, aby pro kazdyae P: ~

(11 k libovolné V e B(a) existovala Uell(a), UcV,

[2] k libovolné U e ll(a) existovala Ve B(a), VcU.

4.3.6. Budiz Il iplnd soustava okoli bodu a (bodové mno-
Ziny M). Budiz V okoli bodu @ (mnoziny M). Necht

XeB=>Xell, XcV.

Pak také B je uplni soustava okoli bodu ¢ (mnoziny M).
Je-li W okoli bodu a (mnofiny M), je podle 4.2.5 také V n W okolim
bodu @ (mnoziny M). ProtoZe soustava Il je tplnd, existuje U e U,
UcVnW.Pak je Ue B, Uc W. Tudiz soustava B je tplnd.

4.4. UZAVRENE A OTEVRENE BODOVE MNOZINY

14
Definice 4.4.1. Bodovd mnoZina M se nazyvi uzaviend, je-li
M=M. )

4.41. Je-li M c M c P, je M uzaviena. Plyne ze 4.1.2.

44.2. M c Pjeuzaviend pravé tehdy, jestlize M’ c M. Plyne
ze 4.1.4.
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4.43. Kazd4 koneénd mnoZina je uzaviena. Plyne ze 4.1.7.
144.4. Cely prostor je uzaviend mnoZina. Plyne ze 4.4.1.

4.4.5. Budiz C + 0. Pro kazdé zeC budiz A(z) uzaviena
bodova mnoZina. Pak také N 4(z) (z € C) je uzaviend mnoZina.
Plyne ze 4.1.1 a 4.4.1. ‘

4.4.6. Sjednoceni koneéné mnoha uzavienych bodovych
mno%in je uzaviensd mno%ina. Plyne z axiomu (II).

4.4.7. Budiz M c Fc P. Je-li F uzavienda, je M c F. Plyne
ze 4.1.1.

Definice 4.4.2. Bodovd mnoZina M se nazyva ofeviend, jestlize
P — M je uzaviend. Jinak Fedeno, soustava viech uzavienych mnozin
a soustava vSech otevienych mnozZin jsou navzdjem dopliikové sou-
stavy.

4.48. 0 je oteviend mnoZina. Viz 4.4.4.

4.4.9. Cely prostor P je oteviena mnoZina. Také P — K
je oteviend pro kazdou koneénou mnoZinu K c P. Viz 4.4.3.

4.410. Budiz C % §. Pro kazdé z¢C budiz A(z) oteviena
bodovéd mnoZina. Pak také |J A(z) (2 ¢ C) je oteviend mnoZina.
Viz 4.4.5.

4.4.11. Prinik koneéné mnoha otevi'enych bodovych mno-
Zin je oteviend mnozZina. Viz 4.4.6.

4.4.12. Bodova mnozina G je oteviena privé tehdy, je-li
svym vlastnim okolim. Ze @ je okolim mnoziny G, znamens, Ze

GcP—P—G<=P—GcP—-QG,
tedy podle 4.4.1, Ze P — G je uzaviend.

4.4.13. Oteviena mnoZina @ je pravé tehdy okolim bodu a
(mnoZiny M), jestlize a e G (M c G). Plyne ze 4.2.3, 4.2.8 a 4.4.12.

4.414. Budiz M c P, G c P; G budiZ oteviend. Pak je
GnM=Gn(Mnd).
Plyne ze 4.2.13 a 4.4.12.
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4.415. Budiz M c P, G c P; G budi? oteviena. Pak je
GnM=0=GnM=29.
Definice 4.4.3. Bodovd mnoZina M se jmenuje F,-mnofina, je-li

M= lj F, s uzavienymi F,.
=l

4.416. Ka%dd uzaviend mnozina je F,-mnoZ%ina.

4.4.17. Sjednoceni nejvys spodetné éousta.vy F,-mnozin
je F,-mnozina. Viz 2.2.4.

4.418. Prinik koneéné mnoha F,-mnoZin je F,-mnoZina.
w0 m

Sta& uvaZovat prinik dvou F,-mno%in M, = U F,,, M, = U F,,,
n=1 n-=1

ktery je prinikem spodetné soustavy uzavienych mnoZin F,, n F,,,
kde (m,n)e N X N.

Definice 4.4.4. Bodova mnozina M se nazyva G;-mnoZina, jestlize
M =N G, s otevienymi G,,.
n=1
4.419. Bodovéd mnoZina M je pravé tehdy GymnoZinouy,
jestliZze jeji doplnék P — M je F,-mnoZzinou.
4.4.20. Kazda oteviena mnoZina je Gy-mnozina,

4.421. Prinik nejvy3 spoletné soustavy GymnoZin je
Gs;-mnoZina.

4.4.22. Sjednoceni koneéné mnoha GymnoZin je Gymno-
Zina.

4.5. F-PROSTORY

Definice 4.5.1. Bod a prostoru P se nazyvéa slabym F-bodem, jest-
lize

XcP, aeX=>aeX.

Pii tom X je uzavér uzdvéru mnoziny X.
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4.5.1. Aby aeP byl slabym F-bodem, k tomu je nutné a
stacdi, aby vnitfek kazdého okoli bodu a byl okolim bodu a.

Dikaz. Je-li U= P — X, je podle definice 4.2.1 U, = P — X,
a tedy (U,), = P — X. Definici slabého F-bodu mtzeme vyslovit ve
tvaru:

neni-li a ¢ X, pak neni a e X

neboli ve tvaru a € U, = a € (U,), a podle definice 4.2.2: je-li U okolim
a, je také U, okolim a.

Definice 4.5.2. Bod a prostoru P se nazyva silnym F-bodem, jestlize
soustava viech otevfenych okoli bodu a je uplnou soustavou okoli
bodu a.

4.5.2. Silny F-bod je slabym F-bodem. Budiz U okoli bodu
a e P. Je-li a silnym F-bodem, existuje oteviené okoli @ c U bodu a.
Protoze Gc U,je P —Uc P — @, tedy P—U c P — G podle 4.4.7.
Podle definice 4.2.1 je U, = P — P U, tedy U, o G. Podle 4.2.4 je
tedy U, okolim bodu a, takZe a.je slabym F-bodem podle 4.5.1.

Definice 4.5.3. Prostor P se nazyva F-prostorem (a jeho topologie
se nazyva F-topologit), je-li uzivér kazdé bodové mnoziny mnozinou
uzavienou.

4.5.3. V F-prostoru P je uzdvér M bodové mno%iny M nej-
mensiuzavienounadmnoZinou M. Nebot predns je M uzavienou
nadmnoZinou mnoZiny M a za druhé podle 4.4.7 je M c F pro kazdou
uzavienou F o> M.

4.5.4. Aby prostor P byl F-prostorem, k tomu je nutné a
stadi, aby vnitfek kaZdé bodové mnoZiny byl otevfenou
mnozinou. Je-li totiz ¥ =P — X, je Y, = P — X. X je uzaviend
pravé tehdy, jestlize Y, je oteviena.

45.5. Aby prostor P byl F-prostorem, k tomu je nutné a
stadi, aby kazdy jeho bod byl slabym F-bodem. Viz definice
4.5.1 a 4.5.3.

4.5.6. Aby prostor P byl F-prostorem, k tomu je nutné
a stadi, aby kazdy jeho bod byl silnym F-bodem.
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Dukaz. I. Je-li kaZdy bod silnym F-bodem, je P F-prostorem podle
4.5.2 a 4.5.5.

II. P budiz F-prostor. U budiz okoli bodu a ¢ P. Jest
aeP—P—-U=¢@G.

MnoZina G je oteviena, je U o G a podle 4.4.13 je G okolim bodu a.
Tedy a je silny F-bod.

4.5.7. Budiz M c P. Ka%dybod z ¢ M budiZsilnym F-bodem.
Pak oteviend okoli mnoZiny M tvoii Gplnou soustavu okoli
této mnoZiny. Budi? U okoli M. Pro kaidy = ¢ M existuje podle
4.2.8 a podle definice 4.5.2 oteviené okoli G(x) ¢ U bodu z. PoloZme
G=UG@) (xeM)pro M + 0, G=0 pro M =0. Pak je M c G
podle 4.2.3, je G c U a podle 4.4.8 a 4.4.10 je G oteviend mnoZina. @ je
okolim mnoZiny M podle 4.4.13.

4.5.8. P budiZ F-prostor. Pak oteviena okoli libovolné
mnoZiny M c P tvo¥i iplnou soustavu okoli této mnoZiny.

4.5.9. Pro kazdy bod z prostoru P budiZ U(z) dplnad sou-
stava okoli bodu z. Abyae Pbylslabym F-bodem, k tomu je
nutné a stadi, aby ke kazdému U ¢ l(a) existovalo takové
Vell(a), 2e ke kazdému z e V existuje We W), WcU.

Dukaz. 1. Necht podminka je splnéna. BudiZ 7' libovolné okoli
bodu a. Existuje Uel(a), UcT. Podle podminky k tomuto U
uré¢ime V. Mnozina U je ziejmé okolim mnoziny V, takze Vc U,c T,
a tedy T, podle 4.2.4 je okolim bodu a. Tudiz a je slaby F-bod podle
4.5.1.

II. BudiZ a slaby F-bod. Je-li U ¢ U(a), je U, = P — P — U okolim
bodu a podle 4.5.1. Tudiz existuje V € U(a), V c U,. Mnozina U je tedy

okolim ‘kazdého x e V; takZe pro x ¢ V existuje takova W e U(x), Ze
WcU.

4.5.10. Jestlize v libovolném prostoru P derivace M’ n¥-
jaké bodové mnoziny M je uzaviend, pak také uzdvér M
mnoZiny M je uzaviend mnozina. Podle 4.4.2 je M" c M’. Podle
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413 a 414 je (M) = MU M" = M' c M, a tudiz M je uzaviens
podle 4.4.2.

Obriceni véty 4.5.10 je nesprivné (viz pfiklad 6.4.1). Nicméns
plati:

4.5.11. Aby prostor P byl F-prostorem, k tomu je nutné
astadi, abyderivace M'kazdé M c Pbylauzaviend mnoZina.

Diikaz. I. Je-li podminka splnéna, pak P je F-prostor podle 4.5.10.
II. Budi# P F-prostor. Podle 4.4.2 mame dokdzat, 3¢ M" c M'.

Necht naopak a e M” — M'. ProtoZze a e P — M’ existuje podle 4.2.10
takové okoli U bodu a, Ze U n M c (a). Podle 4.5.1 a 4.5.5 je U,
okolim bodu a. Protoze a ¢ M”, existuje tedy podle 4.2.10 bod b ¢ M’ n
n U,. Protoze b ¢ U,, je U okolim bodu b. Protoze b ¢ M’, je mnoZina
U n M podle 4.2.11 nekonedéna a to je spor.

Budiz § soustava podmnozin dané mnoziny P. Jestlize v P existuje
topologie, pri které je § soustavou viech uzavienych mnoZin, pak
- podle 4.4.3, 4.4.4, 4.4.5 a 4.4.6 jsou splnény tyto axiomy:

(IF) jestlizZe mnoZina X c Pobsahujenejvy§jedenprvek,
jest X e§;
(IIF) Pe;
(III§) pranik libovolné soustavy mnoZin obsaZené v §
nalezi do §;
(IVE) FieF, FoeF=>F,UuF, €.

Obricend plati:

4.5.12. Necht soustava § podmnoZin mnoziny P spliiuje
axiomy (IF) az (IVE). Soustava @ vSech téch topologii v P,
pti kterych je § soustavou v3ech uzavienych mnozin, neni
prazdna. Soustava & obsahuje privé jednu F-topologii;
tato je nejhrubsi topologii soustavy @.

Dikaz. I. Je-i ue D, ve @ a je-li u F-topologii, pak je u hrubsi
ne% v. Nebot pro X c Pje uX > X a uX ¢ §, tedy uX > vX podle 4.4.7.
JestliZe nejen u, nybrz i v je F-topologii, pak je také » hrubsi nez «
a tudiz v = v.
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II. Pro kazdou M c P existuji podle (IIF) mnoZiny X > M, X ¢ §;
prinik viech takovych X oznadme uM, takie uM ¢ § podle (IIIF).

Ztejmé
(1 McP=McuM,

)
(2) McP=>uMe§F,
(3) MeF=uM =M.

2

(IT) se snadno odvodi z definice uzavéru a ze (IVF). Podle (3) je §
soustava vSech mnozin uzavienych p¥iu, tj. u € D. Ze (2) plyne, Ze u
je F-topologie.

Definice 4.5.4. Ze 4.5.12 plyne, Ze ke ka%dé topologii » v mnozing P
existuje pravé jedna F-topologie u v téZe mnoziné s tou vlastnosti, ze
X c P je uzaviend pii u prav& tehdy, je-li uzaviend p¥i v. Tuto
F-topologii u nazveme F-modifikact topologie v. Podle 4.5.12 je studium
F-modifikace topologie v ekvivalentni se studiem soustavy bodovych
mnozin uzavienych pf¥i v.

% je topologie v P, nebot axiom (I) plyne z (IF) a ze (3), a axiom

4.5.13. Necht u a v jsou dvé topologie v P. Je-li u jemn&j8i
nez v, pak kazda bodovd mnoZina uzaviend pti v je také
priw uzaviend. Je-li M c P uzaviend piiv, je M c ulM c vM = M,
tedy M = uM, tj. M je uzaviend pfi .

4.5.14. Necht v a v jsou dvé F-topologie v P. JestliZe kazda
mnoiina uzaviend pfi v je také uzaviena pti w, pak u je
jemnéjsi neZ v. Pro M c P je vM uzaviend p¥fi u, takie uM c v M
podle 4.4.7.

4.5.15. F-modifikace » topologie » v mnoziné P je nej-
jemnéjsi ze viech F-topologii hrubsich nez v. Podle 4.5.12 je u
hrubsi nez ». Necht také F-topologie w je hrubsi nez v. Kaid4 bodova
mnozina uzaviens pii w je podle 4.5.13 uzaviend pfi v a tudiz podle
definice u také uzaviend p¥i u. Tedy u je jemnéjsi nez w podle 4.5.14.

Podle 4.5.12 muZeme teorii F-prostori zaloZit na primitivpim pojmu
uzaviené mnoziny podrobeném axiomum (If) az (IVF). Pro obecné
topologické prostory je to nemoZné. Pfi budovani teorie F-prostorh

69



muzZeme vzit za vychodisko misto soustavy § vSech uzavienych mnozin
také dopliikovou soustavu @& viech otevienych mnoZin, pti ¢emi &
spliiuje tyto axiomy:

(I®) jestliZe mnoZina X c P obsahuje nejvy$ jeden
prvek, jest P — X e @;
(II®) 9 G;
(ITI®) sjednoceni libovolné soustavy mnoZin obsaZené
v & nilezi do G;
(IVB) 1B, (e B =G nG,eG.

Je viak prakticky vyhodngjsi zavést misto soustavy @ jisté jeji vy-
znaéné podsoustavy.

Definice 4.5.5. Soustavu B podmnozin F-prostoru P nazveme
otevienou basi tohoto prostoru, jestlize: [1] kazdd B e B je otevieni;
[2] kazda neprazdnd oteviend mnozZina je sjednocenim jisté soustavy
obsaZené v B. V kazdém F-prostoru P existuje aspoli jedna oteviena
base, totiZ soustava viech otevienych bodovych mnozin.

4.5.16. Budiz B soustava ¢d4sti mnoziny P. Aby v P existo-
vala F-topologie s otevienou basi B, musi ¥ spliiovat tyto
dva axiomy:

(I®B) ke kazdému z ¢ P existuje takovd Be B, Ze x e B; je-li
x<P, yeP, z +y, pak dokonce existuje takovd Be B,
"%e xeB, ye P — B;

(IIB) je-li B, eB, B,eB, ae (B, n B,), pak existuje takova.

BeB, 2e ae B, Bc B, n B,.
Jsou-lisplnény axiomy (IB) a (IIB), je pfislusna F-topologie
jednoznadéné uréena. F-topologie je svou otevienou basi B jedno-
znaténé urdena, nebof soustava & se musi sklddat z mnoZiny @ a ze
viech sjednoceni soustav obsaZenych v 8. Av3ak soustava B musi byt

takové, aby pro @ platily axiomy (I®) az (IV®). Nyni (II@) a (III®)
jsou jisté splnény a snadno se ukaze, Ze

IDB) <= (18), (IIB)<(IVE).

4.5.17. Budiz B néjakd soustavaotevienych mnozin F-pro-
storu P. Proka%dy z e P budiZ B(x) soustava téch Be P, které
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obsahuji bod . Aby ®B byla otevienou basi prostoru P,
k tomu je nutné a stadi, aby pro kazdy z e P byla B(z) uplna
soustava okoli bodu =.

Dikaz. I. Necht B je oteviens base. Budit U okoli bodu a. Podle
4.2.3 a 4.5.6 existuje takové oteviend G c U, %e a ¢ G. Z definice 4.5.5
plyne, Ze existuje takova B¢ B, ze Bc (¢, ae B. Jest Bc U a podle
4.4.13 je B okolim bodu a. Tudiz B(a) je Gplnd soustava okoli bodu a.

II. Necht pro kaidy z e P je ®B(x) tiplnd soustava okoli bodu z.
Necht G #+ @ je oteviend. Podle 4.4.13 existuje pro kazdy z ¢ G takova
B(z) e B(z), 7ze B(z) c G. Pak je G = U B(z) (z ¢ ). Tudiz B je ote-
viena base.

4.6. VNORENE PROSTORY

Prostor (P, ) a mnozina  c P budteZ pevné diny. Zavedeme do @
topologii v pravidlem
. Xc@Q=vX=0Qn (uX).

Spravnost obou axiomi (I) a (IT) je ziejma. Pravime, e (Q,v). je
prostor vnofeny do prostoru (P, u).

Mnozina X ¢ @ mé dva uzdvéry: pfedné uzdvér uX v prostoru P,
ktery obygejnd nazyvime prosté uzavérem a znaéime X, a uzvér vX
v prostoru @, ktery nazveme relativnim wuzdvérem. Podobné vyrazy
derivace, okoli, uzaviend a oteviend mnozina vztahujeme vidy na
cely prostor P a ve vnofeném prostoru mluvime o relativni derivaci,
relativnich okolich, relativné uzavienyjch a relativné otevienijch mnogindch.
Podobné se vyjadfujeme o F,-mnozindch a o Gy-mnozinach.

Je-li @, c @, c P, pak mifeme poklidat @, za prostor vnofeny do
prostoru @,, ktery sam je vnofen do prostoru P; mizeme viak také @,
uvazovat pfimo jako prostor vnofeny do P. Z definice je patrné, Ze
oboji- nazirani vede na touZ topologii prostoru @,.

4.6.1. Budiz @ vnofen do P. Relativni derivace mnoziny
McQ jerovna @Qn M.
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4.6.2. Budiz @ vnofen do P. Budiz ae@ (M c Q). MnoZina
Uc@jeprivé tehdyrelativnim okolim bodu @ (mnoZiny M),
je-li U prinik mnoZiny ¢ sokolim bodu a (mnoZiny M).

Dikaz. I. BudiZ V okoli bodu a (mnoZiny M). Pro z = a (x ¢ M) je
zeP—P—7V. Podle 411 je Q—QnVc P—V, takie ze¢Q —
— Q@ —@nV. Tudiz @nV je relativni okoli bodu a (mnoZiny M).

II. BudiZ U relativni okoli bodu a (mnoZiny M). Pro z = a (x ¢« M)
je 2e@—QnQ—-U=Q — @ —U. Polozimeli V=P — (¢ —
—U),jeU=@QnV,zeP— P—V. Tudiz V je okoli bodu a (mno-
Ziny M).

4,6.3. BudiZ @ vnofen do P. Budiz ae @ (M c ). Budiz U
iplna soustava okoli bodu a (mnoZiny M). Pak praniky @ se
vSemi mnoZinami soustavy Il tvo¥i iplnou soustavu rela-
tivnich okoli bodu a (mnoziny M).

4.6.4. Budiz @ vnofen do P."Je-li Fc P uzaviens, pak
Qn F jerelativné uzaviend. Plyne ze 4.4.1, nebot QnQu F c
c@QnF =Qn F podle 4.1.1.

4.6.5. Budiz @ vnoten do P. Je-li Gc P oteviena, pak
@ n G jerelativné oteviena. Plyne ze 4.6.4.

4.6.6. Budii @ vnofen do P. Je-li mno%ina @ uzaviend v P,
pak mnoZina M c @ je pravé tehdy relativné uzaviens, jest-
lize M je uzaviena v P.

Dukaz. I. Je-li M uzaviens, je M = @ n M relativné uzaviend
podle 4.6.4, (Uzavienosti mnoZiny @ zde jeité neni t¥eba.)

II. Je-li M relativng uzaviens, je M = @ n M. Aviak M c @ po-
dle 4.4.7, takie M = M.

4.6.7. Budiz Q vnofen do P. Je-li mnoZina @ oteviena
v P, pak mnoZina M c @ je pravé tehdy relativné otevie-
né, jestlize M je oteviend v P.

Dikaz. 1. Je-li M oteviend, je M = Q n M relativné oteviena
podle 4.6.5. (Otevienosti mnoZiny @ zde jesté neni tfeba.)
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II. M c @ budiZ relativné oteviend. Podle 4.4.12 je mnoZina M re-
lativnim okolim sebe samé, tak¥e podle 4.6.2 existuje takové jeji
okoli U, 26 M = @ n U. Podle 4.4.13 je také @ okolim mnoziny M.
Podle 4.2.5 je tedy také U n @ = M okolim M, takie M je otevie-
ni podle 4.4.12. '

4.6.8. Budiz @ vnoten do P. Budiz @ =Fn@G, kde F je
uzaviend a G je otevienad mnoZina. Je-li M c @ relativné
uzaviend, pak M je prinikem ¢ s mnoZinou uzavienou v P.
Je-1i M c @ relativné oteviend, pak M je prinikem @ s mno-
Zinou otevienou v P. Piedpoklad € = F n G nelze vynechat (viz
vétu 4.6.14); je splnén zejména tehdy, jestliZe mnozina ¢ je budto
uzaviend nebo oteviena. Viz vSak 4.6.13.

Dukaz. I. Necht M je relativné uzaviend. Vedle prostori @ a P
uvaZujme jesté prostor F (vnofeny do P). Staéi ukazat, ze M je pri-
nikem @ s mnozinou, kterd v prostoru F je uzavieni. Nebot podle
4.6.6 (kde misto @ vezmeme F') je takova mnozina uzaviena i v prostoru
P.V dalsi ¢asti dukazu pro p¥ipad relativné uzaviené M muzeme tedy
za, cely prostor brat F, za vnofeny prostor ¢; mnoZina @ = F n G je
v prostoru F oteviend podle 4.6.5 (kde misto ¢ vezmeme F). Jelikoz
M c @ je relativné uzaviend, je @ — M relativné oteviend. Podle
4.6.7 (zase s F misto P) je @ — M oteviend téz v prostoru F, takZe
& = F — (@ — M) je v prostoru F uzaviens; je viak M = Q@ n @.

II. Necht M je relativné oteviend. Pak @ — M je relativnd uza-
viena. Tudiz podle Ije @ — M = @ n H, kde H je uzaviens, ale pak je
M =Qn K, kde K = P — H je oteviend.

4.6.9. Budiz @ vnofen do P. Je-li M c P F,-mnozinou, je
@n M relativni F,-mnoZinou. Je-li M c P Gymnozinou, je
@ n M relativni Gy-mnoZinou. Plyne ze 4.6.4 a 4.6.5.

4.6.10. Budiz @ vnofen do F-prostoru P. Pak také @ je
F-prostor. Je-li @ c M, pak uzdvér M je uzaviens mnoZina. Podle
4.6.4 je relativni uzdvér Q n M relativné uzaviend mnozina.

4.6.11. BudiZ @ vnoien do P. Je-li ae @ slabym F-bodem
prostoru P, je a také slabym F-bodem prostoru §. Budiz
XcQae@Qn@n X.PakjeaeX podle 4.1.1, tedyaef,aeQnX.
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4.6.12. Budiz @ vnofen do P. Je-li ac @ silnym F-bodem
prostoru P, je a také silnym F-bodem prostoru §. Plyne ze
4.6.3 a 4.6.5.

Poznamka. Véty 4.6.11 a 4.6.12 zfejmé nelze obratit. JestliZe
a ¢ P neni slabym (silnym) F-bodem v prostoru P, pak a je slabym
(silnym) F-bodem ve vnofeném prostoru ¢ = (a).

4.6.13. Budiz ¢ vnofen do F-prostoru P. Je-li M c Q rela-
tivné uzaviena, pak M je prinikem @ s mnoZinou uzavtenou
v P. Je-li M c @ relativné oteviend, pak M je prinikem @
s mnozinou otevienou v P.

Dikaz. I. Je-li M relativng uzaviens, je M = Q@ n M, kde M je
uzaviena.

II. Je-li M relativné oteviena, pak @ — M je relativné uzaviena.
Podle I je @ — M = @ n F s uzavienou F, takie M = Q n G, kde
G =P — F je oteviend.

4.6.14. Necht prostor P neni F-prostorem. Pak existuje
vnofeny prostor @ a vném bodovd mnoZina M, kterd je rela-
tivné uzavieni, ale neni prinikem @ s mnoZinou uzav¥fenou
v P. Bodovd mnozZina @ — M je relativné oteviend, ale neni
prinikem @ s mnozinou otevienou v P.

‘Dukaz. I. Existuje takova M c P, Ze i + McM.Buditae M —
—M,Q=DMu(a) £ M. Jest M = Q n M, takie M je relativné uza-
viena. Je-li viak F uzaviend a M c F (coZ by nastalo pro M = @n F),
pak M c F (uzijeme dvakrit 4.4.7), tedy a ¢ F, takie M + Qn F.

II. (@) = @ — M je relativné oteviend. Kdyby bylo (2) =@n G
s otevienou G, bylo by M = @ n F s uzavienou F = P — G.

4.6.15. Budiz @ vnofen do F-prostoru P. Je-1i ¥ oteviend
base prostoru P, pak soustava viech prianika @ n B (B e B) je
oteviend base prostoru ¢. Plyne ze 4.6.5 a 4.6.13.

4.6.16. Budiz @ vnoten do F-prostoru P. Budiz M c Q. Aby
M byla relativni F,-mnozinou (relativni G;mnoZzinou),
k tomu je nutné a staéi, aby M byla prinikem @ s F,-mno-
zinou (GymnoZinou) prostoru P. Plyne ze 4.6.9 a 4.6.13.
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4.6.17. Budiz v F-modifikace topologie » prostoru P. BudiZ
Q= Fn@G, kde mnozina F je v-uzaviend, mnoZina @ je v-ote-
viend. BudiZz u* (v*) ta topologie v @, kterou dostaneme,
nazirdme-lina @ jako na prostor vnofeny do (P, u) [do (P, v)].
Pak u* je F-modifikace topologie v*. Pfedpoklad Q = Fn G
nelze vynechat (viz piiklad 6.4.1).

Dukaz. ProtoZze % je hrubsi neZ v, je u* hrub¥i nez v*. Je-li tedy ,
F-modifikace topologie v*, je u; jemnéjsi nez w* podle 4.5.15, nebof u*
je F-topologie podle 4.6.10. Mame dokazat, Ze u* je jemnéjsi nez wu,
neboli podle 4.5.14, 7e kaZd4d u,-uzaviend dist @ je u*-uzavieni.
Necht R c @ je u,uzaviend, tedy v*-uzaviend podle definice 4.5.4.
Podle 4.6.8 existuje takova v-uzaviend F c P, 7e R = @ n F. Podle
definice 4.5.4 je F u-uzaviena, takie R je u*-uzaviena podle 4.6.4.

4.6.18. Budtez @, a @, vnofeny do P. Budiz Q,u@,= P,
ae@;n@,. Proi=1,2budiz U, relativni okoli bodu a v pro-
storu ;. Pak je U, U U, okoli bodu a v prostoru P.

Dikaz. Podle 4.6.2 existuji takovs okoli V,, V, bodu a, Ze U; =
=@:nV; proi=1,2. Jest

VinV, =
=WinV)n(@Qu@)cVin@)u(Vyn@) =U,ulU,;

protoze V, n ¥, je okolim bodu a, je té% U, u U, okolim bodu a.

4.7. HusTE A RIDCE ROZLOZENE MNOZINY

Definice 4.7.1. Isolovany bod prostoru P je takovy a e P, Ze mno-
%ina (@) je oteviend. Isolovany bod bodové mno#iny @ c P je isolovany
bod vnofeného prostoru @.

47.1. BudiZae@, @ c P.Abyabylisolovanybod mnoziny @,
ktomujenutnéastadéiabyexistovalotakovéokoli Ubodua,
ze @ n U = (a). To plyne ze 4.4.12 2 4.6.2.
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4.7.2, Budiz @, c @,c P. Je-li a €@, isolovany bod mno-
ziny @,, je a také isolovanymbodem mnoZiny @,. To plyne ze
4.71.

473. Budiz P=Q, U@, ac@,nQ,. Je-li a isolovanym
bodem kazdé z obou mnoZin @,, @,, je a isolovanym bodem
prostoru P. Podle piedpokladu je (a) relativnim okolim bodu a
v kazdém z obou vnofenych prostori @,, @,, takZe podle 4.6.18 (a) je
okolim bodu a i v prostoru P.

4.7.4. Budizae@, @c P. Aby a byl isolovany bod mnoZiny
@, ktomujenutnéastadiae@ — Q. Plyne ze 4.2.3, 4.2.10 3 4.7.1.

Definice 4.7.2. Prostor P nazyvame isolovanym, Sasto také dis-
krétnim, je-li kazdy jeho bod isolovany. Bodovou mnoéinu @ c P na-
zyvame isolovanou, jestlize vnofeny prostor @ je isolovany. *

475. Aby prostor Pbylisolovany, ktomu je nutné a stadéi,
aby bylo X = X pro kazdou bodovou mnozinu X.

Dikaz. I. Je-li podminka splnéna, je pro kaZdy = e P mnoZina
P — (x) uzaviend, tedy (z) oteviena.

II. Je-li prostor P isolovany, je P’ = § podle 4.7.4, tedy X c P =
= X' = 0 podle 4.1.8, X = X podle 4.1.4.

Definice 4.7.3. Prostor P nazyvame husté rozloZenym, je-i P + ¢
a neni-li Z4dny bod isolovany. Bodovd mnoZina @ c P je husté roz-
lozena, jestlie vnoieny prostor @ je husté rozlozeny.

4.7.6. Aby bodova mnoZina @ byla husté rozlozend, k tomu
je nutné a stadi @ + @ c @’; lze to psat také ¢ + @ = Q'. Prvni
tvar plyne ze 4.7.4, druhy potom ze 4.1.4.

4.7.7. Budiz C + 0. Pro ka%dé ze C budiz A(2) husté rozlo-
Yend mnoZina v prostoru P. Pak také mnozina S = U A(z)
(€ C) je hustd rozloZena. Pro kaidé ze C je A(z) c A'(z) podle
4.7.6, tedy A(z) c S’ podle 4.1.8. TudiZ je S c S’ a zfejmé S + ¢, takie
véta plyne ze 4.7.6.

4.7.8. Jestlize bodova mnoZina @ c P je husté rozloZeni,
je také @ husté rozlozena. Podle 4.7.6 je @ = @’; podle 4.1.8 plyne
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ze vztahu Q ¢ @, Ze @' c (@) a tudiz Q c (Q)'. Ziejmé Q + @, takie vita
plyne ze 4.7.6.
Obraceni véty 4.7.8 je nespravné (viz piiklad 6.4.4). Nicméné plati:

4.7.9. Jestlize v F-prostoru P mnoZina @ neni husté roz-
lozens, neniani @ hustérozlozena. Kdyby Q byla husté rozlozena,
bylo by # + @ c (@)’ podle 4.7.6, tedy QU @ c @ U Q" podle 4.1.3
a 4.1.4. Podle 4.4.2 a 4.5.11 viak je @” c @'. TudiZbybylo @ c @’ a jeZto
Q + 0, je také @ + 0 a @ je hustd rozlozensa podle 4.7.6.

Definice 4.7.4. Prostor P je #dce rozloZeny, jestlize Zaddnd bodova
mnozina neni husté rozloZend. Bodova mnoZina @ c P je fidee roz-
loZena, jestlize vnofeny prostor @ je fidce rozloZeny.

4.710. V kaZdém prostoru P existuje pravé jedna bodovia
mnoZina K s témito vlastnostmi:

[1] budto jé K = fnebo K je husté rozloZena;

[2] mno%ina P — K je Fidce rozloend;

[3] mnoZina K je uzaviend.

Dukaz. I. Je-li P fidce rozloZeny, budiz K = 0. V opaéném pii-
padé budiz K sjednoceni vSech husté rozloZenych bodovych mnozZin.
Podle 4.7.7 je K husté rozlozena nebo je K = §. Z definice K plyne, Ze
P — K je Fidce rozlozeni. Podle 4.7.8 je K husté rozlozend nebo je
K = ¢. Tudiz K je uzaviens podle 4.4.1. Tedy K m4 vlastnosti [1],
(2], [3]- ‘

II. Necht také bodova mno#ina H ma vlastnosti [1], [2], [3]. Z v]ast-
nosti [1] mnoZiny H plyne podle definice K, Zze H c K. Kdyby bylo
H + K, bylo by ¢ = K — Hc P — H, takie podle vlastnosti [2].
mnoZiny H existuje isolovany bod @ mnoZiny K — H. Podle 4.7.1
existuje takové okoli U bodu a, ze U n (K — H) = (a). Podle vlast-
nosti [3] mnoZiny H soudime ze 4.4.13, 2¢ P — H je okoli bodu a.
Podle 4.2.5 je také V = U n (P — H) okolim bodu a. Jest ¥ n K =
= (a), takZe podle 4.7.1 je @ isolovany bod hustd rozlozené K a to je
spor.

4.7.11. V F-prostoru sjednoceni koneéné mnoha ¥idce roz-
loZenych mnozin je fidee rozloZené. Piedpoklad F-prostoru je
nutny; viz ptiklad 6.4.5.

77



Dikaz. Stadi uvaZovat dvé ¥idce rozlofené mnoziny A, B. Neni-ii
A u B Fidce rozloZena, existuje husté rozloZzend S c A u B. Protoze B’
je fidce rozlozena, neni S c B, takZe je @ + A n S c A. ProtoZe 4 je:
fidee rozloZena, existuje isolovany bod @ mmoZiny A n S. Podle
4.5.6 a 4.7.1 existuje takové oteviené okoli G bodua, 2¢ AnGn S =
= (a). ProtozZe § je husté rozlozend, je G n S =+ (a) podle 4.7.1 a pro-
toze AnGnS=(), ScAuB, je BnGnS)— (a) + 8. Pro-
toZze B je fidce rozloZzena, existuje isolovany bod b #+ ¢ mnozZiny
BnGnS. Podle 4.7.1 existuje takové okoli U bodu b, Ze U n B v
n G n 8 = (b). Podle 4.4.13 je G okoli bodu b, takZe podle 4.2.5 a 4.2.6
také V = (U n G) — (a) je okoli bodu b. Protoze AnGn S = (a),
UnBnGnS=(), a+b ScAuB V={UnG) —(a), je Vr
n S = (b). Podle 4.7.1 je tedy b isolovany bod husté rozloZené mno-
ziny 8 a to je spor.

4.8. HRANICE BODOVE MNOZINY

Definice 4.8.1. Hranici mnofiny M c P, znatka Fr M, rozumime
mnozinu M n P — M.

4.81. Pro M c P je Fr (P — M) =Fr M.

4.8.2. Aby bod a nale%el do hranice bodové mnoziny M,
k tomu je nutné a stali, aby kazdé okoli bodu a obsahovalo
aspoil jeden bod mnoZiny M a aspoii jeden bod jejiho do-
‘pliiku. Plyne ze 4.2.9.

48.3. ProM c Pje M = M u (Fr M). Z¥ejméje M > M u (Fr M),
tak¥e dokézat madme pouze M — M c Fr M. Avak

M—M=MnP—M)ycMnP—M=¥r M.

48.4. Pro Mc P je M, = M — (Fr M). Plyne ze 4.8.1, 4.8.3
a z definice 4.2.1.

4.8.5. Aby M c P byla uzaviend, k tomu je nutné a staci
M > Fr M. Plyne ze 4.8.3.
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4.8.6. Aby M c P byla oteviend, k tomu je nutné a staci
M n (Fr M) = ¢. Plyne ze 4.8.1 a 4.8.5.

48.7. Pro otevienou mnozinu G je FrG =& — G. Nebot
P—G=P—G.

4.8.8. V F-prostoru hranice kazdé bodové mnoziny M je
uzaviend mnozina. Plyne ze 4.4.5.

4.8.9. Jestlize v prostoru P hranice kazdé bodové mno-
%iny je uzaviend mnoZina, pak P je F-prostor. Podle 4.8.3 jest

M=MuFtM=MuFtM)uFt M =Mu®FrM)=M.

4.8.10. V F-prostoru plati Fr M c Fr M pro kazdou bodovou
mnoZinu M. Nebot Fr M =MnP—-M=MnP—McMn
nP—M=FrM.

4.8.11. Jestlize v prostoru P plati ¥r ¥ c Fr M pro kaZdou
bodovou mnoZinu M, pak P je F-prostor. Podle definice hranice
je Fr M c M. Jeli Fr M c Fr M, je tedy Fr M c M, takie M je
uzaviend podle 4.8.5.

4.8.12. Hranice sjednoceni koneéné soustavy bodovych
mnoZin je &dsti sjednoceni hranic jednotlivyeh mnoZin
soustavy. Stadi dokdzat pro dvé mnoziny A, B. Jest P — Au Bc
c P— 4 podle 4.1.1 a podobné také P — A u B c P — B. Protoze
AuB = AUB, jest

Fr(4u B)

={AuB)nP—(AuByc(AdnP—4)u
UBNP—B)y=FrAuFrB.
4.8.13. Hranice priniku koneéné soustavy bodovych mno-

zZinje distisjednocenihranicjednotlivychmnoZinsoustavy.
- Plyne ze 4.8.1 a 4.8.12.

4.8.14. Pro Ac P, Bc P je Fr (4 — B)c Fr A u Fr B. Plyne ze
4.8.1 a 4.8.13.

4.8.15. V F-prostoruPpro Ac P,Bc PjeFr(4 — B)cFrdu
U Fr B. Plyne ze 4.8.10 a 4.8.14. Pfedpoklad F-prostoru je nutny podle
4.8.11, nebot podle pfedpokladu je Fr (P — B) c Fr P u Fr B apodle
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definice 4.8.1 je Fr P = @, takZe podle 4.8.1 je Fr B c Fr B pro kazdou
bodovou mnozinu B.

4.8.16. Budiz @ vnofendo P. Pro M c P jerelativni hranice
bodové mnoziny @ n M c @ ¢dstihranice bodové mnoZiny M.

4.9. HUSTE BODOVE MNOZINY

Definice 4.9.1. Pravime, Ze bodova mnoZina M je hustd (v prostoru
P), jestlize M = P. Pravime, %e bodova mnoZina M je hustd v bodové
mno%ing @, jestlize M c @ a jestlize M je hustd ve vnofeném prostoru
Q, neboli jestlize M c Q c M.

4.91. Je-li M,c Myc Myc M,c P a je-li M, hustd v M,, je
M, hustd v M,. Plyne ze 4.1.1.

4.9.2. Je-1i M c P hustd a uzaviens, je M = P,

4.9.3. Aby bodova mnozina M byla hustd, k tomu je nutné
a stadi, aby kazZdé okoli kazdého bodu prostoru obsahovalo
aspoii jeden bod mnoZiny M. Plyne ze 4.2.9.

4.9.4. Aby bodovd mnozina M byla hustd v bodové mno-
7iné @, k tomu je nutné a stadi, aby bylo M c @ a aby ka#dé
okoli ka%dého bodu z¢ @ obsahovalo aspofi jeden bod mno-
#iny M. Plyne ze 4.6.2 a 4.9.3.

4.9.5. Budiz P F-prostor. Aby bodovid mnoZina M byla
hustd, ktomujenutnéastaéi abykazddneprizdnaoteviensa
mno%ina obsahovala aspoil jeden bod mnoziny M. Plyne ze
4.4.13, 4.5.8 a 4.9.3. Predpoklad F-prostoru nelze vynechat (pfiklad
6.4.1).

4.9.6. Budiz P F-prostor. Je-li Ac P hustd a je-li Gc P
hustd a oteviend, je také A n G husti. Predpoklad F-prostoru
nelze vynechat (ptiklad 6.4.1).

Dikaz. Je-li I' + @ oteviend, je I'n G oteviena podle 4.4.11. Ze
4.9.5 soudime nejprve
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G husta=I'nG + 0
a potom
Ahusta=>An{I'nG) £ 0.

Je tedy I'n(An @) + ¢ pro kazdou otevienou I' + § a An@G je
husta podle 4.9.5.

4.9.7. Budiz P F-prostor. Prinik koneéné mnoha otevte-
nych hustych mnoZin je hustda mnozina. Plyne ze 4.9.6 podle
4.4.11. Pfedpoklad F-prostoru je nutny (pfiklad 6.4.1).

4.9.8. BudiZ? P F-prostor. Je-li @ husta a je-1i 4 husta v @,
je A hustéa. Ptedpoklad F-prostoru je nutny (pfiklad 6.4.1).

Dikaz. Jest Q =P, A>Q; tedy A >Q, 4 = P.

4.9.9. Budiz C 4+ 0. Pro ka%dé z¢ C budiz 4(z)c P husta
vB(z)c P. Budiz A = A() (z¢C), B=U B(2)(z¢ C). Pak je 4
hustéd v B. Jest A(z) c .B(z), tedy 4 c B. Mimo to A(z) > B(z), takze
A > B(z) podle 4.4.1, a tudiz 4 > B.

4.9.10. Budiz M c P, Gc P, G oteviens. Je-li Gc M, pak
M n Gje hustd v (. Plyne ze 4.4.14.

4.9.11. Je-li M c P husta, je M n G hustd v G pro kazidou
otevienou G.

4.9.12. Je-li M c P husta v Qc P a je-li G oteviend, pak
M n Gjehustd v@n G Uzijeme 4.9.11 na vnofeny prostor @ majice
na paméti, Ze podle 4.6.5 je @ n G relativné oteviena.

4.9.13. Hust4 bodovad mnozina obsahuje kazdy isolovany
bod prostoru. Plyne ze 4.7.1 a 4.9.3.

4.10. RiDK% BODOVE MNOZINY

Definice 4.10.1. Pravime, Ze bodovd mnoZina M je #dkd (v pro-
storu P), jestlize P — M je hust. Pravime, #e bodovd mnozina M je
Fidkd v bodové mnozing @, jestlize M c @ a jestlize M je tidké ve vno-
feném prostoru @.
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4.10.1 Aby bodova mnoZina M c P byla ¥idkd v bodové

mnoziné @ c P, k tomu je nutné a stadi
McQcQ—M.

4.10.2. Je-li AcBc@QcP a je-li B #idkd v @, je také 4
Ffidka v Q.

4.10.3. Je-li uzavér bodové mnoziny M ¥idky, je také M
fidka.

4.10.4. Budiz P F-prostor. Aby bodovd mnoZina M byla
tidka, k tomu je nutné a stadi, aby jeji uzdvér byl tidky.
Ptredpoklad F-prostoru nelze vynechat (pfiklad 6.4.6).

4.10.5. Uzaviend bodovéd mnoZina Fc P je pravé tehdy
Fidka, jestliZe oteviend mnozina P — F je husti.

4.10.6. Aby bodovad mnoZina M c P byla fidksi, k tomu je
nutné a staéi M c Fr M.

Dukaz. Jest P — M = P<>P — M > M,nebot P — M > P — M.
Dile jest P — M > M<>Fr M > M, nebot FrM=MnP—N
Mo M.

4.10.7. Aby uzaviend bodovd mnoZina M c P byla Fidki,
ktomujenutné astadi M = Fr M. Podle 4.8.5 a 4.10.6.

RS

4.10.8. BudiZz P F-prostor. Bodovd mnozina M je Fidka
pravé tehdy, jestlize jeji uzdvér neobsahuje Ziddnou ne-
prézdnou otevienou mnoZinu. Plyne ze 4.9.5. Pfedpoklad
F-prostoru nelze vynechat (priklad 6.4.1).

4.10.9. Budiz P F-prostor. Bodovd mnozina M je fidka
praveé tehdy, jestliZe ke kazdé nepriazdné oteviené G exis-
tuje takova oteviend I, Ze

I's¢, I'cG, MnI'=9.
Predpoklad F-prostoru nelze vynechat (pfiklad 6.4.1).
Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Necht G + @ je oteviend.
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Je-li I'c G oteviens a je-li MnI'=0, je MnI = 0 podle 4.4.15.
Tudiz nemuze byt G c M. Tedy M je ¥idké podle 4.10.8.

II. M budiz ¥dké, G + @ oteviend. Pak I'=Gn (P — M) je
oteviend podle 4.4.11, jest 'c G, M nI' = @ a podle 4.10.8 je I" 5 0.

4.10.10. BudiZz P F-prostor. Je-li McQc Rc P a je-li M
fidka v @, je M tidks také v R. Predpoklad F-prostoru nelze vy-
nechat (priklad 6.4.1).

Dikaz. Podle 4.6.10 stadi dokazovat za pFedpokladu B = P. Jest-
lize M c @Q neni ¥idké v P, pak podle 4.10.8 existuje neprazdna otevie-
né G ¢ M. Kdyby bylo G n @ = 8, bylo by té (viz 4.4.15)

$g=GnQ>GnM=aG,

co je nemozné. Tudi% relativni uzdvér M n @ mnoziny M obsahuje
neprazdnou relativné otevienou G n @, takZe podle 4.10.8 (viz téz
4.6.10) M neni tidka v Q.

4.10.11. Budiz P F-prostor. Sjednoceni koneéné soustavy
fidkych bodovych mnozin je fidkd mnozZina. Predpoklad
F-prostoru nelze vynechat (ptiklad 6.4.1).

Dukaz stadi provést pro dvé ¥idké mnoZiny 4, B. MnoZiny P —

P— B jsou oteviené a husté, takze podle 4.9. 7 také P — 4 u B =
—(AuB)=(P—4A)n(P— B) je hustd a tedy Au B je

i'idké,.

4.10.12. Je-1i M c P ¥idk4, pak pro ka%tdou otevienou @ je
M n G ¥idka v G. Mnozina P — M je hustd; podle 4.9.12 je (P — M) n
NG=G— (GnM) hustd v G. Podle 4414 je G — (Gn M) =
=G —GnMnQG. Tedy M n G je tidka v G.

4.10.13. Budiz P F-prostor. Necht ke kaZdému bodu a mno-
ziny M c P existuje takové okoli U bodu a, Ze mnozina
Un M jeridka. Pak mnozina M je fidka. Pfedpoklad F-prostoru
nelze vynechat (pfiklad 6.4.1).

Dikaz. Jestlize M neni iidka, pak podle 4.10.8 existuje takovd
oteviend @ + @, e G c M. Podle 4.4.15 existuje bod a ¢ @ n M. Pro-
toze a € M, existuje takové okoli U bodu a, %e mnozina Un M je
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fidka. Podle 4.2.5, 4.4.13 a 4.5.6 existuje takové oteviené okoli H
bodu a, 2¢ Hc GnU. Podle 4.2.3 je ae H. Podle 4414 je Hn
NHANM=HnM>HnG=H, tjf HcHnMcUnM. To je
spor proti 4.10.8, nebot H + 0 je oteviena a U n M je fidka.

4.10.14. Budiz P F-prostor. Bodov4d mnoZina M budiz
budto uzaviena nebo oteviend. Pak je Fr M fidkd mnoZina.
Predpoklad F-prostoru nelze vynechat (ptiklad 6.4.1).

Dikaz. Podle 4.8.1 miuZeme piedpokladat, Ze M je uzaviena.
Jestlize Fr M neni ¥dks, pak podle 4.8.8 a 4.10.8 existuje takovi
oteviend G + §, ze G c Fr M. Zvolme a ¢ G, takZe podle 4.4.13 je G
okolim bodu a. ProtoZe a e Fr M, je G — M + § podle 4.8.2 a to je
spor, nebot podle 4.8.5 je G'c M.

4.11. BODOVE MNOZINY PRVNI KATEGORIE

Definice 4.11.1. O bodové mnoZiné M pravime, Ze je pront kategorie
(v prostoru P), je-li M = D A.,, kde A4, jsou Hdké bodové mnoziny.
n=1

Pravime, Ze bodovd mnoZina M je prvni kategorie v bodové mnoziné
@, jestlize M c @ a M je prvni kategorie ve vnofeném prostoru ¢.

4.111. Je-li Ac Bc Qc P a je-li B prvni kategorie v mno-
Zin& @, je také 4 prvni kategorie v mnoziné @. Plyne ze 4.10.2.

4.11.2. Sjednoceni nejvy$ spocetné soustavy bodovych
mnozin prvni kategorie je mnoZina prvni kategorie. Viz
2.2.4.

4.11.3. Budiz P F-prostor. Ke kazdé bodové mnoZiné prvni
‘kategorie existuje nadmnozZina prvni kategorie, ktera je
F,mnoZinou. Predpoklad F-prostoru nelze vynechat (ptiklad
6.4.7).

Dikaz. Je-i M = G A, s ¥idkymi 4,, pak F,-mnoZina lj 4, je
n=1 n=1
prvni kategorie podle 4.10.4.

84



4.11.4. BudiZ P F-prostor.Je-liAdc@c Rc Paje-li Aprvni
kategorie v @, je 4 také prvni kategorie v K. Plyne ze 4.10.10,
Predpoklad F-prostoru nelze vynechat (pfiklad 6.4.8)..

4.11.5. Je-li M c P prvni kategorie, pak pro kazdou ote-
vienou G je M n Gprvnikategorie v G. Plyne ze 4.10.12.

4.11.6. Necht M je F,-mnoZina. Je-li P — M husta, je M
prvnikategorie. Budiz M = Ej F, suzavienymi F,. Jest P — F, >
S P — M, tedy P — F, jo husté podle 4.9.1 a F,, je ¥idlé podle 4.10.5.

4.11.7. Budiz P F-prostor. Ke kazdému bodu a bodové
mnoziny M nechtexistujetakové okoli Ubodua, e mnozZina

UnM je prvni kategorie. Pak M je prvni kategorie. Pfed-
poklad F-prostoru nelze vynechat (pfiklad 6.4.9).

Dukaz. I. Podle 3.6.1 miZeme pfedpokladat, Ze M je dobie uspo-
fadana.
II. Podle 4.4.13, 4.5.6 a 4.11.1 existuje ke kaZdému z ¢ M takova
oteviend G(x), Ze x ¢ G(x) a ze G(z) n M je prvni kategorie. Jest
McUGE) (@xeM).
III. Pro kaZdy bod e M budiZz S(x) mnoZina téch ze G(x) n M,
“pro které plati:
yeM, ypreder=>2¢eM — G(y).
Ztejms je predné S(x) c G(z) n M a za druhé
xeM, yeM, yptedz=Gy)nSkx)=20.
ProtoZze M je dobte uspotddans, je zfejm& M = U S(x) (x € M).
IV. ProtoZe S(z) c G{x) n M, plyne ze 4.11.1, Ze S(z) je prvni kate-
gorie. Mizeme tedy polozit (pro kazdy ze M) S(x) = D T.(x), kde
n=1
mnoziny T',(zx) jsou fidké. Pro n ¢ N poloime H, = | T,(x) (x € &),
takie M = G H,a je pouze jesté tieba ukazat, Ze kazda mnozina H, je
n-1

fidka.
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V. Necht 4 + 0 je oteviens. Podle 4.10.9 mime dokazat existeneci
takové oteviené I' + 0, Zze I'c 4, H,nI'= 0. Protoze H,c Mc
c U, G(z), je to zfejmé tehdy, jestlize 4 n U G(z) = @. Necht tedy
AnUG(x) £ 0. Protoze M je dobfe uspofddand, existuje takovy
aeM, ie AnGa) + 0 a Ze

zeM, zpleda=AnGx)=90.
Protoze
xeM, a pted 2= G(a)nSz) =0

a protoze H, = U, T,(x), T,{z) c S(x) c G(z), je
(1) AnH,nGa) = 4nT,a)n Ga)c Tya).

Avsak T ,(a) je ¥idka a podle 4.4.11 neprizdnd mnozina 4 n G(a) je
oteviens, takZe ze 4.10.9 plyne existence takové oteviené I' + 0, Ze
I'cAdn@Ga), T (a)nI = . Podle (1) je tedy H,nI" = 0.

4.12. CHARAKTERY

Budiz ae¢ P (M c P). Existuje vidy aspoil jedna tplnd soustava
okoli bodu a'(mnoZiny M), totiZ soustava viech okoli bodu @ (mnozZiny
M). Z toho a ze 4.2.7 plyne podle 3.7.3, Ze nasledujici t¥i definice maji
smysl.

Definice 4.12.1. Charakter bodové mnoziny M, znatka x(M), je
nejmensi mozna mohutnost dplné soustavy okoli mnoziny M. Cha-
rakter y(a) bodu a je charakter mnoZiny (a).

Definice 4.12.2. Pseudocharakter bodové mnoZiny M, znadka w(M),
je nejmensi moZnd mohutnost takové soustavy U okoli mnoziny M, Ze
M =nNU (Uell). Pseudocharakter p(a) bodu a je pseudocharakter
mnoziny (a).

Definice 4.12.3. Vnitini charakter bodové mnoZiny M, znadka w(M),
je nejmen3i mohutnost takové soustavy W okoli mmoZiny M, pro
kterou prinik N U (U € 1) budto je roven M nebo neni okolim mno-
Ziny M. Vniténi charakter w(a) bodu a je vnitini charakter mnoziny (a).

Je-li Q vnofen do P a je-li a € @ (M c @), oznadime x(a | @), y(a | @),
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w(a | Q) resp. x(M | @), (M | Q), w(M | Q) relativni charakter, relativni
pseudocharakter a relativni vniténi charakter, tj. mohutnosti definované
analogicky v prostoru @.

4.12.1. Budiz ae¢ P (M c P). Je-li a isolovany bod (je-li M
oteviend), jest
oe) = ya) = x(@) =1 [o(M) = p(M) = y(M) =1].
Neni-li a isolovany bod (neni-li M otev¥end), jest
¥ = o) = pa) = ya) [N = (M) = p(M) < y(H)].
Diikaz. I. Bod a je isolovany pravé tehdy, jestlize mmozina (a) je
oteviend. Stadi tudiz uvazovat pfipad, kdy je ddna mnoZina M.
II. o(M) < (M) je trividlni; p(M) < (M) plyne ze 4.2.7 a z deﬁ-
nice 4.3.1. Zrejmé je w(M) = 1. Stadi tudiZ dokédzat ptedns, Ze x(M) =
= 1 pfi oteviené M, a za druhé, Ze p¥i koneéném w(M) musi M byt
oteviena.
IIT. Je-li M oteviend, pak podle 4.2.3 a 4.4.12 }{ sama tvoliiplnou
soustavu okoli M, takie y(M) = 1.
IV. Je-li w(M) konetnd mohutnost, existuje takova konedénd sou-

stava okoli U; (1 =<4 < n), Ze mnoZina V = n U; je budto rovna M

nebo nenf okolim M. AvSak podle 4.2.5V je okohm M TwdizV =M
a podle 4.4.12 mnoZina M je oteviena.

4.12.2, BudiZ ae P (M c P). Neni-li a isolovany bod (neni-li
M oteviend mnozina), pak w(e) [o(M)] je nejmendi moZné
mohutnost takové soustavy Il okoli bodu a (mnoZiny M),
Ze prinik QU (U ell) neni okolim bodu a (mnoZiny M). Plyne
z definice 4.12.3, nebot podle 4.4.12 a podle definice 4.7.1 neni (a)
(neni M) okolim bodu @ (mnoZiny M).

4.12.3. BudiZ @ vno¥en do P. BudiZ ae @ (M c Q). Pak je

1@ Q) =zx@), y@a|Q =y,
(M| Q) = (M), (M |Q) =yp(M)].

Naproti tomu, jestlize a neni isolovany bod mnoZiny @
(jestliZe M nenirelativnd oteviend), jest

o@|Q) = wa) [ |Q) = w()].

87



Dikaz. I. Sta¢i uvazovat ptipad, kdy je ddna M c P.

I1. Je-li U soustava okoli M mohutnosti y(M) [¢(M)] a jestlize U je
uplna [jestlize M = N U (U ¢ W)], pak priuniky @ se viemi U € || podle
4.6.3 (podle 4.6.2) tvori soustavu B relativnich okoli M, ktera je dplna
[pro kterou je M =NV (Ve BV)]. Podle 3.7.1 je moh B = moh U,
a tudiz (M | Q) < y(M) [y(M | Q) < p(I)].

III. Jestlize M neni relativné oteviena, pak podle 4.12.2 existuje
takova soustava B relativnich okoli M, Ze moh B = w(M'| Q) a Ze
prinik H = NV (V ¢ B) nenirelativnim okolim M. Podle 4.6.2 existuje
takovd soustava U okoli mnoziny M v prostoru P, Ze moh | = moh B
ate H=@n K, kde K = N U (U € ). Podle 4.6.2 neni K okolim M. .
Tudi (M) < (M | Q).

4.12.4. BudiZzaeP.Je-1li @ vnofendo Paje-liac @, je budto
z(a | @) = 1nebo x(a | Q) = w(a). Je-liaisolovany v @, je x(a | @) =1
podle 4.12.1. Jinak je y(a | @) = w(a | Q) podle 4.12.1, w(a | @) = w(a)
podle 4.12.3.

4.12.5. Budiz Il Gplna soustava okoli bodu ¢ ¢ P (mnozZiny
M c P). Pak existuje takova dplna soustava B okoli bodua
(mnoziny M), ze B c U, moh B = y(a) [= x(M)]. Zvolme takovou
dplnou soustavu 9B okoli bodu e (mnoZiny M), Ze moh I8 = y(a)
[= x(M)]. ProtoZe U je uplna, existuje takové zobrazeni f soustavy I8
do U, Ze

WeB=fW)cW.
Protoze také M je uplna, je ziejmé, ze B = fI(IW) je tplna. Aviak
moh B je podle 3.7.1 = moh I8 a podle definice 4.12.1 = y(a) [x(M)].
Tudiz moh B = y(a) [= x(M)].

4.12.6. Kaidy vnit¥ni charakter je reguldrni mohutnost.
Stadi uvazovat w(M). Je-li M oteviend, je w(M) = 1 podle 4.12.1, a to
je regulirni mohutnost podle 3.8.4. Necht M neni oteviend, takze
podle 4.12.1 je w(M) nekonednd mohutnost. Podle 4.12.2 existuje
takovi soustava Ul okoli M, e moh | = w(M) a Ze N U (U ¢ 1) neni
okolim M; nadruhéstrand musi pranik NV (V ¢ B) byt okolim M, je-li
B takovs soustava okoli M, ze moh B < w(M). Jestlize mohutnost
w(M) neni reguldrni, pak podle 3.8.6 existuje takové mnoZina C + §
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a pro kazdé z e C takova soustava B(z) c U, Ze moh C, jakoz i mohut-
nost kazdé B(z), je mendineZ w(M), a Ze U = U B(z) (z € C). Protoze
moh B(z) < w(M), je kazdé V(z) = N U[U ¢ B(z)] okolim M. Protoze
také moh C < w(M), je také W = NV (z) (z € C) okolim M. To je spor,
nebot ztejmé¢ W = NU (U € ). '

4.12.7. Necht @, a @, jsou vnofeny do P. Necht @, u @, = P,
ae@n @, xla|Q) = xla|Q) [wla]| Q) =yla|@.)] Pakje xa) =
= y(a | @) [y(a) = y(a | Q)]

Dikaz. I. Je-li a isolovanym bodem mnoziny @,, je x(e| @) =
=y(a|Q,) =1 podle 4.12.1 a z predpokladu x(a|@,) < x(a | Q,)
[v(a | Q,) < w(a| Q)] plyne podle 4.12.1, Ze a je také isolovanym
bodem mnoZiny ¢,. Potom je viak podle 4.7.3 a isolovanym bodem
prostoru P a podle 4.12.1 je y(a) = 1 = y(a | @,) [y(a) =1 = y(a | @)].
Stadi tudiZz vést dikaz za ptedpokladu, Ze a neni isolovanym bodem |,
mnoziny @,, Ze tedy (viz 4.12.1) mohutnosti y(a | @,), w(a | @,) jsou
nekoneéné.

II. Podle 4.12.3 stadi dokazat, Ze y(a) < x(a | @) [v(2) = w(a | @,)).

III. Pro ¢ = 1, 2 existuje takova soustava B, relativnich okoli (ve
vnofeném prostoru @;) bodu a, Ze moh B, = y(a | @) [= (¢ | @:)] a
ze B, je uplna [Ze (a) = NV [V ¢ B,)]. Podle 4.6.2 existuje prot =1, 2
takové soustava Ul; okoli bodu a v prostoru P, Ze moh II; = moh B; a
Ze ke kazdému V; ¢ B; existuje takovd U;elU,, ze @, n U, =V,.

Podle 3.7.1 a 3.7.8 je moh (U, X U,) = x(a | Q) [= yla]|@)]
Mohutnost soustavy U vSech prinikd U, nU, (U,elU,, U,ell,) je
podle 3.7.1 nejvys rovna y(a | @,) [w(a | @,)]. Podle 4.2.5 je U soustava
okoli bodu a. Je pouze tfeba dokizat, Ze U je uplna [Ze (@) = NU
(U e W)].

IV. V piipadé charakteru budiz W libovolné okoli bodu a. Podle
4.6.2 je @;n W (¢ = 1, 2) relativni okoli & ve vnofeném prostoru @,.
Protéze soustava U, je viplné, existuje takova V;e B, Ze V;c @, n W.
dJe-li U;ell, @nU, =V, je UnUyell, UynU,=(Q,u@,)n
NUnU,c(@nU)u(@,nU,)=V,uV,cW. -

V. V ptipadé pseudocharakterupii U ell, U, ell;, Ve B; (s = 1, 2)
mame
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NU=(NU)n(NTU,) =(@u@)n(NU,)n(NT,)c
c@n(NUYIU[@:n(NTc(NV)U(NV,)c(a),
takZe (¢) = N U podle 4.2.3.

4.12.8. Necht @, a Q,jsou vnofeny do P. Necht @, u @, = P,
ae@,nQ, Jestlite budto w(a|@,) =1 nebo 1< w(@|@) =
= w(a | @), jest w(a) = o(a | Q).

Dikaz. I Je-li.w(a) =1, je w(a | @) = w(a|Q,) =1 podle 4.7.2
a 4.12.1 a to souhlasi se znénim véty.

II. Je-li w(a | @) = w(a | Q,) = 1, pak podle 4.12.1 je a isolovanym
bodem i mnoZiny @, i mnoziny @, a tedy podle 4.7.3 také isolovanym
bodem prostoru P a tudiz w(a) = 1.

III. Zbyva piipad w(e | @,) > 1, o kterém uz vime, Ze dé w(a) > 1.
Podle 4.12.3 je w(a) =< w(a | @,), takie mame ukizat, Ze w(a) <
<. w(a | @) je nemozné. Jestlize viak w(a) < w(a | @,), pak ze 4.12.2
plyne, Ze existuje takova soustava 1l okoli bodu a, Ze moh II = w(a)
-a %e prinik H = N U (U ¢ I) neni okolim bodu a. Podle 4.2.3 je a ¢ H.
Protoze w(a) < w(a |@,), plyne ze 4.6.2, 7e mnoZina @, nH =
= N (@, n U) (U e W) je relativnim okolim bodu @ ve vnofeném pro-
storu @,. Nyni rozeznidvime dvé moznosti.

IV. Prvni moZnost: w(a | @,) = 1. Podle 4.4.12 a 4.12.1 je (a) rela-

tivnim okolim a ve vnofeném prostoru ¢,. Potom vyjde ze 4.6.18, Ze
(@nH)u(a)=@,nH je okolim bodu a. Potom je vSak podle
4.2.4 také H okolim bodu a a to je spor.
' V. Druhd moinost: w(a|@,) = w(a|@Q,), tedy wla|@,) > wla).
Potom vSak nejenom je @, n H relativnim okolim a v prostoru ¢,
(viz III), nybrz také (z obdobného divodu) ¢, n H je relativnim
okolim a v prostoru @,. Nyni 4.6.18 di, z2e H=(Q,uQ,)n H je
okolim a v prostoru P a to je spor.

Definice 4.12.4. BudiZ a ¢ P (M c P). Pravime, %Ze charakter y(a)
[x(M)] je monotonni, existuje-li monoténni (ve smyslu élanku 3.1)
uplné soustava okoli bodu a (mnoziny M).

4.12.9. Budiz | monoténni dplna soustava okoli bodu
ae P (mnoziny M c P).  budiZ sestupné uspofadana (viz 3.1).
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Necht B c Ul je konfinalnis U. Pak také B je iplna soustava
okoli bodu a (mnoZiny M). Budiz W libovolné okoli bodu a (mno-
ziny M). ProtoZe soustava ll je uplna, existuje U e I, U c W. Protoze
B c U je konfindlni s U, existuje takovd V ¢ B, Ze V = U nebo je U
pred V, tj. Z2e V c U. Pak je vSak V c W.

4.12.10. Je-li g(a) [4x(M)] monoténni, existuje monoténni
uplna soustava B okoli bodu ¢ (mnoZiny M) s mohutnosti
z(@) [x(M)], jejiz sestupné uspofadani je regularni dobré
uspotadini (viz 3.8). Podle 4.12.5 existuje monoténni tplna sou-
stava 1l okoli bodu a (mnoZiny M) s mohutnosti x(a) [x(M)]. Uvazu-
jeme soustavu Ul v jejim sestupném uspofadani. Podle 3.8.3 existuje
s I konfindlni regularné uspofddana B c U. Soustava B ma mohutnost
= ¢(a) [£ x(M)] podle 3.7.1, a tedy = yx(a) [= x(M)], nebof B podle
4.12.9 je uplna soustava okoli bodu @ (mnoziny M).

4.12.11. Je-li g(a) [z(M)] monoténni, jest
w(@) = y(a) = z(a@) [o(M) = p(M) = y(M)].

Dukaz stadi provést pro ptipad mnofiny M. Je-li véta nesprivna,
pak podle 4.12.1 jest 1 < w(M) < yx(M). Podle 4.12.5 existuje takova
monoténni uplnd soustava Ul okoli M, %e moh Il = y(M). Podle
4.12.2 existuje takovd soustava I8 okoli M, %e moh M = w(M) a Ze

H =NX (X ¢ W) neni okolim M. ProtoZe soustava 1l je uplnd, exis-
tuje takové zobrazeni f soustavy I do U, Ze

WeB=fW)c W.

Je-li K = N f(X) (X €« M), je tedy K c H, takZe podle 4.2.4 ani K neni
okolim M. Podle 3.7.1 je moh f1(IB) < w(M) < y(M), takZe f1(I) nent
uplnd soustava okoli M. ProtoZe 1l je tplnd, plyne ze 4.12.9, Ze pii
sestupném uspofadani soustavy Ul soustava fA(I8) c Il neni konfindlni
s . Z toho vSak plyne, Ze existuje takova Uyell, 26 X e W= U,
c f(X). Podle definice mnoziny K je tedy U, c K a podle 4.2.4 je tudiz K
okolim M a to je spor.

4.12.12. Je-li y(a) [x(M)] monoténni, pak x(a) [x(M)] je regu-
lirni mohutnost. Tato véta plyne ze 4.2.9 a 4.2.10; také plyne ze
4.12.6 a 4.12.11.
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4.12.13. Budiz @ vno¥en do P. Budiz ae @ (M c Q). Je-li y(a)
[x(M)] monoténni, je také y(a | @) [x(M | Q)] monoténni. Plyne
ze 4.6.2.

4.12.14. Budiz @ vnoten do P. BudiZ ae¢@ (M c Q). Je-li
x(@) [x(M)] monoténni, pak relativni charakter yx(a|Q)
[x(M | @)] je budto roven 1 nebo je roven y(a) [x(M)]. Stadi uva-
zovat y(M). Podle 4.12.11 je y(M) = w(M), a tedy podle 4.12.13 také

1M | Q) = o M | @). Na druhé strang je podle 4.12.1 a 4.12.3 budto
(M| Q) = nebo (M |Q) = x(M), o(M|Q) = (M), tudii
1M | Q) = x(M).

4.12.15. Necht @, a @, jsou vnotenydo P. Necht @, u @, = P,
ae@;n@, Necht oba relativni charaktery y(a|@,), z(e|@,)
jsoumonoténni a rizné od jedné. Aby y(a) byl monoténni, je
‘nutné a stadi xa| Q) = x(a|@,).

Dikaz. L. Je-li y(a) monotdnni, je y(a | @) = x(a) = x(a | @) podle
-4.12.14. .

II. Necht yx(a|@,) = x(a | @,) =m. Podle 4.12.10 existuje pro
¢+ = 1, 2 monoténni iplnd soustava U, relativnich okoli bodu a v pro*
storu @; s mohutnosti m, jejiz sestupné uspotfaddni je regularni dobré
usporadéni. Podle 3.6.3 a 3.8.2 existuje podobné zobrazeni f soustavy
11, na soustavu U, kde u obou soustav miame na mysli sestupné uspo-
fadani. Budiz B soustava vSech mnoZin

fOyulU (Uely).

Podle 4.6.18 je B soustava okdli bodu a v prostoru P, kterd ziejmé je
monoténni. Mdme ukézat, Ze soustava B je tplni. Necht tedy W je
libovolné okoli bodu a. Podle 4.6.2 pro i = 1,2 'je Q. n W relativni
okoli a v prostoru @;. Existuji tudiZ takové mnoziny U, e U, U € UU,,
2e Uc@Q, nW, Uf c Q,n W. Existuje takovd mnoZina U, e ll,, Ze
f(U,) = UF a tudiz U, u f(U,) c W. Protoze soustavy U, a U, jsou
monoténni a zobrazeni f je vzhledem k jejich sestupnému uspofé,déni
podobné, je budto U, c U,, {(U,) c f(U,) nebo U, > U,, f(U,)> (U
TudiZ je budto ¥V, c W nebo V,c W, poloZime-li

V1=U1Uf(U1)€%; V2=U2Uf(U
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4.12.16. Je-li y(a) [x(M)] spoletny charakter, je y(a) [x(M)]
monoténni. Podrobnéji: existuje posloupnost {V,}, pro
kterou plati V.o V,,, a jejiZ éleny tvofi dplny systém okoli
bodu @ (mnoZiny M). Jestlize ¢leny posloupnosti {U,} tvofi tplny

systém okolf bodu a (mnoziny M), staéi polozit ¥V, = N U, (viz 4.2.5).
i=1

Definice 4.12.5. Pravime, %e v prostoru P plati proni axiom spoéet-
nosti, je-li x(x) =< X, pro kazdy bod x. Podle 4.12.1 je pak y(x) = 1 pro
kaZdy isolovany bod, x(xz) = ¥, pro kazdy jiny bod.

Protoze kazdy F-prostor mé aspoii jednu otevienou basi, ma nasle-
dujici definice podle 3.7.3 smysl.

Definice 4.12.6. Totdlni charakter F-prostoru P, znadka y*(P), je
nejmensi moZnd mohutnost oteviené base prostoru P.

4.12.17. Totalni charakter konedného F-prostoru P je
roven poétu jeho bodida. Totalni charakter nekoneéného
F-prostoru P je nekonedny.

Dikaz. I. V koneéném prostoru je podle 4.4.9 kazdd bodova mno-
Zina oteviend. Z toho plyne, Ze soustava bodovych mnoZin je otevienou
basi konecéného prostoru pravé tehdy, jestlize obsahuje viecky jedno-
bodové mnoziny.

II. Je-li charakter y*(P) koneény, je v P jen koneéné mnoho ote-
vienych a tedy i koneéné mnoho uzavienych mnozin. TudiZ prostor P
je konedny.

4.12.18. BudiZz ¢ vnofen do F-prostoru P. Pak je #4{Q) <
=< x{(P). Viz 4.6.10 a 4.6.15.

4.12.19. V F-prostoru P plati pro kazdy bod a: y(a) < x(P).
Viz 4.5.17.

4.12.20. Budiz B oteviena base F-prostoru P. Pak je v B
obsazZena oteviena base mohutnosti y¢(P).

Dikaz. I. Pro koneéné y*(P) viz dikaz véty 4.12.17.

II. Budiz x*(P) nekonedné a budiZ Il oteviend base mohutnosti
2'(P). Budiz € soustava viech takovych dvojic (4,, 4;) e X U, ke
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kterym existuje takovd B e B, Ze A, c Bc A,. Pak existuje takové
zobrazeni ¢ soustavy € do soustavy B, Ze

(4,, A;) e €= A4, c p(4,, 4;)c 4,.

Budiz B, = ¢X(€). Ze 3.7.1 a 3.7.8 plyne, Ze moh B, = x*(P). Protoze
B, C B, zbyva dokizat, Ze B, je oteviend base.

ITT. BudiZz U okoli bodu a ¢ P. Podle 4.4.13 a 4.5.17 mame ukazat,
e existuje takova dvojice (4,, 4,) € €, Ze a e p(4,, 4;) c U. Ze 4.4.13
a 4.5.17 plyne nejprve existence takové 4, ¢ ll, Zze a e A, c U, potom
existence takové B e®B, %e ae¢ Bc 4, a nakonec existence takové
A ell,Zzeaed,c B.Jest (4,,4,)ell X I, Be®, 4,c Bc 4,, tudiz
je (4, 4,) €€, atedyae A, cp(d,, 4,)c A,c U.

4.12.21. Kazdy F-prostor P obsahuje hustou mnozinu M,
jejiz mohutnost je = y4{(P). Budiz B oteviend base mohutnosti
24P). MiZeme predpoklidat, Ze § nendlezi do B. Existuje takové
zobrazeni ¢ soustavy B do P, e B e B = ¢(B) ¢ B. Je-li M = ¢'(B),
pak podle 3.7.1 je moh M < 4*(P) a mnoZina M je hustd podle 4.9.5.

4.12.22. V kazdém F-prostoru P je mohutnost P i mohut-
nost soustavy § v8ech uzavienych mnoZin a soustavy &
viech otevienych mnozin = exp y¥P). Budiz B oteviend base
mohutnosti ¥*(P) a budiz B mnoZina vSech soustav obsaZenych v B,
takZe moh B =< exp y'(P). Zfejmsé existuje prosté zobrazeni soustavy &
do B, takZe podle 3.7.1 je moh & =< exp y(P). Zfejmé vSak moh § =
= moh & a protoZe jednobodové mnoziny jsou uzaviené, je moh P <
= moh §.

Definice 4.12.7. Pravime, Ze v prostoru P plati druhy axiom spoCet-
nosti, je-li P F-prostor a je-li y*(P) = N,. Patfi sem vSecky konetné
prostory; jinak x*(P) = R, (viz 4.12.17).

4.12.23. BudiZ P prostor mohutnosti m. Pro kazdy bod a je
x(a) Zexpm, y(@) =m, o(a) =m. Je-li P F-prostor, jest y/(P) =
= expm. ’

Dikaz. I. Protoze exp m je mohutnost soustavy viech bodovych
mnozin, jsou nerovnosti y(a) < expm, y!(P) =< exp m ziejmé.
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II. Proz e P, x + a je U(x) = P — (z) okolim a podle 4.2.2 a 4.2.6.
Protoze (a) = N U(x) (x ¢ P, z + a), je p(a) = m a podle 4.12.1 je také
w(e) = m.

4.12.24. Necht M c P ma mohutnost m. Pak pro kazdy hro-
madny bod @ mnoZiny M je w(a) =< m. Podle 4.7.4 neni a isolova-
nym bodem vnofeného prostoru @ = M u (a), takZe podle 4.12.3 je
w(@) < w(a | Q). Aviak ze 4.12.23 (viz té% 2.2.10) plyne w(a | @) =m.

4.42.25. Budiz M c P, a e M. Je-li w(a) = 1 nebo w(a) > p(M),
je M okolim bodu a.

Dikaz. I. Je-li w(a) = 1, je M okolim a podle 4.2.4, 4.4.13 a 4.12.1.

II. Budiz w(a) > y(M). Podle 4.12.1 a 4.12.2 existuje takova sou-
stava Il okoli M, Ze moh W = (M) a e M = N U (U € l). Podle 4.2.8
se Ul sklada z okoli bodu a; protoZe moh Il < w(a), je M okolima.

4.13. CviCent k §4

Definice 4.13.1. Pojem obecného prostoru (P, u) vznikne z pojmu topologic-
kého prostoru tim, Ze axiom (I) nahradime slabsim axiomem

(Iob.) ud =0,
axiom (II) ponechéme beze zmény a p¥ipojime axiom
(IIob.) XcP=>XcuX,

ktery pro topologiclé prostory je diusledkem axiomu (I) a (II) (viz vétu 4.1.2).
Pojemn vnoieni (viz ¢ldnek 4.6) se pfenese beze zmény na obecné prostory;
doslova se pfenesou také definice 4.1.1, 4.2.1, 4.2.2, 4.3.1, 4.4.1, 4.4.2, 4.4.3,
4.4.4, 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3, 4.5.4, 4,5.5, 4.8.1, 4.9.1, 4.10.1, 4.11.1, 4.12.1, 4.12.4,
4.12.5, 4.12.6 a 4.12.7 (ne vSak definice 4.1.2, 4.7.1, 4.7.2, 4.7.3, 4.7.4, 4.12.2
a 4.12.3). Definice 4.1.2 se roz§tépi na dvs definice:

Definice 4.13.2. Derivace X’ bodové mnoZiny X je bodovéd mnoZina defino-
vand takto:
zeX<>zeX — (@).
Definice 4.13.3. Bod a ¢ P nazyvéme hromadngm bodem mnoZiny X C P,

jestliZe @ ¢ X — K pro kaZdou koned¢nou mnoZinu K c P. MnoZinu viech hro-
madnyech bodé mnoZiny X oznaéime X5,
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4.13.1. Véty 4.1.1, 4.1.4 a 4.1.8 plati také pro obecné prostory. Vétu 4.1.3 je
tfeba pozménit takto: V kaZdém obecném prostoru P platf pravidla:

(I'ob.) 0 = 0.

(Il'ob.) (X, u X,y = X; u X;.

(IIT'ob.) ze X' = z ¢ [X — (2)].
Ve vétd 4.1.5 je tfeba misto axiomu (I’) a (IT') vzit axiomy (I'ob.) aZ (IIT’ob.).

4.13.2. BudiZ P obecny prdstor. Palk plati:

XcP=>XhcX,
X, cX,cP = XbcX?;

X, cP, X,CcP=>(X,uX,)'=X}uZX}.
Je-li K C P koneéné mnoZina, jest K* = .

4.13.3. BudiZ (P, v) obecny prostor. Pro X C P budiz

' uX = X u X*.

Pak (P, u) je topologicky prostor. Pro X C P jest uX C vX. Je-li také (P, w)

takovy topologicky prostor, Ze X C P = wX C vX, pak jest: X C P = wX C
cuX.

4.13.4. Véty 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5, 4.2.8, 4.2.9, 4.2.10, 4.2.12 a 4.2.13 plati
také pro obecné prostory. Ve vété 4.2.1 je tfeba misto (I,) vzit: P, = P; (II))
zistane beze zmény a pfip ji se (III,) X c P = X, c X.

Definice 4.13.4. BudiZ P obecny prostor. Hvézda bodové mnofiny M C P,
znatka M, je mnoZina té&ch boda x ¢ P, pro které jez n M + 0; z je uzdvér
mnoziny (x). Hvézda bodu a ¢ P, znatka af, je hvézda mnofiny (a).

-4.13.5. BudiZ P obecny prostor. Pak jest:
PP=0; XcP=>XcCXt; zeP=>zex’.
Pro kazdou soustavu M + @ bodovych mnoZin jest:
UEX)=(UX) (XeM).

Plati-li (x) = z® pro kaZdy bod z, pak P je topologicky prostor a jest: X C P =
= X=X,

4.13.6. BudiZ P obecny prostor. Je-li U okoli bodu a (bodové mnoZiny M)
ajelizeP — a® (x e P — M?), pak také U — (z) je okoli bodu a (mnoZiny M).

4.13.7. BudiZ P obecny prostor. Prinik vS8ech okoli bodu a (bodové mnoZiny
M) je roven a® (je roven MS). ’

4.13.8. Budiz P obecny prostor. Aby a ¢ P byl hromadnym bodem mnoZiny
M c P, k tomu je nutné a stadi, aby kaZdé okoli bodu @ obsahovalo nekoneéné
mnoho bodi mnoZiny M.
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4.13.9. Véty 4.3.2, 4.3.4, 4.3.5 a 4.3.6 plati beze zmény i pro obecné prostory.
Totéz plati o vétdch 4.3.1 a 4.3.3, jestliZe v nich Skrtneme axiom (ITIV).

4.13.10. Véty 4.4.1 aZ 4.4.22, s vyjimkou vét 4.4.3 a 4.4.9, plat{ beze zmény
i pro obecné prostory. Vétu 4.4.3 je nutné Gplné vynechat; z véty 4.4.9 zistane
v platnosti pouze tvrzeni, Ze P je oteviend mnoZina.

Definice 4.13.5. BudiZ P obecny prostor. Mnofinu M C P nazveme F, -
mno¥inou, existuje-li takové soustava § + @ uzavienych mnoZin, e M = Y X
(X €F). MnoZinu M C P nazveme Gy-mnofinou, existuje-li takovd soustava
® * 0 otevienych mnofin, Ze M = N X X ¢ @). ,

4.13.11. BudiZ P obecny prostor. KaZzdd F -mnoZina je F,-mnoZinou. KaZdd
G,-mnoZina je G4-mnoZinou. Aby M C P byla G4-mnoZinou, k tomu je nutné
a stadf, aby P — M byla F,-mno¥inou. Je-li M + @ libovolnd soustava F,-mno-
%in (G3-mnoZin), pak sjednocen{ i pranik soustavy I jsou F,-mnoZiny (G3-mno-
Ziny).

4.13.12. Véty 4.5.1 a% 4.5.17, s vyjimkou vét 4.5.11, 4.5.12 a 4.5.16, plati
beze zmény i pro obecné prostory. Véta 4.5.12 bude platit pro obecné prostory,
jestliZze axiomu (IF) dédme slabsf tvar @ ¢ §. [Podobné axiom (I®), str. 70, dostane
pro obecné prostory slabsf tvar P ¢ @.] Véta 4.5.16 bude platit pro obecné pro-
story, jestlife axiomu (I®B) déme slabsi tvar: P = U X (X ¢ B).

* 4,13.13. Ze véta 4.5.11 v obecnych prostorech neplatf, ukazuje tento piiklad.
Budiz P mnoZina obsahujicf asponi dva prvky; polozme uf) = @aprof + X Cc P:
uX = P.Pak je P obecny F-prostor, ale derivace jednobodovych mnoZin nejsou
uzaviené.

Definice 4.13.6. K-prostor P je obecny prostor, ve kterém pro kazdy bod z
plati: z n 2% = (z).
4.13.14. Aby obecny prostor P byl K-prostorem, k tomu je nutné a staéf:
zeP, yeP, 2cy, Yyex=>z=19.

4.13.15. ‘Nutné a postadujici podminka, aby obecny prostor P byl K-prosto-
rem, zni: Je-liz ¢ P, y ¢ P, x + y, pak budto existuje takové okoli U bodu =z, %e
(y) n U = @, nebo existuje takové okoli ¥V bodu y, %e (x) n V = @.

4.13.16. V K-prostoru jsou uzdvéry dvou rﬁin}'fch bodi navzédjem rizné.
Existuje trojbodovy obecny prostor P, ve kterém kaZdé dva rtzné body majf
rizné uzaveéry, ackoli P neni K-prostor.

4.13.17. JestliZe v obecném prostoru P uzévér ka%dého bodu je uzaviend
mnoZina a mimo to kaZdé dva rizné body maji rizné uzévéry, pak P je K-pro-
stor. Zejména je obecny F-prostor K-prostorem, jestlize ka¥dé dve rtzné body
majf rizné uzévéry. -
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4.13.18. Ke kaZdému obecnému F-prostoru (P, u) existuje FK-prostor
(Py, v) a takové zobrazeni f prostoru P na P, Ze

XcP, X,=f(X)=> uX = f1(X,).

Z toho plyne, Ze.celd teorie obecnych F-prostora se redukuje na teorii FK-
prostori.

4.13.19. Je-li P K-prostor a je-li uzavér kaidé};o bodu Gd-mnoii.hou, pak P
je topologicky prostor.

4.13.20. Véty 4.6.1 aZ 4.6.18 plati beze zmény i pro obecné prostory. .
4.13.21. BudiZ @ vnofen do K-prostoru P. Pak také @ je K-prostor.

4.13.22. Budiz @ vnofen do obecného prostoru P; budiz M c Q. Je-li M3
hvézda mnozZiny M v prostoru P, pak @:n M? je hvézda mnoZiny M v prostoru Q.

Definice 4.13.7. Silné isolovany bod obecného prostoru P je takovy bod
a ¢ P, e mnoZina (a) je oteviend. Slabé isolovany bod obecného prostoru P je
takovy bod a ¢ P, Ze hvézda a® je okolim bodu a. Silné (slabs) isolovany bod
bodové mnozZiny @ C P je silné (slabé) isolovany bod vnofeného obecného pro-
storu @.

4.13.23. Véty A4.7.1, 4.7.2, 4.7.3 plati i pro obecné prostory, jestliZe slovo iso-
lovany nahradime vyrazem silné isolovany.

4.13.24. BudiZ P obecny prostor; budiZ @ C P, a € @. Aby a byl slabé isolo-
vany bod mnoZiny @, je nutné a stadi, aby existovalo takové okoli U bodu a
v prostoru @, 2e @ N U = @ n a’. BudiZ @, C @, C P. Je-li a ¢ @, slabé isolo-
vany bod mnoZiny @,, je a také slabé isolovany bod mnoZiny Q,.

~Definice 4.13.8. Obecny prostor P nazveme silné (slabé) isolovanym, jestlize
kaZdy jeho bod je silné (slabg) isolovany. Bodovou mnoZinu @ C P nazveme
gilnd (slabd) isolovanou, jestlife vnofeny obecny prostor @ je silné (slabé) isolo-
vany.

4.13.25. Aby obecny prostor P byl silné isolovany, je nutné a staéi, aby P byl
isolovany topologicky prostor. Existuji slabé isolované obecné prostory, které
nejeou silné isolované; napf. kaZdy koneény obecny prostor je slabé isolovany.

Definice 4.13.9. Obecny prostor P nazveme slabé husté rozlofenym (silné
husté rozlofenym), jestlife P + ) a 4dny bod neni silnd isolovany (slabé isolo-
vany). Bodovou mnoZinu @ C P nazveme slabé (silnd) husté rozloZenou, jestlize
vnofeny obecny prostor @ je slabé (silné) husté rozloZeny.

4.13.26. Véty 4.7.6, 4.7.7, 4.7.8 budou sprdvné pro obecné prostory, jestlize
vyraz hustd rozloZeny naehradime vyrazem slabé husté rozloZeny; véta 4.7.7 za-
stane sprdvnd, jestlife vyraz hust® rozloZeny nehradime vyrazem silnd husté
rozloZeny.
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4.13.27. Jestlife ve vitd 4.7.8 vyraz hustd rozloZeny nahradime vyrazem
silnd husté rozloZeny, dostaneme vdtu, kterd neni sprdvné pro obecné prostory.
To lze nahlédnouti takto. BudiZz (@, v) néjaky husté rozloZeny topologicky
F-prostor; budiz w symbol rizny od vech z ¢ @Q; budiZ P = Q v (w). BudiZ
uf) = @; pro@ = X ¢ P budiz uX = v(X n @) u (w). Pak je (P, u) FK-prostor,
mnoZina Q C P je silnd hustd rozloZend, ale mnoZina u¢) = P nikoliv.

4.13.28. Pro obecné F-prostory je véta 4.7.9 nesprévnd p¥i obou moZnych
interpretacich vyrazu hustd rozlofeny. MuZeme to nahlédnouti takto. BudiZ
(@, v) n&jaky husté rozlo¥eny topologicky F-prostor; budiZ w symbol rizny od
viech x € @; budi P = Q v (). Pro X ¢ @ budiZ uX = »X, u[X u (w)] = P.
Pak (P,u) je FK-prostor; mnoZina (w) C P neni slabé hustd rozloZend, ale
u(w) = P je silné hustd rozloZend.

Definice 4.13.10. Obecny prostor P nazveme silné Fidce rozloZeny (slabé
#tdce rozloZeny)), jestliZe 24dnd bodové mnoZina neni slabé husté rozloZens (silnd
hustd rozloZend). Bodovou mnoZinu @ C P nazveme silng (slabg) fidce rozloZenou;
jestliZe vnofeny prostor @ je silné (slabé) {dce rozloZeny.

4.13.29. JestliZe ve vétd 4.7.10 vyraz husté rozloZzeny nahradime vyrazem
slab8 husté rozloZeny a soudasné vyraz fidce rozloZeny nahradime vyrazem silné
fidce rozlofeny, dostaneme vétu sprdvnou pro obecné prostory. Jestlize viak ve
4.7.10 vyraz husté rozloZeny nahradime vyrazem silné husté rozloZeny a sou-
¢asné vyraz F{dce rozloZeny nahradime vyrazem slabé Fidce rozloZeny, dostane-
me vétu pro obecné prostory nesprdvnou, jak ukazuje pfiklad prostoru (P, u)
popsaného ve 4.13.27.

4.13.30. JestliZe ve vété 4.7.11 vyraz F{dce rozloZeny nahradime vyrazem
silné Fidce rozloZeny, dostaneme vétu pro obecné F-prostory nesprdvnou, jak
ukazuje piiklad P = (a) u (b), uf =@, P> X + @ = uX = P [mnoZiny (a),
(b) jsou silné Fidce rozloZené, mnoZina (a) u (b) nikoli]. Omezime-li se vSak na
FK-prostory, stane se véta sprdvnou.

4.13.31. Jestlize ve vétd 4.7.11 vyraz Fidce rozloZeny nahradime vyrazem
slabé fidce rozloZeny, dostaneme vétu, kterd pro obeené prostory je nespravnd
a zlstane nesprdvnou i tehdy, omezime-li se na FK-prostory. To ukazuje tento
priklad. BudiZ P = N. Pro nekoneénou X c P budi% uX = P. Pro konednou
X C P necht uX se sklddd z X a z téch éfsel y ¢ P, kterd jsou o sudé &islo mensi
ne% nékteré x ¢ P. Pak (P, u) je FK-prostor. Je-li A mnoZina sudych, B mno-
Zina lichych z ¢ P, jsou A, B slabé fidce rozlofend, A u B = P v3ak nikoli.

4.13.32. Véty 4.8.1 aZ 4.8.16 platf i pro obecné prostory.

4.13.33, Véty 4.9.1 aZ 4.9.12 plati i pro obecné prostory. Stejné je tomu
isvétou 4.9.13, jestliZe v ni slovo isolovany nahradime vyrazem silnd isolovany;
jestliZe viak ve 4.9.13 slovo isolovany nahradime vyrazem slab® isolovany, stane
se véta 4.9.13 nesprdvnou i pro FK-prostory.
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4.13.34, Véty 4.10.1 aZ 4.10.14 platf i pro obecné prostory.
4.13.35. Véty 4.11.1 aZ 4.11.8 plati i pro obecné prostory.

Definice 4.13.11. BudiZ P obecny prostor. Pseudocharakter mnoZiny M c P,
znacka y(M), je nejmensSi moZnéd mohutnost takové soustavy U okoli mnoZiny
M, kteréd mé vlastnost: M°® = N U (U ¢ U). Pseudocharakter p(a) bodu a ¢ P jo
pseudocharakter mnoZiny (a).

Definice 4.13.12. BudiZz P obecny prostor. Vnitfnt charakter mno¥finy
M c P, znatka (M), je nejmensi moZnd mohutnost takové soustavy 1l okolf
mnoZiny M, Ze prinik N U (U e 1) budto je roven M? nebo neni ockolim mnoZiny
M. Vnitini charakter w(e) bodu a ¢ P jo vnitini charakter mnoZiny (a).

4.13.36. JestliZe ve vétdch 4.12.1, 4.12.2, 4.12.3 slovo isolovany nahradime .
vyrazem silné isolovany a otevienost mnoZiny M vlastnosti ,,M? je okolim M
(relativni otevienost vlastnosti ,,Q n M? je relativnim okolim M*), dostaneme
véty platné i pro obecné prostory.

4.13.37. Véty 4.12.4 aZ 4.12.23, s vyjimkou vét 4.12.17 a 4.12.22, plat{ beze
zmény i pro obecné prostory.

4.13.38. Pro obecné F-prostory vdta 4.12.7 neplati. Pifklad: uff = @, P >
DX % @ = uX = P; totdlni charakter tohoto prostoru P je roven 1 nezdvisle
na moh P. AvSak 4.12.7 plati pro FK-prostory.

4.13.39. Ve 4.12.22 platf tvrzeni o § a & pro vSecky obecné F-prostory,
tvrzeni o P plati pro F K-prostory.

4.13.40. Véta 4.12.24 je nesprdvnd pro obecné prostory a zustane nesprév-
nou i pro FK-prostory. BudiZ @ = (Q, v) topologicky F-prostor, ve kterém bod a
mé nespodetny vnitini charakter; budiz P = Q u S, kde Q@ n S = ) a mnoZina
S je spodetnd. Pro X c P budi¥ uX =X v piipadd8 X nS =0, uX =
=X n@Q)u (X nS)u (a) vpiipadd X nS + @. Pak (P, u) je FK-prostor,
ve kterém bod a je hromadnym bodem spoéetné mnoZiny S, ale vnitfnf charakter
bodu a je v prostoru (P, u) ty% jako v (@, v), tedy nespodetny. JestliZe viak ve
vétd 4.12.24 pifedpoklad, %e a je hromednym bodem mnoZiny M, nahradime
predpokladem, Ze a neni slabé isolovanym bodem mnoZiny M u (a), dostaneme
vétu spravnou pro obecné prostory.

4.13.41. S upravenym tvrzenim, Ze M?® je okolim bodu a, stane se véta
4.12.25 sprdvnou i pro obecné prostory.

4.13.42. V kaZdém obecném prostoru P plati pro kaZdou M c P vzorec

P_P_P_M=P_M.

4.13.43. Existuje FK-prostor P s témito vlastnostmi: [1] existuje takova
oteviend base B prostoru P, Ze Zddnd B, C B, B, + B nenf otevienou basf
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prostoru P; [2] existuje bod a ¢ P, ktery nenf slabs isolovanym bodem. szé.vér a
je nutnd nekonedny. V uvaZovaném P nutné existuji slabé isolované body.

4.13.44. BudiZ P obecny prostor. BudiZ Il iplnd soustava okoli bodu a.
BudiZ U, c I, moh U, < x(a). Pak 1l — U, jest iplné soustava okoli bodu a.

4.13.45. Budiz P oBecny prostor. Budi¥ Il uplné soustava okolf bodu a. Budi%
1l = U, u U,. Pak budto Ul; nebo ll, je dplnéd soustava okoli bodu a.

4.13.46. BudiZ P obecny prostor. BudiZ 1l takovd soustava okoli bodu a, Ze

moh Ul > y{a) a %e kaZdé U, C U, pro kteroumoh ll, = y(a), je iplnou soustavou
okoli bodu a. Pak charakter g(a) je monoténni.
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