
Topologické prostory. S dodatky: J. Novák, Konstrukce
některých význačných topologických prostorů; M.

Katětov, Plně normální prostory

§4. Topologické prostory a F-prostory

In: Eduard Čech (author); Josef Novák (author); Miroslav Katětov (author):
Topologické prostory. S dodatky: J. Novák, Konstrukce některých význačných
topologických prostorů; M. Katětov, Plně normální prostory. (Czech). Praha:
Nakladatelství Československé akademie věd, 1959. pp. 57--101.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402595

Terms of use:
© Nakladatelství Československé akademie věd

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery
and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/402595
http://project.dml.cz


§4. T O P O L O G I C K É P R O S T O R Y A J - P R O S T O R Y 

4.1. UZÁVĚR A DERIVACE 

Budiž P libovolná množina a budiž soustava všech jejích částí. 
Pravíme, že P je topologický prostor, v dalším obyčejně prostě prostor, 

je-li dáno zobrazení u soustavy ^ do ^ splňující tyto dva axiomy: 
(I ) jestliže X c P obsahuje nejvýš jeden prvek, je uX = X; 

( I I ) X1 c P, I j C ? = > u(Xx U X2) = (uX,) U (uX2). 

Je-li obava z nedorozumění, mluvíme určitěji o prostoru (P, u). 

Zobrazení u nazýváme topologií prostoru P a pro X c P nazýváme 
množinu uX uzávěrem množiny X (při topologii u). Prvky prostoru 
nazýváme body a části prostoru nazýváme bodové množiny. 

Jsou-li dány dvě topologie u, v v téže množině P a je-li 
X c P => uX c vX , 

pravíme, že u je jemnější než v nebo že v je hrubší než u. Při tom ne-
vylučujeme případ u = v. 

Obyčejně je dána v P jediná topologie. Potom uzávěr bodové mno-
žiny X obyčejně značíme X. Vodorovného pruhu se užívá v této knize 
pouze v tomto smyslu. 

De f in i ce 4.1.1. Homeomorfní zobrazení f prostoru (P, u) na prostor 
(Pu ux) je prosté zobrazení P na P1 ; při kterém platí 

X c P => f^uX) = ux /!(X) . 
Topologické vlastnosti prostoru (tj. vlastnosti, které se dají převést-na 
pojem uzávěru) jsou ovšem invariantní při homeomorfních zobrazeních. 

4.1.1. V každém prostoru P p la t í prav id lo 

^ c l j C P ^ - I ^ I j , 

které plyne ze (II ) . 
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4.1.2. V každém prostoru P p lat í p rav id l o 

XcX. 

Důkaz. Zvolme a e X. Pak je (a) c X, takže podle 4.1.1 (a) c X, 

tedy podle (I) (a) c X neboli a e X. 

Def in i ce 4.1.2. Derivace bodové množiny X, značka X', je bodová 
množina definovaná takto: 

x e X' ox e X — (a;) . 

Body x € X' se nazývají hromadnými bod/y množiny X (ať už patří či 
nepatří do X). 

4.1.3. Y každém prostoru P p la t í p rav id la : 

(I ' ) obsahuje- l i X c P n e j v ý š jeden bod, je X' = 0; 
( I I ' ) X1 c P, X2 c P => (Xx u X2)' = Z i u X2. 

4.1.4. P ro každou bodovou množinu X je X = X u X'. 

Důkaz. I. Jest XcX podle 4.1.2, X' c X\ podle 4.1.1, tedy X D 
o (X u X'). 

I I . Je-li x e X — X, je X — (x) = X, tedy x e X'; tudíž X c 
c (X U X'). 

4.1.5. K a ž d é část i X množ iny P budiž př i řazena X' c P 
tak, že jsou splněny ax i omy (I ' ) a (II ' ) . Pak ex i s tu j e v P p r á v ě 
j edna t aková topo log ie , př i níž der ivace každé XcP je 
r ovna X'. 

Důkaz. Existuje-li taková topologie u, je uX = X u X' podle 
4.1.4. Z axiomů (I'), ( I I ' ) plynou okamžitě axiomy (I), ( II ) . Mu-
síme ještě dokázat, že x e X'ox e u[X — (x)]. To však je zřejmé, neboť 
podle (I ' ) a ( I I ' ) je X' = [X — (x)]' a podle definice u je x e u[X — 

— (x)] ox € [X — (x)]'. 

Věta 4.1.5 říká, že místo pojmu uzávěru jsme mohli za primitivní 
pojem vzít pojem derivace. 

4.1.6. P r o každou konečnou bodovou množinu M je M' = 0. 
Plyne ze 4.1.3. 
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4.1.7. P ro každou konečnou bodovou množinu M je M = M. 
•Odvodí se přímo z (I) a ( I I ) nebo také ze 4.1.4 a 4.1.6. 

4.1.8. V každém prostoru P p lat í : X1 c X2 c P => X'x c X2. 
Plyne z (II'). 

4.2. OKOLÍ 

Ve cvičeních 1.6.1 až 1.6.37 byla sestavena jednoduchá pravidla 
pro operování s množinami, kterých často užíváme u bodových množin. 
Důležitý je zejména pojem doplňku bodové množiny X, který označíme 
X*; je to prostě množina P — X. Je tedy (X*)* = X pro každou 
XcPa,X1cXicP=> X* c X*. Z každé soustavy bodových množin 
'SK vznikne doplňková soustava SK*, která se skládá z doplňků množin 
X e SK. Jestliže ve cvičení 1.6.8 zvolíme G = P, dostaneme tzv. de 
Morganova pravidla: 

u A*(z) = En A{z)}* , n A*(z) = [U A(z)]* . 
Od pojmu uzávěru dospějeme utvořením doplňku k pojmu vnitřku: 

Def in ice 4.2.1. Vnitřek bodové množiny X, značka Xt, je množina 
Xt = P - P^X . 

4.2.1. Y každém prostoru P p lat í prav id la : 

(I,) jest l iže P — X obsahuje ne j výš jeden bod, je XL = X; 

( II t ) c P, X2 c P => (Xx n X2)t = (XJ, n (X2)t. 
Poznámka. Podle 4.1.2 je vždy Xt c X. 

Je výhodné nahradit pojem vnitřku pojmem okolí, v podstatě 
s ním ekvivalentním. 

Def in ice 4.2.2. Bodová množina U se nazývá okolím bodu a (okolím 

bodové množiny M), jestliže aeUl (McUt), tj. aeP — P — U 

(M c P — P — U).' 

4.2.2. Prostor je okol ím každého bodu a každé bodové 
množiny. 

59 



4.2.3. Každé okol í bodu a (bodové množiny M) obsahuje 
bod a ( množinu M). Plyne z poznámky za větou 4.2.1. 

4.2.4. Každá nadmnožina okol í bodu a (množiny M) je 
okol ím bodu a (množiny M). Plyne ze 4.1.1. 

4.2.5. Průnik soustavy konečně mnoha okol í bodu a (mno-
ž iny M) je okol ím bodu a (množiny M). Plyne ze (IIJ. 

4.2.6. Je-l i U okol í bodu a (množiny M) a je- l i x #= a (x e P — 
— M), je také U — (x) okol ím bodu a (množiny M). Máme doká-
zat, že [U — (x)]t = Ut — (x). To plyne ze (II t ) a (It), neboť U — 
- { x ) = U n [ P - (x)]. 

4.2.7. Průnik všech okol í bodu a (množiny M) je t o to žný 
s {a) [s M}. Plyne ze 4.2.3 a 4.2.6. 

4.2.8. Aby U by la okol ím bodové množiny M, k tomu je 
nutné a stačí : 

x z M => U je okol ím bodu x. 

4.2.9. A b y bod a náležel do uzávěru bodové množ iny M, 
k tomu je nutné a stačí, aby každé okol í bodu a obsahovalo 
aspoň jeden bod množiny M. 

Důkaz. I. Budiž a e M. Jest 

UnM = 0^McP - U => M c P — U => ae P — U ; 

pro okolí U bodu a však je a e P — P — U. 

I I . Budiž aeP — M. Pak U = P — M je okolí bodu a a jest 
U n M = 0. 

4.2.10. A b y bod a náležel do der ivace bodové množiny M, 
k tomu je nutné a stačí, aby každé okol í bodu a obsahovalo 
aspoň jeden od a různý bod množiny M. Plyne ze 4.2.9 a z defi-
nice 4.1.2. 

4.2.11. Aby bod a náležel do der ivace bodové množ iny M, 
k tomu je nutné a stačí, aby každé okol í bodu a obsahovalo 
nekonečně mnoho bodů množiny M. Plyne ze 4.2.10 a 4.2.6. 



4.2.12. Buďtež u a v dvě topolog ie v množině P. Aby u by la 
jemnějš í než v, k tomu je nutné a stačí, aby pro každý xeP 
každé v-okol í bodu x by lo jeho « -oko l ím. 

Důkaz. I. Podmínka stačí podle 4.2.9. 

I I . Je-li « jemnější než v a je-li V v-okolí bodu x, je u(P — V) c 
c v(P — V), x e P - v(P — V), tedy x e P - u(P - V), tj. V je 
«-okolí bodu x. 

4.2.13. Budiž McP, NcP a budiž U okolí množiny N. 

Pak je 
N nM = N n M r\U . 

Důkaz. Podle 4.1.1 stačí prokázat nemožnost předpokladu a e (N n 
n M) - MnU. Jest Mc(M n U) u (P - V), tedy S c (M n U) u 
n P — TJ. Tudíž aeP — U, tj. U není okolím bodu a. To je spor 
proti 4.2.8, neboť a e N. 

4.3. ÚPLNÉ SOUSTAVY OKOLÍ 

Def in ice 4.3.1. Úplnou soustavou olcólí bodu a e P (množiny McP) 
rozumíme takovou soustavu <3 okolí bodu a (množiny M), že každé 
okolí bodu a (množiny M) je nadmnožinou aspoň jednoho v © obsa-
ženého okolí. Vždy existuje aspoň jedna úplná soustava okolí, totiž 
soustava všech okolí bodu a (množiny M). 

4.3.1. Úplná soustava U(a) okol í bodu a má t y t o vlastnosti : 
(IU) soustava U(a) není prázdná; 

(IIU) U e U(o) => a e V\ 
( I I IU) je- l i bod x různý od a, pak ex istuje taková U e U(a), 

že x e P — U; 

(IVU) Ux e U(a), U2 e U(a) => ex istuje U c U(o), UcU1nU2. 

Důkaz: 4.2.2, 4.2.3, 4.2.5, 4.2.6. 

4.3.2. Je-l i U(a) úplná soustava okol í bodu a, pak 

U e U(o) =• U n M * 0 
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je nutnou a pos taču j í c í podmínkou toho, aby bod a ná l e že l 
do uzávěru množ iny M. To plyne ze 4.2.9. 

4.3.3. Každému prvku a množ iny P budiž př i řazena sou-
s tava U(a) částí P tak, že jsou splněny ax i omy (IU) až (IVU) 
(viz 4.3.1), Pak ex i s tu j e v P p rávě jedna t aková t opo log i e u, 

při které pro každý bod a e P je U(a) úplnou soustavou okol í 
bodu a. 

Důkaz. I . Existuje-li taková topologie u, pak podle 4.3.2 je uzá-
věrem uX libovolné X c P množina těch x e P, pro něž 

U e U(s) => U n X * 0 . 

-II . Musíme zjistit platnost axiomů (I) a (II ) . Podle (IU) je u0 = 

= 0. Je-li x eP, je x e u (x) podle (IIU), avšak a e P — (x) => 

=> aeP — u(x) podle (IIIU). Tudíž platí (I). Je-li Xx c P , I , c P, pak 
u(Xx u X2) 3 uX1 u uX2 je zřejmé. Jestliže však a e P nenáleží ani 
do uX1 ani do uX2, pak podle definice topologie u existují takové 

e U(a), U2 e U(a), že Ux n Xx = 0 = U2 n X2. Podle (IVU) existuje 
U e U(a), U c n U2, takže U n u X2) = 0, tj. a nenáleží do 
u(Xt u X2). Tudíž platí ( I I ) . 

I I I . Pro a e P, TJ e U(a) je U %-okolím bodu a, neboť jinak by bylo 
a e u(P — U), tj. V e U(a) V n (P - U) * 0, což pro V = U je 
nesprávné. 

IV. Pro každý a e P je soustava okolí U(a) úplná. Neboť jinak by 
existovalo w-okolí W bodu a, pro něž by bylo 

U e U(a) => U n (P - W) 4= 0 

a z toho by plynulo a e u(P — W), což je ve sporu s tím, že W je 
«-okolím bodu a. 

Věta 4.3.3 poskytuje metodu zavedení topologie do množiny P, 
která má velkou praktickou důležitost. Při takovém zavedení topologie 
nazveme U(a) definující soustavou okolí bodu a e P. Je třeba mít na 
paměti, že dvě různé volby definujících soustav okolí mohou vytvořit 
touž topologii v P. » 

4.3.4. Do množ iny P budiž zavedena topo log i e u de f inu j í -
cími soustavami okol í U(a) (a e P) a t opo l og i e v d e f i nu j í c ím i 

62 



soustavami okol í 93(a) (aeP). K tomu, aby byla u jemnějš í 
než v, je nutné a stačí, aby pro každý bod a k l ibovo lné V e 93(«) 
existovala taková U e U(a), že U c V. 

Důkaz. I. Nechť podmínka je splněna. Je-li W v-okolí bodu a, pak 
podle definice 4.3.1 existuje V e 93 (a), V c W. Podle naší podmínky 
existuje U e U(a), U c V. Jest U c W a tedy podle 4.2.4 je W w-okolím 
bodu a. Tudíž u je jemnější než v podle 4.2.12. 

I I . Budiž u jemnější než v a budiž a e P, Ve ©(a). Podle 4.2.12 je 
V M-okolím bodu a, takže podle definice 4.3.1 existuje U e U(a), 
U c V. 

4.3.5. Do množiny P budiž zavedena topo log ie u de f inuj íc í -
mi soustavami okol í U(a) (a e P) a topo log ie v de f inu j í c ími 
soustavami okolí 33(a) (a e P). K tomu, aby u, v by l y totožné, 
je nutné a stačí, aby pro každý a e P: / 

[1] k l ibovo lné V e 98(a) ex is tova la U e U(a), U c V, 
[2] k l ibovo lné U e U(a) ex is tova la V e 93(a), V c U. 

4.3.6. Budiž U úplná soustava okolí bodu a (bodové mno-
žiny M). Budiž V okolí bodu a (množiny M). Nechť 

X e S O o X e U . , I c F . 

Pak také 93 je úplná soustava okol í bodu a (množiny M). 
Je-li W okolí bodu a (množiny M), je podle 4.2.5 také F n W okolím 
bodu a (množiny M). Protůže soustava U je úplná, existuje U e U, 
U c V n W. Pak je U e 93, U c W. Tudíž soustava 93 je úplná. 

4.4. UZAVŘENÉ A OTEVŘENÉ BODOVÉ MNOŽINY 

t 
Def in ice 4.4.1. Bodová množina M se nazývá uzavřená, je-li 

M = M. 

4.4.1. Je- l i M c M c P, je M uzavřená. Plyne ze 4.1.2. 

4.4.2. M c P je uzavřená právě tehdy, jest l iže M' c M. Plyne 
ze 4.1.4. 
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4.4.3. Každá konečná množina je uzavřená. Plyne ze 4.1.7. 

.,4.4.4. Celý prostor je uzavřená množina. Plyne ze 4.4.1. 

4.4.5. Budiž C + 0. P ro každé zeC budiž A(z) uzavřená 
bodová množina. Pak také f ) A(z) (z e C) je uzavřená množina. 
Plyne ze 4.1.1 a 4.4.1. 

4.4.6. Sjednocení konečně mnoha uzavřených bodových 
množin je uzavřená množina. Plyne z axiomu (II). 

4.4.7. Budiž McFcP. Je- l i F uzavřená, je McF. Plyne 
ze 4.1.1. 

De f in ice 4.4.2. Bodová množina M se nazývá otevřená, jestliže 
P — M je uzavřená. Jinak řečeno, soustava všech uzavřených množin 
a soustava všech otevřených množin jsou navzájem doplňkové sou-
stavy. 

4.4.8. 0 je otevřená množina. Viz 4.4.4. 

4.4.9. Celý prostor P je otevřená množina. Také P — K 
je otevřená pro každou konečnou množinu K c P . Viz 4.4.3. 

4.4.10. Budiž C + 0. Pro každé zeC budiž A(z) o tevřená 
bodová množina. Pak také U A(z) (z e C) je o tevřená množina. 
Viz 4.4.5. 

4.4.11. Průnik konečně mnoha otevřených bodových mno-
žin je otevřená množina. Viz 4.4.6. 

4.4.12. Bodová množina O je otevřená právě tehdy, je- l i 
s vým v lastním okolím. Že G je okolím množiny G, znamená, že 

GcP-P — GoP^GcP-G, 

tedy podle 4.4.1, že P — G je uzavřená. 

4.4.13. Otevřená množina G je právě tehdy okol ím bodu a 
(množiny M), jest l i že a e G (M c G). Plyne ze 4.2.3, 4.2.8 a 4.4.12. 

4.4.14. Budiž M c P, G c P; G budiž otevřená. Pak je 

G n M = G n (M^G). 

Plyne ze 4.2.13 a 4.4.12. 
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4.4.15. Budiž M c P , G c P , G budiž otevřená. Pak je 

G n M = G r<M = 0 . 

Def in ice 4.4.3. Bodová množina M se jmenuje F^-mnozina, je-li 
OD 

M = U Fn s uzavřenými Fn. 
n = l 

4.4.16. Každá uzavřená množina je ^ -množ ina . 

4.4.17. Sjednocení ne j výš spočetné soustavy JV-množin 
je -F^-množina. Viz 2.2.4. 

4.4.18. Průnik konečně mnoha P^-množin je Z^-množina. 
co a> 

Stačí uvažovat průnik dvou í^-množin M1 = U Fln, M2 = |J F2n, 
n-l n-1 

který je průnikem spočetné soustavy uzavřených množin Flm n F2n, 
kde (m, n) e N X N. 

De f in ice 4.4.4. Bodová množina M se nazývá Gs-množina, jestliže 
CD 

M = f"l Gn s otevřenými Gn. 
n = 1 

4.4.19. Bodová množina M je právě tehdy Gj-množinou, 
jest l iže j e j í doplněk P — M je ^ -množ inou . 

4.4.20. Každá o+evrená množina je GVmnožina. 

4.4.21. Průnik ne j výš spočetné soustavy čr,j-množin je 
(rj-množina. 

4.4.22. Sjednocení konečně mnoha GVmnožin je Gs-mno-
žina. 

4.5. P-PROSTORY 

Def in ice 4.5.1. Bod a prostoru P se nazývá slabým, F-bodem, jest-
liže 

X cP , aeZ^- díl/ 

Při tom X j e uzávěr uzávěru množiny X. 

o ť 
5 Topologické prostory 



4.5.1. Aby aeP by l s labým P-bodem, k tomu je nutné a 
stačí, aby vn i t řek každého okol í bodu a by l okol ím bodu a. 

Důkaz. Je-li U =_P — X, je podle definice 4.2.1 UL = P — X, 
a tedy (Ut)t = P — X. Definici slabého .F-bodu můžeme vyslovit ve 
tvaru: 

není-li a e X, pak není a e X 

neboli ve tvaru a e Ut => a e (U,)t a podle definice 4.2.2: je-li U okolím 
a, je také Z7, okolím a. 

Def in ice 4.5.2. Bod a prostoru P se nazývá silným F-bodem, jestliže 
soustava všech otevřených okolí bodu a je úplnou soustavou okolí 
bodu a. 

4.5.2. Si lný .F-bod je s labým .F-bodem. Budiž U okolí bodu 
a e P. Je-li a silným .F-bodem, existuje otevřené okolí G c U bodu a. 
Protože GcU,]eP-UcP - G, tedy P — U cP-G podle 4.4.7. 
Podle definice 4.2.1 je Ut = P — P—U, tedy Ut D G. Podle 4.2.4 je 
tedy UL okolím bodu a, takže a.je slabým -F-bodem podle 4.5.1. 

De f in ice 4.5.3. Prostor P se nazývá F-prostorem (a jeho topologie 
se nazývá F-topologií), je-li uzávěr každé bodové množiny množinou 
uzavřenou. 

4.5.3. V .F-prostoru P je uzávěr M bodové množiny M nej-
menší uzavřenou nadmnožinou M. Neboť předně je M uzavřenou 
nadmnožinou množiny M a za druhé podle 4.4.7 je M c F pro každou 
uzavřenou F d M. 

4.5.4. A b y prostor P by l .F-prostorem, k tomu je nutné a 
stačí, aby vn i t řek každé bodové množiny by l otevřenou 
množinou. Je-li totiž Y = P — X, je YL = P — X. X je uzavřená 
právě tehdy, jestliže F ( je otevřená. 

4.5.5. Aby prostor P by l .F-prostorem, k tomu je nutné a 
stačí, aby každý jeho bod by l s labým .F-bodem. Viz definice 
4.5.1 a 4.5.3. 

4.5.6. Aby prostor P by l .F-prostorem, k tomu je nutné 
a stačí, aby každý jeho bod by l s i lným .F-bodem. 
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Důkaz. I. Je-li každý bod silným P-bodem, je P P-prostorem podle 
4.5.2 a 4.5.5. 

I I . P budiž P-prostor. U budiž okolí bodu a e P. Jest 

a e P — P — U = G . 

Množina G je otevřená, je U D G a podle 4.4.13 je G okolím bodu a. 
Tedy a je silný P-bod. 

4.5.7. Budiž M c P. K a ž d ý bod x e M budiž s i lným P-bodem. 
Pak otevřená okol í množiny M t vo ř í úplnou soustavu okol í 
t é to množiny. Budiž U okolí M. Pro každý xeM existuje podle 
4.2.8 a podle definice 4.5.2 otevřené okolí G(x) c U bodu x. Položme 
G = U G{x) (x e M) pro M 4= 0, G = 0 pro M = 0. Pak je M c G 
podle 4.2.3, je G c U a podle 4.4.8 a 4.4.10 je G otevřená množina. G je 
okolím množiny M podle 4.4.13. 

4.5.8. P budiž P-prostor. Pak otevřená okol í l ibovo lné 
množiny McP t vo ř í úplnou soustavu okol í t é to množiny. 

4.5.9. Pro každý bod x prostoru P budiž U(a;) úplná sou-
stava okol í bodu x. Aby a e P by l s labým P-bodem, k tomu je 
nutné a stačí, aby ke každému U e U(a) ex i s tova lo takové 
V e U(a), že ke každému x e V ex is tu je W e U(z), W c U. 

Důkaz. I. Nechť podmínka je splněna. Budiž T libovolné okolí 
bodu a. Existuje U e U(a), U c T. Podle podmínky k tomuto U 
určíme V. Množina U je zřejmě okolím množiny V, takže V c Ut c Tt, 
a tedy Tt podle 4.2.4 je okolím bodu a. Tudíž a je slabý P-bod podle 
4.5.1. 

I I . Budiž a slabý P-bod. Je-li U e U(a), je UL = P - P — U okolím 
bodu a podle 4.5.1. Tudíž existuje V e U(a), V c Ut. Množina U je tedy 
okolím každého xeV; takže pro xeV existuje taková W e U(x), že 
WcU. 

4.5.10. Jest l iže v l ibovo lném prostoru P derivace M' ně-
jaké bodové množiny M je uzavřená, pak také uzávěr M 
množiny M je uzavřená množina. Podle 4.4.2 je M" c M'. Podle 
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4.1.3 a 4.1.4 je ( M ) ' = M' u M" = M' c M, a tudíž M je uzavřená 
podle 4.4.2. 

Obrácení věty 4.5.10 je nesprávné (viz příklad 6.4.1), Nicméně 
platí: 

4.5.11. Aby prostor P by l P-prostorem, k tomu je nutné 
a stačí, aby der ivace M' každé .flř c P byla uzavřená množina. 

Důkaz. I. Je-li podmínka splněna, pak P je P-prostor podle 4.5.10. 

I I . Budiž P P-prostor. Podle 4.4.2 máme dokázat, že M" c M'. 

Nechť naopak a e M" — M'. Protože aeP — M', existuje podle 4.2.10 
takové okolí U bodu a, že U n M c (a). Podle 4.5.1 a 4.5.5 je Ut 

okolím bodu a. Protože a e M", existuje tedy podle 4.2.10 bod b e M' n 
n Ut. Protože b e U„ je U okolím bodu b. Protože b e M', je množina 
U n M podle 4.2.11 nekonečná a to je spor. 

Budiž 5 soustava podmnožin dané množiny P. Jestliže v P existuje 
topologie, při které je § soustavou všech uzavřených množin,, pak 
podle 4.4.3, 4.4.4, 4.4.5 a 4.4.6 jsou splněny tyto axiomy: 

(1^) jest l iže množina X c P obsahuje ne j v ýš j edenprvek , 
jest I f 5; 

(US) 

( I I I^ ) průnik l ibovo lné soustavy množin obsažené v g 
náleží do 

( IVg) F ^ Z ^ F . U F ^ Š . 

Obráceně platí: 

4.5.12. Nechť soustava 5 podmnožin množiny P splňuje 
ax iomy (I§) až (IV$). Soustava 0 všech těch topo log i í v P, 
při k terých je % soustavou všech uzavřených množin, není 
prázdná. Soustava <P obsahuje právě jednu P- topo log i i ; 
ta to je nejhrubší topo log i í soustavy 0. 

Důkaz. I. Je-li u e 0, v e 0 a je-li u P-topologií, pak je u hrubší 
než v. Neboť pro X c P je uX o X a uX e tedy uX 3 vX podle 4.4.7. 
Jestliže nejen u, nýbrž i v je P-topologií, pak je také v hrubší než u 

a tudíž u = v. 
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II . Pro každou M c P existují podle (113) množiny X d M, X e 
průnik všech takových X označme uM, takže uM e 5 podle (111$). 

Zřejmě 

« je topologie v P, neboť axiom (I) plyne z ( I§ ) a ze (3), a axiom 
(II ) se snadno odvodí z definice uzávěru a ze (IVg). Podle (3) je § 
soustava všech množin uzavřených při « , tj. u e 0. Ze (2) plyne, že u 
je P-topologie. 

Def in ice 4.5.4. Ze 4.5.12 plyne, že ke každé topologiij; v množině P 
existuje právě jedna P-topologie u v téže množině s tou vlastností, že 
X c P je uzavřená při u právě tehdy, je-li uzavřená při v. Tuto 
P-topologii u nazveme F-modifikací topologie v. Podle 4.5.12 je studium 
P-modifikace topologie v ekvivalentní se studiem soustavy bodových 
množin uzavřených při v. 

4.5.13. Nechť u a v jsou dvě topo log ie v P. Je-l i u jemnějš í 
než v, pak každá bodová množina uzavřená při v je také 
při u uzavřená. Je-li M c P uzavřená při v, je M c uM c vM = M, 
tedy M = uM, tj. M je uzavřená při u. 

4.5.14. Nechť u & v jsou dvě P- topo log ie v P. Jest l iže každá 
- množina uzavřená při v je také uzavřená při u, pak u je 

jemnějš í než v. Pro M c P je vM uzavřená při u, takže uM c vM 
podle 4.4.7. 

4.5.15. P-modi f ikace u topo log ie v v množině P je ne j -
jemnějš í ze všech P- topo log i í hrubších než v. Podle 4.5.12 je u 
hrubší než v. Nechť také P-topologie w je hrubší než v. Každá bodová 
množin ti uzavřená při w je podle 4.5.13 uzavřená při v a tudíž podle 
definice u také uzavřená při u. Tedy u je jemnější než w podle 4.5.14. 

Podle 4.5.12 můžeme teorii -F-prostorů založit na primitivním pojmu 
uzavřené množiny podrobeném axiomům (1$) až (IV§). Pro obecné 
topologické prostory je to nemožné. Při budování teorie í1-prostorů 

( 1 ) 

(2) 
( 3 ) 

M c P M cuM, 
M c P => uM e % , 

M e $ouM = M . 
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můžeme vzít za východisko místo soustavy $ všech uzavřených množin 
také doplňkovou soustavu © všech otevřených množin, při čemž © 
splňuje tyto axiomy: 

( I©) jest l i že množina XcP obsahuje ne j v ýš jeden 
prvek, jest P - X e ©; 

(HO) 0e@; 
( I I I®) s jednocení l ibovo lné soustavy množin obsažené 

v © náleží do ©; 
( IV©) 6t e ©, Ot € © G1 n Gx e @. 

Je však prakticky výhodnější zavést místo soustavy © jisté její vý-
značné podsoustavy. 

De f in ice 4.5.5. Soustavu 29 podmnožin P-prostoru P nazveme 
otevřenou basí tohoto prostoru, jestliže: [1] každá B e 25 je otevřená; 
[2] každá neprázdná otevřená množina je sjednocením jisté soustavy 
obsažené v 25. V každém P-prostoru P existuje aspoň jedna otevřená 
base, totiž soustava všech otevřených bodových množin. 

4.5.16. Budiž 58 soustava částí množiny P. Aby v P existo-
vala P- topolog ie s otevřenou basí 25, musí 25 splňovat t y t o 
dva ax iomy: 

(125) ke každému x e P ex is tu je taková B e 25, že x e B; j e - l i 
x Í P, y e P, x 4= y, pak dokonce ex is tu je taková B e 25, 
že x e B, y e P — B; 

(1123) je- l i B1e'i8> Bte 25, a e (Bí n B2), pak ex is tu je t a k o v á . 

J5e25, že a e B, BcB1nB2. 

Jsou-l i splněny ax iomy (125) a (1125), je příslušná P-topolog ie 
jednoznačně určena. P-topologie je svou otevřenou basí 58 jedno-
značně určena, neboť soustava © se musí skládat z množiny 0 a ze 
všech sjednoceni soustav obsažených v 25. Avšak soustava 25 musí být 
taková, aby pro © platily axiomy (I@) až (IV©). Nyní ( I I©) a ( I I I©) 
jsou jistě splněny a snadno se ukáže, že 

(125)0(1©), (1125) o ( I V @ ) . 

4.5.17. Budiž 25 nějaká soustava o tevřených množin P-pro-
storu P. P ro každý x e P budiž 25(z) soustava těch B e 25, které 
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obsahují bod x. Aby 25 byla otevřenou basí prostoru P, 
k tomu je nutné a stačí, aby pro každý xeP byla 25(a;) úplná 
soustava okol í bodu x. 

Důkaz. I. Nechť 23 je otevřená base. Budiž U okolí bodu a. Podle 
4.2.3 a 4.5.6 existuje taková otevřená G c U, že a e G. Z definice 4.5.5 
plyne, že existuje taková B e 25, že B c G, a e B. Jest B c U a podle 
4.4.13 je B okolím bodu a. Tudíž 58 (a) je úplná soustava okolí bodu a. 

I I . Nechť pro každý x e P je 25 (x) úplná soustava okolí bodu x. 
Nechť G 4= 0 je otevřená. Podle 4.4.13 existuje pro každý x e G taková 
B(x) e 58(z), že B(x) c G. Pak je G = U B(x) (x e G). Tudíž 25 je ote-
vřená base. 

4.6. VNOŘENÉ PROSTORY 

Prostor (P, u) a množina Q c P buďtež pevně dány. Zavedeme do Q 
topologii v pravidlem 

XcQ=>vX = Qc\ (uX) . 

Správnost obou axiomů (I) a ( I I ) je zřejmá. Pravíme, že (Q, v) je 
prostor vnořený do prostoru (P, u). 

Množina X c Q má dva uzávěry: předně uzávěr uX v prostoru P, 
který obyčejně nazýváme prostě uzávěrem a značíme X, a uzávěr vX 
v prostoru Q, který nazveme relativním uzávěrem. Podobně výrazy 
derivace, okolí, uzavřená a otevřená množina vztahujeme vždy na 
celý prostor P a ve vnořeném prostoru mluvíme o relativní derivaci, 
relativních okolích, relativně uzavřených a relativně otevřených množinách. 
Podobně se vyjadřujeme o P^-množinách a o GVmnožinách. 

Je-li c Q2 C P, pak můžeme pokládat Qi za prostor vnořený do 
prostoru Q2, který sám je vnořen do prostoru P; můžeme však také Q± 

uvažovat přímo jako prostor vnořený do P. Z definice je patrné, že 
obojí nazírání vede na touž topologii prostoru 

4.6.1. Budiž Q vnořen do P. Re la t i vn í der ivace množiny 
M c Q je rovna Q n M'. ' 
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4.6.2. Budiž Q vnořen do P. Budiž a e Q (M c Q). Množina 
U c Q je právě tehdy re la t i vn ím okol ím bodu a (množiny M), 
j e - l i U průnik množiny Q s okol ím bodu a (množiny M). 

Důkaz. I. Budiž V okolí bodu a (množiny M). Pro x = a (x e M) je 
x e P — P — V. Podle 4.1.1 je Q — Q nV c P — V, takže x e Q — 

— Q — Q n V. Tudíž Q n V je relativní okolí bodu a (množiny M). 

I I . Budiž U relativní okolí bodu a (množiny M). Pro x = a (x e M) 

je X e Q - Q n Q — U = Q - Q — U. Položíme-li V = P — (Q — 
— U), ]eU = Qc\V,xeP — P — V. Tudíž V je okolí bodu a (mno-
žiny M). 

4.6.3. Budiž Q vnořen do P. Budiž a e Q (M c Q). Budiž U 
úplná soustava okol í bodu a (množiny M). Pak průniky Q se 
všemi množinami soustavy U t vo ř í úplnou soustavu rela-
t i vn ích okol í bodu a (množiny M). 

4.6.4. Budiž Q vnořen do P. ' Je-l i FcP uzavřená, pak 
Q n P je re la t i vně uzavřená. Plyne ze 4.4.1, neboť QnQuFc 
cQnF = Qr\F podle 4.1.1. 

4.6.5. Budiž Q vnořen do P. Je-l i GcP otevřená, pak 
Q n G je re la t ivně otevřená. Plyne ze 4.6.4. 

4.6.6. Budiž Q vnořen do P. Je-l i množina Q uzavřená v P, 
pak množina M c Q je právě tehdy re la t i vně uzavřená, jest-
l iže M je uzavřená v P. 

Důkaz. I. Je-li M uzavřená, je M = Q n M relativně uzavřená 
podle 4.6.4. (Uzavřenosti množiny Q zde ještě není třeba.) 

I I . Je-li M relativně uzavřená, je M = Q n M. Avšak M c Q po-
dle 4.4.7, takže M = M. 

4.6.7. Bud i ž Q vno ř en do P. Je- l i množ ina Q o t e v ř e n á 
v P, pák množina M c Q j e právě t ehd j r r e l a t i v n ě o t e v ř e -
ná, j e s t l i ž e M j e o tevřená v P. 

Důkaz . I. Je-li M otevřená, je M = Q n M relativně otevřená 
podle 4.6.5. (Otevřenosti množiny Q zde ještě není třeba.) 
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W. M c Q budiž relativně otevřená. Podle 4.4.12 je množina M re-
lativním okolím sebe samé, takže podle 4.6.2 existuje takové její 
okolí U, že M = Q n U. Podle 4.4.13 je také Q okolím množiny M. 
Podle 4.2.5 je tedy také U n Q = M okolím M, takže M je otevře-
ná podle 4.4.12. 

4.6.8. Budiž Q vnořen do P. Budiž Q = P n G, kde P je 
uzavřená a G je otevřená množina. Je-l i McQ re la t ivně 
uzavřená, pak M je průnikem Q s množinou uzavřenou v P. 
Je-l i McQ re la t ivně otevřená, pak M je průnikem Q s mno-
žinou otevřenou v P. Předpoklad Q = F n G nelze vynechat (viz 
větu 4.6.14); je splněn zejména tehdy, jestliže množina Q je buďto 
uzavřená nebo otevřená. Viz však 4.6.13. 

Důkaz. I. Nechť M je relativně uzavřená. Vedle prostorů Q a P 
uvažujme ještě prostor P (vnořený do P) . Stačí ukázat, že M je prů-
nikem Q s množinou, která v prostoru F je uzavřená. Neboť podle 
4.6.6 (kde místo Q vezmeme P ) je taková množina uzavřená i v prostoru 
P. V další části důkazu pro případ relativně uzavřené M můžeme tedy 
za, celý prostor brát P, za vnořený prostor Q; množina Q = F n G je 
v prostoru P otevřená podle 4.6.5 (kde místo Q vezmeme P). Jelikož 
M c Q je relativně uzavřená, je Q — M relativně otevřená. Podle 
4.6.7 (zase s P místo P ) je Q — M otevřená též v prostoru P, takže 
0 = F — (Q — M) je v prostoru P uzavřená; je však M = Q n 0. 

II . Nechť M je relativně otevřená. Pak Q — M je relativně uza-
vřená. Tudíž podle I je Q — M = Q n H, kde H je uzavřená, ale pak je 
M = Q n K, kde K = P — H je otevřená. 

4.6.9. Budiž Q vnořen do P. Je-l i McP P^-množinou, je 
Q n M re la t i vn í P^-množinou. Je-l i McP Cřs-množinou, je 
Q n M re la t i vn í GVmnožinou. Plyne ze 4.6.4 a 4.6.5. 

4.6.10. Budiž Q vnořen do P-prostoru P. Pak také Q je 
P-prostor. Je-li Q c M, pak uzávěr M je uzavřená množina. Podle 
4.6.4 je relativní uzávěr Q n M relativně uzavřená množina. 

4.6.11. Budiž Q vnořen do P. Je-l i aeQ s labým P-bodem 
prostoru P, je a také slabým P-bodem prostoru Q. Budiž 
XcQ,aeQr\QnX. Pak je a e X podle 4.1.1, tedy a e X, a e Q í l l . 
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4.6.12. Budiž Q vnořen do P. Je-l i aeQ s i lným P-bodem 
prostoru P, je a také s i lným .F-bodem prostoru Q. Plyne ze 
4.6.3 a 4.6.5. 

Poznámka. Věty 4.6.11 a 4.6.12 zřejmě nelze obrátit.- Jestliže 
fleP není slabým (silným) .F-bodem v prostoru P, pak a je slabým 
(silným) .F-bodem ve vnořeném prostoru Q = (a). 

4.6.13. Budiž Q vnořen do P-prostoru P. Je-l i M c Q rela-
t i vně uzavřená, pak M je průnikem Q s množinou uzavřenou 
v P. Je-l i MaQ re la t ivně otevřená, pak M je průnikem Q 
s množinou otevřenou v P. 

Důkaz. I. Je-li M relativně uzavřená, je M = Q n M, kde M je 
uzavřená. 

I I . Je-li M relativně otevřená, pak Q — M je relativně uzavřená. 
Podle I je Q — M = Qr\Fs uzavřenou P, takže M = Q n G, kde 
G = P — F je otevřená. 

4.6.14. Nechť prostor P není P-prostorem. Pak ex is tu je 
vnořený prostor Q a v něm bodová množina M, která je rela-
t i vně uzavřená, ale není průnikem Q s množinou uzavřenou 
v P. Bodová množina Q — M je re la t ivně otevřená, ale není 
průnikem Q s množinou otevřenou v P. 

Důkaz. I. Existuje taková M c P, že M 4= M c M. Budiž ae M — 
— M,Q = M u (a) 4= M. Jest M = Q n M, takže M je relativně uza-
vřená. Je-li však F uzavřená a M c F (což by nastalo pro M = Q n F), 
pak M c F (užijeme dvakrát 4.4.7), tedy ae F, takže M 4= Q n F. 

I I . (a) = Q — M je relativně otevřená. Kdyby bylo (a) = Q n G 

s otevřenou G, bylo by M = Q n F s uzavřenou F = P — G. 

4.6.15. Budiž Q vnořen do P-prostoru P. Je-l i 58 otevřená 
base prostoru P, pak soustava všech průniků Q n B (B e 58) je 
o tevřená base prostoru Q. Plyne ze 4.6.5 a 4.6.13. 

4.6.16. Budiž Q vnořen do P-prostoru P. Budiž M c Q. Aby 
M by la re la t i vn í P„.-množinou (re lat ivní Gj-množinou), 
k tomu je nutné a stačí, aby M byla průniksm Q s P^-mno-
žinou (ířf-množinou) prostoru P. Plyne ze 4.6.9 a 4.6.13. 
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4.6.17. Budiž u P-modif ikace topo log ie v prostoru P. Budiž 
•Q = F n G, kde množina F je v-uzavřená, množina G je v-ote-
vřená. Budiž u* (v*) ta topo log ie v Q, kterou dostaneme, 
nazíráme-l i na Q jako na prostor vnořený do (P, u) [do (P, v)]. 
Pak u* je P-modi f ikace topo log ie v*. Předpoklad Q == P n G 
nelze vynechat (viz příklad 6.4.1), 

Důkaz . Protože u je hrubší než v, je u* hrubší než v*. Je-li tedy u0 

P-modifikace topologie v*, je u0 jemnější než u* podle 4.5.15, neboť u* 
je P-topologie podle 4.6.10. Máme dokázat, že u* je jemnější než uQ 

neboli podle 4.5.14, že každá «„-uzavřená část Q je it*-uzavřená. 
Nechť R c Q je «0-uzavřená, tedy v*-uzavřená podle definice 4.5.4. 
Podle 4.6.8 existuje taková v-uzavřená P c P, že R = Q n P. Podle 
definice 4.5.4 je P li-uzavřená, takže R je ií*-uzavřená podle 4.6.4. 

4.6.18. Buďtež Qx a Q2 vnořeny do P. Budiž Qx u Q2 = P, 
•a e n Q2- P ro i = 1, 2 budiž Z7, re la t ivn í okol í bodu a v pro-
storu Q{. Pak je Ul U U2 okol í bodu a v prostoru P. 

Důkaz. Podle 4.6.2 existují taková okolí V1} V2 bodu a, že U{ = 

= Qi n Ví pro i = 1, 2. Jest 

Vx n V2 = 

= (V, n V2) n u Q2) C (V, n QJ u (F, n Q2) = U1uU2 -, 

protože Vt n V2 je okolím bodu a, je též U1 u U2 okolím bodu a. 

4.7. HUSTĚ A ŘÍDCE ROZLOŽENÉ MNOŽINY 

Def in ice 4.7.1. Isolovaný bod prostoru P je takový a e P, že mno-
žina (a) je otevřená. Isolovaný bod bodové množiny Q c P je isolovaný 
bod vnořeného prostoru Q. 

4.7.1. Budiž a e Q, Q c P. Aby a b y l i s o l o v a n ý b o d m n o ž i n y Q, 
k tomu je nutné a stačí, aby ex i s tova lo takové okol í U bodu a, 
že Q nU = (a). To plyne ze 4.4.12 a 4.6.2. 
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4.7.2. Budiž Q1cQ2cP. Je-l i a e i so lovaný bod mno-
žiny Q2, je a také i so lovaným bodem množiny To plyne ze 
4.7.1. 

4.7.3. Budiž P = Q1\jQ2, aeQlnQ2. Je-l i a i so lovaným 
bodem každé z obou množin Qv Q2, j e a i so lovaným bodem 
prostoru P. Podle předpokladu je (a) relativním okolím bodu a 
v každém z obou vnořených prostorů Qlt Q2, takže podle 4.6.18 (á) je 
okolím bodu a i v prostoru P. 

4.7.4. Budiž a e Q, Q c P. Aby a by l i so lovaný bod množiny 
Q, k tomu je nutné a stačí a e Q — Q'. Plyne ze 4.2.3, 4.2.10 a 4.7.1. 

Def in ice 4.7.2. Prostor P nazýváme isolovaným, často také dis-
krétním, je-li každý jeho bod isolovaný. Bodovou množinu Q c P na-
zýváme isolovanou, jestliže vnořený prostor Q je isolovaný. " 

4.7.5. Aby prostor P by l isolovaný, k tomu je nutné a stačí, 
aby by lo X = X pro každou bodovou množinu X. 

Důkaz. I. Je-li podmínka splněna, je pro každý xeP množina 
P — (x ) uzavřená, tedy (x) otevřená. 

I I . Je-li prostor P isolovaný, je P' = 0 podle 4.7.4, tedy X c P => 
=> X' = 0 podle 4.1.8, X = X podle 4.1.4. 

Def in ice 4.7.3. Prostor P nazýváme hustě rozloženým, je-li P =)= 0 
a néní-li žádný bod isolovaný. Bodová množina Q c P je hustě roz-
ložená, jestliže vnořený prostor Q je hustě rozložený. 

4.7.6. Aby bodová množina Q by la hustě rozložená, k tomu 
je nutné a stačí 0 4= Q c Q'; lze to psát také 0 + Q = Q'. První 
tvar plyne ze 4.7.4, druhý potom ze 4.1.4. 

4.7.7. Budiž C 4= 0. Pro každé z e C budiž A(z) hustě rozlo-
žená množina v prostoru P. Pak také množina S = U A(z) 
(z e C) je hustě rozložená. Pro každé zeC je A(z) c A'(z) podle 
4.7.6, tedy A{z) c S' podle 4.1.8. Tudíž je S c S' a zřejmě S 4= 0, takže 
věta plyne ze 4.7.6. 

4.7.8. Jest l iže bodová množina QcP je hustě rozložená,, 
je také Q hustě rozložená. Podle 4.7.6 je Q = Q'; podle 4.1.8 plyne 
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ze vztahu Q c Q, že Q' c (Q)' a tudíž Q c (Q)'. Zřejmě Q * 0, takže věta 
plyne ze 4.7.6. 

Obrácení věty 4.7.8 je nesprávné (viz příklad 6.4.4). Nicméně platí: 

4.7.9. Jest l iže v P-prostoru P množina Q není hustě roz-
ložená, nejií ani Q hustě rozložená. Kdyby Q byla hustě rozložená, 
bylo by 0 4 Q c (Q)' podle 4.7.6, tedy Q u Q' c Q' u Q" podle 4.1.3 
a 4.1.4. Podle 4.4.2 a 4.5.11 však je Q" c Q'. Tudižbybylo Q c Q' a ježto 
Q 4= 0, je také Q 4= 0 a Q je hustě rozložená podle 4.7.6. 

Def in ice 4.7.4. Prostor P je řídce rozložený, jestliže žádná bodová 
množina není hustě rozložená. Bodová množina Q c P je řídce roz-
ložená, jestliže vnořený prostor Q je řídce rozložený. 

4.7.10. V každém prostoru P ex is tuje právě jedna bodová 
množina K s těmi to v lastnostmi : 

[1] buďto je K = 0 nebo K je hustě rozložená; 
[2] množina P — K je ř ídce roz ložená; 
[3] množina K je uzavřená. 

Důkaz. I. Je-li P řídce rozložený, budiž K = 0. V opačném pří-
padě budiž K sjednocení všech hustě rozložených bodových množin. 
Podle 4.7.7 je K hustě rozložená nebo je K = 0. Z definice K plyne, že 
P — K je řídce rozložená. Podle 4.7.8 je K hustě rozložená nebo je 
K = 0. Tudíž K je uzavřená podle 4.4.1. Tedy K má vlastnosti [1], 

[ 2 ] , [ 3 ] -

II. Nechť také bodová množina H má vlastnosti [1], [2], [3]. Z vlast-
nosti [1] množiny H plyne podle definice K, že H c K. Kdyby bylo 
H + K, bylo by 0 + K — HcP — H, takže podle vlastnosti [2]. 
množiny H existuje isolovaný bod a množiny K — H. Podle 4.7.1 
existuje takové okolí U bodu a, že U n (K — H) = (a). Podle vlast-
nosti [3] množiny H soudíme ze 4.4.13, že P — í f je okolí bodu a. 
Podle 4.2.5 je také V = U n (P - H) okolím bodu a. Jest V n K = 
= (a), takže podle 4.7.1 je a isolovaný bod hustě rozložené K a to je 
spor. 

4.7.11. V P-prostoru sjednocení konečně mnoha řídce roz-
ložených množin je řídce rozložené. Předpoklad P-prostoru je 
nutný; viz příklad 6.4.5. 
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Důkaz. Stačí uvažovat dvě řídce rozložené množiny A, B. Není-li 
Au B řídce rozložená, existuje hustě rozložená S c A u B. Protože B 
je řídce rozložená, není S c B, takže je 0 + A n S c A. Protože A je 
řídce rozložená, existuje isolovaný bod a množiny A n S. Podle 
4.5.6 a 4.7.1 existuje takové otevřené okolí G bodu a, že A n G n S = 
= (a). Protože S je hustě rozložená, je G n S 4= (a) podle 4.7.1 a pro-
tože i n f f n S = (a), ScAuB, je (5n(?n<S) - (a) + 0. Pro-
tože B je řídce rozložená, existuje isolovaný bod b =|= a množiny 
B n G n S. Podle 4.7.1 existuje takové okolí U bodu b, že U n B ni 
n G n S = (b). Podle 4.4.13 je G okolí bodu b, takže podle 4.2.5 a 4.2.6 
také V = (U n G) — (a) je okolí bodu b. Protože A n G n S = (a), 
U nBoGnS = (b), a H= b, S c A u B, V = (U n G) - (a), je V m 
n S = (b). Podle 4.7.1 je tedy b isolovaný bod hustě rozložené mno-
žiny S a to je spor. 

4.8. HRANIČE BODOVÉ MNOŽINY 

Def in ice 4.8.1. Hranicí množiny M c P, značka Fr M, rozumíme 
množinu M n P — M. 

4.8.1. P ro M c P je Fr (P - M) = Fr M. 

4.8.2. A b y bod a náležel do hranice bodové množiny M, 
k tomu je nutné a stačí, aby každé okol í bodu a obsahovalo 
aspoň jeden bod množiny M a aspoň jeden bod j e j ího do-
plňku. Plyne ze 4.2.9. 

4.8.3. Pro M c P je M = M u (Fr M). Zřejmé je M D M U (Fr M), 

takže dokázat máme pouze M — M c Fr M. Avšak 

M — M = Mn(P-M)cMn P — M = ¥rM. 

4.8.4. P ro McP je Mt = M — (Fr M). Plyne ze 4.8.1, 4.8.3 
a z definice 4.2.1. 

4.8.5. A b y M c P by la uzavřená, k tomu je nutné a stačí 
MdFtM. Plyne ze 4.8.3. 
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4.8.6. Aby McP by la otevřená, k tomu je nutné a stačí 
M n (Fr M) = 0. Plyne ze 4.8.1 a 4.8.5. 

4.8.7. Pro otevřenou množinu G je Fr G = G — G. Neboť 
P — G = P — G 

4.8.8. V P-prostoru hranice každé bodové množiny M je 
uzavřená množina. Plyne ze 4.4.5. 

4.8.9. Jest l iže v prostoru P hranice každé bodové mno-
ž iny je uzavřená množina, pak P je P-prostor. Podle 4.8.3 jest 

M = M u WM = (M u Fr M) u Fr M = M u (Fr M) = M . 

4.8.10. V P-prostoru plat í Fr M c Fr M pro každou bodovou 
množinu M. Neboť F r I = I n P - M = MuP — McMu 

n P — M = Fr M. 

4.8.11. Jest l iže v prostoru P p lat í Fr M c Fr M pro každou 
bodovou množinu M, pak P je P-prostor. Podle definice hranice 
je Fr M c M. Je-li Fr M c Fr M, je tedy F r i c i , takže M je 
uzavřená podle 4.8.5. 

4.8.12. Hranice sjednocení konečné soustavy bodových 
množin je částí s jednocení hranic j edno t l i v ých množin 
soustavy. Stačí dokázat pro dvě množiny A, B. Jest P — A u B c 

c P — A podle 4.1.1 a podobně také P — Au B c P — B. Protože 
AuB = Au B, jest 

Fr (AuB) = (Au B) r\P — (Au B) c (A n P — A) u 
U (B n P — B) = Fr A u Fr B . 

4.8.13. Hranice průniku konečné soustavy bodových mno-
žin je částí s jednocení hranic j edno t l i v ých množin soustavy. 
Plyne ze 4.8.1 a 4.8.12. 

4.8.14. Pro 4 c P , 5 c ? j e F r ( i - 5 ) c F r i u F r B. Plyne ze 
4.8.1 a 4.8.13. 

4.8.15. V P - p r o s t o r u P p r o A c P, B c P je Fr (A — B) c Fr A u 
U Fr B. Plyne ze 4.8.10 a 4.8.14. Předpoklad P-prostoru je nutný podle 
4.8.11, neboť podle předpokladu je Fr (P — B) c Fr P u Fr B a podle 
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definice 4.8.1 je Fr P = 0, takže podle 4.8.1 je Fr B c Fr Ě pro každou 
bodovou množinu B. 

4.8.16. Budiž Q vnořen do P. P ro M c P je re la t i vn í hranice 
bodové množiny Q n M c Q částí hranice bodové množiny M. 

4.9. HUSTÉ BODOVÉ MNOŽINY 

Def in ice 4.9.1. Pravíme, že bodová množina M je hustá (v prostoru 
P), jestliže M = P. Pravíme, že bodová množina M je hustá v bodové 
množině Q, jestliže M c Q a jestliže M je hustá ve vnořeném prostoru 
Q, neboli jestliže M c Q c M. 

4.9.1. Je- l i M1 c M2 c M3 c Jf4 c P a je- l i M1 hustá v Jf4, je 
M 2 hustá v M3. Plyne ze 4.1.1. 

4.9.2. Je- l i M c P hustá a uzavřená, je M = P. 

4.9.3. Aby bodová množina ilf by la hustá, k tomu je nutné 
a stačí, aby každé okol í každého bodu prostoru obsahovalo 
aspoň jeden bod množiny M. Plyne ze 4.2.9. 

4.9.4. Aby bodová množina M by la hustá v bodové mno-
žině Q, k tomu je nutné a stačí, aby by lo M c Q a aby každé 
okol í každého bodu x e Q obsahovalo aspoň jeden bod mno-
ž iny M. Plyne ze 4.6.2 a 4.9.3. 

4.9.5. Budiž P P-prostor. A b y bodová množina M by la 
hustá, k t omu j enu tnéas t a č í , abykaždá neprázdná otevřená 
množina obsahovala aspoň jeden bod množiny M. Plyne ze 
4.4.13, 4.5.8 a 4.9.3. Předpoklad P-prostoru nelze vynechat (příklad 
6.4.1). 

4.9.6. Budiž P P-prostor. Je-l i 4 c P hustá a je- l i GcP 
hustá a otevřená, je také A r\G hustá. Předpoklad P-prostoru 
nelze vynechat (příklad 6.4.1). 

Důkaz. Je-li P + 0 otevřená, je r n G otevřená podle 4.4.11. Ze 
4.9.5 soudíme nejprve 
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G hustá => r n G * 0 
a potom 

A hustá => A n (P n G) 4 0 . 

Je tedy P n (-4 n ť?) 4 0 pro každou otevřenou 7 1 4 0 a ^ 4 n ( ? j e 
hustá podle 4.9.5. 

4.9.7. Budiž P P-prostor. Průnik konečně mnoha otevře-
ných hustých množin je hustá množina. Plyne ze 4.9.6 podle 
4.4.11. Předpoklad P-prostoru je nutný (příklad 6.4.1). 

4.9.8. Burdiž P P-prostor. Je-l i Q hustá a je- l i A hustá v Q, 
je A hustá. Předpoklad P-prostoru je nutný (příklad 6.4.1). 

Důkaz. Jest Q = P, A o Q; tedy A d Q, A = P. 

4.9.9. Budiž C 4= 0. Pro každé zeC budiž A(z) c P hustá 
v B(z) c P. Budiž A = U A(z) (z e C), B = U B(z) [z e C). Pak je A 
hustá v B. Jest A (z) c B(z), tedy A c B. Mimo to A (z) d B(z), takže 
A d B(z) podle 4.1.1, a tudíž A d B. 

4.9.10. Budiž McP, G c P, G otevřená. Je- l i G e l , pak 
M n G je hustá v G. Plyne ze 4.4.14. 

4.9.11.' Je-l i McP hustá, je M n G hustá v G pro každou 
otevřenou G. 

4.9.12. Je-l i McP hustá v QcP a je- l i G otevřená, pak 
M n G je hustá v Q n G. Užijeme 4.9.11 na vnořený prostor Q majíce 
na paměti, že podle 4.6.5 je Q n G relativně otevřená. 

4.9.13. Hustá bodová množina obsahuje každý iso lovaný 
bod prostoru. Plyne ze 4.7.1 a 4.9.3. 

4.10. ŘÍDKÉ BODOVÉ MNOŽINY 

Def in ice 4.10.1. Pravíme, že bodová množina M je řídká (v pro-
storu P), jestliže P — M je hustá. Pravíme, že bodová množina M je 
řídká v bodové množině Q, jestliže M c Q a jestliže M je řídká ve vno-
řeném prostoru Q. 
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4.10.1 A b y bodová množina McP by la ř ídká v bodové 
množině Q c P, k tomu je nutné a stačí 

M cQcQ-M . 

4.10.2. Je-l i AcBcQcP a je- l i B ř ídká v Q, je také A 
ř ídká v Q. 

4.10.3. Je- l i uzávěr bodové množiny M ř ídký, je také M 
řídká. 

4.10.4. Budiž P P-prostor. A b y bodová množina M by la 
řídká, k tomu je nutné a stačí, aby j e j í uzávěr by l ř ídký. 
Předpoklad P-prostoru nelze vynechat (příklad 6.4.6), 

4.10.5. Uzavřená bodová množina P c P je právě t ehdy 
řídká, jest l i že otevřená množina P — F je hustá. 

4.10.6. A b y bodová množina McP by la řídká, k tomu je 
nutné a stačí M c Fr M. 

Důkaz. JestP — M = PoP — Md M, neboť P — M d P — M. 

Dále jest P — Md M oFt M D M, neboť FrM = Mr\P—H, 
Hd~M. 

4.10.7. A b y uzavřená bodová množina McP by la řídká, 
k tomu je nutné a stačí M = Fr M. Podle 4.8.5 a 4.10.6. 

4.10.8. Budiž P P-prostor . Bodová množina M je řídká 
právě tehdy, jest l i že j e j í uzávěr neobsahuje žádnou ne-
prázdnou otevřenou množinu. Plyne ze 4.9.5. Předpoklad 
P-prostoru nelze vynechat (příklad 6.4.1). 

4.10.9. Budiž P P-prostor. Bodová množina M je ř ídká 
právě tehdy, jest l i že ke každé neprázdné otevřené G exis-
tu je taková otevřená P, že 

p * 0 , rcG, Mnr=0. 

Předpoklad P-prostoru nelze vynechat (příklad 6.4.1), 

Důkaz. I. Nechť podmínka je splněna. Nechť G + 0 je otevřená. 
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J e - l i P c G o t e v ř e n á a j e - l i M n P = 0 , j e M n P = 0 p o d l e 4.4.15. 
T u d í ž n e m ů ž e b ý t G c Jí. T e d y Jí j e ř í d k á p o d l e 4.10.8. 

I I . M b u d i ž ř í d k á , G * 0 o t e v ř e n á . P a k r = G n ( P — M ) j e 

o t e v ř e n á p o d l e 4.4.11, j e s t P c ( ? , J í n P = 0 a p o d l e 4.10.8 j e r 4= 0 . 

4.10.10. B u d i ž P P - p r o s t o r . J e - l i M c Q c R c P a j e - l i J í 

ř í d k á v Q , j e J í ř í d k á t a k é v R. P ř e d p o k l a d P - p r o s t o r u n e l z e v y -

n e c h a t ( p ř í k l a d 6.4.1). 

D ů k a z . P o d l e 4.6.10 s t a č í d o k a z o v a t z a p ř e d p o k l a d u R = P . J e s t -

l i ž e M cQ n e n í ř í d k á v P , p a k p o d l e 4.10.8 e x i s t u j e n e p r á z d n á o t e v ř e -

n á G c M. K d y b y b y l o G n Q = 0 , b y l o b y t é ž ( v i z 4.4.15) 

c o ž j e n e m o ž n é . T u d í ž r e l a t i v n í u z á v ě r J í n Q m n o ž i n y M o b s a h u j e 

n e p r á z d n o u r e l a t i v n ě o t e v ř e n o u G n Q, t a k ž e p o d l e 4.10.8 ( v i z t é ž 

4.6.10) M n e n í ř í d k á v Q. 

4.10.11. B u d i ž P P - p r o s t o r . S j e d n o c e n í k o n e č n é s o u s t a v y 

ř í d k ý c h b o d o v ý c h m n o ž i n j e ř í d k á m n o ž i n a . P ř e d p o k l a d 

P - p r o s t o r u n e l z e v y n e c h a t ( p ř í k l a d 6.4.1). 

D ů k a z s t a č í p r o v é s t p r o d v ě ř í d k é m n o ž i n y A, B. M n o ž i n y P — A , 

P — B j s o u o t e v ř e n é a h u s t é , t a k ž e p o d l e 4 . 9 . 7 t a k é P — 4 u 5 = 

= P — ( A u B ) = ( P — A ) n ( P — B ) j e h u s t á a t e d y A u B je 

ř í d k á . 

4.10.12. J e - l i McP ř í d k á , p a k p r o k a ž d o u o t e v ř e n o u G j e 

M n G ř í d k á v G. M n o ž i n a P — Jí j e h u s t á ; p o d l e 4.9.12 j e (P — M) n 
n G = G - (G n M) h u s t á v G. P o d l e 4.4.14 j e G - (G n M) = 
= G — G n M n G . T e d y J í n G j e ř í d k á v G. 

4.10.13. B u d i ž P P - p r o s t o r . N e c h ť k e k a ž d é m u b o d u a m n o -

ž i n y M c P e x i s t u j e t a k o v é o k o l í U b o d u a, ž e m n o ž i n a 

U n J í j e ř í d k á . P a k m n o ž i n a J í j e ř í d k á . P ř e d p o k l a d P - p r o s t o r u 

n e l z e v y n e c h a t ( p ř í k l a d 6.4.1), 

D ů k a z . J e s t l i ž e M n e n í ř í d k á , p a k p o d l e 4.10.8 e x i s t u j e t a k o v á 

o t e v ř e n á G =# 0 

z e G c M. P o d l e 4.4.15 e x i s t u j e b o d ci € G n Jí. P r o -

t o ž e a e M , e x i s t u j e t a k o v é o k o l í U b o d u a , ž e m n o ž i n a U n J í j e 
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ř í d k á . P o d l e 4.2.5, 4.4.13 a 4.5.6 e x i s t u j e t a k o v é o t e v ř e n é o k o l í H 
b o d u a, ž e H c G n U. P o d l e 4.2.3 j e a e H. P o d l e -4.4.14 j e H n 

n Hn M = H nM o H nG = H, t j . H c H n M c U n M. T o j e 

s p o r p r o t i 4.10.8, n e b o ť H 4= 0 j e o t e v ř e n á a U n M j e ř í d k á . 

4.10.14. B u d i ž P j f - p r o s t o r . B o d o v á m n o ž i n a M b u d i ž 

b u ď t o u z a v ř e n á n e b o o t e v ř e n á . P a k j e F r M ř í d k á m n o ž i n a . 

P ř e d p o k l a d P - p r o s t o r u n e l z e v y n e c h a t ( p ř í k l a d 6.4.1). 

D ů k a z . P o d l e 4 . 8 . 1 m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e M j e u z a v ř e n á . 

J e s t l i ž e F r M n e n í ř í d k á , p a k p o d l e 4.8.8 a 4.10.8 e x i s t u j e t a k o v á 

o t e v ř e n á G =# 0 , ž e G c F r M. Z v o l m e a e G, t a k ž e p o d l e 4.4.13 j e G 
o k o l í m b o d u a. P r o t o ž e a e F r M , j e G — M 4= 0 p o d l e 4 . 8 . 2 a t o j e 

s p o r , n e b o ť p o d l e 4 . 8 . 5 j e G c M . 

4.11. BODOVÉ MNOŽINY PRVTSTÍ KATEGORIE 

D e f i n i c e 4.11.1. O b o d o v é m n o ž i n ě M p r a v í m e , ž e j e první kategorie 
00 

( v p r o s t o r u P ) , j e - l i M = \J A„, k d e A n j s o u ř í d k é b o d o v é m n o ž i n y . 
n = 1 

P r a v í m e , ž e b o d o v á m n o ž i n a M j e p r v n í k a t e g o r i e v b o d o v é m n o ž i n ě 

Q, j e s t l i ž e M c Q a M j e p r v n í k a t e g o r i e v e v n o ř e n é m p r o s t o r u Q. 

4.11.1. J e - l i AcBcQcPa, j e - l i B p r v n í k a t e g o r i e v m n o -

ž i n ě Q, j e t a k é A p r v n í k a t e g o r i e v m n o ž i n ě Q. P l y n e z e 4.10.2. 

4.11.2. S j e d n o c e n í n e j v ý š s p o č e t n é s o u s t a v y b o d o v ý c h 

m n o ž i n p r v n í k a t e g o r i e j e m n o ž i n a p r v n í k a t e g o r i e . V i z 

2.2.4. 

4.11.3. B u d i ž P P - p r o s t o r . K e k a ž d é b o d o v é m n o ž i n ě p r v n í 

k a t e g o r i e e x i s t u j e n a d m n o ž i n a p r v n í k a t e g o r i e , k t e r á j e 

P ^ - m n o ž i n o u . P ř e d p o k l a d í " - p r o s t o r u n e l z e v y n e c h a t ( p ř í k l a d 

6.4.7). 
CO CO 

D ů k a z . J e - l i M = \J A n s ř í d k ý m i A„, p a k P ^ - m n o ž i n a U A „ j e 
n-1 * n=1 

p r v n í k a t e g o r i e p o d l e 4.10.4. 
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4.11.4. Budiž P P-prostor . Je- l i A c Q c R c P a je - l i L̂ p rvn í 
kategor ie v Q, je A také prvn í kategor ie v R. Plyne ze 4.10.10. 
Předpoklad P-přostoru nelze vynechat (příklad 6.4.8)., 

4.11.5. Je- l i McP p rvn í kategor ie , pak pro každou ote-
vřenou G je M n G p r vn í kategor ie v G. Plyne ze 4.10.12. 

4.11.6. Nechť M je P^-množina. Je- l i P — M hustá, je M 
00 

první kategor ie . Budiž M = U P „ s uzavřenými Fn. Jest P — P n d 
n-1 

D P — M, tedy P — P n je hustá podle 4.9.1 a P „ je řídká podle 4.10.5. 

4.11.7. Budiž P P-prostor. K e každému bodu a b odov é 
m n o ž i n y i l f n e c h ť e x i s t u j e t a k o v é o k o l í t / b o d u a , že množina 
U r\ M je p rvn í kategor ie . Pak M je prvn í kategor ie . Před-
poklad P-prostoru nelze vynechat (příklad 6.4.9). 

Důkaz. I. Podle 3.6.1 můžeme předpokládat, že M je dobře uspo-
řádána. 

I I . Podle 4.4.13, 4.5.6 a 4.11.1 existuje ke každému xeM taková 
otevřená G(x), že x e G(x) a že G(x) n M je první kategorie. Jest 

M c U G(x) (x e M) . 

I I I . Pro každý bod x e M budiž S(x) množina těch z e G(x) n M, 
pro které platí: 

y e M, y před x => z e M — G(y) . 

Zřejmě je předně S(x) c G(x) n M a za druhé 

xem, y e m, y před x => G(y) n S{x) = 0 . 

Protože M je dobře uspořádaná, je zřejmě M = (J S(x) (x e M). 

IV. Protože S(x) c G(x) n M, plyne ze 4.11.1, že S(x) je první kate-
00 

gorie. 'Můžeme tedy položit (pro každý x e M) S(x) = U Tn(x), kde 

množiny Tn(x) jsou řídké. Pro n e N položme Hn = \J T„(x) (x e M), 
00 

takže M = \J Hn a je pouze ještě třeba ukázat, že každá množina Hn je 
n —1 

řídká. 
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V. Nechť A + 0 je otevřená. Podle 4.10.9 máme dokázat existenci 
takové otevřené P * 0, že T c A, Hn n P = 0. Protože H„ c M c 
c (Ji G(x), je to zřejmé tehdy, jestliže A n U G(x) = 0. Nechť tedy 
A n U G{x) 4= 0. Protože M je dobře uspořádaná, existuje takový 
a e M, že A n G(a) * 0 a že 

x e M, x před a => A n = 0 . 
Protože 

x e M, a před x => G(a) n S(x) = 0 

a protože Hn = \JxTn(x), Tn(x) c S(x) c ö(®), je 

(1) A n Hn n G(a) = n rB ( o ) n G(o) c Tn{a). 

Avšak Tn(a) je řídká a podle 4.4.11 neprázdná množina A n G[a) je 
otevřená, takže ze 4.10.9 plyne existence takové otevřené r -i= 0, že 
r c A n G(a), Tn(á) n r = 0. Podle (1) je tedy H

n
 n -T = 0. 

4.12. CHARAKTERY 

Budiž a e P (M c P) . Existuje vždy aspoň jedna úplná soustava 
okolí bodu a (množiny M), totiž soustava všech okolí bodu a (množiny 
M). Z toho a ze 4.2.7 plyne podle 3.7.3, že následující tři definice mají 
smysl. 

De f in i ce 4.12.1. Charakter bodové množiny M, značka %{M), je 
nej menší možná mohutnost úplné soustavy okolí množiny M. Cha-

rakter %{a) bodu a je charakter množiny (a). 

Def in i ce 4.12.2. Pseudocharakter bodové množiny M, značka rp(M), 

je nejmenší možná mohutnost takové soustavy U okolí množiny M, že 
M = (~| U (U e U). Pseudocharakter y>(a) bodu a je pseudocharakter 
množiny (a). 

Def in i ce 4.12.3. Vnitřní charakter bodové množiny M, značka co(M), 

je nejmenší mohutnost takové soustavy U okolí množiny M, pro 
kterou průnik f l U- (U e U) buďto je roven M nebo není okolím mno-
žiny M. Vnitřní charakter co(a) bodu a je vnitřní charakter množiny (a). 

Je-li Q vnořen do P a je-li a e Q (M c Q), označíme %{a \ Q), y>(a | Q), 
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w(a | Q) resp. %{M | Q), ip(M \ Q), m(M \ Q) relativní charakter, relativní 

pseudocharakter a relativní vnitřní charakter, tj. mohutnosti definované 
analogicky v prostoru Q. 

4.12.1. Budiž aeP (M c P). Je-l i a i so lovaný bod ( je- l i M 

otevřená), jest 
a,(a) = w(a) = X(a) = 1 {o>{M) = W(M) = X(M) = 1] . 

Není- l i a i so lovaný bod (není- l i M otevřená), jest 

N0 ^ a>(a) y>(a) %{a) [*0 ^ o,(M) ^ y{M) < X(M)} . 

Důkaz. I. Bod a je isolovaný právě tehdy, jestliže množina (a) je 
otevřená. Stačí tudíž uvažovat případ, kdy je dána množina M. 

I I . m(M) %p{M) je triviální; y>(M) SÍ %(M) plyne ze 4.2.7 a z defi-
nice 4.3.1. Zřejmé je oj(M) 1. Stačí tudíž dokázat předně, že %{M) = 

= 1 při otevřené M, a za druhé, že při konečném co(M) musí M být 
otevřená. 

I I I . Je-li M otevřená, pak podle 4.2.3 a 4.4.12 M sama tvoří úplnou 
soustavu okolí M, takže %{M) = 1. 

IV. Je-li a>(M) konečná mohutnost, existuje taková konečná sou-
71 

stava okolí U{ (1 ^ i ^ n), že množina V = f") ^i je buďto rovna M 
i-1 

nebo není okolím M. Avšak podle 4.2.5 V je okolím M. Tudíž V = M 
a podle 4.4.12 množina M je otevřená. 

4.12.2. Budiž a e P (M c P). Není - l i a i so lovaný bod (není- l i 
M otevřená množina), pak co(a) [co(M)] je nejmenší možná 
mohutnost takové soustavy U okol í bodu a (množiny M), 
že průnik {\U (U e U) není okol ím bodu a (množiny M). Plyne 
z definice 4.12.3, neboť podle 4.4.12 a podle definice 4.7.1 není (a) 
(není M) okolím bodu a (množiny M). 

4.12.3. Budiž Q vnořen do P. Budiž a e Q (M c Q). Pak je 

X(a\Q) ^X(a), y>(a\Q) ^y>(a), 

[X(M | Q) ^ X{M), V(M \-Q) £ y>(M)]. 

Naprot i tomu, jest l i že a není i so lovaný bod množiny Q 
( jest l iže M není re la t ivně otevřená), jest 

co (a | Q) ^ co(a) [co(Jf | Q) ^ co(M)] . 
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D ů k a z . I . S t a č í u v a ž o v a t p ř í p a d , k d y j e d á n a M c P . 

I I . J e - l i U s o u s t a v a o k o l í M m o h u t n o s t i '¿{M) [ip(M)] a j e s t l i ž e U j e 

ú p l n á [ j e s t l i ž e M = f \ U (U e U ) ] , p a k p r ů n i k y Q s e v š e m i U e U p o d l e 

4.6.3 ( p o d l e 4.6.2) t v o ř í s o u s t a v u 53 r e l a t i v n í c h o k o l í M, k t e r á j e ú p l n á 

[ p r o k t e r o u j e M = (~| V ( V e 3 3 ) ] . P o d l e 3 . 7 . 1 j e m o h 33 ^ m o h U , 

a t u d í ž X(M | Q) ^ X{M) [y(M | Q) ^ W(M)]. 

I I I . J e s t l i ž e M n e n í r e l a t i v n ě o t e v ř e n á , p a k p o d l e 4.12.2 e x i s t u j e 

t a k o v á s o u s t a v a 33 r e l a t i v n í c h o k o l í M , ž e m o h 33 = a)(M' \ Q) a ž e 

p r ů n i k H = f"| V ( V € 53 ) n e n í r e l a t i v n í m o k o l í m M . P o d l e 4 . 6 . 2 e x i s t u j e 

t a k o v á s o u s t a v a U o k o l í m n o ž i n y M v p r o s t o r u P , ž e m o h U = m o h 33 

a ž e H = Q n K , k d e K = f l U (U e U ) . P o d l e 4 . 6 . 2 n e n í K o k o l í m M . 

T u d í ž co{M) < co(M | Q). 

4.12.4. B u d i ž a e P. J e - l i Q v n o ř e n d o P a j e - l i a e Q, j e b u ď t o 

%(a | Q) = 1 n e b o %(a | Q) ^ w(a). J e - l i a i s o l o v a n ý v Q, j e %(a \ Q) = 1 

p o d l e 4.12.1. J i n a k j e x(a | Q) ^ oů{a | Q) p o d l e 4.12.1, co(a \ Q) ^ m(a) 
p o d l e 4.12.3. 

4.12.5. B u d i ž U ú p l n á s o u s t a v a o k o l í b o d u aeP ( m n o ž i n y 

M c P ) . P a k e x i s t u j e t a k o v á ú p l n á s o u s t a v a 33 o k o l í b o d u a 

( m n o ž i n y M), ž e 33 c U , m o h 33 = %{a) [ = %(M]\. Z v o l m e t a k o v o u 

ú p l n o u s o u s t a v u © o k o l í b o d u a ( m n o ž i n y M), ž e m o h 2 B = x ( a ) 

[= %(M)~\. P r o t o ž e U j e ú p l n á , e x i s t u j e t a k o v é z o b r a z e n í / s o u s t a v y S S 

d o U , ž e 

W €©^/(1F)c W . 

P r o t o ž e t a k é 2 B j e ú p l n á , j e z ř e j m é , ž e 33 = / M ® ) j e ú p l n á . A v š a k 

m o h 33 j e p o d l e 3.7.1 ^ m o h 3 B a p o d l e d e f i n i c e 4.12.1 ^ x(a) íx(M)]. 
T u d í ž m o h 33 = xia) [= XÍM)}-

4.12.6. K a ž d ý v n i t ř n í c h a r a k t e r j e r e g u l á r n í m o h u t n o s t . 

S t a č í u v a ž o v a t co(M). J e - l i M o t e v ř e n á , j e oj(M) = 1 p o d l e 4.12.1, a t o 

j e r e g u l á r n í m o h u t n o s t p o d l e 3.8.4. N e c h ť M n e n í o t e v ř e n á , t a k ž e 

p o d l e 4.12.1 j e a>(M) n e k o n e č n á m o h u t n o s t . P o d l e 4.12.2 e x i s t u j e 

t a k o v á s o u s t a v a U o k o l í M , ž e m o h U = w ( M ) a ž e f | U {U e U ) n e n í 

o k o l í m M\ n a d r u h é s t r a n ě m u s í p r ů n i k T^ (T^ e 9B) b ý t o k o l í m M , j e - l i 

33 t a k o v á s o u s t a v a o k o l í M , ž e m o h 33 < c o ( i l f ) . J e s t l i ž e m o h u t n o s t 

w ( M ) n e n í r e g u l á r n í , p a k p o d l e 3 . 8 . 6 e x i s t u j e t a k o v á m n o ž i n a C =)= 0 
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a pro každé z e C taková soustava 33(z) c U, že moh C, jakož i mohut-
nost každé 93(z), je menší než co(M), a že U = U 93(z) (z e C). Protože 
moh 93(z) < w(M), je každé F(z) = f| U[U e 93(z)] okolím M. Protože 
také moh C < m(M), je také W = f l F(z) (z e C) okolím M. To je spor, 
neboť zřejmě W = n U (U e U). 

4.12.7. Nechť Qx a Q2 jsou vnořeny do P. Nechť Qx u Q2 = P, 

n Q2, %{a | Qt) ^ %{a \ Q2) [w(a \ Qx) ^ y>(a | Q2)]. Pak je %{a) = 

= Xia | Qi) [y{a) = I Oi)]-

Důkaz. I. Je-li a isolovaným bodem množiny Qlr je %(a, | Q = 
= ip(a | Qx) = 1 podle 4.12.1 a z předpokladu %{a \ Q2) ^ %(a | Qx) 
[ip{a | Q2) ^ ip(a | Qt)] plyne podle 4.12.1, že a je také isolovaným 
bodem množiny Q2. Potom je však podle 4.7.3 a isolovaným bodem 
prostoru P a podle 4.12.1 je%(a) = 1 = %{a \ Qx) [rp(a) = 1 = ip(a \ Qx)]. 
Stačí tudíž vést důkaz za předpokladu, že a není isolovaným bodem 
množiny Q1} že tedy (viz 4.12.1) mohutnosti %{a | Qx), rp{a \ Qx) jsou 
nekonečné. 

II. Podle 4.12.3 stačí dokázat, že %{a) 5S ̂ (a | Qx) [y>(a) 5S y>(a | Qx)]. 

I I I . Pro i = 1, 2 existuje taková soustava 93, relativních okolí (ve 
vnořeném prostoru Qt) bodu a, že moh 93* = %{a \ Qi) [ = ip(a | Qt)\ a 
že 93, je úplná [že (a) = V [V e 93ť)]. Podle 4.6.2 existuje pro i = 1,2 
taková soustava Ut okolí bodu a v prostoru P, že moh U, = moh 33; a 
že ke každému F ť e 33 existuje taková ř7ť e U„ že Q{ n Ut = F,. 

Podle 3.7.1 a 3.7.8 je moh (Ux X U,) = %{a \ Qx) [= y>(a | Qx)]. 
Mohutnost soustavy U všech průniků U1 n U2 (U1 e U1; U2 e U2) je 
podle 3.7.1 nejvýš rovna %(a \ Qx) [y>(a | Qx)]. Podle 4.2.5 je U soustava 
okolí bodu a. Je pouze třeba dokázat, že U je úplná [že (a) = fl U 

(Ue U)]. 
IV. V případě charakteru budiž W libovolné okolí bodu a. Podle 

4.6.2 je Qi n W (i = 1, 2) relativní okolí a ve vnořeném prostoru Q(. 
Protože soustava U, je úplná, existuje taková F ť e 33 „ že F, c Q{ n W. 
Je-li Ut € U„ Qi n Ui = V i, je U1nU2e U, U1nU2= (Qx u Q2) n 
n Vx n U2 c (Qx n Ux) u (Q2 n U2) = VxuV2cW. 

V. V případě pseudocharakterupři U e U, Ute Uť, F ť e 33, (i = 1, 2) 
máme 
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n u = (n uj n (n ut) = (q, U q2) n (n uj n (n u2) c 
C n (n Í7i)] U [Q2 n (f~l */,)]<: (fl V,) u (fl F2) c (a), 

takže (a) = |"l U podle 4.2.3. 

4.12.8. Nech ť Q1 a Q2 jsou vnořeny do P. Nech ť u Q2 = P, 
a e Q± n Q2. Jest l i že buďto co(a | Q2) = 1 nebo 1 < co(a | Qi) ^ 

ís w(a | Q2), jest co(a) = co(a | QJ. 

Důkaz. I . Je-li ,a)(a) = 1, je co(a \ Qx) = co(a \ Q2) = 1 podle 4.7.2 
a 4.12.1 a to souhlasí se zněním věty. 

I I . Je-li a>(a ] Qj) = a>(a | Q2) = 1, pak podle 4.12.1 je a isolovaným 
bodem i množiny Qi i množiny Q2 a tedy podle 4.7.3 také isolovaným 
bodem prostoru P a tudíž oj (a) = 1. 

I I I . Zbývá případ w(a \ Qx) > 1, o kterém už víme, že dá <o(a) > 1. 
Podle 4.12.3 je co(a) ^ co(a \ QJ, takže máme ukázat, že w(a) < 
<C co(a | Qx) je nemožné. Jestliže však co(a) < co(a [ Qx), pak ze 4.12.2 
plyne, že existuje taková soustava U okolí bodu a, že moh U = co(a) 

a že průnik H = f"| U (U e U) není okolím bodu a. Podle 4.2.3 je a e H. 

Protože w(a) < w(a | Qi), plyne ze 4.6.2, že množina Qx n H = 
= f~l (Qi n U) (U e U) je relativním okolím bodu a ve vnořeném pro-
storu Qj. Nyní rozeznáváme dvě možnosti. 

IV. První možnost: to(a | Q2) = 1. Podle 4.4.12 a 4.12.1 je (a) rela-
tivním okolím a ve vnořeném prostoru Q2. Potom vyjde ze 4.6.18, že 
(Q1 n H) u (a) = n H je okolím bodu a. Potom je však podle 
4.2.4 také H okolím bodu a a to je spor. 

' V. Druhá možnost: a>(a | Q2) S: w(a \ QJ, tedy w(a | Q2) > m(a). 

Potom však nejenom je Q1n H relativním okolím a v prostoru Q1 

(viz I I I ) , nýbrž také (z obdobného důvodu) Q2 n H je relativním 
okolím a v prostoru Q2. Nyní 4.6.18 dá, že H = (Qx u Q2) n H je 
okolím a v prostoru P a to je spor. 

De f in i ce 4.12.4. Budiž aeP (M c P) . Pravíme, že charakter %{a) 

[%(-M)] je monotónní, existuje-li monotónní (ve smyslu článku 3.1) 
úplná soustava okolí bodu a (množiny M). 

4.12.9. Budiž U monotónní úplná soustava okol í bodu 
a e P (množiny M c P) . U budiž sestupně uspořádána (viz 3.1). 
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N e c h ť 93 c U j e k o n f i n á l n í s U . P a k t a k é 93 j e ú p l n á s o u s t a v a 

o k o l í b o d u a ( m n o ž i n y M ) . B u d i ž W l i b o v o l n é o k o l í b o d u a ( m n o -

ž i n y M ) . P r o t o ž e s o u s t a v a U j e ú p l n á , e x i s t u j e U e U , U c W. P r o t o ž e 

93 c U j e k o n f i n á l n í s U , e x i s t u j e t a k o v á V e 93, ž e F = U n e b o j e U 

p ř e d F , t j . ž e F c U. P a k j e v š a k V c W. 

4.12.10. J e - l i x(a) m o n o t ó n n í , e x i s t u j e m o n o t ó n n í 

ú p l n á s o u s t a v a 93 o k o l í b o d u a ( m n o ž i n y M ) s m o h u t n o s t í 

X(a) [ % ( ! ) ] , j e j í ž s e s t u p n é u s p o ř á d á n í j e r e g u l á r n í d o b r é 

u s p o ř á d á n í ( v i z 3.8). P o d l e 4.12.5 e x i s t u j e m o n o t ó n n í ú p l n á s o u -

s t a v a U o k o l í b o d u a ( m n o ž i n y M) s m o h u t n o s t í X(á) [%(M}]. U v a ž u -

j e m e s o u s t a v u U v j e j í m s e s t u p n é m u s p o ř á d á n í . P o d l e 3 . 8 . 3 e x i s t u j e 

s U k o n f i n á l n í r e g u l á r n ě u s p o ř á d a n á 93 c U . S o u s t a v a 93 m á m o h u t n o s t 

^ X(A) X(M)] p o d l e 3.7.1, a t e d y = X(a) [ = X(M)], n e b o ť 93 p o d l e 

4.12.9 j e ú p l n á s o u s t a v a o k o l í b o d u a ( m n o ž i n y M). 

4.12.11. J e - l i x(a) m o n o t ó n n í , j e s t 

co(a) = xp{a) = X(a) \_m{M) = W(M) = X{M)] . 

D ů k a z s t a č í p r o v é s t p r o p ř í p a d m n o ž i n y M . J e - l i v ě t a n e s p r á v n á , 

p a k p o d l e 4.12.1 j e s t 1 < w ( M ) < ^ ( J ř ) . P o d l e 4.12.5 e x i s t u j e t a k o v á 

m o n o t ó n n í ú p l n á s o u s t a v a U o k o l í M , ž e m o h U = %{M). P o d l e 

4.12.2 e x i s t u j e t a k o v á s o u s t a v a 2 B o k o l í M, ž e m o h f f i = w(M) a ž e 

H = f| X ( X e 2 B ) n e n í o k o l í m M . P r o t o ž e s o u s t a v a U j e ú p l n á , e x i s -

t u j e t a k o v é z o b r a z e n í / s o u s t a v y 2 B d o U , ž e 

JFe©=> f(W) c W . 

J e - l i K = n f { X ) ( X e 2 B ) , j e t e d y K c H, t a k ž e p o d l e 4 . 2 . 4 a n i K n e n í 

o k o l í m M . P o d l e 3 . 7 . 1 j e m o h / ^ f f i ) ^ w ( M ) < y X M ) , t a k ž e / ! ( © ) n e n í 

ú p l n á s o u s t a v a o k o l í M. P r o t o ž e U j e ú p l n á , p l y n e z e 4.12.9, ž e p ř i 

s e s t u p n é m u s p o ř á d á n í s o u s t a ' v y U s o u s t a v a / J ( 3 B ) c U n e n í k o n f i n á l n í 

s U . Z t o h o v š a k p l y n e , ž e e x i s t u j e t a k o v á U 0 e U , ž e X e 2 B = > U 0 c 

c f ( X ) . P o d l e d e f i n i c e m n o ž i n y K j e t e d y U 0 c K a p o d l e 4 . 2 . 4 j e t u d í ž K 

o k o l í m M a t o j e s p o r . 

4.12.12. J e - l i X(a) [x(M)~] m o n o t ó n n í , p a k xia) j e r e g u -

l á r n í m o h u t n o s t . T a t o v ě t a p l y n e z e 4.2.9 a 4.2.10; t a k é p l y n e z e 

4.12.6 a 4.12.11. 
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4.12.13. Budiž Q vnořen do P. Budiž a e Q (M c Q). Je-l i x(a) 
[%{M\\ monotónní, je také %{a \ Q) [%{M \ Q)] monotónní. Plyne 
ze 4.6.2. 

4.12.14. Budiž Q vnořen do P. Budiž aeQ (M c Q). Je-l i 
X(a) [xiM)] monotónní, pak re la t i vn í charakter x(a I Q) 
fx(M | Q)] je buďto roven 1 nebo je roven xia) [x(M)]. Stačí uva-
žovat X ( M ) - Podle 4.12.11 je x(M) = co(if), a tedy podle 4.12.13 také 
X(M | Q) = o)(M | Q). Na druhé straně je podle 4.12.1 a 4.12.3 buďto 
X(M | Q) = 1 nebo | Q) ^ X(M), <»{M \ Q) ^ co(M), tudíž 
X(M | Q) = X(M). 

4.12.15. Nechť a Q2 jsou vnořeny do P. Nechť Q1uQ2 = P, 
a eQ1 n Qi- Nechť oba re la t i vn í charaktery X(a | Qi), x(a I Qz) 
jsou monotónní a různé od jedné. Aby x ( a ) by l monotónní, je 
nutné a stačí x(a \ Qi) = x(a I Qz)-

Důkaz. I. Je-li x{a) monotónní, je | Q1) = x(a) = x(a I Q2) podle 
4.12.14. 

I I . Nechť x(a I Qi) = X(a I Q2) = w- Podle 4.12.10 existuje pro 
i = 1, 2 monotónní úplná soustava Uť relativních okolí bodu a v pro-
storu Qi s mohutností m, jejíž sestupné uspořádání je regulární dobré 
uspořádání. Podle 3.6.3 a 3.8.2 existuje podobné zobrazení / soustavy 
Ux na soustavu U2, kde u obou soustav máme na mysli sestupné uspo-
řádání. Budiž 33 soustava všech množin 

f(U) u U (C/eUJ. 

Podle 4.6.18 je 33 soustava okólí bodu a v prostoru P, která zřejmě je 
monotónní. Máme ukázat, že soustava 33 je úplná. Nechť tedy W je 
libovolné okolí bodu a. Podle 4.6.2 pro i = 1 , 2 je Q( n W relativní 
okolí a v prostoru Qt. Existují tudíž takové množiny U1 e Ux, U* e ll2, 
že ZJ1 c n W, U* c Q2 n W. Existuje taková množina U2 e U1; že 
f(U2) = U* a tudíž U1 u f(U2) c W. Protože soustavy Ui a U2 jsou 
monotónní a zobrazení / je vzhledem k jejich sestupnému uspořádání 
podobné, je buďto U1 c U2, /(E/J c f(U2) nebo U1 o U2, ¡(UJ d f(U2). 
Tudíž je buďto V1c W nebo V2 c W, položíme-li 

Vx = Uí u f(Uj) e 33 , V2 = Ú2 u f(U2) e 33 . 
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4.12.16. Je-l i %{a) [%(Jí)] spočetný charakter, je xia) 
monotónní. Podrobně j i : ex is tuje posloupnost {F „ } , pro 
kterou plat í V„ d Fn+1 a j e j í ž členy tvoř í úplný systém okol í 
bodu a (množiny M). Jestliže členy posloupnosti {Un} tvoří úplný 

n 
systém okolí bodu a (množiny Jí), stačí položit F„ = f"| Ui ( v i z 4.2.5). 

i - i 

Def in ice 4.12.5. Pravíme, že v prostoru P platí první axiom spocet-
nosti, je-li xix) ^ No P r o každý bod x. Podle 4.12.1 je pak %(x) = 1 pro 
každý isolovaný bod, %(x) = N0 pro každý jiný bod. 

Protože každý P-prostor má aspoň jednu otevřenou basi, má násle-
dující definice podle 3.7.3 smysl. 

Def in ice 4.12.6. Totální charakter P-prostoru P, značka %'(P), je 
nejmenší možná mohutnost otevřené base prostoru P. 

4.12.17. To tá ln í charakter konečného P-prostoru P je 
roven počtu jeho bodů. To tá ln í charakter nekonečného 
P-prostoru P je nekonečný. 

Důkaz. I. V konečném prostoru je podle 4.4.9 každá bodová mno-
žina otevřená. Z toho plyne, že soustava bodových množin je otevřenou 
basí konečného prostoru právě tehdy, jestliže obsahuje všecky jedno-
bodové množiny. 

I I . Je-li charakter %*(P) konečný, je v P jen konečně mnoho ote-
vřených a tedy i konečně mnoho uzavřených množin. Tudíž prostor P 
je konečný. 

4.12.18. Budiž Q vnořen do P-prostoru P. Pak je x'(Q) ^ 
^ X\P). Viz 4.6.10 a 4.6.15. 

4.12.19. V P-prostoru P plat í pro každý bod a: %(a) ^ %'(P)-
Viz 4.5.17. 

4.12.20. Budiž 23 o tevřená base P-prostoru P. Pak je v 23 
obsažena otevřená base mohutnost i %ť(P). 

Důkaz. I. Pro konečné %ť(P) viz důkaz věty 4.12.17. 

I I . Budiž %'(P) nekonečné a budiž U otevřená base mohutnosti 
X*{P)- Budiž <5 soustava všech takových dvojic (Alt A2) E U X U, ke 
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k t e r ý m e x i s t u j e t a k o v á B e 58, ž e Ax c B c A2. P a k e x i s t u j e t a k o v é 

z o b r a z e n í cp s o u s t a v y (5 d o s o u s t a v y 58, ž e 

(Alf i ^ e ^ ^ C cp{A1} A2) C A2. 

B u d i ž 58 0 = ^ ( S ) . Z e 3 . 7 . 1 a 3 . 7 . 8 p l y n e , ž e m o h 58 0 ^ * ť ( P ) . P r o t o ž e 

58 0 c 58, z b ý v á d o k á z a t , ž e 58 0 j e o t e v ř e n á ' b a s e . 

I I I . B u d i ž U o k o l í b o d u a e P. P o d l e 4.4.13 a 4.5.17 m á m e u k á z a t , 

ž e e x i s t u j e t a k o v á d v o j i c e (A1, A2) e S , ž e a e <p(Au A2) c U. Z e 4.4.13 
a 4.5.17 p l y n e n e j p r v e e x i s t e n c e t a k o v é A2 e U , ž e a e A2 c U, p o t o m 

e x i s t e n c e t a k o v é B e 58, ž e a e B c A2 a n a k o n e c e x i s t e n c e t a k o v é 

A1e\X,žeaeA1c B. J e s t (Au A2) e U X U , B e 58, Ax c B c A2, t u d í ž 

j e (Ax, A2) e S , a t e d y aeAíc. q>{A1} A2) c A2 c U. 

4.12.21. K a ž d ý P - p r o s t o r P o b s a h u j e h u s t o u m n o ž i n u M, 
j e j í ž m o h u t n o s t j e ^ ' ( P ) . B u d i ž 58 o t e v ř e n á b a s e m o h u t n o s t i 

X*(P)- M ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e 0 n e n á l e ž í d o 58. E x i s t u j e t a k o v é 

z o b r a z e n í <p s o u s t a v y 58 d o P , ž e B e 58 = > <p(B) e B. J e - l i M = ? ' 1 ( 5 8 ) , 

p a k p o d l e 3.7.1 j e m o h M %1{P) a m n o ž i n a M j e h u s t á p o d l e 4.9.5. 

4.12.22. V k a ž d é m P - p r o s t o r u P j e m o h u t n o s t P i m o h u t -

n o s t s o u s t a v y % v š e c h u z a v ř e n ý c h m n o ž i n a s o u s t a v y © 

v š e c h o t e v ř e n ý c h m n o ž i n ^ e x p % ť ( P ) . B u d i ž 58 o t e v ř e n á b a s e 

m o h u t n o s t i £ ť ( P ) a b u d i ž B m n o ž i n a v š e c h s o u s t a v o b s a ž e n ý c h v 58, 

t a k ž e m o h B ^ e x p % ř ( P ) . Z ř e j m ě e x i s t u j e p r o s t é z o b r a z e n í s o u s t a v y @ 

d o B , t a k ž e p o d l e 3 . 7 . 1 j e m o h @ e x p % ť ( P ) . Z ř e j m ě v š a k m o h g ; = 

= m o h ® a p r o t o ž e j e d n o b o d o v é m n o ž i n y j s o u u z a v ř e n é , j e m o h P í S 

5 Í m o h 

D e f i n i c e 4.12.7. P r a v í m e , ž e v p r o s t o r u P p l a t í druhý axiom spočet-
nosti, j e - l i P P - p r o s t o r a j e - l i ^ ' ( P ) ^ X „ . P a t ř í s e m v š e c k y k o n e č n é 

p r o s t o r y ; j i n a k xi{P) = N0 ( v i z 4.12.17). 

4.12.23. B u d i ž P p r o s t o r m o h u t n o s t i m . P r o k a ž d ý b o d a j e 

X(a) f í e x p m , y>(a) < m , m{a) < m . J e - l i P P - p r o s t o r , j e s t % 4 ( P ) < 

^ e x p m . 

D ů k a z . I . P r o t o ž e e x p m j e m o h u t n o s t s o u s t a v y v š e c h b o d o v ý c h 

m n o ž i n , j s o u n e r o v n o s t i x i a ) = e x p m , %*{P) ^ e x p m z ř e j m é . 
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I I . P r o x e P, x 4 a je U(x) = P — (x) okolím a podle 4.2.2 a 4.2.6. 
Protože (a) = H U(x) (xe P, x 4 a), je y)(a) ^ m a podle 4.12.1 je také 
o)(a) < m. 

4.12.24. N e c h ť M c P m á m o h u t n o s t m. P a k p r o k a ž d ý hro -
m a d n ý b o d a m n o ž i n y M j e co(a) ^ m. Podle 4.7.4 není a isolova-
ným bodem vnořeného prostoru Q = M u (a), takže podle 4.12.3 je 
co(a) ^ a>(a | Q). Avšak ze 4.12.23 (viz též 2.2.10) plyne m{a \ Q) m. 

4.12.25. B u d i ž M c P, aeM. J e - l i a>(<z) = 1 n e b o co(a) > y>(M), 

j e M o k o l í m b o d u a. 

D ů k a z . I . Je-li co(a) = 1, je M okolím a podle 4.2.4, 4.4.13 a 4.12.1. 

I I . Budiž w(a) > yj(M). Podle 4.12.1 a 4.12.2 existuje taková sou-
stava U okolí M, že moh U = y>(M) a že M = f| U (U e U). Podle 4.2.8 
se U skládá z okolí bodu a; protože moh U < co{a), je M okolím a. 

4.13. CVIČENÍ k § 4 

De f in ice 4.13.1. Pojem obecného prostoru (P, u) vznikne z pojmu topologic-
kého prostoru tím, že axiom (I) nahradíme slabším axiomem 

(Iob.) u(D = 0 , 

axiom ( I I ) ponecháme beze změny a připojíme axiom 

(Illob.) X c P =>X c uX , 

který pro topologické prostory je důsledkem axiomů (I) a ( I I ) (viz větu 4.1.2). 
Pojem vnoření (viz článek 4.6) se přenese beze změny na obecné prostory; 
doslova se přenesou také definice 4.1.1, 4.2.1, 4.2.2, 4.3.1, 4.4.1, 4.4.2, 4.4.3, 
4.4.4, 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3, 4.5.4, 4.5.5, 4.8.1, 4.9.1, 4.10.1, 4.11.1, 4.12.1, 4.12.4, 
4.12.5, 4.12.6 a 4.12.7 (ne však definice 4.1.2, 4.7.1, 4.7.2, 4.7.3, 4.7.4, 4.12.2 
a 4.12.3). Definice 4.1.2 se rozštěpí na dvě definice: 

De f in i ce 4.13.2. Derivace X' bodové množiny X je bodová množina defino-
vaná takto: 

x e X'ox e X — (x) . 

Def in i ce 4.13.3. Bod aeP nazýváme hromadným bodem mnoíiny X c P, 
jestliže a € X — K pro každou konečnou množinu IÍ c P. Množinu všech hro-
madných bodů množiny X označíme Xh. 
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4.13.1. Věty 4.1.1, 4.1.4 a 4.1.8 platí také pro obecné prostory. Větu 4.1.3 je 
třeba pozměnit takto: V každém obecném prostoru P platí pravidla: 

(I'ob.) 0' = 0. 
(II'ob.) (X t u X2)' = X[ u X'v 

(IIFob.) x e X' => x € [X - (a;)]'. 
Ve větě 4.1.5 je třeba místo axiomů (I ' ) a ( I I ' ) vzít axiomy (I'ob.) až (III'ob.). 

4.13.2. Budiž P obecný prostor. Pak platí: 

X C P => X " c X' ; 

X , C X 2 C P => X } C X } ; 

X t C P , X2 C P => {Xx u X2)h = ZJ u ZJ . 

Je-li K C P konečná množina, jest Kh = 0. 

4.13.3. Budiž (P, v) obecný prostor. Pro X C P budiž 

uX = X UX* . 

Pak (P, u) je topologický prostor. Pro X c P jest uX C vX. Je-li také (P, w) 
takový topologický prostor, že X C P => wX c vX, pak jest: X C P => wX C 
C uX. 

4.13.4. Věty 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5, 4.2.8, 4.2.9, 4.2.10, 4.2.12 a 4.2.13 platí 
také pro obecné prostory. Ve větě 4.2.1 je třeba místo (I t ) vzít: Pt = P; (II,) 
zůstane beze změny a přip ijí se ( I I I , ) X c P => Xt c X. 

Def in i ce 4.13.4. Budiž P obecný prostor. Hvězda bodové mnoíiny M C P, 
značka Ms, je množina těch bodů x e P, pro které je x n M 4= 0; x je uzávěr 
množiny (x). Hvězda bodu a e P, značka as, je hvězda množiny (o). 

4.13.5. Budiž P obecný prostor. Pak jest: 

0S = 0 ; X CP => X CXS; XeP => X ex* . 

Pro každou soustavu 33? =f= 0 bodových množin jest: 

U (Xs) = (U (XeSUí). 

Platí-li (x) = xs pro každý bod x, pak P jé topologický prostor a jest: X C P => 
=> Xs = X. 

4.13.6. Budiž P obecný prostor. Je-li U okolí bodu a (bodové množiny M) 
a je-li x e P — as (x e P — Ms), pak také U — (x) je okolí bodu a (množiny M). 

4.13.7. Budiž P obecný prostor. Průnik všech okolí bodu a (bodové množiny 
M) je roven as (je roven Ms). 

4.13.8. Budiž P obecný prostor. Aby a e P byl hromadným bodem množiny 
M C P, k tomu je nutné a stačí, aby každé okolí bodu a obsahovalo nekonečně 
mnoho bodů množiny M. 
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4.13.9. Věty 4.3.2, 4.3.4, 4.3.5 a 4.3.6 platí beze změny i pro obecné prostory. 
Totéž platí o větách 4.3.1 a 4.3.3, jestliže v nich škrtneme axiom ( I I IU) . 

4.13.10. Věty 4.4.1 až 4.4.22, s výjimkou vět 4.4.3 a 4.4.9, platí beze změny 
i pro obecné prostory. Větu 4.4.3 je nutné úplně vynechat; z věty 4.4.9 zůstane 
v platnosti pouze tvrzení, že P je otevřená množina. 

Definice 4.13.5. Budiž P obecný prostor. Množinu M C P nazveme Fs-
mnoiinou, existuj e-li taková soustava S =t= 0 uzavřených množin, že M = U X 
(X e 3). Množinu M C P nazveme Gd-mnoíinou, existuje-li taková soustava 
@ #= 0 otevřených množin, že M = f) X (X « ®)- -

4.13.11. Budiž P obecný prostor. Každá P^-množina je ^-množinou. Každá 
Os-množina je (?á-množinou. Aby M C P byla ©¿-množinou, k tomu je nutné 
a stačí, aby P — M byla i^-množinou. Je-li 9JÍ 0 libovolná soustava .Fs-mno-
žin ((?d-množin), pak sjednocení i průnik soustavy SDí jsou Fs-množiny (Gd-mno-
žiny). 

4.13.12. Věty 4.5.1 až 4.5.17, s výjimkou vět 4.5.11, 4.5.12 a 4.5.16, platí 
beze změny i pro obecné prostory. Věta 4.5.12 bude platit pro obecné prostory, 
jestliže axiomu ( Ig) dáme slabší tvar0 e g. [Podobně axiom (I@), str. 70, dostane 
pro obecné prostory slabší tvar P e ©.] Věta 4.5.16 bude platit pro obecné pro-
story, jestliže axiomu ( I®) dáme slabší tvar: P — (J X {X e 35). 

4.13.13. Že věta 4.5.11 v obecných prostorech neplatí, ukazuje tento příklad. 
Budiž P množina obsahující aspoň dva prvky; položme íí0 = 0 a pro 0 =)= X C P : 
uX = P. Pak je P obecný J-prostor, ale derivace jednobodových množin nejsou 
uzavřené. 

D e f i n i c e 4.13.6. K-prostor P je obecný prostor, ve kterém pro každý bod x 
platí: x n xa = (x). 

4.13.14. Aby obecný prostor P byl K-prostorem, k tomu je nutné a stačí: 

x e P , y e P , x e y , y e x x = y . 

4.13.15. -Nutná a postačující podmínka, aby obecný prostor P byl JC-prosto-
rem, zní: Je-li x e P, y e P, x =|= y, pak budto existuje takové okolí U bodu x, že 
(y) n U = 0, nebo existuje takové okolí V bodu y, že (x) r\ V = 0. 

4.13.16. V X-prostoru jsou uzávěry dvou různých bodů navzájem různé. 
Existuje trojbodový obecný prostor P, ve kterém každé dva různé body mají 
různé uzávěry, ačkoli P není JC-prostor. 

4.13.17. Jestliže v obecném prostoru P uzávěr každého bodu je uzavřená 
množina a mimo to každé dva různé body mají různé uzávěry, pak P je Jf-pro-
stor. Zejména je obecný P-prostor K-prostorem, jestliže každé dva různé body 
mají různé uzávěry. 
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4.13.18. Ke každému obecnému ^-prostoru ( P , u ) existuje FK-prostor 
(P1; v) a takové zobrazení / prostoru P na Plt že 

X c P , X1 = ť(X) =>uZ = tHvX. 

Z toho plyne, že. celá teorie obecných .F-prostorů se redukuje na teorii FK-
prostorů. 

4.13.19. Je-li P K-prostor a je-li uzávěr každého bodu (?á-množinou, pak P 
je topologický prostor. 

4.13.20. Věty 4.6.1 až 4.6.18 platí beze změny i pro obecné prostory. 

4.13.21. Budiž Q vnořen do if-prostoru P . Pak také Q je K-prostor. 

4.13.22. Budiž Q vnořen do obecného prostoru P; budiž McQ. Je-li Ms 

hvězda množiny M v prostoru P, pak Q n Ms j e hvězda množiny M v prostoru Q. 

De f in ice 4.13.7. Silně isolovaný bod obecného prostoru P je takový bod 
a e P, že množina (a) je otevřená. Slabě isolovaný bod obecného prostoru P je 
takový bod a e P, že hvězda as je okolím -bodu o. Silně (slabě) isolovaný bod 
bodové množiny Q c P je silně (slabě) isolovaný bod vnořeného obecného pro-
storu Q. 

4.13.23. Věty 4.7.1, 4.7.2, 4.7.3 platí i pro obecné prostory, jestliže slovo iso-
lovaný nahradíme výrazem silně isolovaný. 

4.13.24. Budiž P obecný prostor; budiž Q C P, a e Q. Aby o byl slabě isolo-
vaný bod množiny Q, je nutné a stačí, aby existovalo takové okolí U bodu a 
v prostoru Q, že Q n U = Q n a3. Budiž Q1cQ2C P. Je-li a e Ql slabě isolo-
vaný bod množiny Qz, je a také slabě isolovaný bod množiny Qt. 

Definice 4.13.8. Obecný prostor P nazveme silně (slabě) isolovaným, jestliže 
každý jeho bod je silně (slabě) isolovaný. Bodovou množinu Q c P nazveme 
silně (slabě) isolovanou, jestliže vnořený obecný prostor Q je silně (slabě) isolo-
vaný. 

4.13.25. Aby obecný prostor P byl silně isolovaný, je nutné a stačí, aby P byl 
isolovaný topologický prostor. Existují slabě isolované obecné prostory, které 
nejsou silně isolované; např. každý konečný obecný prostor je slabě isolovaný. 

De f in ice 4.13.9. Obecný prostor P nazveme slabě hustě rozloženým (silně 
hustě rozloženým), jestliže P -f= 0 a žádný bod není silně isolovaný (slabě isolo-
vaný). Bodovou množinu Q C P nazveme slabě (silně) hustě rozloženou, jestliže 
vnořený obecný prostor Q je slabě (silně) hustě rozložený. 

4.13.26. Věty 4.7.6, 4.7.7, 4.7.8 budou správné pro obecné prostory, jestliže 
výraz hustě rozložený nahradíme výrazem slabě hustě rozložený; věta 4.7.7 zů-
stane správná, jestliže výraz hustě rozložený nahradíme výrazem silně hustě 
rozložený. 
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4.13.27. Jestliže ve větě 4.7.8 výraz hustě rozložený nahradíme výrazem 
silně hustě rozložený, dostaneme větu, která není správná pro obecné próstory. 
To lze nahlédnouti takto. Budiž (Q, v) nějaký hustě rozložený topologický 
.F-prostor; budiž to symbol různý od všech x eQ; budiž P — Q u (01). Budiž 
u0 = 0; pro 0 4= X c P budiž uX = v(X n Q) u (to). Pak je (P, u) FK-prostor, 
množina Q C P je silně hustě rozložená, ale množina uQ = P nikoliv. 

4.13.28. Pro obecné F-prostory je věta 4.7.9 nesprávná při obou možných 
interpretacích výrazu hustě rozložený. Můžeme to nahlédnouti takto. Budiž 
(Q, v) nějaký hustě rozložený topologický .F-prostor; budiž to symbol různý od 
všech xtQ; budiž P = Q u (to). Pro X C Q budiž uX = vX, u[X u (to)] = P . 
Pak (P, u) je JVK-prostor; množina (to) C P není slabě hustě rozložená, ale 
w(to) = P je silné hustě rozložená. 

De f in i c e 4.13.10. Obecný prostor P nazveme silné řídce rozložený {slabé 
řídce rozložený), jestliže žádná bodová množina není slabě hustě rozložená (silně 
hustě rozložená). Bodovou množinu Q C P nazveme silně (slabě) řídce rozloženou; 
jestliže vnořený prostor Q je silně ('Slabě) řídce rozložený. 

4.13.29. Jestliže ve větě 4.7.10 výraz hustě rozložený nahradíme výrazem 
slabě hustě rozložený a současně výraz řídce rozložený nahradíme výrazem silně 
řídce rozložený, dostaneme větu správnou pro obecné prostory. Jestliže však ve 
4.7.10 -\ýraz hustě rozložený nahradíme výrazem silně hustě rozložený a sou-
časně výraz řídce rozložený nahradíme výrazem slabě řídce rozložený, dostane-
me větu pro obecné prostory nesprávnou, jak ukazuje příklad prostoru (P, u) 
popsaného ve 4.13.27. 

4.13.30. Jestliže ve větě 4.7.11 výraz řídce rozložený nahradíme výrazem 
silně řídce rozložený, dostaneme větu pro obecné ^-prostory nesprávnou, jak 
ukazuje příklad P = (a) u (6), M0 = 0, PdX*0=>uX = P [množiny (o), 
(b) jsou silně řídce rozložené, množina (a) u (6) nikoli]. Omezíme-li se však na 
.Fií-prostorý, stane se věta správnou. 

4.13.31. Jestliže ve větě 4.7.11 výraz řídce rozložený nahradíme výrazem 
slabě řídce rozložený, dostaneme větu, která pro obecné prostory je nesprávná 
a zůstane nesprávnou i tehdy, omezíme-li se na ,Fi£-prostory. To ukazuje tento 
příklad. Budiž P = N. Pro nekonečnou X c P budiž uX = P. Pro konečnou 
X c P nechť uX se skládá z X a z těch čísel y e P, která jsou o sudé číslo menší 
než některé x e P. Pak (P, u) je FK-prostor. Je-li A množina sudých, B mno-
žina lichých x f P, jsou A, B slabě řídce rozložené, A u B = P však nikoli. 

4.13.32. Věty 4.8.1 až 4.8.16 platí i pro obecné prostory. 

4.13.33. Věty 4.9.1 až 4.9.12 platí i pro obecné prostory. Stejně je tomu 
i s větou 4.9.13, jestliže v ní slovo isolovaný nahradíme výrazem silně isolovaný; 
jestliže však ve 4.9.13 slovo isolovaný nahradíme výrazem slabě isolovaný, stane 
se věta 4.9.13 nesprávnou i pro -F-K-prostory. 
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4.13.34. Věty 4.10.1 až 4.10.14 platí i pro obecné prostory. 

4.13.35. Věty 4.11.1 až 4.11.8 platí i pro obecné prostory. 

D e f i n i c e 4.13.11. Budiž P obecný prostor. Pseudocharakter množiny M c P, 
značka yi(M), je nejmenší možná mohutnost takové soustavy U okolí množiny 
M, které má vlastnost: Ms = f~) U (U e U). Pseudocharakter y>{a) bodu a e P je 
pseudocharakter množiny (o). 

De f in i c e 4.13.12. Budiž P obecný prostor. Vnitřní charakter množiny 
M C P, značka (o(M), je nejmenší možná mohutnost takové soustavy U okolí 
množiny M, že průnik f l U (U e U) budto je roven Ms nebo není okolím množiny 
M. Vnitřní charakter a)(a) bodu a e P je vnitřní charakter množiny (o). 

4.13.36. Jestliže ve větách 4.12.1, 4.12.2, 4.12.3 slovo isolovaný nahradíme 
výrazem silně isolovaný a otevřenost množiny M vlastností ,,MS je okolím M" 
(relativní otevřenost vlastností „Q n Ms je relativním okolím M"), dostaneme 
věty platné i pro obecné prostory. 

4.13.37. Věty 4.12.4 až 4.12.23, s výjimkou vět 4.12.17 a 4.12.22, platí beze 
změny i pro obecné prostory. 

4.13.38. Pro obecné P-prostoiy věta 4.12.7 neplatí. Přiklad: v$ = 0, P D 
O X + 0 => uX = P; totální charakter tohoto prostoru P je roven 1 nezávisle 
na mohP. Avšak 4.12.7 platí pro PlT-prostory. 

4.13.39. Ve 4.12.22 platí tvrzení o g a @ pro všecky obecné P-prostory, 
tvrzení o P platí pro PřC-prostory. 

4.13.40. Věta 4.12.24 je nesprávná pro obecné prostory a zůstane nespráv-
nou i pro FK-prostory. Budiž Q = (Q, v) topologický P-prostor, ve kterém bod a 
má nespočetný vnitřní charakter; budiž P = Q u S, kde Q n S = 0 a množina 
S je spočetná. Pro X c P budiž uX = vX v případě X n S = 0, uX = 
= v(X n Q) u (X n S) u (a) v případě X n S * 0. Pak (P, u) je PJř-proBtor, 
ve kterém bod a je hromadným bodem spočetné množiny S, ale vnitřní charakter 
bodu o je v prostoru (P, u) týž jako v (Q, v), tedy nespočetný. Jestliže však ve 
větě 4.12.24 předpoklad, že a je hromadným bodem množiny M, nahradíme 
předpokladem, že a není slabě isolovaným bodem množiny M u (o), dostapeme 
větu správnou pro obecné prostory. 

4.13.41. S upraveným tvrzením, že Ms je okolím bodu o, stane se věta 
4.12.25 správnou i pro obecné prostory. 

4.13.42. V každém obecném prostoru P platí pro každou M cP vzorec 

P - P - P - M = P - M . 

4.13.43. Existuje PK-prostor P s těmito vlastnostmi: [1] existuje taková 
otevřená base 23 prostoru P, že žádná 58„ c 58, 330 4= 58 není otevřenou basi 
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prostoru P; [2] existuje bod a e P, který není slabě isolovaným bodem. Uzávěr a 
je nutně nekonečný. V uvažovaném P nutně existují slabě isolované body. 

4.13.44. Budiž P obecný prostor. Budiž U úplná soustava okolí bodu a. 
Budiž U0 C U, moh U0 < x(a)- Pak U — U0 jest úplná soustava okolí bodu o. 

4.13.45. Budiž P obecný prostor. Budiž U úplná soustava okolí bodu a. Budiž 
U = IXjl u U2. Pak budto nebo U2 je úplná soustava okolí bodu a. 

4.13.46. Budiž P obecný prostor. Budiž U taková soustava okolí bodu a, že 
moh U ̂  x(a) a že každá U0 C U, pro kterou moh U0 = XÍa)>Íe úplnou soustavou 
okolí bodu a. Pak charakter x(a) je monotónní. 
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