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§3. USPORADANE MNOZINY

3.1. PosEM USPORADANE. TYP USPORADANT

Mnozinu R nazveme uspofddanou, je-li ddna mnoZina © c B X R

spliiujici nasledujici axiomy (z, y, z jsou libovolné prvky R):
[I9] Je-li (z, y) € O, pak neni (y, z) ¢ O.
[IIO] Neni-li ani (z, ¥) € © ani (y, x) ¢ D, pak ¢ = y.

[(IIID] (=, y) €D, (¥, 2) e D= (x,2) e D. -
Pravime, Ze O je uspofdddni mnoziny RB. Je-li (z, y) ¢ O, pravime, Ze x
le#i pfed y a %o y lefi za x v uspotddané mnoZiné R. Je-li budto soudasné
(%, ¥) €D, (¥, 2) € O nebo soulasné (z, ¥) € O, {y, ) ¢ O, pravime, Ze y
leZ{ mezi x a z (nebo mezi z a z). Pravime, %e a € R je proni v R, jestlize
74dné x ¢ R nelezi pred a; pravime, %e b ¢ R je posledni v R, jestlize
74dné z € R nele#i za b. Podle [I1D] Z4dné a ¢ R nelezi samo pfed sebou.
Podle [TID] ma R nejvys jeden prvni a nejvys jeden posledni prvek.

Z véty 3.6.1 plyne, %e kazdou mnoZinu lze aspoii jednim zptisobem
uspofadat. Jestlize R obsahuje vice nez jeden prvek, da se riznymi
zplsoby uspofadat. Je-li O jedno usporddani, pak

(%, y) e D l<=>(y, x) € O )

uréuje nové uspofidani O-1 které nazveme inversnim k O. Zfejmé
(O H 1=

Je-li © uspotddini mnoZiny R a je-li 4 c B, je £, uspofddani mno-
ziny A, jestlize

(1) (x, ) eD4y<=>xed, yed, (x,y)ed.

Pii studiu uspofddané mnoziny poklidame kaZdou podmnoZinu za
uspofiadanou podle (1).
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Je-li R usporadana a lezi-li @ ¢ R pied b ¢ R, pravime, Ze a leZi pfimo
pfed b a Ze b leii piimo za a, jestliZe Zddné x ¢ K neleZi mezi a a b.

- 3.4.4. Rbudiz uspofaddana. Jestlize meziae RabeR (o pied
b) lezi jen koneén& mnoho prvkd z R, existuje prvek ze R,
ktery lezi pfimo za a, a prvek y ¢ R, ktery lezi pfimo p¥ed b.

Dvé uspofadané mnoZiny R, S nazveme podobné, existuje-li zobra-

zeni f mnoZiny R na S s vlastnosti

xeR, yeR, =z pfed y= f(z) pted f(y).
Také zobrazeni f nazveme podobnym. Podobné zobrazeni je prosté a
také inversni zobrazeni je podobné.

Dilezity piiklad uspofddini davaji monoténni soustavy mmnoZin.
Soustavu mnozin M nazveme monoténni, jestlize pro 4 e M, BeM
je vidy budto 4 c B nebo B c A. Je-li M monoténni, pak

(4, B)eD<=A>B + 4
definuje uspofadani soustavy M, které nazveme wvzestupnym a O~
nazveme sestupnym. .
R budiz uspofddina. Kaidému a ¢ R piifadme mnoZinu A(a) c R

kde

A(a) = &, [z pleda].

A(a) nazveme isekem mnoZiny R wurlenym prvkem a. Ruazné prvky
urcéuji rizné dseky; soustava viech usekil je monoténni soustava.

3.1.2. A je podobné zobrazeni mnoZiny B na vzestupné
uspofddanou soustavu viech jejich dsekd.

V é&lanku 2.3 jsme zavedli pojem mohutnosti mnoZiny na zakladé
pojmu prostého zobrazeni. V piipadé uspofidanych mnozin mizeme
zavést novy pojem fypu uspofddané mnoZiny zpusobem zcela obdob-
nym s tim pouze rozdilem, %e misto o prosti zobrazeni se opirime
o podobni zobrazeni. Jelikoz bézi o divahu velmi podobnou dvaze po-
drobné rozvedené v ¢lanku 2.3, stadi ¥ici struéné toto: O dvou uspofa-
danych mnoZindch 4, B (naleZejicich do soustavy M, coZ se obydejné
jen mléky predpokladd) pravime, Ze maji tyZz typ, jestliZe existuje
podobné zobrazeni A na B. Protoze kazdé podobné zobrazeni je prosté,
je jasné, Ze z rovnosti typ 4 = typ B plyne rovnost moh 4 = moh B,
tj. vBecky uspofidané mnoziny téhoZ typu maji také touz mohutnost,
kterou nazyvime mohutnost! typu. Pouze pro koneéné mnoziny je
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mozné (cvié. 3.10.1) obracené z rovnosti mohutnosti soudit na rovnost
typti; proto pro typy koneénych uspotiddanych mnozin zavidime tytés
znacky 0, 1, 2, 3, ... jako pro mohutnosti koneénych mnozin. Typ pii-
rozené uspofaddané (viz &l. 3.2) mnoziny viech celych kladnych &isel:
znadime ; typ pfirozené uspofidané mnoZiny vsech racionalnich
disel znadime #; zfejme w =+ 7. Je-li « typ mnoZiny 4 uréitym zpisobem
uspofiddané, znadime «* typ téze mnoZiny 4 v jejim inversnim uspo-
fadani; z¥ejmé w*.+ w, ale n* = 7.

Souéet_a - A dvou typd «, f§ definujeme takto. Zvolime dv& dis-
junktni uspofddané mnoziny 4, B tak, aby bylox = typ 4, f§ = typ B
a polozime o + f = typ C, kde C je sjednoceni mnozin 4, B uspota-
dané tak, aby kazdé x € 4 bylo v mno#iné C p¥ed kazdym y ¢ B a aby
uspofadani mnozin A, B uréené uspoiddidnim mnoziny C splynulo
s pavodnim uspofddidnim mmozin 4, B. Jestlize moh «, moh 8 jsou
koneéné, pak takto definovany souéet &« + # souhlasi s obydejnym
pojmem soudtu. V obecném piipadé plati, jak se snadno zjisti, asocia-
tivni zdkon

c+Bf+y=a+B+7),
takie miifeme psit « + f 4 y bez zavorky, neplati viak obeend ko-
mutativni zdkon, nebot je sice n + w = w pro vieckan =1,2,3, ...,
ale typy o + n jsou vesmés rtzné navzajem a rizné od . Snadno
se zjisti, Ze
1°9, 221479, 37+1, £1+7+1

je typ pfirozené uspofddané mmnoziny viech téch racionalrich &isel z,
pro néz plati

1P0<z<l, 20<z<1, 3°0<2<1, 4021,

3.2. PRIROZENE USPORADANI MNOZINY CELYCH NEBO RACIONAL-
NicH CISEL

Je-li RcE,, pak
(z, e <y
definuje uspofadani mnoziny R, které nazveme jejim pfirozenym uspo-

Faddnim.
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Prirozené uspofadani mnozZiny vdech celych éisel 0; 41, 42, ..,
nebo kterékoli jeji podmnoZiny B mé tu vlastnost, e mezi dvéma
riznymi éisly mnoZiny R lezi jen koneény podet éisel této mnoziny.
Obracené plati:

3.2.1. Mnozina B + pbudiz uspofadana tak, Ze mezidvéma
riznymi prvky lezi vidy jen koneény podet prvki. Jsou
étyfi moZné pripady:

[1] R mé prvni i posledni prvek;

[2] R ma prvni a nemd posledni prvek;

[3] R nem4a prvni a méa posledni prvek;

[4] R nemé prvni ani posledni prvek.

Ptipad [1] nastane priavé tehdy, jestliZe mnoZina R je
koneéna. Dané usporadanl mnoZiny R je podobné priroze-
nému uspoiadani

[1] mnoziny v8ech celych kladnych 01se1 = p, kde p zna-
mend potfet prvkd mnoziny R;

[2] mnoziny v3ech celych kladnych é&isel;

[3] mnoziny vSech celych zapornych ¢&isel;

[1] mnoZiny v8ech celych éisel.

Dikaz. I. Necht plati pfipad [1] nebo [2], takZe R md prvni prvek;
oznadme jej a,. Je-li pro néjaké n prvek a, ¢ R uz definovdn a neni-li a,
poslednim v R (tim neni nic feéeno o existenci posledniho prvku), exis-
tuje b € R za a, a podle 3.1.1 existuje a,,, € R leZici ptimo za a,,.

Nyni jsou dva mozné pripady: budto (pfipad «) dostaneme koneénou
posloupnost {a,)? prvki z R, kde a, je posledni v R, nebo (piipad )
dostaneme nekonec¢nou posloupnost {a,}r prvka z R: DokiZeme, Ze:
mnozina hodnot (koneéné nebo nekoneéné) posloupnosti {a,} je totoz-
na s celou RB; z toho pak ¢tenaf snadno odvodi, ze f(a,) = n diva Za-
dané podobné zobrazeni f mnoZiny R, takZe ptipad « splyne s piipa-
dem [1]'a p¥ipad f§ s [2].

Piedpokladejme tedy, Ze urdité b ¢ R je rizné od viech.a,. ProtoZe a,
je prvni v R, lezi b za a,. Ale b nelezi za viemi a, (v piipadé «, protoie
a, je posledni; v piipadé B, protoZe mezi @, a b je koneéné mnoho
prvki z R). Tedy existuje index m (m < p v piipadé ), pro ktery b
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lezi za a,, ale pfed a,,,, tedy mezi a, a a,,,, coZ je nemoiné, nebot
Omyq leZi pPimo za a,,. )
II. Ptipad [3] se pfevede na [2] pomoci inversntho uspofadani.
III. V piipadé [4] zvolime libovolné @, ¢ R a polozime
R, =&, [zpted q)], R,=¢&, [zzaa,].

Pak R se rovna sjednoceni tti disjunktnich mnoZin (a,) U R, U R, a
snadno se zjisti, Ze pro B, nastane piipad {3], pro R, piipad [2]. Po-
dle dokazaného existuje podobné zobrazeni f, mnoZiny R, na mno-
Zinu viech celych zapornych Cisel a podobné zobrazeni f, mnoziny R,
ha mnozinu viech celych kladnych &isel. Je-li

Ha)) =0, @eR,= (@) =f(x), zeBy=> @) =fox),

je f Zddané podobné zobrazeni mnoZiny R. .

R budiz uspofidina. Pravime, Ze R je husté uspofddand, obsahuje-li
R aspon dva prvky a jestliZe pro (z, y) ¢ B X R nikdy z nele#i pfimo
pfed y. Ze 3.1.1 plyne: /

3.2.2. Hust8 uspofddand mnozina je nekoneéni, dokonce
mezi kterymikoli dvéma riznymi prvky leZzi nekoneéné
mnoho prvki.

Spoéetnd (viz 2.2.7) mnozZina vSech racionalnich &isel je (ve svém
plirozeném uspofadani) husté uspofadana.

3.2.3. R budiz nejvys spodetns uspofddand mnozZina, H
budiz hust8 uspofddand mnozina. Pak existuje S c H, kters
je podobna s R. Necht R je nekoneéns. (Jinak je véta trividlni.)
Pak R je mnoZina hodnot prosté posloupnosti {a,}. Protoze H je ne-
koneéna, mizeme zvolit b, ¢ H tak, Ze b, neni prvni ani posledni v H.
Necht nyni pii uréitém g e N jsou uz b, ¢ H (1 < n =< q) uréeny tak,
Ze Zadny neni prvnim ani poslednim v H a Ze

(1) . a, pred a,<>b, pred b,

plati pro 1 = m, n < q. (Pro ¢ = 1 je to spravné.) Snadno se nahlédne,
7e lze (nekoneéné mnoha zpisoby) uréit b,,, ¢ H tak, aby (1) platilo
pro 1 = m, n < q + 1; miZeme piredpoklidat, Ze b,,, neni prvni ani
posledni v H. Tim je rekurentné uréena posloupnost {b,} a je-li S c H
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jeji mnoZina hodnot, pak f(b,) = a, divéd podobné zobrazeni f mno-
#iny S na R.

3.2.4. Budiz R nejvy§ spodéetnid uspoifddand mnoZina.
Existuje mneZina § slozen4 z kladnych raciondlnich é&isel,
ktera ve svém prirozeném uspofadani je podobna s R. To je
zvldStni pFipad véty 3.2.3.

3.2,5. Budtez R, S dvé spotfetné husté uspotrddané mno-
ziny; nechf ob& maji prvni prvek nebo Z4dna; necht obé
maji posledni prvek nebo Zddni. Pak R a S jsou podobné.

Dikaz. I. Prostym vynechanim prvniho nebo posledniho prvku
prevedeme ostatni moZnosti na ptipad, kdy R a S nemaji prvni ani
posledni prvek. Existuji prosté posloupnosti {a,}, {b,}, jejichZ mno-
Ziny hodnot jsou R resp. S. Sestrojime rekurentn& nové posloupnosti
{u,}, {v,} s tymiZ mnoZinami hodnot.

II. Zvolime %, = a,, v, = b,. Nechf pfi daném ¢ ¢ N uZ mame urde-
ny 4, e R, v,eS (1 = n = q) tak, Ze
(2) U, pled u,<>v, pred v,
pro 1 <m, n < ¢. Rozeznavame dva piipady. Jestlize prednd ¢ je
liché, zvolime nejprve u,,; = a, tak, Ze & je nejmensi index, pro ktery
(3) 1=n=g=a, + U,;
potom zvolime v,,, = &, s takovym k, aby (2) platilo pro 1 < m,
n = ¢ + 1. (Protoze S je husté usporadand mnozina bez prvniho a po-
sledniho prvku, je nekoneéné mnoho takovych k.) Jestlize za druhé ¢
je sudé, pak postupujeme obricend: nejprve zvolime vq+1 = b, tak,
%e h je nejmensi index, pro ktery

l=n=qg=b, ¥ v,
a potom zvolime u,,, = a, s takovym k, aby (2) platilo pro 1 < m,
n < ¢ + 1. (Opét je nekoneénd mnoho takovych k.)

IIT. Uréili jsme posloupnost {u,} s mnoZinou hodnot U c R a po-

sloupnost {v,} s mnoZinou hodnot ¥V c § a ziejmé f(u,) = v, diva

podobné zobrazeni U na V. Zbyva dokéazat, Zze U = R, V = 8. Je-li
U + R, budiz m nejmensi index, pro ktery a, je rizné od viech u,:
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Pak je m > 1 a existuje takové liché ¢, Ze kazdé a; (1 =¢ = m — 1)se
vyskytuje mezi %, (1 =n =gq). Protoze » byl nejmens$i index
8 vlastnosti (3), je %,,., = @, coZ je spor. Stejné se dokadze, ze V = 8.

3.2.6. Budi# R spodetna husté uspotddansd mnozina. Jest-
lize R, ’
~ [1] m4 prvni i posledni prvek;

[2] m4 prvni, ale nem4& posledni prvek;

[3] nem4 prvni, ale m4 posledni prvek;

[4] nem4 prvni ani posledni prvek,

pak R je podobné s pFirozené uspofadanou mnoZinou viech
téch racionalnich &isel z, pro kterd
]0<z<1; [210<z<1; [3]0<a=1;
Ml o<a <.
To je zvlastni pripad véty 3.2.5.

3.3. MEZERY

R budi# uspotddans mnoZina. Bezem v mnozing R rozumime dvojici
o = (4,, 4,) takovou, Ze 'pfedné

4, + 9+ A4,; 4, U4, =R
a za druhé

1 z,ed,, xyed,=>z pled z,.

Z (1) plyne, Ze A;, 4, jsou disjunktni, takZe 4, = R — A,. Mnozina 4,
se jmenuje dolni skupina, mnoZina A, horni skupina Yezu o.
Vime-li, Zze 4,, 4, jsou disjunktni, miZeme vlastnost (1) zapsat také
ve tvaru
x, pred x,, Z,ed, =&, €4,
nebo ve tvaru
Zyza 2, red,=>x,¢4,.

Dva druhy Fezl maji své nazvy: [1] skok v R je fez, jeho# dolni sku-
pina mé posledni a horni skupina md prvni prvek; [2] mezera v R je

36



naopak Fez, jeho# dolni skupina nems posledni a horni skupina nems
prvoi prvek.

3.3.1. Uspofddand mnozina s aspoil dvéma raznymi prvky
je husté uspofddana pravé tehdy, nema-li skoky.

Budiz B mnoZina vEech raciondlnich ¢isel ve svém piirozeném
uspofddani. Ka?dé iraciondlni &islo « vytvofuje v R mezeru
(4,, 4,), je-li 4, (4,) mnoZina téch xz e R, pro néZ z < & (z > «).
Obracené je znamo, %e kazd4 mezera v R je v tomto smyslu vytvofena
néjakym iraciondlnim é&islem «: v Dedekindové teorii se iracionalni
¢isla pfimo definuji mezerami v R.

3.4. PoJEM DOBREHO USPORADANI., PORADOVA &fsLa

Budiz R uspofddand mnozina. ?ravime %e R je dobfe uspofdddina,
_jestlize kazda jeji ¢ast A4 + @ ma prvni prvek tedy takovy prvek

aeA,ie

xed, x+a=-a pred =.
Kazdi konedni uspofddand mnoZina je dobfe uspofddina. Dobré
uspofadddni mnoZiny uréuje dobré uspofddani kazdé jeji ¢dsti. Ptiro-
zené uspofadani mnoziny vSech celych kladnych (zdpornyeh) &isel je
(neni) dobré. Pti podobném zobrazeni piejde dobré uspofidani v dobré
uspofadani.

3.41. BudiZ f podobné zobrazeni dobfe uspofddané mno-
Ziny Ena ¢ast mnoZiny R. Pak proZidné 2 ¢ Rneni f(x) pfed 2.
Jestlize mnozZina 4 = &, [f(x) pfed ] neni prizdnd, ma prvni prvek a.
Je-li b = f(a), je b pted a podle definice A, a protoZe f je podobné, je
f() pted f(a) neboli f(b) pfed b, takZe b € A. To je spor, nebot b lezi pfed
prvnim prvkem ¢ mnoziny 4.

3.4.2. Jestlize dvé dobie uspofidané mnoziny R, S jsou
podobné, pak existuje jen jediné podobné zobrazeni Rna S.
Necht f, g jsou dvé takova zobrazeni. Nejsou-li totoZna, existuje ta-
kové a ¢ R, Ze f(a) + g(a). Pro urditost budiz

(1) f(a) pted g(a) .
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Je-li
yeS= o) = flg.)],
je @ podobné zobrazeni S na 8, p¥i kterém ¢[g(a)] = f(a), takZe podle
(1) je ¢lg(a)] pred g(a) a to je spor proti 3.4.1.
Pojem useku A(a) uspofddané mnoziny R uréeného prvkem a mé
u ‘dobfe uspotaddanych mnozin zikladni duleZitost.

3.4.3. Dobfe uspofddand mnozina R neni podobna Zad-
nému svému tuseku. Je-li f podobné zobrazeni R na A(a), kde a ¢ R,
je f(a) € A(a) neboli f(a) pfed a a to je spor proti 3.4.1.

3.44. Dva riazné tseky dobie uspofddané mnoZiny R si
nejsoupodobné. Je-li totiz napt. @ « R pred b ¢ R, pak A(a) je isekem
dobie uspofadané mnoziny A(b), takze A(a), A(b) podle 3.4.3 si nejsou
podobné.

3.45. R budiz dobfe uspofddana. Necht M c R ma vlast-
nost

zeM, yeR, ypled x=>yeM.
Pak je budto M = R nebo M je iisek R. Je-li M + R, tedy R —
— M + @, budiz a prvni v R — M. Je-li z ¢ A(a), je = pred a, tedy
z e M. Kdyby bylo M + A(a), existovalo by be M — A(a). Ziejmsé
je a pted b, ale to je nemoZné, nebot

beM, aeR, apfed b=>aelM.

3.4.6. Jsou-li R, § dobfe uspofidané mnoziny, nastane
pravé jeden z téchto t¥i pripadi:

[1] B a § jsou podobné;

[2] S je podobna tuseku mnoZiny R;

[3] B je podobné tseku mnoZiny S.

Dtkaz. I. Podle 3.4.3 nemohou nastat soudasné ani [1] a [2] ani
“[1] a [3]. Nastanou-li soudasné [2] a [3], existuje podobné zobrazeni f
mnoZiny R na tsek mnoziny S a podobné zobrazeni g mnoziny S na
tsek mnoZiny R. ProtoZe f je zobrazeni R do S, existuje zobrazeni ¢
sloZené z f a g. Zfejmé ¢ je podobné zobrazeni mnoziny R na jeji Gsek,
coz je spor proti 3.4.3.
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II. Budiz T mnoZina vSech téch dvojic (z, y) e B X S, pro které
isek mnoZiny R uréeny prvkem z je podobny tdseku mnoZiny S urde-
nému prvkem y. Podle 3.4.4 k danému z ¢ R nebo k'danému y ¢ S vidy
existuje nejvys jedna dvojice (x, y) € 7. Z toho plyne (viz &lanek 1.2),
#e mnozinu 7T lze povaZovat za prosté zobrazeni f jakési mnoziny 4 c R
na jakousi mnozinu B ¢ S. (Je vhodné si v§imnout, %e je-li B & ¢ & S,
je T+ @, nebot (a, b) ¢ T, je-li a prvni prvek v R a b prvni prvek v S.)

III. Budiz a € 4, b = f(a) neboli (a, b) ¢ T'. Pak existuje podobné
zobrazeni ¢ tseku A(a) mnoziny R na tsek A(b) mmnoziny S. Je-li
z € A(a), je zfejmé, Ze existuje ziZeni zobrazeni ¢, které je podobnym
zobrazenim tiseku A(z) mnoZiny R na usek A(y) mnoZiny S, jestliZe
y = @(z). Je tedy = ¢ A a mimo to y = f(x) lezi pFed b = f(a). Zjistili
jsme tedy, Ze f je podobné zobrazeni 4 na B a mimo to soudime ze
3.4.5, 7e je budto A = R nebo 4 je dsekem mnoZiny R. Podobné je
budto B = S nebo B je usekem mnoziny S.

IV. Zbyva uvést ke sporu predpoklad, Zze 4 = A(x) je tsekem mno-
ziny R a zarovenn B = A(f) je usekem mnoziny S. Potom by vSak bylo f
podobné zobrazeni A(x) na A(f), takie by bylo (x, 8) e T, tedy « € 4,
COZ je spor.

3.47. Budiz S ¢ast dobfe uspofddané mnoiiny R, takie
také S je dobfe uspofddanid mnoZina. Pak S je podobni
budto s R nebo s néjakym tsekem mnoziny R. Jinak by toti%
podle 3.4.6 existovalo podobné zobrazeni f mnoZiny R na tsek mnoziny
S uréeny prvkem a € S; pak by v8ak bylo f(a) pfed a, coZ je spor proti
3.4.1,

Pojem typu (viz &l. 3.1) je zvlasté dileZity u dobfe uspofadanych
mnoZin, protoze pro tyto typy lze definovat vztah ,,mensi“, ktery ma
podobné vlastnosti jako stejné oznadeny vztah mezi redlnymi &isly.
Z tohoto divodu se typy dobfe usporddanych mnoZin obycejné nazy-
vaji pofadovd nebo ordindlni &isla. Snadno se zjisti, Ze souéet dvou pofa-
dovych &isel je opét poradové &islo. Mezi pofadovéd &isla patii viecka
nezaporna celd ¢isla 0, 1, 2, ...; ostatni pofadovéa &isla, tedy typy ne-
koneénych dobfe uspofddanych mnoZin, nazyvaji se mnohdy transfi-
nitni isla.
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Jsou-li &, § pofadova éisla, pravime, Ze « je mensi nez § nebo ze f je
vétsi neZ « a piSeme &« << f nebo f > «, jestlize (jedna a tudiz kazda)
dobfe uspofadana mnoZina typu f obsahuje dsek typu o (ktery podle
3.4.4 je jediny). Ze 3.4.6 plyne, Ze prolibovolné dand poradova &isla
o, f plati pravé jeden ze t¥#i piipadu: « = 8, o« < , f < «. Mimo to je
patrné, Ze jestlize o < B, f < y, je také o < y. Tudi% pro kteroukoli
mnozinu M pofadovych ¢isel vztah

& pied <o < B

definuje uspofadani mnoziny M, které nazveme jejim prirozengm uspo-
Faddnim. Je-li « libovolné potadové &islo, oznaéime W(x) mnoZinu
viech pofadovych ¢isel mensich nez « (neboli mnoZinu typa vSech
usekld dobfe uspofadané mnoziny typu «), pfi éemZ mame na mysli
pirozené uspofadani této mnoZiny; snadno se zjisti, Ze pfirozené uspo-
fadani mnoZiny W(«) je dobré a Ze jeho typ je roven «, takZe také
moh &« = moh W(«). Také piirozené uspotidani mmnoZiny W{oa) U (x)
viech pofadovych éisel = x je dobré; jeho typ je ziejmé « + 1.

Potadové &islo o & 0 se nazyva isolované, jestlize v mnoziné W (o)
existuje posledni (nejvétsi) prvek. Je-li f tento posledni prvek, zjisti se
snadno, %e &« = f + 1. Obracené kazdé potadové ¢&islo tvaru. f 4 1
(kde B je libovolné poradové ¢islo), je isolované. Mezi isolovana potfa-
dova &isla poéitame také &islo 0. Potadové ¢islo « se nazyva limitni,
jestlize- neni isolované, tedy jestlize « & 0 a jestliZe ke kaZzdému
B < « existuje takové y < &, Ze f < v.

3.5. TRANSFINITNI INDUKCE

K dikazu spravnosti néjaké vlastnosti pro viecky prvky dobie
uspoFidané mnoziny se dasto uziva nasledujici véty 3.5.1, jejimz zvlast-
nim piipadem (je-li B mnozina vSech celych kladnych &isel ve svém
pfirozeném uspofadani) je znadma metoda indukece; proto se v obecném
ptipadé mluvi o dékazu transfinitni indukci.

3.5.1. Nechf pro kaidy prvek =z dobfe uspofddané mno-
Ziny R mé smysl vlastnost V(z). Madme-li dokézat, Ze V(z) je
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sprdvnéd prokazdéz ¢ R, staéi proka%déxe¢ R odvodit sprav-
nost vlastnosti ¥(z) z pfedpokladu, Ze vlastnost ¥(y) je sprav-
né pro viecka y ¢ A(z). '

Poznamka. Je-li « prvni v R, je A(x) = 0, takZe neexistuje Ziadné
y € A(x) a miizeme Fici, Ze v tomto piipads predpoklad spravnosti V(y)
pro v3ecka y ¢ A(x) je vidy splnén, tj. je-li z prvni v R, musime umét
odvodit spravnost A(z) bez jakéhokoli pfedpokladu.

Dikaz. Budiz 4 mnoZina téch = ¢ R, pro které vlastnost Y(z) je
nespravna. Kdyby bylo A #+ 0, existoval by v 4 prvni prvek z. Pfed-
poklad spravnosti V(y) pro vSecka y € A(z) by byl splnén a pfesto by
vlastnost ¥(x) byla nespravna. To je spor.

Také to, Gemu se nékdy Fika definice indukei neboli rekurentni defi-
nice posloupnosti (tj. zobrazeni, jehoz oborem je mnoZina N) di se
pPenést na zobrazeni, jejichZz oborem je libovolna dobfe uspofddand
mnozina. Plati totiz:

3.5.2. BudiZ R dobie uspofddana mnoZina; M budiz jaka-
koli mnozina. Budiz dano pravidlo f, které pro kazdy tsek
mnoziny RkaZdémuzobrazeniptohototisekudo M ptitazuje
urdity prvek f(p) e M. Pak existuje zobrazeni » mnoziny R
do M s tou vlastnosti, Ze pro kazdé z ¢ R je p(xr) = f(p), zname-
né-li ¢ ziZeni zobrazeni p na tisek A(z) mnoziny R.

Pozndmka. Snadno se zjisti, Ze takové zobrazeni y je jediné. Uziti
véty 3.5.2 (nebo ndsledujici véty 3.5.3) se obytejné nazyva definice
transfinitni indukct, aé vhodnéjdi by byl nazev transfinitné rekurentni
definice.

Dikaz. I. Budiz § mnoZina téch x ¢ R, pro néz existuje zobrazeni ¢
useku A(x) do M s vlastnosti

(1) y < A@@) = oly) = f(g,), kde @, =¢]|A@).

Takovi ‘zobrazeni ¢ nazveme p¥ipustné. (Je-li @ prvni prvek v E,
pak A(a) = @ a vlastnost (1) je pro y = a splnéna p¥i ¢ = @; je tedy
aefS.)

II. Ke kazdému z e S patii jediné pFipustné zobrazeni ¢, které
v daldich ¢astech diikazu oznadime .. Jsou-li totiZ ¢,, @, dvé piipustnd
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zobrazeni patiici k prvku x a je-li ¢, + ¢@,, pak existuje prvni y € A(z)
s vlastnosti ¢,(y) + @.(y). Pro z € A(y) je potom ¢,(z) = @,(z), takze
zizeni ¢, = @, | A(Y), @2y = @, | A(y) jsou totoZnd. Av3ak podle (1)
je 21(H) = H(9n), 92(4) = How), tedy @u(y) = @4(y), coZ je spor.

IIT. Snadno se zjisti, Ze jestliZe z € S, pak je A(z) c S a pro y € A(z)
je zobrazeni ¢, totoZné se ztZenim ¢, | A(y).

IV. Pro = ¢ 8 budiZ yp(z) = f(p,). Je tedy v zobrazeni S do M. Pro
z eS8 je g, totoziné se ziZenim y | A(z). [Toto ziZeni existuje, protoze
A(x) c 8§ podle III.] Nebof pro ye A(x) hodnota zobrazeni y | A(x)
v prvku y je rovna y(y) neboli f(g,), a mimo to je ¢, pFipustné, takie
?+(y) = fl9= | A(y)] a podle IIT je ¢, | A(y) = p,.

V. Je tedy pro kazdé x ¢ S

p(@) = flgz) = fly | A@)]
a zbyva dokazat, Ze S = R.V p¥ipadé S + R vSak soudime z III podle
3.4.5, Zze S = A(a) je tisek mnoziny R. Potom je v8ak y piipustné
zobrazeni A(a) do M, takze podle definice S je a € S neboli a ¢ A(a) a to
je spor.

Véty 3.5.2 se obyéejné uziva v tom piipadé (na ktery se lehko obecny
piipad prevede), kdy R je pfirozené uspofadana mnozina vSech pofa-
dovych ¢&isel = «, kde « je libovolné pofadové &islo. P¥i tom se zpra-
vidla. postupuje zptisobem popsanym v nasledujici véts, jehoz sprav-
nost snadno plyne z véty 3.5.2.

3.5.3. Abychomjednoznadnédefinovalivécv(x)ptifazenou
libovolnému pofadovému &islu «, stadi: 1° definovat véc
v(0); 2° prolibovolnéisolované pofadové éislo £ = 5 4+ 1 udat
piedpis urdujici véc v(f) za prfedpokladu, Ze véc v(n) je jiZ
uréena; 3° pro libovolné limitni pofadové ¢islo £ udat pfed-
pis uréujici véc v(£) za ptedpokladu, Ze pro kazdé potadové
tislon < £je vée v(n) jiZ uréena.
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3.6. EXISTENCE DOBREHO USPORADANT

BudiZz R soustava vSech neprizdnych &asti mnoZiny R. Vybérovym
pravidlem v mnofiné R nazveme zobrazeni ¢ soustavy & do mnoZiny R,
které ma vlastnost

XeR=>p(X)eX.

Za spravny poklidame v celé knize axiom vgbéru, ktery pravi, ze’
v kazdé mnoZiné existuje vybérove pravidlo.

3.6.1. KaZdou mnoZinu R lze dob¥e uspotfadat.

Dukaz. I. Zvolme vybérové pravidlo ¢ v mnozing R. Oznadme &
soustavu v8ech téch ddsti S mnoZiny R, které se daji dobfe uspofadat
tak, Ze

reS= @R — Alx)) ==,

kde A(r) je Gsek dobfe uspofddané mnoziny S uréeny jejim prvkem wx.
Takové dobré usporadani nazveme pripustné.

II. Budiz W, pitipustné dobré uspofddini mnoziny S, «& a budiz
W, ptipustné dobré uspoiadini mnoziny S, ¢ ©. Podle 3.4.6 existuji
mnoziny Sy c 8, SF¥cS, s tdmito vlastnostmi: [1] neni soudasnd
S¥+ 8, S¥+ 8, [2] jeli SF +8; (1 =1,2),jeSF tsek S, [3]
existuje podobné zobrazeni f mnoZiny St na Sy. Jestlize existuje
x ¢Sy, pro které f(xr) + x, musi existovat prvni takové z. Pro
toto = je tisek A mnoZiny S; uréeny prvkem z totoiny s tusekem
mnoZiny S, urlenym prvkem f(x) a protoze W,, W, jsou piipust-
ni, je p(R— 4A)y==, @R — A)=fz), a tedy f(x) ==z, coi je
spor. Tim je dok4zino, Ze x ¢ Sy = f(x) = z, takZe Sf = Sy. Pro-
toze vidy je budto ST =S, nebo Sy =S, soudime nejprve, Ze
v ptipadé S; = S, je nutné W, = W,, tj. kazdd S ¢ & m4 jediné pii-
pustné dobré uspo¥adani. Déle viak soudime v piipads S, + S, Ze je
budto S, c 8, nebo S, c S,, a Ze jestlize nap¥. S, c S,, pak pro z ¢ S,,
y € S, plati pravé tehdy ,,x pfed y*“ ve smyslu W,, jestliZe plati ,,z pFed
y* ve smyslu W,.

II1. Z toho snadno plyne, Ze sjednoceni 7' viech S ¢& miZeme
uspofédat predpisem, Ze prox ¢ T, y ¢ T je ,,z pfed y* pravé tehdy, jest-
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lize existuje takovd S e @, Ze z €8, y ¢ S, a Ze je z pfed y ve smyslu
piipustného dobrého uspofaddni mnoZiny S. Takto definované uspo-
fadani mnoZiny T je dobré. Nebot je-li 7> 4 + @, zvolme a e A.
Existuje S €&, a e S; tato S obsahuje cely tsek mnoziny 7' urdeny
prvkem a. Jest § = A n S c S a protoze S je dobfe uspotddina, exis-
tuje prvek b prvni v 4 n S, ktery je prvnim také v 4.

IV. Na8e dobré uspofddini mnoZiny T je ptipustné. Nebof je-li
a ¢ T, opét existuje S ¢S, a € S. Ziejmé prvek a uréuje v obou mnozi-
nach S, T' tyZ tsek A a protoZe dobré uspofddini mnoziny S je pfi-
pustné, je p(4d) = a. E

V. Protoze T je dobfe usporddina, stadi dokdzat, ze T = R. Je-li
T + R, pak c=¢(R — Tye R — T. V mnozing T U (c) definujeme
uspofadani tak, Ze ,,x pted ¢ pro viecka x e TaZeproze T, y e T je
,,% pred ¥ v T U (c) pravé tehdy, jestlize ,,x pfed y*“ v 7. Snadno se
nahlédne, Ze vznikne piipustné dobré uspofddani mnoziny 7' u (¢). Je
tedy T U (¢) € S, a tudiZz T U (¢) c T a to je spor.

Definice. Normdlni uspotdddni mnosiny R je takové dobré uspo-
tadani mnoZiny R, Ze moh A4 + moh R pro kazdy dsek 4 mnoziny E.

3.6.2, Kazdou mnoZinu R lze normédlné& uspotadat.

. Podle 3.6.1 muZeme predpoklidat, 7e je didno dobré uspofadini
mnoziny R. Budiz § = &, [moh A(z) = moh R). Je-li S = 0, je dikaz
hotov. Je-li § + B, md S prvni prvek a a jest moh A(a) = moh R,
aviak pro x ¢ A(a) je moh A(x) = moh R, tedy moh A(z) + moh A(a).
Tudiz mnoZina A(a) je normélné uspofddina. Protoze moh A(a) =
= moh R, existuje prosté zobrazeni f mnoZiny R na A(a). Jestlize pro
z e R, y e Rz pfed y v novém smyslu <> f(x) pfed f(y) ve starém smyslu,
dostavame normalni uspofadani E.

3.6.3. Viecka normdalni uspofidani mnoZiny R jsou si
podobné. Necht symboly B,, R, znamenaji mnozinu R ve dvou riz-
nych normélnich uspofddinich. Mohutnost kazdého dseku mnoziny R,
je riznd od moh R a proto Zadny dsek mnozZiny R, neni podobny s R,.
Stejné zadny tsek mnoziny R, neni podobny s R,. Tudiz R,, R, jsou
si podobné podle 3.4.6.
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3.7. APLIRACE NA NAUKU O MOHUTNOSTECH

Teorie dobrého uspoiadani ma dilezité aplikace na nauku o mohut-
nostech. Jako v &lanku 2.3 uvaZzujme mohutnosti mnoZin ndlezejicich
do dané soustavy M. Mohutnosti znac¢ime malymi gotickymi pismeny.

Definice. Pro dvé mohutnosti b, ¥ budeme definovat vztah ,b je
mendi neZ B neboli | B je v€t87 nez h*, ktery zapisujeme ) << Enebof > b.
Za tim tdelem zvolime H ¢ M, K ¢ M tak, 7e moh H =5, moh K =L
Potom b < F znamend, %e K obsahuje édst mohutnosti h, ale H ne-
obsahuje é4st mohutnosti §. Na blizsi volbé H, K pii tom nezilezi, jen
kdy% H, K maji dané mohutnosti. Rovnéz tak se na vyznamu vztahu
b < P nic neméni, nahradime-li soustavu M Sirsi soustavou M, > M.
Posléze pro koneéné mohutnosti ma vztah § <P obvykly smysl.
Misto ,,b < nebo b = ¥ pifeme struéné § < £ (nebo f =§). Ze 2.3.2
plyne:

3.71. Je-lih = moh H, f = moh K, pak vztah ) <¥znameni,
%e K obsahuje mnoZinu mohutnosti}. Zejména tedy

(1) HcK=p <P,
Abychom prokézali idelnost zavedené definice, musime dokazat, Ze
5, hHeD=ph <t
dava uspordddni soustavy mohutnosti viech mnozin soustavy M, tj. Ze
jsou splnény axiomy [ID], [IIO] a [ITID] éldnku 3.1. Toto uspotddani O
nazverme prirozenym.
I. Axiom [I9] je zfejmé splnén.

II. DokaZme [II19]. Budiz § = moh H, ¥ = moh K, [ = moh L,
HeM KeM LeM, b <k E <, takZe podle [ID] je b =+ [. Protoze
b <P P <[, obsahuje K &ist mohutnosti § a L obsahuje 8dst mohut-
nostit. Z toho plyne, 7Ze L obsahuje ¢ist mohutnostih = moh H. AvSak

H neobsahuje ¢ast mohutnosti | = moh L, nebot jinak by bylo § =1
podle 2.3.2.

III. K dikazu platnosti [IIO] je nezbytna v&ta 3.6.1. Mame dokézat,
Ze predpoklad ,,anif) < fanif < h* je nemozny. Je-li opét h = moh H,
! = moh K, znamens tento ptedpoklad, Ze ani K neobsahuje ¢ast mo-

45



hutnosti fj, ani H neobsahuje ¢ast mohutnosti ¥. To je u dobfe uspofa-
danych mnozin podle 3.4.6 nemozné a podle 3.6.1 mizZeme pfedpokli-
dat, Ze H, K jsou dobfe uspofadany.

3.7.2. MnoZina K budiZ normilné uspofiddana. Pak je
préavé tehdy moh H < moh K, jestlize moh H je rovna mohut-
nosti nékterého iseku mnoziny K.

Dikaz. I. Mohutnost kteréhokoli tiseku K je podle 3.7.1 men3i ne%
¥ = moh K, nebot podle definice normalniho uspofddani nemuze tato
mohutnost byt rovna £.

II. BudiZ h = moh H, ) <?. Podle 3.6.1 mazeme piedpoklidat, Ze
H je dobfe uspofdddna. H neni podobni K, nebof to by dalo § =¥,
také zaddny tsek mnoZiny H neni podobny K, nebof to by podle 3.7.1
dalo § = 2. TudiZz podle 3.4.6 je H podobnd tiseku 4 mnoziny K, takze
b = moh A.

3.7.3. Ptirozené uspofddini soustavy mohutnosti viech
mno%inlibovolné dané soustavy M je dobré. Budiz @ + € c M.
Podle 3.7.1 stati dokizat existenci takové Ce€@, Ze ka¥dd X @
obsahuje &ist mohutnosti rovné moh C. Budiz § - sjednoceni
viech mnoZin soustavy €. Podle 3.6.2 muzeme pledpoklidat, ze §
je normalné uspoiddina. Pro X ¢ € je X c §, tedy moh X < moh 8
podle 3.7.1. Budiz 7' mnoZina viech téch se S, pro néZ mohutnost
tseku A(s) mnoziny S je pfi nékteré X e € rovna moh X. Je-li T' = ¢,
pak podle 3.7.2 je moh X = moh S pro kazdou X ¢ € a C ¢ € lze zvolit
libovolné. Je-li T' & @, zvolime C e € tak, aby bylo moh C = moh A(a),
kde a je prvni prvek mnoziny 7. Ze 3.7.2 plyne, %e C ma Zidanou
vlastnost.

3.7.4. Pro kaidou mohutnost m je m <expm. Neboft m <
= exp m podle 3.7.1'a m = exp m je podle 2.3.3.vylouéeno.

-3.7.5. Pro ka%’dou nekoneénou mohutnost m je m = ¥,. Plyne
z 2.2.8. ’

Existuji mohutnosti vétsi neZ ¥, napf. exp 8,. Ze 3.7.3 plyne, Ze
existuje nejmensi takovd mohutnost. Je jednoznaéné uréena a zave-
deme pro ni oznadeni ¥,. Tedy:
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3.7.6. Jest ¥, < ¥,. Pro ka’dou nekoneénou mohutnost
m £ ¥, jest m = ¥,.
Hypothesa
X, = exp K,

se nazyva hypothesa kontinua. Nebyla dosud ani dokézéna ani VyvTa-
cena, ale Gddel dokézal, Ze Gvahy predpokladajici jeji spravnost ne-
mohou vést ke sporu.

3.7.7. Nekoneénd mnozina R budiZ normdalné uspofddéna.
Pak Rnemé posledniprvek. Je-li a posledni prvek, pak jim uréeny
tsek je A(a) = R — (a), ta,],(’ie podle 2.2.10 je moh A(a) = moh R,
a to je spor.

3.7.8. Pro kazdou nekoneénou mnoZinu R je moh (B X R) =
= moh R.

Diukaz. I. Podle 3.6.2 pfedpoklidejme, Ze R je normalné uspofa-
dana, takZe podle 3.7.2 je moh A << moh R pro kazdy jeji tsek 4.

I1. Z 3.5.1 a 3.7.3 plyne snadno, 7e p¥i diikazu miZzeme piedpoklé-
dat, ¢ moh (§ X §) = moh 8§ pro kazdou nekoneénou S c R, pro

kterou je moh S8 < moh R. Tedy pro kaZdy tsek A mnoziny R plati,
Ze budto 4 je koneénd mnoZina nebo moh (4 X 4) = moh 4.

ITI. Pro (z, y) ¢ B X R budiz
uz, y) =y, lezi-li = pted y; jinak u(z,y) ==z.
Zavedeme jakékoli pfedbézné dobré uspofadini W, mnoZiny B X R
(podle 3.6.1) a zavedeme nové jeji dobré uspofadani W, takto:
(%y, v,) pred (z,, y,) vzhledem k W,
znamena, Ze je budto u(x,, y,) pred u(z,, ¥,) nebo je soudasné
pxs, Y1) = (@, o) 3 (@1, y1) pled (zo, y,) vzhledem k W, .

Snadno se zjisti, Ze W, skuteéné& je dobré uspofddani mnoziny R X R.

IV. Budiz U prvkem (z, ) e R X R uréeny tisek mno¥iny B X R
(vzhledem k W,). Dokédzeme, Ze moh U < moh R. Podle 3.7.7 existuje
takovy @ ¢ R, Ze jim uréeny tsek A mmnoziny R obsahuje oba prvky
z, y. Potom z definice W, plyne, Zze U c A X A. Podle II je mnozina.
A x A budto koneéna nebo moh (4 X A) = moh 4, takZe v kazdém
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ptipadé je moh (4 X 4) < moh R a podle (1) na str. 45 téz moh U <
< moh R. )

V. Kdyby nebylo moh (R X R) = moh R, pak by podle 3.7.1 bylo
moh B < moh (B X R). Ze IV by pak plynulo, z2e W, by bylo nor-
malni uspofdddni mnoziny B X R, nadez by podle 3.7.2 méla B X R
tsek mohutnosti moh R a to je spor proti IV.

3.7.9. BudiZ m nékoneéna mohutnost. BudiZ neN. Pro
1=¢=n budiZ moh R, <m. Pak také kartézsky soudin

PR, ma mohutnost =< m. Obecny pfipad se pievede indukei na
i=1

piipad n = 2. Je-li m = moh R, pak podle 3.7.1 je moh (B, X R,) <
= moh (R X R), takZe podle 3.7.8 je moh (R, X R,) = m.

3.7.10. BudiZmnekonedna mohutnost. BudiZ @ # C, moh C=
=m. Proka?dé ze CbudiZ moh A(2) =m. Pak takésjednoceni
S =UA(() (2¢ C) ma mohutnost =< m. Je-li moh B = m, zjisti se
snadno, %e existuje prosté zobrazeni S do R X R; pak uzijeme 3.7.1
a 3.7.8.

3.7.11. BudiZ R nekonednd mnoZina a budiZ € soustava
vSech jejich koneénych ¢asti. Pak je moh & = moh R. Jest

& = U R,_,, kde 8&,_, je soustava viech téch ¢isti R, které obsahuji
n=1
kazda pravé n — 1 prvka. Pro n > 1 se snadno najde prosté zobrazeni
mnoziny &,_, do kartézského souéinu P R; (kde R; = R pro vSecka 3).
i=1

Podle 3.7.1 a 3.7.9 je tedy moh &,_; < moh R, coZ plati oviem i pro
n = 1. ProtoZe také X, < moh R, je moh & < moh R podle 3.7.10.
Av3ak & 5 &, moh §; = moh R, tedy moh & = moh R, takie moh& =
= moh E.

3.8. KONFINALITA

Definice. Budiz B + ¢ uspofddand mnozina. Nazveme konﬁndlmf
s R takovou S c R, Ze ke ka’dému x ¢ R existuje y ¢ S, pro které je
budto y = x nebo z pfed y. Ma-li R posledni prvek a, pak Sc R je
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konfindlni s R pravé tehdy, jestlife a e S. Nemé-li B + ¢ posledni
prvek, pak Sc R je konfindlni s R privé tehdy, jestlize za
kazdym z ¢ R je néjaky y ¢ S. MnoZinu 0, a jen tuto mnoZinu, povaiu-
jeme za konfindlni s @. ’ ‘

Vidy je R konfindlni s B. Je-li S konfindlni s R a je-li 7" konfinalni
s 8, je také T konfindlni s R. Je-1i S c TcRa]e-hSkonfmahusR je
S konfindlni s 7' a T' je konfindlni s R.

3.8.1. Budiz B uspoi"éda,né, mnoZina mohutnosti m. Pak
existujes Rkonfindlni S c Rstémito vlastnostmi: 8 je dobfe
uspofddéna (jestlize uspofadani S je urdeno uspofddinim R). Je-li
T normélné uspofddand mnoZina mohutnosti m (takovd 7'
existuje podle 3.6.2), pak Sje podobnd budtos T’nebosné&jakym
tsekemmnoziny 7. (Podle 3.6.3 nezileZi na bliz§i volbé mnoZiny 7'.)

Dikaz. I. MaZzeme piedpoklidat (pouze pro vétsi jasnost dikazu),
ze R &+ 0 a %e R a T jsou disjunktni. ProtoZze moh 7' = moh R, exis-
tuje prosté zobrazeni f mnoZiny R na 7. Definujme S ¢ R takto:

8 =26, [yeR, fly) pted f(z)= y pled z].

Je jasné, Ze ziZeni f | 8 je podobnym zobrazenim S na fY(S) c 7. Ja-
kozto dast T' je f1(S) dobie uspofidand; podle 3.4.7 je f1(S) podobnd
budto s 7' nebo s isekem T'. Protoze zobrazeni f | S je podobné, je také
S dobie uspofddand a podobna budto s 7' nebo s tsekem 7'. Je-li ¢ ten
prvek mnoziny R, pro ktery je f(c) prvni prvek mnoziny 7', je zfejmé
¢celS;tudiz S + 0.

II. Zbyva ukazat, Ze § je konfindlni s R. BudiZ M mnoZina téch
z ¢ B, pro které: y ¢ S = z za y. Mame dokazat, Ze M = 0. Je-li viak
M + ¢, pak v mnoziné f{(M) c T existuje prvni prvek; necht pro a e M
je f(a) prvni v f\(M). Protoze a ¢ M, je

yeS=>azay=a+y,

tj. @ e B — 8. Tudi podle definice S existuje takové z ¢ R, Ze je sice
f(z) pted f(a), avSak z za a. ProtoZe f(a) je prvni v f1(M) a protoze je f(2)
pied f(a), je z ¢ R — M, takze existuje y ¢ S, pro které je budto y = z
nebo je y za z. ProtoZe z lezi za a, lezi také y za a a to je spor, nebof
aeM, yeS.
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Definice. Uspofddand mnozina R se nazyva reguldrné usporddand,
jestlize R je dobfe uspofddina a kazda s R konfindlni ¢ist R je po-
dobna s R.

3.8.2. Kazda regularné uspofdadand mnoZina R je nor-
malné uspofadana. Budiz R reguldrné uspofddina a budiz 7' nor-
‘mélné uspofddand mnoZina mohutnosti moh R (viz 3.6.2). Stadi do-
kazat, Ze R je podebna s T'. Podle 3.8.1 existuje s R konfindlni S c R
podobné budto s 7' nebo s tisekem 7'. Podle definice reguldrniho uspo-
Faddni je S podobna s R, takZe R je podobna budto s 7' nebo s tsekem
T; druha moZnost by vSak podle 3.7.2 dala spor moh R < moh 7.
Tudiz R je podobna s 7.

3.8.3. Budiz R uspofiadani mnozina. Existuje s R konfi-
nalni éast, ktera je (ve svém uspofaddani uréeném danym uspofa-
danim R) regulirné uspotfadana. Kazdé dvé takové ¢asti R
jsou si podobné.

Dikaz. I. Predpokladejme, Ze Zddna s R konfinadlni ¢ist R neni
regularné uspofadana. Podle 3.8.1 existuje s R konfinilni dobfe uspo-
fddand T c R. Podle ptedpokladu 7' nemuze byt regulidrné uspotfi-
déna, takze existuje s 7' konfinalni S c 7', které neni podobna s 7'
Mnozina 8 je konfindlni také s RB. Podle 3.4.7 je § podobnd s Gsekem 7.
Je tedy M =+ @, znamenda-li M mnoZinu téch z ¢ T, pro které existuje
s isekem A(z) mnoZiny 7' podobnd a s R konfindlni éast 7. »

II. Zvolme nyni mnozinu 7', c T konfindlni s R tak, ze T, je po-
dobné s A(a), kde a je prvni v M. Opakujeme-li pro 7', isudek prove-
deny v I pro T, dostaneme, Ze existuje s R konfinalni 8, c T, (tedy
S, c T), ktera je podobna s néjakym tsekem mnoziny T',. Protoze vSak
T, je podobné s isekem A(a) mnoZiny 7', je S, podobna s tisekem A(b)
mnoziny 7T, kde b lezi v T pfed a. Potom je viak b .M a to je nemozné,
nebot a je prvni v M.

III. Necht S,, S, jsou dvé regulirnd uspofddané s R konfinilni
tasti R. Mame dokazat, 7e 8,, S, jsousipodobné. Pi¥ipad R = 9 jetri-
vidlni (8, = @ = S,); rovné# tak piipad, kdy B m4 posledni prvek c
[8; = (¢) = 8,]. Vyloudime-li tyto trividlni pfipady, jsou 8,, S, zfejmé
nekoneéné. PoloZme 8, = moh §,, 8, = moh §,; pfi tom miZeme pted-
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poklidat 8, < 8,. Protoze S; c R, S, c R jsou dobfe uspofidiny, je
patrng také S, u S, dobie uspofidina (ve svém uspofadini uréeném
danym uspofddinim R). Ze 3.7.10 soudime, Ze moh (S, U S,) = 8,.
Je-li 4 libovolny tisek S; U S,, dokéaZe se snadno (viz 3.4.5 a definici
konfinality), e 4 =-4, U 4,, kde 4, (i = 1, 2) znamend usek S,.
Protoze S; je regularnd uspotddina, je moh 4; + moh §; tedy
moh A; < 8; < 8,. Podle 3.7.1 a 3.7.10 je potom také moh 4 < 8, =
= moh (8, U S,). ProtoZe 4 byl libovolny tsek S, U S,, je tato mno-
Zina normélnd uspofaddina. Podle 3.8.2. také S, je normalné uspofa-
dina. Protoze moh (S, u 8,) = moh §,, soudime ze 3.6.3:

(1) S, u 8, je podobna s 8, .

Protoze S, je reguldrné uspofidana, je tedy také 8, u S, regulirné
uspofddana. Protoze S, c (S, U S,) c R je konfindlni s R, je S, konfi-
nélni s reguldrnd uspotddanou S; v S,, tak?e S, U S, je podobni s S,.
Tudiz podle (1) S,, 8, si jsou podobné.

Definice. Mohutnost m se nazyva reguldrni, existuje-li regularné
uspofddand mnoZina mohutnosti m; jinak je m ireguldrni.

3.8.4. Jsou privé dvé konedéné regulirni mohutnosti,
totiz 0 a 1.

3.8.5. Necht M je norméalné uspotiddana a necht moh M je

reguldrni. Pak M je reguldrné uspofddina. To plyne ze 3.6.3
a 3.8.2.

3.8.6. Nechf m je mohutnost nekonedné mnoZiny M. Pravé
tehdy je m iregularni, jestlize existuje mnoZina € + @ a pro
ka%dé z ¢ C takovd mnoZina A(z), Ze

[1] M =Y A4() (zeC);

[2] moh C < m;

[3] z € C = moh A(z) < m.

Dikaz. I. Podle 3.6.2 miZeme pfedpokladat, Ze M je normdlng
uspofidana.

IL. Je-li m regularni, pak podle 3.8.5 je M regulirné uspofidina.
Budiz M =|J A(2) (z e C), moh C < m, z ¢ C== moh A(z) < m. Podle
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definice regularnitho uspofddani neni 7Zadnd A(z) konfindlni s M.
Z toho plyne, Ze existuje takové zobrazeni f mnoziny € do M, Ze:

(2) 2eC, zed(z)= x pred f(z).

Av3ak moh f}(C) =< moh € <m, takZe podle definice regularniho
uspot4dani neni f1(C) konfinalni s M, a tedy existuje takové x ¢ M, 7e

ze C= f(z) pted x.

Jelikoz M = U A(z) (z € C), je to spor proti (2).

III. Je-li m ireguldrni, nenf M regularné uspofddana. Tedy existuje
s M konfindlnf mnozina C c M, kterd neni podobnd s M. Podle 3.4.7
je C podobnd s néjakym tisekem M. Podle I nema Zddny tsek M mohut-
nost rovnou m, takZe podle 3.7.1 je mohutnost kazdého iseku mnoziny
M mensi nez m. Zejména je moh C' < ma pro kazdé z ¢ C je moh A(z) <
< m, kde A(2) je dsek M urleny prvkem z. Protoze viak M nems
posledni prvek a protoze C je konfinalni s M, je M = | A(2) (ze C).

3.8.7. Budiz m nekoneéna mohutnost. Jestlize m = ¥, nebo
jestliZe existuje mohutnost h <m, kterad je nejvétsize viech
mohutnosti mensichnezm, pakmje reguldrni. Zvolme mnoZinu
M mohutnosti m. Necht C + @, moh C << m a necht pro kazdé z ¢ C je
A(z) c M, moh A(z) <m. MnoZina |J 4(z) je pro m = ¥, koneénd a pro
m =+ N, jeji mohutnost je podle 3.7.10 < §, tedy < m. Tudiz

M+ UAR) (zeC)

a ze 3.8.6 plyne, Ze m je regularni.

3.9. ZORNOVO LEMMA

Mnozinu R nazveme {dsteéné uspofddanou, je-li ddna mnoZina:
O c R x R spliiujici axiomy [ID] a [ITID] vyslovené v &lanku 3.1; pii
tom nemusi platit axiom [IID]. Je-li R ¢isteéné uspofddana a je-li
S c R, je také S Cistedné uspofiddna. MuZe se stit, Ze .S je dokonce
uspofddana, tj. Ze pro prvky mmnozZiny § je splnén také axiom [IID];
pro v&td{ jasnost pak fekneme, Ze S je linedrné uspofddand cist R.
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Je-li 8 + ¢ libovolnd podmnoZina &isteéné uspotidané mnoZiny R,
pak se muzZe stit, Ze v R existuje horni odhad mnoZiny 8, tj. Ze existuje
(aspoii jedno) takové a € R, Ze

zeS, = +a=x pied a.

3.9.1. BudiZz R + ¢ ¢4asteénd uspofddand mnoZina. Necht.
ke kazdé linedrné usporddané Sc R, S & fexistuje v Rhorni
odhad. Pak v Rexistuje aspoii jeden ,maximalni“ prvek, tj.
takové ac R, Ze pro Zadné x ¢ R neni a pfed =.

Dikaz. I. Necht naopak ke kazdému a ¢ R existuje aspoii jedno
takové b ¢ R, Ze je a pFed b. UZijeme véty 3.5.3 k tomu, abychom kaz-
dému potfadovému &islu « pfifadili uréity prvek f(«) mnoziny R. Nej-
prve zvolime f(0) ¢ B libovolné. Je-li za druhé & = 7 - 1 isolované
potadové &islo a je-li f(n) ¢ B uZ zvolen, zvolime f(£) € R tak, aby prvek

" f(n) lezel pted prvkem f(£). Je-li koneéné & limitni pofadové é&islo
a jsou-li prvky f(n) € R uz zvoleny pro viecka 5 << £, pak jestlize mno-
Zina M vSech téchto f(n) je linearné usporfadand, zvolime za f(&) né-
ktery horni odhad této mnoZiny; protoZe £ je limitni, je zfejmé f(r)
pfed f(&) pro kazdé n < &. JestliZe mnoZina vySe oznadena M neni
linedrné uspofadana, pak zvolime f(£) e R libovolné. AvSak pomoci
véty 3.5.1 se snadno dokaze, %e pro kaZzdé potadové &islo « je f(&) pred
f(o) pro kazdé & < «, takze M je vidy linedrné uspofddana.

II. Je tedy f(x) + f(f) pro & * f, takZe pro kazdé pofadové &islo «
je mohutnost mnoziny F(«) viech f(£), £ < & rovna moh W(x) =
= moh «. AvSak podle 3.6.2 a 3.7.4 mohu « zvolit tak, Ze moh x >
> moh R, tedy moh F(x) > moh R, co% je spor proti 3.7.1, nebot
F(x) c R.

Véta 3.9.1 se nazyvd obylejné Zornovo lemma. Dokézali jsme ji
uzitim véty 3.5.3. Vyznam véty 3.9.1 je v tom, Ze velmi mnohé véty
z ruznych oborit matematiky, které se dfive dokazovaly uzitim véty
3.5.3, daji se uZitim véty 3.9.1 dokazat jednoduse;ji.

3.9.2. Budiz M + ptakovasoustavapodmnoZin mnoziny R,
Zze ke kazdé X ¢« Mexistuje A(X) e M, pro kterou je X c A(X) +
+ X. Pak existuje takové nepriazdnd monoténni soustava
My c M, Ze sjednoceni Uy (X € My) nendlezi do M. Necht naopak
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pro kaidou monoténni soustavu M, c M, M, + # sjednoceni S(M,)
viech X ¢ M, nalezi do M. Pro X ¢ M, ¥ ¢ M budiz

1) X pted Y<>XcY + X.

Tim je patrné definovano ¢astednsé usporddani soustavy M, pki kterém
linedrné uspofddanymi podsoustavami jsou zFejmé& monoténni sou-
stavy M, c M. Pro kazidou takovou M, + # je viak S(IM,) zfejmsé
hornim odhadem, takze podle 3.9.1 existuje ,,maximalni‘ X ¢ M. To je
viak nemozné, nebot podle definice je X pted A(X).

.3.9.3. Budiz M + 9 takovd soustava podmnoZin mnoziny
R, 7e ke kazdé X ¢ M existuje A(X)eM, pro kterou je X>o
Dh(X) + X. Pak existuje takovd nepridzdnd monoténni
soustava Myc M, Ze prinik NX (X ¢ M,) nendlezi do M. Do-
kaze se stejné jako 3.9.2s tim rozdilem, Ze misto piedpisu (1) pfijde
predpis

X prted Y<<>X>Y £ X

Ostatnd véta 3.9.3 pro soustavu M je ziejmé ekvivalentni s vétou
3.9.2 pro soustavu viech mnozin B — X, X ¢ .

3.10. Cvicent k §3

3.10.1. Je-li mnoZina M konednd, pak mé n! uspoi'é.dénf, kde n» = moh M.
Viecka tato uspofdddni si jsou podobnd.

3.10.2. Soustava viech uspofddéni spodetné mnoZiny méd mohutnost exp X,.

3.10.3. Kartézsky souéin B, X R, dvou uspofddanych mnoZin R,, R, mu-,
Zeme uspofddat pravidlem:

(z1, ¥1) pred (z,, ¥,) <> Dbudto z, pfed z, nebo soudasné x, = x,, y, pred y, .

Jsou-li obd mno%iny R,, R, dobfe uspofddany, plat{ toté% o B, X R,; obrdceni
je sprévné, je-li R, + @ + R,. Obecnsji pfi dobfe uspofsdané C + @ miZeme
z danych uspofdddni mnoZin R(z) (z e C) odvodit uspofddédni mnoZiny PER(z)
(z € ©), které je dobré, jestliZe viecka dand uspofddéni jsou dobra.

3.10.4. BudiZ C + () uspofddand mnoZina; pro kazdé z ¢ C budiZ A(z) (1}
uspofddand mnoZina. Jestlife soustava mnoZin A(z) (z € C) je disjunktni, pak
jeji sjednocenf M miZeme uspofddat tfmto pravidlem. Je-li z; ¢ M, z,¢ M,
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x, € A(z,), z, € A(z,), pak ,,x, pfed z,* znamen4, %e budto je z, pfed z, nebo je
2z, = z, a soudasnd v mno¥ind A(z,) le# z, pted z,. Takto ziskané uspofddédni
mnoZiny M je dobré prévé tehdy, jestliZe dané uspofdddni mnoZiny C je dobré
a soudasnd také pro ka¥dé z ¢ C dané uspofdddni mnoZiny 4(z) je dobré.

3.10.5. BudiZ R hust® uspofddand mnoZina; budi? 8 C B spodetnd mnoZina.
JestliZe a ¢ R leif pied b ¢ R, pak necht vidy néjaké c ¢ S leZi mezi a a b. Pak
existuje podobné zobrazeni f mnoZiny R na (pfirozend uspofddanou) &4st mno-
ziny E,. JestliZe v R neexistuje ani prvni ani posledni prvek, je moZné zvolit f
tak, aby f1(S) byla mnoZina vSech raciondlnich éisel. Jestlize mimo to v R ne-
existujf mezery, je moZné zvolit f tak, aby bylo f\(R) = E, a aby f1(S) byla mno-
Zina vSech raciondlnich &isel.

3.10.6. Necht «, # jsou dand pofadové &isla, « < §; necht £ je hledané pofa-
dové ¢islo. Rovnice « + & = f mé vidy pravé jedno feSzni. Pfikoneénéma mé
rovnice £ + &« = f nejvys jedno feSeni. JestliZe rovnice £ + « = f mé pfi ne-
koneéném « FeSeni &,, pak pfilibovolném n ¢ N také & = &, + n je FeSenim téZe
rovnice a vBecka tato feSeni jsou navzdjem riznd. .

Jeou-li &, f dva typy, zvolme R,, R, tak, Ze typ R, = f, typ B, = « a oznagd-
me «f typ mnoZiny R, X R, uspofddané podle pravidla vysloveného ve 3.10.3.
Jsou-li «, § pofadové &fsla (tj. Lypy dobFe uspofddaniych mnoZin), pak podle 3.10.3
také «f je poradové éislo.

3.10.7. BudiZ C % @ uspofddand mnoZina typu f; pro kaZdé z e C budif
A (z) usporédand mnoZina. Soustava mno%in A{z) (z ¢ C) budi disjunktni a vEe-
cky mnoZiny A4 (z) budte? téhoZ typu «. Jestlife mno¥inu M = . A4(z)(z ¢ C)
uspofdddme podle pravidla vysloveného ve 3.10.4, pak typ M = af.

- 3.10.8. Pro libovolné typy «, §, ¥ plati 0x = x0 = 0, la = &l = «, (xf)y =
=a(fy), (& + By =0y + By, ylx + ) =yx + B, (2f)* = «*p*. Aviak
typy «f, fx mohou byt navzdjem rizné. Napt. pro viecka n ¢ N je nw = o, ale
typy wn jsou viecky navzdjem rizné.

3.10.9. Znamend-li A typ mnoZiny E; v jejim pfirozeném uspofdddni, je pro
viecka n e N
I+)n=010+No =1
A+Dn=(@A+1)o*=21
A+DHo=(1+)o*=1

+ 4,
+1,

3.10.10. Jsou-li &, «xy, B pofadovd éisla a je-li o¢; < &y, f > 0, jo for; < Bag;
nelze viak tvrdit, %e ,f < «,f, nybrZ pouze Ze «, = «,8.

3.10.11. Souéin xf poradovych éisel «, § mZeme definovat transfinitni in-
dukef (viz 3.5.3) takto: [1] 0 = 0, [2] x(f + 1) = af + «, [3] pro kaZdé limitni
poradové éislo f§ je xf nejmensf pofadové ¢islo vétsl neZ viecka pofadovd disla «x &

(& < B).
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Jsou-li 4, « pofadovd éisla, pak u® je pofadové fislo definované takto (viz
353):00=1,0%= 0 proa >0, 12 =1 pro vecka &«; u® = 1 pro viecka u;
pet = ya  y;jeli B limitni potadové &islo a je-li > 1, pak u® je nejmens{ po-
fadové é&fslo vét3f neZ viecka poradovd ¢isla ué (£ < «).

3.10.12. Pro libovolné pofadovs &isla u, «, § je ueuf = pa+b, (u2)f = u=b,

3.10.13. Jsou-li u,, u, poradovs &isla a je-li u,u, = u.u,, pek pro véecka pora-
dova disla o je u§ug = pusuf.

3.10.14. Jsou-li y, &, f pofadovd &isla a je-lix < 8, p > 1, jest u* < uh.

3.10.15. Piifadme kaZdému pofadovému &slu « poradové &islo f(x) tak, aby
byly splnény tyto dvé vlastnosti: [1] & < g =-f(x) < f(f); [2] je-li « limitn{ &islo,
pak f(x) je nejmensi pofadové é&islo vétsi nez viecka poradovd éisla f(&), kde &
probihéd pofadové éisla < x. Pak pro kazdé poradové &islo « je f(x) = « a ke
ka#dému porfadovému é&slu o existuje takové poiadové éislo 8 > «, ¥e f(8) = f.

3.10.16. Zvolme potadové éislo u a poloimevf(a) = u + o pro kaZdé pofadové
éislo «. Pak jsou splnény vlastnosti [1] a [2] vyslovené ve 3.10.15. Jest f(a) = &
pravé tehdy, jesiliZe & = pw.

3.10.17. Zvolme poFadové éislo 4 > 0 a poloZme f(x) = px pro keZdé poia-
dové &islo «. Pak jsou splnény vlastnosti [1] a [2] vyslovené ve 3.10.15, takZe
existujenekoneéns mnoho takovycha, Ze f(x) == «. Uréetenejmensi takové « pro
p=1Luy=2 pu=o.

3.10.18. Zvolme pofadové ¢&islo y > 1 a poloZzme f(x) = u* pro kaZdé pofa-
dové éislo «. Pak jsou splnény vlastnosti [1] a [2] vyslovené ve 3.10.15.

3.10.19. Zvolme pofadové éfslo x > 1 a poloZme f(x) = « + g nebo f(x) =
= aunebo f(x) = a#. Paknejsou splnény vlastnosti[1]a[2] vyslovenéve3.10.15.

3.10.20. Necht mnoZina-E mé aspoir dve prvky. BudiZ déna mnoZina R C
CR X B X R s témito vlastnostmi.

[1] (a,c,b) e M = a # b.

[2] (@,c,b) e M = (b,c,a)eM.

[3] (@,¢c,b) e M = a ¥ c. .

[4] (a,d,c) e M, (a,c,b) e M = (a,d, b) e M.

[5] (@, d,c) e M, (d,¢c,b) e M = (a,c,b) e M.

[6] (@, z,b) e M, (a,y, b) M, 2 + y = budto (a, =, y) ¢ M nebo (a, ¥, x) ¢ M.

[7] (@, ¢c,z) e M, (a,¢,y) e M, = &+ y = budto (¢, z, y¥) ¢ M nebo (¢, ¥, x) ¢ M.

[8] a% b % ¢+ a= budto (a, b, ¢c) ¢ M nebo (b, ¢, a) ¢ M nebo (c, a, b) ¢ M.
Pak existuji pravé dvé takovd uspofdddni mnoZiny R, Ze (a, ¢, b) ¢ M je nutnou
a postadujici podminkou toho, aby ¢ leZel mezi @ a b. Tato dveé uspotdddn{ jsou
nevzéjem inversni.

3.10.21. Zustane vysledek evideni 3.10.6 sprdvnym, jestlife nékterou z vlast-
nosti [1] aZ [8] vynechdme? ’
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