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§2. SPOCETNE MNOZINY. MOHUTNOSTI

2.1. PoSL.OUPNOSTI

MnoZinu vSech celych kladnych &isel 1, 2, 3, ... oznadime N.

Zobrazeni mnoziny N {(do jakékoli mnoZiny) nazyvime posloupnost.
“Hodnotu zobrazeni v é&isle » znaéime obyéejné a, (nebo b,, «,, 4,
apod.) a nazyvame ji n-tym Cclenem posloupnosti. Celou posloupnost
pak znatime

{a,} nebo {a,}Y nebo {a,}7_;.
Posloupnost {a,} je prostd (viz ¢linek 1.3), jestlize
meN, neN, m+n=>a, fa,.

Casto se vyskytuji posloupnosti mnofin {4,}, jejichz &leny jsou mno-
Ziny. Posloupnost mnozin {4,} je disjunkini (viz Slinek 1.4), jestliZe
meN, neN, m+n=>A4,0n4,=90.

Je-li {¢,} rostouci posloupnost pfirozenych ¢&isel (tj. je-li ¢, e N,
tn <tny) 8 jeli {a,} jakdkoli posloupnost, nazyvime {a;}., po-
sloupnosti vybranow z posloupnosti {a,}. Posloupnost vybrani z po-
sloupnosti vybrané z posloupnosti {a,} je zase vybrana z posloupnosti
{a,).

Aby posloupnost {a,} byla jednoznaéné definovana, staéi: [1] udat
jeji prvni élen a,, [2] udat pFedpis uréujici a,,, za predpokladu, Ze
&leny ay, ..., a, jsou jiz znamy. Mluvime pak o rekurenini definici po-
sloupnosti.

Dosud uvaované posloupnosti nazyvame urditéji nekoneénymi po-
sloupnostms. Koneénd posloupnost je zobrazeni mnoZiny v3ech celych
kladnych éisel = p (do jakékoli mnoziny), kde p e N je ddno; oznadeni
{a,}] a pod. Slovem posloupnost bez daldiho dodatku budeme vidy
rozumét -nekoneénou posloupnost.
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2.2. SPOCETNE MNOZINY

Mnozina A4 se nazyva koneénd, jestlize budto A = 0 nebo 4 je mno-
Zina hodnot néjaké kone¢né posloupnosti; 4 je nekoneind, jestlize neni
koneéna. MnoZina 4 se nazyva spocetnd, je-li mnoZinou hodnot prosté
nekoneéné posloupnosti, tj. existuje-li prosté zobrazeni mnoziny N na
mnozinu 4. Podle nasi definice kazda spotetnd mnozina je nekoneéna;

mrnoZinu A nazveme nejvyd spobetnou, je-li budto koneénd nebo spo-
detna; mnoZinu A nazveme nespoefnow, neni-li nejvys spodetnd, tj.
je-li sice nekonedna, ne viak spodetna.

2.2.1. MnozZina hodnot libovolné posloupnosti {a,} je nej-
vy§ spodetna.

2.2.2. Ka%d4 ¢&4st nejvys spoletné mnoZiny je nejvys
spodetnd; kazda nekonednd 8ist spoletné mnoZiny je spo-
getna.

2.2.3. Existuje-li zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B
aje-li AnejvySspoéetnd, jetaké Bnejvys spotetnd.

2.2.4. MnoZina N X N je spodetna. Pro me N, n¢ N budiz
flm, n) = 2m+2 L m. Jest 0 < m << 2™ << 2™+ 7 tedy
(1) 2mtn < f(m, n) < gmt+ntl
Ze znalosti &isla f(m, n) miZeme podle (1) urdit jednoznaéné nejprve
m -+ n a potom dile m = f(m, n) — 2™ " n = (m + n) — m. Tedy f
je prosté zobrazeni mnoZiny N X N na nekoneénou &ist mnoziny N,
z ¢ehoZ uZ snadno plyne spravnost véty.

2.2.5. KaZ7d4 neprizdnd nejvys spodetnd mnoZina je mno-
Zinou hodnot néjaké posloupnosti.

2.2.6. Mnozina C #+ ¢ budiZ nejvys spodetnd. Pro kazdé
2¢ C budiZ A(z) nejvys spodetnd mnozina. Pak také sjedno-
ceni |JA(z) (zeC) jenejvys spoletnd mnozina. MaZeme pfed-
poklidat U 4(z) + 0 a zvolit « ¢ U A(z). Podle 2.2.5 existuje posloup-
nost (%,}7, jejiz mnozinou hodnot je C. Pro z ¢ C je budto A(z) + @,
nadeZ podle 2.2.5 je A(z) mnozinou hodnot posloupnosti {»,(z)};" nebo
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je A(z) = 9 a polozime v,(2) = « pro viecka ne N. Pro me N, ne N
budiz f(m, n) = v,(u,,). Pak je f zobrazeni N X N na | A(z) a nale
véta plyne z 2.2.3 a 2.2.4.

2.2.7. MnoZina viech raciondlnich sisel je spoéetna. Odvodi
se snadno z 2.2.3 a 2.2.4.

2.2.8. Kazda nekoneénd mnozina M obsahuje spodetnou

v 2

cast.

2.2.9. Je-li M nekoneénd mnozZina a je-li § + ¢ nejvys
spodetnd mnoZina, existuje prosté zobrazeni M na M US.

2.2.10. Je-li M nekoneénd mnoZina a je-1i K koneé&nd mno-
Zina, existuje prosté zobrazeni M na M — K.

2.3. MOHUTNOSTI

BudiZ ddna soustava mnozin M. Pro A e M, B e M budiz (4, B) ¢ €
pravé tehdy, jestlize existuje prosté zobrazeni mnoziny 4 na mnoZinu
B. Pak € je (viz &lanek 1.3) vztah ekvivalence v M, ktery uréuje
rozklad R soustavy M. KaZdému pésu rozkladu % prifadme néjaky
symbol, ale tak, aby riznym pasim byly ptifazeny rizné symboly. (Za
takové symboly miZeme zvolit samy pasy rozkladu R.) Mohutnosti
mnoziny 4 ¢ M, znatka moh A, nazveme symbol pfitazeny tomu pasu,
jehoz prvkem je 4.

Zavedli jsme takto pojem mohutnosti pro ty mmozZiny, které nilezeji
do dané soustavy mmozin M. Je-li viak M c M, a je-li &, vztah ekvi-
valence v M, definovany stejné jako € v M, je jasné, Ze pro 4 « M,
BeMt

(A4, B)eE,<=(4,B)e¢,
tj. mnoziny 4 ¢ M, B e M maji v Sirdi soustavd M, touz mohutnost
pravé tehdy, jestlife mély tou? mohutnost uz v uzsi soustavé M.
Vzhledem k tomu je pii Gvahdch o mohutnostech zpravidla dovoleno
> neuddvat zvolenou soustavu M; tato soustava musi byt tak velkd,
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aby do ni naleZely viecky vySetfované mnoZiny, ale jinak na blizsf
volbé soustavy M nezalezi. Néjaka, byt i jen mléky uéinénd, volba
soustavy M je pro zavedeni pojmu mohutnosti logicky nepostrada-
telna,

Opakujeme: o dvou mnozinach A4, B (které obé néilezeji do soustavy
M, coz se viak v daldim stile mléky predpokladd) pravime, %e majé
touz mohutnost, jestlize existuje prosté zobrazeni A na B. O symbo-
lech pro mohutnosti udinime tu dohodu, Ze je-li p nezdporné celé ¢&islo,
volime toto &islo za symbol mohutnosti mnoziny téch celych kladnych
disel m, pro néz plati 1 < n < p; je tedy moh 4 = p pravé tehdy, je-li
A konetna mnoZina s poétem prvku rovnym p, a zejména moh 4 = 0
pravé tehdy, jestliZe 4 = . Pro mohutnost mnoziny N se zavidi
znadka ¥,; je tedy moh 4 = ¥, pravé tehdy, jestlife A4 je spodetnd
mnozina, a mohutnosti nejvys spo¢etnych mnozin jsou %,, 0, 1, 2, ...
Mohutnosti koneénych mnoZin se jmenuji koneéné a mohutnosti ne-
koneénych mnoZin nekoneéné. Mohutnosti znaéime mnohdy malymi
gotickymi pismeny. '

2.31. Je-liA>B>Caje-limoh 4 = moh C, je také moh 4 =
= moh B. Zvolme prosté zobrazeni f mnoZiny A na mnozinu C a defi-
nujme rekurentnd posloupnost {4,}, kde 4, c 4, takto: [1] 4, = 4,
A, = B; [2] A0 = fH{4,). Indukei se odvodi 4, > 4,,,,. Budiz D =

— A 4,. Ziejms
n=1
A —_ _D =nl)1(An — An+1) s B _— -D =”U2(An - A'n+1) )

kde v obou vzorcich mnoZiny vpravo jsou disjunktni. Je-li
g(z) =x pro ze D apro xed, — 4,,, plisudém =,
p(x) = f(x) pro xe A, — 4,,; piilichém =,
_je ¢ prosté zobrazeni 4 na B.

2.3.2. Md-1i 4 touZ mohutnost jakonéjaka édst Ba ma-li B
touz mohutnost jako n&jaka &ist A, jest moh A = moh B.
Zvolme prosté zobrazeni f mnoZiny 4 do B a prosté zobrazeni g mno-
Ziny B do 4. Je-li B, = fi(4)c B, 4, = g¥(B) c 4, 4, = g*(B;) c 4,,
jest moh 4 = moh B,, moh B, = moh 4, a tedy moh 4 = moh 4,.
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Mimo to 42 4,> A4, takie podle 2.3.1 je moh A = moh 4, =
= moh B.

Je-li f prosté zobrazeni mnoZiny 4 na mnozinu B, je zfejmé f!
prosté zobrazeni soustavy U viech édsti A na soustavu B viech 8asti
B, tj. ‘

moh A = moh B =- moh ¥ = moh %B.

Miuzeme tudiz zavést toto oznadeni: Je-li m mohutnost mnoziny M,
oznadime exp m mohutnost soustavy vsech éasti M.

2.3.3. Pro Zidnou mohutnost m neni exp m = m. Dokazujice
nepfimo predpoklédejme, Ze f je prosté zobrazeni M na soustavu I
vSech dasti M. Polozme
(1) K=¢, [zeM — f(x)].

Pak je K c M neboli K ¢« M, takie K = f(a) pfi vhodném a e MJsou
dvé moinosti: ae K, ae M — K. Je-lia ¢ K, pak podle (1) jeae M —
— f(a) neboli a e M — K, coZ je spor. Neni-li a ¢ K, pak podle (1) neni
aeM — f(a), tj. neni a e M — K neboli jest a ¢ K, coZ je zase spor.

Zejména je exp Ny + R,. V tom je obsaZen znamy fakt, Ze mnoZina E,
vSech redlnych éisel je nespocetna, nebot:

2.3.4. moh E, = exp ¥,. To plyne z 2.3.2, dokdzeme-li, Ze existuje
prosté zobrazeni f mnoziny 9 v3ech éasti N do mnoZiny E, a prosté
zobrazeni g mnoziny E, do . Zobrazeni f dostaneme, jestlize pro
X c N volime f(X) =7 ¢,.10-" kde ¢, =1 pro » e‘.X, €, = 0 pro

n=1

n e N — X. Zobrazeni g dostaneme napt. takto. Podle 2.2.7 existuje
prosté zobrazeni ¢ mnoziny N na mnozinu viech racionalnich éisel; pro
x ¢ E, poloZzime g(x) rovné mnoziné viech téch n e N, pro které p(n) < z.

2.4. Cvicent k §2

2.4.1. Kartézsky soudin kone&ného poétu n > 0 spoetnych mnoZin je spo-
detny. o

2.4.2. Soustgva viech spodetnych désti libovolné nekoneéné mnoZiny je ne-
spodetné.

27



2.4.3. KaZdd nekoneénd mnoZina obsahuje nespodetnou soustavu spoéetnych
mnozin.

2.4.4. V&tu 2.2.4 muZeme dokézat pomoci prostého zobrazeni f mnoZiny
N X N na N, kde f(m,n) = 2™"1(2n — 1). ’

2.4,5. Soustava M vsech koneénych posloupnostf, jejichZ ¢leny jsou pifirozend
éisla, je spotetnd. To muZeme dokdzat pfimo pomoeci prostéhd zobrazeni f

?
rgnoiiny M na N, kde f({a,}}) = 212“x+ R L I
fl=

2.4.6. BudiZ Cnekoneénd mnoZina. ProkaZdé z ¢ C budiZ A(z) mntona. obsa-
hujici aspoii dva prvky. MnoZina B = PA(z) (z ¢ C) je nespodetnd. Dokonce lze
dokdzat, Ze R obsahuje podmnoZinu mohutnosti exp N,.

2.4.7. Mno%ina vSech funkef v oboru E; mé mohutnost exp exp N,.

2.4.8. Mohutnost mnoZiny vSech prostych zobrazeni mno#iny N na mnoZinu
N je exp ¥,.

2.4.9. Udejte prosté zobrazen{: [1] mnoZiny N X NnamnoZinu N x N x N;
[2] soustavy vSech ddstf N na soustavu vSech nekoneénych édsti N; [3] mnoZiny
E, na mnoZinu viech ¢dsti N.

2.4.10. Soustava M viech ¢dsti nekoneéné mnoZiny M ma touZ mohutnost
jako soustava v8ech nekoneénych édst{ M. Je-li M nespoéetnd, mé M touZ mo-
hutnost jako soustava vEech nespoéetnych &dsti M.

Ve cviéenich 2.4.11 aZ 2.4.14 mnoZiny X,, (n € N) jsou ¢dsti uréité dané mno-
Ziny P. Znag¢ka Lim sup X, znamend mnoZinu vsech téch z ¢ P, jeZ pro neko-
neéné mnoho indext » jsou prvky mnoZiny X,; Lim inf X,, znamend mnoZinu
vSech téch z ¢ P, k nimZ existuje takovy index & (zdvisly na z), Ze

neN, n>k=z¢X,.

Je-li Lim sup X, = Lim inf X, pak touZ mnoZinu oznaéime také Lim X, ; je-li
vSak Lim sup X, #+ Lim inf X, pak symbol Lim X, je bezvyznamny.

2.4.11. Je-liposloupnost { X,'L} vybrdnaz posloupnosti {X,,}, pak Lim sup X, D
D Lim sup X; D Lim inf X'ﬂ D Lim inf X,,. Co ztoho plyne, existuje-li Lim X,,?

2.4.12. Je-li X, C X, ,, provieckan ¢ N, je Lim X, = UX,,. Je-li X, D X, 4,
pro viecka n e N, je Lim X, = N X,.

@ @
2.413. Je-liS, = U X;, P, = N X, jest Limsup X,, = Lim §,,, Lim inf X, =
i=n fmnl

= Lim P,.
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Charakteristickou funkei mnofiny M c P rozumime tu funkei y v oboru
P, pro Kterou

zeM=x@)=1, zeP — M =>y(x)=0.

Ve cvideni 2.4.14 jsou %, x’, " charakteristické funkce mnoZin X,,, Lim sup X,
Lim inf X,. '

2,414, Pro kaZdé z ¢ P jemx,‘,(x) = y’(x), lim x,(x) = %" (x). Lim X, exis-
tuje pravé tehdy, jestlize pro kazdé z ¢ P existuje lim y, ().
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