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V. SOURADNICE, GRAFY, NEROVNOSTI

§ 1. Pojem funkce. P¥imad dmé&rnost. Tangens ostrého Ghlu

Jednim z nejdilezitéjSich pojmi vy38f matematiky je pojem -
funkece, ktery si v tomto paragrafu objasnime na nékolika ptikladech
z elementarnf geometrie. Rikdme, Ze jedna velidina je funkc? velidiny
druhé, je-li prvni velidina uréitym zpisobem zdvisld na veli&iné druhs;
to znamena, Ze kdyZ zname urditou hodnotu veli¢iny druhé, muzeme
z ni vypoéitat pfisluSnou hodnotu veli¢iny prvni.

Necht na pf. pismeno s znamend délku strany étverce a necht
o znamend obvod téhoZ &tverce. Velidina o je funkef velidiny s; jak
je znidmo, je .
o=4s. (1,1)

Pfipometime si, Ze vzorec (1,1) platf pouze tehdy, jsou-li obé velidiny
s a o vyjadfeny ve stejné jednotce. V theoretickych uvahach se za
délkovou jednotku voli nejéastéji 1 cm.

Také obsah &tverce, ktery oznacime p, je funkef veli¢iny s; jak
znamo, je p = s . s neboli

p=s2. (1,2)

Vzorec (1,2) ovSem predpoklada, Ze délkova jednotka a plodna
jednotka byly voleny souhlasné. Je-li délkovou jednotkou 1 cm, je
piislu$nou jednotkou ploSnou 1 em?2.

(1,1) a (1,2) jsou piiklady na funkce jedné proménné, t. j. v kazdém
piikladé se vyskytuji dvé veli¢iny, z nichZ jedna (v obou piikla-
dech je to velidina s) je t. zv. nezdvisle proménnd, druhd pak (v prvnim
pfikladé velidina o, ve druhém veli¢ina p) je funkef této nezdvisle
proménné, a ika se ji proto nékdy zdvisle proménnd.

Pozndmka 1,1. O slové proménnd viz pozndmku IV 7,1.

Jsou také funkce dvou, tfi i vice proménnych. Nechf na pf. a, b
jsou rozméry obdélnika a necht O znamena jeho obvod, P jeho
obsah. Jak znamo, je O = 2a + 2b neboli

0 =2(a+b) (1,3)
a dile P = a . b neboli
P =ab. (1,4)
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Ve vzorei (1,3) se vyskytuji t¥i velidinya, b, O; veliiny a, b jsou ne-
zavisle proménné, tfeti veli¢ina O je zavisle proménnd a je funkef
prvnich dvou. Podobné ve vzorci (1,4) veliéina P je funkef dvou
nezavisle proménnych a, b.

Abychom dostali jednoduché funkce tfi proménnych, viimnéme
si kvadru, jehoZ rozméry oznaéime a, b, ¢c. Zname-li tyto tii rozméry,
muzZeme vypodist jak objem kvadru, ktery oznadime V, tak i povrch
kvéadru, ktery oznaéime 8; jak zndmo, je

V = abc, (115)
S = 2(ab + ac 4 be) . (1,8)

Budeme se zabyvat pfedeviim funkcemi jedné proménné, jednak
proto, Ze je to nejjednodussf pfipad, jednak proto, Ze viech vysledk,
které ziskdme studiem funkei jedné proménné, da se uzit i na funkce
nékolika proménnych. Vi imame-li si totiz na pf. ve vzoreich (1,3)
a (1,4) jen téch obdélnikd, u kterych rozmér b ma uréitou éiselnou
hodnotu, tieba

b=2b=50b=2 atd, (1,7)

bude obvod O a obsah P takového obdélnika funkef jedné proménné,
totiz rozméru a; podle (1,3) a (1,4) mame v jednotlivych pf¥ipadech
(1,7):
O=2a+40=2a+10,0=2s+ 4% atd,
P =2a P=35a P=%a atd.

Tedy z funkce (1,3) nebo (1,4) dvou proménnych a, b dostaneme
funkeci jedné proménné a, jestlize za proménnou b dosadime jakou-
koli uréitou é&fselnou hodnotu.

Poznédmka 1,2. Vyjdeme-li od funkce dvou proménnych, mize-
me dospét k funkei jedné proménné také jinymi zpusoby nez tim,
Ze za jednu z obou nezavisle proménnych dosadime uréitou ¢éfselnou
hodnotu. Viimdme-li si na pf. ve vzorcich (1,3) a (1,4) pouze tako-
vych obdélnikuy, jejichZ oba rozméry a, b jsou si rovny, t. j. étveretl,
dostaneme z (1,3) a (1,4) vzorce

O=4da, P =aqa?,

které se 1li3f pouze oznadenim od vzorei (1,1) a (1,2).

Podobné z funkee (1,5) nebo (1,6) t#i proménnych a, b, ¢ vznikne
funkce jedné proménné a, jestlize za proménné b, ¢ dosadime uréité
¢iselné hodnoty. Na pf. dosazenim

b=5c=4 nebo b=%c=14%
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vzniknou funkce jedné proménné a:
V =20a, § = 2(9a + 20) nebo V = {:a,8 = 4(1la +4).

Z funkce (1,5) nebo (1,6) t/i proménnych a, b, ¢ dostaneme funkei
dvou proménnych a, b, jestlize za proménnou ¢ dosadime uréitou
¢iselnou hodnotu. Na p¥. dosazenim ¢ = 3 nebo ¢ = ¢ vzniknou
funkce dvou proménnych a, b:

V = 3ab, 8§ = 2ab 4 6(a 4+ b) nebo V = 2ab, S = 2ab + {(a + b).

Priklad funkce dvou proménnych divd mimo jiné znima Pytha-
gorova véta, podle které lze vypoditat délku pfepony pravothlého
trojihelnika, zname-li délky obou odvésen. Délka piepony je
funkei délek obou odvésen, Pythagorova véta ¥ka, jak se tato funkce
poditd. Znamenajf-li pismena a, b délky obou odvésen, ¢ délku pfe-
pony, je

¢ = |la® +0b%. (1,8)

V tomto pifpadé mame tedy t¥i velidiny a, b, ¢, z nichZ a, b jsou ne-
zavisle proménné a c je jejich funkef.

Je mnoho druhu funkei a pro zadateénika maji nejvétsi vyznam
pravé ty nejjednodussi. Vénujme trochu pozornosti zcela elemen-
tdrnimu a viem d&tenafim dobfe zndmému pifikladu pfimé Gmér-
nosti. Vyjdéme od prostého praktického pifkladu. Dejme tomu, Ze
auto se pohybuje po silnici rychlost{ 45 km za hodinu. Driha, kterou
auto ujede za uréitou dobu, zavis{ na této dobé neboli je funkei
doby. Zvolime-li minutu za ¢éasovou jednotku a 1 km za délkovou
jednotku, miZeme sestavit tabulku:

doba 10 20 30 40 50 60 70

dréha 74 15 224 30 373 45 524

Tabulku bychom mohli oviem libovolné rozsifit. Zakonitost za-
vislosti drahy na dob& se dd vyslovit rdznymi zpusoby. Zvolime
si ten, ktery je nejvhodnéjsi pro nase dalsfi uvahy. Pomé&r dvou
velidin, tedy zlomek

driha (1,9)
doba
ma ve viech pfipadech stejnou hodnotu
73 15 228 30 3
10 20 30 ~ 40 7 4
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Rikime, %e tento pomér je stdly neboli ze je to konstanta. Slovo
konstanta v matematice znamena takovou velidinu, ktera v pribghu
provadéné uvahy m4d stale toui &iselnou hodnotu. V nasem prFi-
padé konstanta (1,9) md &iselnou hodnotu §. Oznaéime-li dobu pis-
menem ¢ a drahu pismenem s, je tedy

s 3
T 4
neboli
s=13¢. (1,10}

Jiny velmi ‘znémy pifklad pfimé imérnosti mame v zavislosti ob-
vodu kruZnice na jejim poloméru. Kolikrit vétsf je polomér, tolikrat
vétsi je obvod. Proto zlomek

obvod
polomér

ma u viech kruZnic touz diselnou hodnotu, je to konstanta. Polovina
této konstanty je zndmé ,,Ludolfovo‘’ éfslo m. Znamend-li tedy r
polomér kruZnice, ! obvod, je

ol =2mr. (1,11)

Uvedme si jesté jeden diu-
lezity pfiklad pfimé Gmérno-
sti. Budiz ddn néjaky ostry
thel <& XPZ = «. Zvolime-li
§i na ramenu PX uhlu « libo-
volny bod 4 a v ném vzty-
¢ime kolmici k pifmce PX,
protne tato kolmice druhé ra-
meno PZ uhlu &« v bodé B.
Tim vznikne pravouhly troj- P
uhelnfk PAB s pravym fth-
lem pfi vrcholu A. JelikoZ
poloha bodu 4 na ramenu PX
uhlu « je libovolna, muZeme si takovych trojahelnikt myslit neko-
neéné mnoho. V obr. 4 je vyznadeno pét moznych poloh, které jsou
rozliSeny indexy. Véecky nade pravouhlé tromhelniky si jsou po-
dobné. Proto pomér

AB

P (1,12)
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je konstanta, jejiZ velikost je uréena dhlem «. Jak znimo, jmenuje
se tato konstanta fangens ostrého dhlu « a znadi se tg «. Je tedy

AB
—_— 2’
neboli
AB =tgo . PA. (1,13)

Délka tselky AB je pfimo umérnd délce usecky PA.
Poznimka 1,3. Vedle poméru (1,12) jsou také
AB P4
PB’ PB

konstanty; jak znimo, jmenuje se prvni z obou konstant (1,14)
sinus ostrého thlu « a znadf se sin «, druhd pak se jmenuje kosinus
ostrého Ghlu « a znalf se cos «. Je tedy

(1,14)

AB PA
?E'——Slntx, -?B-—cosa
neboli
AB =sina.PB, PA =cosx.PB. (1,15)

Podle (1,12') a (1,15) je pro kaZdy ostry thel «

sin &

t = . 1
%= Gosa (1,16)
Poznamka 1,4. Pomér
PA
AB "’
jak zndmo, se jmenuje kotangens Ghlu x a znadi se cotg x. Je tedy
cotg o = — tgo = —— , cotga = 2% (1,17
g ~tga’ %7 Cotga’ E*=Sna

Poznamka 1,5. Souvislosti mezi &sly sin &, cos «, tg &, cotg &
‘plynou ze vzorcd (1,16), (1,17) a z Pythagorovy véty. Volime-li
pravouahly trojihelnfk PAB tak, aby jeho pfepona PB byla rovna
Jjednotce délky, je PB = 1 a podle (1,15) je AB = sin o, P4 = cos «,
takie Pythagorova véta dava vzorec

sin?x 4 cos?x = 1. (1,18)
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Jestlize obé strany vzorce (1,18) délime éfslem cos?x, dostaneme

1
cos2x

tgta + 1 = ; (1,19)

jestlize obé strany vzorce (1,18) délime éislem sin%x, dostaneme:

1

1 tgin = ———
- cotg®a sin2x

(1,20)

Ze vzorct (1,16) az (1,20) plyne, Ze pro kaidy ostry uhel « je

cos & = Vl —sin’x , tga = X
/1 —sin% |
VT —sinta (1.21)
cotg &x = ——— ;
Sin o«
- 1 — 2
sin « =Vl — cos®x, tgo = lﬂ R
cos o |
cos (1,22)
cotg o = .
i}l — cos?n ’
V + tg?x V1+tg2a , cotg = tgo ’
(1,23)
. 1- cotg o I
S = V07—, CO8 & = Fg——————o—, tgL‘X: .
/1 + cotg?x V1 + cotg?x cotg o
(1,24)

Pozndmka 1,6. Jak zndmo, je soufet obou ostrych hli pravo-
uhlého ‘trojihelnika roven 90°. Z toho plynou pro kaidy ostry
thel & znamé vzorce

"sin(90° — &) = cos &,  €os(90° — &) = sin «, (1,25)
tg(90° — a) = cotg x, cotg(90° — o) = tg a .
Nahradime-li ostry tthel « thlem 90° — &, coZ je jisté dovoleno,
protoze zdrovei s o je také 90° — o« ostry uhel, vzniknou ze vzorcir:
(1,21) vzorce (1,22) a obricend z (1,22) vzniknou znovu (1,21);

touz zdménou vzniknou ze vzorct (1,28) vzorce (1,24) a obricené
ze (1,24) vzniknou znovu (1,23).
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Ze vSech &tyT &isel sin «, cos &, tg &, cotg & ma pro tuto knihu
diilezitost pouze &islo tg x. Podle (1,17) a (1,25) je

tg(90° — &) = tgla (1,26)

pro kazdy ostry uhel . Dosadime-li « = 45°, vyjde tg 45° = 1.
Jestlize v naSem pravouhlém trojahelniku PAB je P4 =1, je
AB = tg x. Z toho je patrné, Ze zvétSime-li ithel o, zvétsi se také
éislo tg «; viz obr. 5, ve kterém

C PA=1 AB, =tgoa,, AB, = tg a,.
Neni v3ak pravda, Ze kolikrdt

B zvétSime thel «, tolikrdt se snad
2 zvétsi ¢fslo tg &. V obr. 6 je P4 =
=1, tedy AB =tg &, AC = tg 2«;
D je pata kolmice spu$téné z bodu

4B DL..lg B na PC, trojthelniky PAB, PDB
jsou shodné, a je tedy také BD =
P 4/@ A P A = tg o; avSak v pravouhlém troj-

ﬁgelniku BCD je strana BD od-

Obr. 5.. Obr. 6. vésnou, strana BC pfeponou, takze

BC je vétsi nez BD neboli vatsi

neZ tg «, a tedy AC neboli tg 2« je vétsi nez dvojnasobek &isla tg o.

Nasledujfef tabulka uddva zaokrouhlené na tfi desetinnd mista
tangens ostrého thlu rovného

1°, 2°,3°, ..., 88°, 89° . (1,27)

| 017| 035 052 070] 087| 105123 14T| 158| 176| 194| 213| 231| 249| 268

{ 290| 636| 081| 30| 430| 514|144 | 115| 314] 671| 145| 705| 331] 017| 732

89| 88| 87| 86| 85| -84 83| 82| 81| 80{ 79| 78 77 16| 75
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16 (17118 (192021 (22|23 |24 |25)|26]|27|28/ 29|30

287| 308 325 344| 364| 384|404/ 424| 445| 466| 488| 510| 532| 554| 577

§ 3 b b b
487| 271| 078| 904| 747 605|475) 356| 246 145|050 963| 881| 804| 732

74| 73| 72| 71| 70| 69| 68| 67| 66| 65 64/ 63| 62/ 61} 60

31 (323334 (35(36|37)38|39|40| 41 (4243 |44 |45

601| 625| 649| 675| 700 727|754| 781| 810| 839| 869| 900| 933| 966| 000

664 600| 540| 483| 428| 376/327| 280| 235| 192| 150{ 11T| 072( 036| 000

59| 58 57| 56| 55| 54| 53| 52| 51| 50| 49| 48 47| 46| 45

K dhlam 1°, 2°, 3°, ..., 45° je tangens uddan ve druhém Fidku, pfi
éemzZ podlet stuplit je uddn v fadku prvém; ve vSech pfipadech (aZ
na posledni pfipad 45°) je tangens men3i nez 1; ani desetinna ¢arka,
ani nula pfed ni nejsou v tabulce vyznadeny. K uhlam 89°, 88°, ...
..., 45° je tangens udin ve tfetim fadku, pfi éemz polet stupiii je
uddn v Fadku d&tvrtém; ve viech piipadech (aZ zase na piipad
tg 45° = 1) je tangens v&tsi nez 1, celé éislo pfed desetinnou éarkou
je udino drobnym tiskem a obydejnym tiskem jsou naznadena
prva desetinnd mista. Skuteénd hodnota tg « je budto ponékud
véts{, nebo ponékud men3i nez zaokrouhlena hodnota udana v ta-
bulce (s vyjimkou jediného p¥ipadu o = 45°, kdy je pfesné tg o« = 1);
jestlize skuteéna hodnota tg o je mendi nez zaokrouhlend hodnota
udané v tabulce, je to v tabulce naznadeno tim, Ze je nad posledni
disliei vodorovna &éra, takZe tabulka udava éislo tg « s chybou

A | . y
mens3i nez 2000 Podle tabulky je na pf.
tg 25° = 0,466+; tg 65° = 2,145~ ;
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to znamend, %e hodnota tg 25°, zaokrouhlenid na tfi desetinna
mista, je 0,466, hodnota tg 65°, zaokrouhlena na tii desetinna
mista, je 2,145, pfi demz pfesna hodnota tg 25° je trochu vétsi nez
0,466 (je vSak mensi nez 0,4665), pfesna hodnota tg 65° je trochu
mens{ nez 2,145 (je vak vétsf nez 2,1445).

Poznamka 1,7. Da se dokazat (ale v této knize to dokazovat
nebudeme), Ze je-li « kterykoli z nagich @hla (1,27), nestane se nikdy,
ze by skuteéna hodnota ¢fsla tg o byla pfesné dina desetinnym
zlomkem, s jedinou vyjimkou & = 45°, tg o« = 1.

S pomoci nasi tabulky muZeme sestrojit ostry thel « = < X0Z
dané velikosti mnohem pfesnéji nez s pomocf thloméru. Nejprve
sestrojime uUsetku PX vhodné volené délky (ne vSak p#ilis malou,
aby konstrukce byla dosti pfesnd; ani pfili§ velkou, aby se kon-
strukce vesla na papir), potom vztyéime v bodé X kolmici na pfimku
PX a na ni naneseme XZ = tg o«. PX. Je-li na pt. « = 23°, volime
tfeba PX = 8 cm; podle tabulky bude potom XZ pfibliZné rovno
33,9 mm. Je-li « vét&f nez 45°, volime radéji XZ a z tabulky uréime

PX = tg (90° — «) . XZ. Je-li

y na pf. « = 70°, volime tfeba

XZ = 7cm; podle tabulky

6 bude potom PX priblizné rov-
A né 25,5 mm,

i § 2. Pravouhlé souFadnice
A X v roviné

——

D tH

Pfi studiu funkei jedné pro-
B; ménné prokazuje neocenitelné
L sluzby grafické zndzornéni,
0 123456748 o kterém si promluvime v § 4.
Pied tim viak bude tieba, aby-
Obr. 7. chom se obezndmili s poéatky
analytické geometrie v roviné.
V roviné, kterou si v dalsim pfedstavujeme ve svislé poloze, zvo-
lime si urdity bod P, kterému iikdme poldtek. Poéatkem si vedeme
vodorovnou primku, které se ¥ika proni osa soufadnic nebo také osa z,
déle svislow pfimku, které se ¥{kd druhd osa soufadnic nebo také
osa y. (Pro nafe Gdely nenf osa y tak dulezitd jako osa x.) Kromé
toho si musfme zvolit jesté urditou jednotku délky, abychom mohli
vyjadfovat délky nepojmenovanymi &isly.
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VEimnéme si nyni v obr. 7 tfeba bodu 4. Abychom dostali jeho
soufadnice, spustime z ného kolmici na osu x; pata této kolmice je
v obr. 7 oznadena A4,. Bod A ma dvé soufadnice, které oznadime x
(prond soufadnice) a y (druhd soufadnice); pfi tom je

x=PA,, y=AA,; (2,1)

podle mé&Fitka k obrazei pfipojeného je tedy z = 4, y = 3. PiSeme
struéné
= [4,3] .

To tedy znamend, Ze prvni soufadnice bodu 4 ma hodnotu 4 a druha
hodnotu 3. Je viak dileZité, Ze se pfi uréovani soufadnic bodu po-
uziva znaménkovijch pravidel, kterd zné&ji takto: Soufadnice z bodu
A se bere kladné tehdy, jestlize bod A lezi napravo od osy y, t. j.
jestliZe bod A, lezi napravo od polatku, zdporné se bere tehdy,
jestlize bod A leif nalevo od osy y, t. j. jestliZe bod A, leZf nalevo
od podatku; zbyva pfipad, Ze bod A4 leii na ose y, t. j. Ze bod 4,
splyne s poditkem; pak je oviem z = 0. Soufadnice y bodu 4 se
bere kladné& tehdy, jestlize bod A lezi nad osou z, zdporné se bere
tehdy, jestlize bod A4 leZi pod osou z; leZi-li koneéné bod 4 na ose x,
je oviem y = 0.

V obr. 7 jsou zachyceny vSecky mo#né pi{pady, kaidy jednim
piikladem; jest

=[4,3]; B=1[2, —4]; C=[—3,1];
D =[—2 —2]; E =[3,0]; F—[— 0];

G=1[0,4]; H=[0,—-2]; P=10,0].
Poznamka 2,1. Misto (2,1) mame v obecném piipadé vzorce
|z] = PA,, |y| = A4A4,, (2,2)

ve kterych misto éisel z, y jsou jejich absolutni velikosti (viz poznamku
I7,4) ||, |y|. Je na pF.

3| =3, |—4/=4, [0]=0.
Pro kazdé x (kladné, zdporné i nulu) plati vzorec
Va¥ = |af . , (2,3)

Vratme se k bodu 4 = [4,3]. V obr. 7 je narysovan pravouhly
trojuhelnik PA,A; délky odvésen tohoto trojihelnika jsou sourad-
nice bodu 4 a délka pfepony je vzddlenost bodu A od poddtku. Tato
vzdalenost je podle Pythagorovy véty vyjadfena vzorcem

PA= )T T . (2,4)



Pii odvozeni vzorce (2,4) jsme méli na mysli takovy bod
4 = [:L', y] s (2,5)

jehoz obé soufadnice z, y jsou celd &isla kladna, vzorec vSak plati,
i kdyz jedna z obou soufadnic je zdporna nebo kdyZ obé jsou za-
porné, nebot druha mocnina z2 éisla z (a podobné ovSem také y2) je
nezavisld na znaménku é&isla x [je na pf. (—4)2 = 42 = 16]. Vzorec
(2,4) plati také, kdyz = nebo y je rovné nule. Na pf. u bodu E, F
v obr. 7 je y = 0 a vzdalenost od poditku je ziejmé rovna |z|, coi
je podle (2,3) v souladu s obeecnym vzorcem (2,4).

Pozndmka 2,2. Soufadnice bodu, o kterych mluvime v tomto
paragrafu, se nazyvaji urditéji pravoihlé nebo kartézské soutadnice,
na rozliSeni od jinych druhi soufadnic, o kterych viak vdalsim
nebude feé, takie budeme bez obavy z nedorozuméni mluvit prosté
o soufadnicich.

Pozndmka 2,3. Oznalili jsme pismenem z prvni a pismenem
y druhou soufadnici bodu a v souhlase s t{m jsme prvn{ osu soufad-
nic nazvali osou @, druhou osu soufadnic osou y. Takové oznacenf je
velmi obvyklé a budeme ho proto zpravidla uZivat; mluvi-li se za-
rovet o nékolika bodech, rozliSuji se jejich soufadnice indexy, mluvi
se tedy na pf. o bodech [z, ,], [%s, ¥,], [%3, ¥5]. PFi studiu funkei
je nékdy vhodnéjsi uZivat jinych pismen nezli pravé z, y. Alei v ta-
kovych pfipadech je zpravidla ulelné zavést dvé pismena a oznadovat
jednim z nich prvou a druhym druhou soufadnici bodu. Chceme-li
soufadnice znaéit x, y, mluvime o roviné zy; chceme-li na pi. znadit
pPrvou souradnici pismenem u, druhou pismenem z, mluvime o ro-
viné uz a pod.

Poznimka 2,4. Volili jsme svislou polohu roviny a pfedpo-
klidali jsme, Ze prvni osa soufadnic je vodorovna a druhd svisla.
To nenf nikterak podstatné a v nékterych uvahich to vibec nenf
U¢elné; podstatné je pouze to, Ze osami soufadnic jsou dvé navzajem
kolmé pHmky.

K rovnosti (2,5) jsme dospéli tak, Ze jsme vysli od libovolného
bodu A4 a urdili jeho soufadnice x, y; miZzeme viak také obricené
vyjit od dvou libovolnych &isel z, y (danych v uréitém pofadi,
prvym éislem je x, druhym y). Potom je v roviné pravé jeden (viz
poznidmku I 5,1) takovy bod A4, Ze plati (2,5).

Zejména je dile#ité, e muZeme vyjit od libovolného &isla = a
piifadit mu jako obraz bod [z, 0]. P#i kazdé volbé &isla z leii jeho
obraz [, 0] na prvé ose soutfadnic, kterd se v této souvislosti jmenuje
&iselnd osa; prechod od libovolného é&isla z k bodu [z, 0] se nazyva
zndzornéni &isel na &iselné ose. PFitom je vhodné bod [z, 0] nazvat
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kratce bodem z, t. j. oznadit jej stejné jako &islo tim bodem znazor-
néné. O znazorfiovan{ ¢isel na &iselné ose byla v této knize uz fet
vI§9 (str. 51), IT§ 6 (str. 77), III § 2 (str. 107) a III § 4 (str. 117).
Vritime se k nému v § 4; viz pozndmku 4;3 a text za ni nasledujici.

Poznamka 2,5. Slova é&islo (bez dalitho dodatku) jsme v této
kapitole uzivali ve smyslu redlné &islo. K obecnému pojmu reilného
&isla dospivame postupnym roz$ifovanim pojmu d&isla, které bylo
velmi podrobné a védecky piesné rozvedeno v prvnich tfech kapi-
tolach této knihy. V kap. I jsme vysli od oboru pfirozenych &isel

1,2, 3,4 atd.

a pfipojenim nuly a ¢&isel opaénych (viz I § 7) k pfirozenym &shim
jsme dospéli k oboru &fsel celych

0) :tl) :|:2; :t3, :t4 atd.,

kterému byla vénovana kapitola I. Pfipojenim é&isel lomenych a &isel
opaénych k é&islim lomenym jsme dospéli k SirSimu oboru d&isel
raciondlnich, kterému byla vénovina kapitola II. Koneéné po pii-
Ppojeni traciondlnich ¢&isel jsme dostali obor &isel redinych, jehoi
védecké studium bylo provedeno v kapitole III.

Poznimka 2,6. Znazornéni &isel na &iselné ose prokazuje dobré
sluzby zejména pfi porovnavani &isel podle velikosti neboli p¥i
studiu nerovnosti. Je-li &islo ¢ mensf nez &islo b neboli &slo b veétsi
ne% éislo a, coz piSeme a < b nebo b > a [viz I (5,1) a dalsf text
v I § 5], leZi na &iselné ose bod a nalevo od bodu b. Ctena¥i zadited-
nfku je tfeba diraznd pfipomenout, ze nerovnost ¢ < b mé jiny
smysl nez nerovnost |a| < |b]. Na pf. (viz obr. 8) je —3 < — 1,
— 3 < 2, adkoli |— 3] > |— 1], |— 3| > |2

Transformaci roviny
nazveme pravidlo, které P
kazdému bodu 4 nasi + ' ; + :
roviny pfifadf urdity bod -3 -1 0 2
A’ téie roviny, zvany
obraz bodu 4. Promluvi- Obr. 8.
me si struéné o tfech
velmi jednoduchych transformacich roviny. Budeme je definovat
analyticky, t. j. tak, %e uddme, jak se ze soufadnic z, y libovolného
bodu 4 = [z, y] vypoétousoufadnice [z’, '] jeho obrazu A" = [z', ¥'].

<+

Preklopeni kolem osy x. Analytické pravidlo zni

’

=z, y=—y. (2,8)
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Z definice soufadnic je patrné, Ze tato transformace je (viz obr. )
preklopeni roviny kolem osy z neboli, jak se také fika, osovd soumér-
nost, pii které osa z je osou soumérnosti. Kazdy bod na ose « splyne
se svym obrazem; body nad osou # maji obrazy pod osou z;body
pod osou z maji obrazy nad osou z.

) 4 y
A1 P R
P X 2 X
A
Obr. 9. Obr. 10.

Pieklopeni kolem osy y. Analytické pravidlo znf

¥=—z, y=y9. (2,7)
Tato transformace je (viz obr. 10) preklopeni roviny kolem osy y
neboli zase osovd soumérnost, pfi které nyni je osou soumérnosti
osa 9. Kazdy bod na ose y splyne se svym obrazem, body napravo
od osy y maji obrazy nalevo od osy y, body nalevo od osy y maji
obrazy napravo od osy y.

Soumérnost vzhledem k poédtku. Analytické pravidlo zni:

¥=—z, yYy=—y. (2,8)
Tato transformace je (viz obr. 11) stfedovd soumérnost, pfi které
podatek je stfedem soumérnosti. Podatek R splyne se svym obrazem;
je-li 4 kterykoli jiny bod, lezi jeho obraz 4’ na pfimce P4 tak, Ze
bod P je pravé uprostied mezi obéma body A, A’. Pfechod od bodu
A =[z,y] k bodu A’ = [— z, — y] zdleii ve zméné znamének obou
soufadnic. MiZeme jej provést tak, Ze zménime nejprve znaménko
pfi « a potom znaménko pfiy. Toznamend geometricky, Ze od bodu 4
muZeme prejit k bodu 4’ tak, Ze nejprve preklopime bod 4 kolem
osy y & potom bod takto vznikly p¥eklopime kolem osy z. MiZeme
také ménit znaménka v obriceném pofadi, tedy napied pieklopit.
kolem osy z a potom kolem osy y.
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V obr. 12 jsou vyznateny tfi body P, P*, A. PovaZzujeme-li P zy
podatek souradnic, mame zvolenu soustavu soufadnic, ve kter¢
kazdy bod roviny ma uréité dvé souradnice; budtez a, b soufadnice
bodu P* a budtei x, y soufadnice bodu 4. MizZeme viak zavést
Jjesté druhou soustavu soufadnic, ve které politkem je bod P*,

y A
i
A . NI
e - t
e P g ______ E‘, >
’/// P x | ' ]
o @ ,: ) I
A' 1l ¥ !
P Q
Obr. 11. Obr. 12.

také ve druhé soustavé bude mit bod A4 dvé soutadnice, ale jiné ne;
difive; oznadéime je z*, y*. V obr. 12 jsou vyznadeny viecky soutad.
nice a, b, z, y, z*, y*. Z obrazce je patrné, Ze

*=z—a, yr=y—b (2,9
neboli
z=z*+a, y=y*+5. (2,10

Obr. 12 predstavuje ovSem pouze jednu znaménkovou moZnost.
ale vzorce (2,9), a tedy také (2,10), jsou spravné ve viech piipadech.
Nejnazornéji se o tom presvédéime, predstavime-li si proménnou
soustavu soufadnic, jejiz podatek putuje z.polohy P do polohy P*
po lomené &are PQP* (viz obr. 12). Tato zména soustavy soufadnic
se déje ve dvou krocich. Pfi prvém kroku putuje poldtek vodorovne
z polohy P do polohy @, pfi druhém kroku putuje podatek svisle
z polohy @ do polohy P*. P¥i prvém kroku ztstava druba soufadnice
libovolného bodu nezménéna a méni se pouze prvni soufadnice; pii
kladném e tato prvni soufadnice stdle klesd (t. j. zmenSuje se), a to
od hodnoty z do hodnoty 2* = = — a; pii zdporném ¢ naopak tato
soufadnice stile roste (t. j. zvétSuje se), a to zase od hodnoty z do
hodnoty z* = z — a, ktera pfi zdporném a je vétsi nez x. P¥i druhém
kroku zistava naopak prvni soufadnice nezménéna a ménf se pouze
druha soufadnice; pfi kladném b tato druhd soufadnice stale klesd,
a to od hodnoty y do hodnoty y* = y — b; p¥i zaporném b naopak
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druhd soutadnice roste od hodnoty y do hodnoty y* = y — b, ktera.
P zdporném b je vétsi nez y. Proto jsou vzorce (2,9), a tedy i (2,10),
spravné, at jiz jsou &isla a, b kladna ¢&i zaporni. Zfejmé jsou spravné
také, kdyz a nebo b je rovno nule; pro ¢ = 0 odpadne prvy krok,
pro b = 0 odpadne druhy krok.

Kombinujeme-li vzorce (2,9) se vzorcem (2,4), dospéjeme k vy-
razu

AX = |(x — a)* + (y — b)2 (2,11)

pro vzddlenost bodu A = [a, b] od bodu X = [z, y]. Nebot v nové
soustavé soufadnic, ve které bod [a, b] je poliatkem, bude podle:
vzorcd (2,9) mit bod z, y nové soufadnice x — a, y — b, které do-
sadime do vzorce (2,4).

Poznamka 2,7. V obr. 13 jsou vedle bodi 4, X vyznadeny jesté
body 4,[a, 0], X[z, 0], ve kterych rovnobéiky s osou y, vedené
body 4, X, protnou osu z, jakoZ

, i body 4,= [0, 8], X, = [0, y], ve
y kterych rovnobézky s osou z, vedené
body 4, X, protnou osu . (Obrazec 13
se tyka pfipaduz > 0,y > 0, a > 0,
b < 0. Ctena¥ by mél sdm sestrojit
podobné obrazce pro viecky znamén-
kové mozZnosti.) Podle vzorci (2,3)

p - X X a (2,11) je

Alxl = IZ —_ al ] (2712)
A1 _____ A2X2 = |y — b] . \ (2’13)

§ 3. Rovnice pFimky

Vratme se k obr. 4 na str. 195. Pf{imka PX je vodorovna a budeme
ji povaZovat za osu z; poédtkem bude v obrazci vyznadeny bod P.
Je-li B = [z, y] libovolny bod na ramenu PZ Ghlu « = ¢ XPZ, je
x=PA, y=A4B ..
Vime, Ze pomér
y:xz=AB: PA
je konstanta; tato konstanta je tg «, ale pro struénost ji oznaéime k,
takze :
k=tgo. (3,1)
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Tedy pro viecky body B = [z, y] na ramenu PZ Ghlu « je splnéna
rovnice
y=kx. (3,2)

Ty body B, kterych jsme si dosud v&imali, lezi na pfimce PZ,
ale nevyplni celou pfimku PZ. Chceme-li dostat celou pfimku, mu-
sime ¢ast narysovanou v obrazci prodlouZit za bod P, tedy k bodéim
B = [z, y] musime jeité pFipojit ty body C, které z bodi B vzniknou
pomoci stfedové soumérnosti se stfedem P, tedy podle (2,8) body
C = [— z, — y]. Protoze

-y _Y

— X 4

a protoZe soufadnice bodu B vyhovuji rovnici (3,2), vyhovuji téze
rovnici i soufadnice bodu C. ProtoZe zfejmé i soufadnice bodu P =
= [0, 0] vyhovuji rovnici (3,2), vidime, Ze pro kaZdy bod [z, y]
primky PZ je splnéna rovnice (3,2). Jiné body uZ rovnici (3,2) vyhovo-
vat nemohou; nebot zvolime-li ¢islo z a ménime-li y, dostaneme
body [z, ¥], z nichZ jeding spliiuje rovnici (3,2), a to je ten bod
[«, y] s danou soufadnici z, ktery lezi na pfimce PZ. Protoze tedy
jednak soufadnice kazdého bodu pfimky PZ vyhovujf rovnici (3,2),
jednak také obracené kaidy bod, jehoZz soufadnice vyhovuji rovnici
(3,2), lezi na pfimce PZ, pravime, Ze (3,2) je rovnice primky PZ.

Abychom mohli napsat rovnici dané pfimky PZ, potfebujeme
pouze znat &islo k, které se jmenuje smérnice pfimky PZ. Vime, Ze
smérnice k spliiuje vzorec (3,1), ve kterém « znamena thel pfimky
PZ s osou z.

Ale jedné véci si musime dobfe vSimnout. Je-li dan podatek P,
a tedy i vodorovna osa z jim prochazejici, a je-li ddn ostry thel «,
existuji v roviné dvé pfimky,
které prochazeji podatkem
a sviraji s osou z thel «.
V obr. 14 je ta z nich, kterou
jsme se dosud zabyvali, vy-
tazena plné a oznacena p;
drubd je vyéarkovina a
oznatena p’. Z pfimky p
vznikne pfimka p’ preklo-
penim kolem osy z. Bodu
B = [z, y] pfimky p odpo-
vida podle (2,6) bod B’ =
= [z, — y] pfimky p’. Je-li
(3,2) rovnice piimky p, je
Zfejmé \ Obr. 14.

Y= — kx
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rovnice pfimky p’. Smérnici pfimky p’ je zdporné &islo — k. Tedy
smérnice je kladna, jestlize probfhajice piimku zleva doprava, pro-
bfhame ji zdola nahoru, neboli jestlize vét$imu x piislusi vétsi y;
smérnice je zdpornd, jestlite probihajice pfimku zleva doprava,
probihdme ji shora dold, neboli jestliZe vétsimu a2 piislusi mensi y.

MuzZeme tedy ¥ici, Ze pfi kaZdé volbé &isla k, nevyjimajic &sla za-
pornd, znamena (3,2) rovnici urdité pfimky jdouei pocéatkem. To
plati i pro & = 0, nebot ¥ = 0 je zfejmé rovnice osy x.

Ma kaidi piimka jdoucif poditkem rovnici tvaru (3,2)? Kladna
odpovéd by byla ukvapend, nebof k svislé pfimce jdouci podatkem,
t. j. k ose y, nedospéjeme od rovnice (3,2) pti Zddné volbé éisla k.
Rozdil mezi osou y a ostatnimi pfimkami jdoucimi podatkem je
v tom, Ze vedeme-li poddtkem pFimku p ve sméru jiném neZ svislém
a zvolime-li jakékoli &islo z, lez{ na pFimce p urdity bod, jehoZ prvni
soufadnice je rovna tomuto &islu, a rovnice (3,2) pravé udava predpis,
podle n&ho% se ze soufadnice = poditd soufadnice y tohoto bodu.
Naproti tomu je u viech bodi na ose y soufadnice x rovna nule,
soufadnice y pak je libovolna, takZe nemuZe existovat Zddny pfed-
pis, podle kterého by se ze soufadnice x mohla vypoéitat soufadnice y.

Aby rovnice (3,1) méla vieobecnou platnost, uéinime nasledujici
dohody, které si vyslovime hned pro libovolné p¥mky, t. j. i pro
takové, které neprochizeji poditkem. Budiz p libovolna pfFimka
a oznadme « uhel této pfimky s osou z. Je-li pfimka p svisla, t. j.
kolma na osu z, takZe o« = 90°, fikame, fe pfimka p nemd smérnici,
a symbolu tg 90° neddvime Zddny &iselny vyznam. Je-li pfimka p
vodorovnd, t. j. rovnobéina s osou z, je

a=0, tga=20.

Je-li koneéné pfimka p kosa k ose z, t. j. je-li & ihel ostry, ddme dhlu
« znaménko plus nebo minus podle toho, zda probihajice piimku p
zleva doprava probfhdme ji zdola nahoru & shora dolu. Stejné zna-
ménko jako dhlu o ddvime také &islu tg o. Potom plati vzorec (3,1)
pro smérnici pfimky p, neni-li ovéem p svisla. Pfitom nemusi pfimka
p prochazet poditkem. Pfimky mezi sebou rovnobéiné maji stejnou
smérnici (oviem nejsou-li svislé). Smérnice pi{mky se nezméni,
zménime-li pocatek soufadnic.

Budiz nyni p libovolnd ptimka. Je-li p svisla, maji viecky jeji body
touz soufadnici z; je-li r éiselna hodnota této soufadnice, plati rovnice

zT=r ((3,3)

pro kazdy bod pfimky p a obracené plaﬁ, %e kazdy bod [z, y], ktery
vyhovuje rovnici (3,3), leZf na pfimce p, t. j. (3,3) je rovnice svislé
pFimky p.
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Neni-li pfimka p svisla, md uréitou smérnici k. P¥{imka p protne
pak osu y v uréitém bodé C. Prvn{ soufadnice bodu C je rovna nule;
druhou soufadnici bodu C oznadme s, takze

C =1]0,s].

Miize byt s = 0 nebo s > 0 nebo s < 0. Je-li s = 0, prochdzi p¥imka
p politkem P. Je-li s > 0, lezi bod C nad bodem P a je-li s < 0,
lezi bod C pod bodem P. Vzdilenost PC je ve viech p¥ipadech
rovna &fslu |s|. V obr. 15 je
§ > 0 pro piimku p,, s << 0
4 pro piimku p,.

Rovnici pfimky p si ma-
Zeme odvodit takto: Vedme
podatkem P rovnobézku p,
s pfimkou p. Obé pi{mky p
a p, maji touz smérnici k.
Ke kazdému &islu x mame
bod B na pfimce p a bod B,
na piimece p, s prvni sou-
fadnici rovnou éislu z. Dru-
hou soufadnici oznaéme y
u bodu B, y, u bodu B,,
takze

/ B=[x:y]’ Bo=[x,?/o]-

Jestlize s > 0, lez{ (viz obr.
Obr. 15. 15) bod B (ktery je v tomto
pitipadé v obr. 15 oznaden

\e

Kp)
NSO
>
)

B,) nad bodem B, ve vzddlenosti BB, = |s| = s; jestliZe s < 0, lef
B (v tomto p¥ipadé v obr. 15 oznaleny B,), pod B, ve vzdilenosti
BB, = |s| = — s, takZe v obou pifpadech je

Y=Y+ s (3,4)
a to plati i pro s = 0, nebot pro s = 0 splynou body B, B, a je
y = y,. Protoze pfimka p, prochazi politkem a md smérnici £k,
vime, Ze

Yo = kx . (8,5)
Ze (3,4) a (3,5) plyne

y=kz +s, (3,6)

t. j. pro kaidy bod pfimky p plati rovnice (3,6). Tato rovnice viak
neplati pro Zadny bod [z, y], ktery nelezi na pfimce p, nebot na piim-
ce p leZi pro kazdou hodnotu &isla « uréity bod s prvni soufadnici
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rovnou z, a z téch boda [z, y], jejichZ prvni soufadnice je rovna da-
nému &fslu , jenom jediny splnuJe rovnici (3,6), a to musi byt bod
piimky p, protoZe ten, jak vime, rovnici (3,6) spliiuje. Proto je (3,6)
rovnice primky p.

Dosud jsme vychézeli od dané pfimky p, kterad neni kolma na osu
z, a odvodili jsme jejf rovnici (3,6). Obracené budtez dana dvé libo-
volna ¢&isla k, s; vyjdéme od téchto éGisel a sestavme rovmcn (3,6).
Na ose y lezi bod

C =[0,s].

Urdeme thel « z rovnice (3,1); fidme se pfi tom znaménkovym pra-
vidlem vylozenym na str. 208. Vedeme-li bodem C pfimku p tak,
aby svirala s osou z Ghel « (pfi tom si musime viimat i znaménka
uhlu &), je ziejmé (3,6) rovnici pfimky p.

Rovnice (3,6), ve které k, s jsou dané konstanty (t. j. tato pismena
znamenaji uréitd dana &isla), diva piedpis, podle kterého ke kazdému
danému é&fislu « muzeme vypoéitat pfislusné éislo y, t. j. rovnice (3,6)
definuje funkeci proménné z.

Poznamka 3,1. V piikladech funkef, které jsme podali v § 1,
nabyvala nezavisle proménna pouze kladnych hodnot, kdezto nyni
nezavisle proménna z nabyva viech kladnych i v3ech zapornych
hodnot (a také hodnoty 0).

Je-li k = 0, pak funkce (3,6) je konstanta: pro viecka z nabyvé
funkece (3,6) v tomto piipadé jedné a téZze hodnoty s. Je-li k=0,
potom funkce tvaru (3,6) se jmenuje linedrn{ funkce. Uréitéji se
mluvi o linedrnf celistvé funkci na rozdil od linedrni lomené funkce,
kterou viak nebudeme v této knize vySetfovat.

PrFiklad 3,1. Danym bodem
A = [a, b] (3,7)

je vedena pfimka p daného sméru. Jak zni rovnice piimky p? Je-li
piimka p svisla, t. j. kolma na osu z, zni jeji rovnice

r=a. (318)

Vyloudime-li tento piipad, ma pi{mka p uréitou smérnici k, danou
vzorcem (3,1), ve kterém musime brat zfetel na znaménko dhlu «.
Prochézi-li pfimka p pocatkem pak jeji rovnice ]e (3,2). V obecném
piipadé dojdeme k rovnici pHmky p pomoci zmény pocéatku. Po-
suneme poditek soufadnic do bodu 4; oznadime-li hvézdi¢kou sou-
fadnice v posunuté soustavé, ma pi‘imka, p v této soustavé rovnici
y* = ka*. Protoze v8ak novy poéitek méa v pivodni soustavé sou-
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fadnice a, b, plati mezi ptivodnimi a novymi soufadnicemilibovolného
bodu rovnice (2,9). Tedy pfimka p ma v ptivodni soustavé rovnici

y—b=kx—a), (3,9)
kterou muaZeme uvést na tvar (3,2); pfi tom bude
s=b—ka. (3,10)

Tim je tloha FeSena. Mohli jsme viak postupovat také jinak. V pii-
padé svislé pf{mky muzeme jejf rovnici (3,8) ihned napsat; nebudeme
se k tomuto pfipadu uz vracet. JestliZe pfimka p nenf svisld, ma
rovnici tvaru (3,6), kde &islo k je nam znamo, a jde tedy pouze o éfslo
8. Abychom urdéili hodnotu &sla s, stadi uvazit, Ze rovnici (3,6) vy-
hovuji soufadnice bodu (3,7), coz davd podminku

b=ka+ s,
ze které vypoéteme hodnotu (3,10) ¢isla s.

Poznimka 3,2. Je dastym zvykem psat rovnici (3,9) ve tvaru

-’/__bzk_

— (3,11)

Neskodi si uvédomit, Ze tvarem (3,11) vyluéujeme jeden bod p¥mky
p, totiz bod (3,7). Nebot pro x = a zlomek nalevo ve (3,11) ma ve
jmenovateli nulu a je tudiZ bezvyznamny, takZe nelze tvrdit, Ze by
soufadnice bodu (3,7) spliiovaly rovnici (3,11).

Pfiklad 3,2. BudiZ déin vedle bodu (3,7) jesté jiny bod

B = [z01 Z’/o] . (3)12)

Jak zni rovnice pfimky AB? Pfedpokladime ovSem, Ze body 4, B
jsou mezi sebou riuzné. Je-li x, = a, je pifimka A B svisld a jeji rovnice
je (3,8). Vyloudime-li tento pfipad, md pfimka AB rovniei tvaru
(3,9) a je tFeba pouze vypodlist smérnici k. To je lehké, nebof v kai-
dém bodé piimky AB, s jedinou vyjimkou bodu A4, plati vztah
(3,11), ktery tedy zejména plati v bodé (3,12), takZe pfimka 4B mé
rovnici tvaru (3,9), pfi éem%

k= Yo—b . (3,13)
Ty —a

Je-li dana v roviné pfimka p a odstranime-li tuto pfimku z roviny
ukazuje nazor, Ze se zbytek roviny rozpadne na dva kusy, kterym
fikdme poloroviny vytaté pFimkou p. Je-li pfimka p svislé (viz obr. 16),
skladé se jedna z obou polorovin z téch bodid, které lezi nalevo od p,
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drubé pak z téch, které lezf napravo od p. Je-li (3,3) rovnice svislé
pfimky p, je pro body jedné z obou polorovin vytatych pfimkou p
splnéna nerovnost

x<r, (3,14)

a pro body druhé z téchto polorovin nerovnost
xT>r. (3,15)

Predpoklidejme nyni, Ze pfimka p neni svisld, takZe ma rovnieci
tvaru (3,6), kde k a s jsou konstanty. Nazor ukazuje (viz obr. 17), Ze
jedna z obou polorovin vytatych pfimkou p se skldda z téch boddy,
' které lezf nad pfimkou p, druhd pak
z téch, které lezi pod pfimkou p. Lezi-li
viak bod [z, y] na pfimce p, je jasné,
%e se dostaneme nad,pfimku p, jestliZe
pii nezménéné soufadnici z zvétfime
soufadnici ¥, a pod pfimku p, jestliZe
pii nezménéné soufadnici z zmensime

i

Obr. 16.

soufadnici y. Je-li tedy (3,6) rovnice pfimky p, pak jedna z obou polo-
vovin vyfatych pfimkou p se sklida z téch bodu [z, y], pro které je

y>kxr + s, (3,16)
druha pak z téch bodu [z, y], pro které je
y<kz+s. (3,17)

§ 4. Grafické zndzorn&nf funkce jedné promé&nné

Se slovem funkce jsme se seznamili uz v § 1. Je-li dina né&jaka
funkce jedné proménné, oznalme si pismenem z hodnoty, kterych
nabyva nezavisle promé&nna, pismenem y hodnoty, kterych nabyva
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funkce. NaSe funkce je tedy pravidlo, podle kterého se k hodnot&
zvolené pro x dé pocitat piisludnd hodnota pro y, coi si vyjadfime
symbolicky takto:

y = f(z). (4,1)

Poznéamka 4,1. Jestlize symbol f(x) znamend funkei, potom

symboly ‘
£0), £3), H(— 2), f(h), (—V3) a pod.
znamenaji hodnoty, kterych funkce nabude pro
£=10,3,— 2% —)2 apod
Na pi. pro f(x) = 3x% — x* je

f(0) = 0,f(3) = — 54, (— 2) = — 4, f(}) = 13, f(—)2) = 2
atd.

Misto pismena f miZeme ovSem uZit kteréhokoli jiného pismena;
casto se uZivd pismena F velké abecedy nebo pismena ¢ fecké
a.becedy Razné funkce miuZeme navza]em odligit indexy: je-li na
pF. v néjaké vaze fed o tfech funkeich, miZeme si je oznatit tfeba
f}(-”) f2(%), fa(x) .

Poznimka 4,2. Volit pro hodnoty nezdvisle proménné privé
pismeno x a pro hodnoty funkce pravé pismeno y je stary zakofenény
zvyk; uz1va,n1,,standard- N
niho* oznaleni{ je vy-
hodné, protoZze mnohdy
umozni Zadouef strué-
nost vyjadfovani.

Na druhé strané pri
uziti nauky o funkcich
v geometrii, mechanice
atd. je obyé&ejné vyhod-
né misto standardniho
oznaceni wuZivat ozna-
Geni, které pfipomind
vyznam vySetfovanych
veli¢in. Tak na pf. jsme Obr. 18.
neuzivali standardniho
oznaceni v geometrickych pfikladech uvedenych v § 1.

Je-li dina néjaka funkce (4,1), je velmi éelné postupovat takto:
V pomocné roviné zvolime soustavu pravouhlych soufadnic. Zna-
zornfme-li si kaZidou takovou dvojici é&isel z,y, pro kterou plati
vztah (4,1), bodem [z, y], dostaneme &éiru (viz obr. 18), které se
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fika graf funkce. Riznym funkeim patfi rizné grafy. Neni nevhodné
poznamenat, Ze existuji tak sloZité funkce, Ze jejich graf se nedd ani
pfiblizné narysovat a Ze stézi zasluhuje nazev ,,dara““. V jednodu-
chych pfipadech, a pravé takové pripady jsou nejdulezitéjsi pro

Obr. 20.

zalitenika, je naproti
tomu lehké graf piiblizné
narysovat nebo aspofi udi-
nit si dosti dobrou p¥Fed-
stavu o jeho prabéhu. V ta-
kovych pripadech je graf
vydatnou pomuckou pfi
studiu funkce. VSeobecné
lze fici o grafu funkce
pouze tolik, Ze zadna svisla
piimka (%24dnd rovnobézka
s osou ¥) jej neprotne ve
vice nez jednom bodé, takze
na pf. kruznice nenf grafem
zadné funkce.

Uvedme si nékteré vlast-
nosti funkei, které se daji
na grafu dobfe pozorovat.
Pravime, Ze funkece f(x) je
sudd (viz obr. 19), jestlize
osa ¥ je osou soumérnosti
jejiho grafu, tedy [viz (2,7)]
jestlize plati vzorec

f(—=z) = flz) . (4,2)

Pravime, %e funkce f(x) je
lichd (viz obr. 20), jestlize
polatek P je stfedem sou-
mérnost1 jejtho grafu, tedy
[viz (2,8)], jestlize plati
vzorec

. H=2) = —f=). (43)

Dale pravime, Ze funkce
f(x) roste (viz obr. 21), jestli-

ze vétdimu z prisludi vidy vétsi y; pravime, ze funkee f(z) klesd (viz
obr. 22), jestlie vét§imu «x piisludf vidy mensi y. Probihdme-li graf,
funkce od levé strany k pravé, tu v piipadé rostouci funkce jdeme
stale zdola nahoru, v pripadé klesajici funkce jdeme stile shora
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dola. Funkee zndzornéni v obr. 18 neni ani rostouci, ani klesajfei,
ale, jak je v obrazei naznadeno, existuji tfi éisla a, b, ¢ (pFi ¢emz
a < b < ¢, viz poznamku I 5,3), kterd maji tuto vlastnost:. Ome-
zime-li se na ty hodnoty nezavisle proménné z, pro které

Mzsa,
Rla<z<b,
Blb<z<c,
4l z>c,
pak funkce znazornéna v obr. 18
roste o 1] nebo 3],
klesé,} v piipadé { [2] nebo [4].

Takové mnoziny (viz poznamku I 1,1) éisel «, které jsou definovany
nékterou z podminek tvaru [1], [2] nebo [3] a [4], jmenuji se inter-
valy. MnoZina uréend podminkou [2] tvoii interval (a, b>, do kterého

Obr. 21. Obr. 22.

poditdme také &Gisla a, b sama; o ostatnich ¢islech z intervalu (a, b,
tedy o t&ch &islech z, pro ktera plati nerovnosti @ << « < b, pravime,
7e lezi uwvnité intervalu (a, b); lisla a, b se jmenuji meze wntervalu
{a, b>; &islo a je dolni mez, &islo b je horni mez. Podobné znamena
oviem <b, ¢) interval uréeny podminkou [3].

Poznamka 4,3. Na ¢iselné ose je interval (a, b) znazornén
usedkou, jejimiz krajnimi body jsou obrazy éisel a, b neboli body
a, b; vnitini body této tsecky jsou obrazy téch éisel x, o kterych
jsme Fekli, Ze lezi uvnitf intervalu {a, b)>. Pro zjednoduseni mluvy
se Gasto nerozliSuje mezi &islem x a bodem z, tedy slovy vnitini
bod intervalu {a, b> se mnohdy mini &islo leZiei uvnitf intervalu,
slovy krajni body intervalu se mini meze intervalu a pod.

MnoZina ¢&isel z vyhovujicich podmince [4] tvoli interval {c, o),
ktery méa dolni mez c; vSecka ostatni &isla x intervalu (¢, o) lezf
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uvnitf tohoto intervalu a horn{ mez neexistuje; to ma byt pravé
naznaleno symbolem oo, ktery &teme slovem ,.mekoneéno® (viz
poznamku 11T 13). Misto oo piSeme nékdy také + oo, coz Steme
. plus nekoneéno‘“. Mnozina &isel  vyhovujicich podmince [1] tvofi
interval (— o, a), ktery ma horni mez a; vSecka ostatni é&isla x
intervalu (— oo, @) leZf uvniti tohoto intervalu a dolni mez ne-
existuje; to ma byt pravé naznadeno symbolem — oo, ktery dteme
,»minus nekoneéno‘‘. Obrazy intervald (¢, ), (— o, @) na ¢&iselné
ose jsou polopfimky; obraz dolni meze ¢ intervalu (¢, o) i obraz
horni meze a intervalu (— o, a) je poédtkem p¥isluiné polopiimky.

Je tcelné také mnozinu viech éisel z viibec poditat mezi intervaly;
tento nejvétsf ze viech intervali oznadéime (— oo, ) nebo (— oo,
+ o); viecka cisla z tohoto intervalu lezi uvniti ného a neexistuje
ant dolni, ani horni mez. Geometrickym obrazem intervalu (— <, o)
je cela &iselna osa.

Intervaly, u kterych existuje i dolni i hornf mez, jak tomu je
u nadich intervala (a, b, ¢b, ¢), jmenuji se omezené (nebo okrani-
dené) intervaly; naproti tomu jsou (¢, ®), (— ,a), (— e, )
neomezené (nebo neohranidené) intervaly. Intervaly, u kterych exis-
tuje dolni mez, jmenuji se zdola omezené (nebo zdola ohranidené),
ostatni jsou zdola neomezené (nebo z2dola meohranilené). Intervaly,
u kterych existuje horni mez, jmenuji se shora omezené (nebo shora
ohranidené), ostatni jsou shora neomezené (nebo shora neohranidend).
Tedy intervaly (a, b), (a, ®©) jsou zdola omezené, intervaly {a, b),
(— oo, @) jsou shora omezené; naproti tomu intervaly (— oo, a),
{— oo, ) jsou zdola neomezené, intervaly <{a, ), (— o, ) jsou
shora neomezené. :

Poznamka 4,4. Po zavedeni pravé vysvétlenych termini mu-
Zeme Fici, Ze funkce znazornéna v obr. 18 (str. 213) roste v interva-
lech (— o0, @) a (b, ¢) a klesa v intervalech (a, > a (¢, ). Takové
rozdéleni hodnot nezdvisle proménné x na nékolik intervald, ve kte-
rych funkce stfidavé roste a klesd, je moZné u vétsiny jednoduchych
funkef. Nalezen{ takovych intervali je prvni dalezity krok ke studiu
funkce; u jednoduchych funkei se d4 snadno provést pomoci vy3sf
matematiky; to v8ak uZ pfesahuje ramec této knihy.

Intervaly, o kterych jsme dosud mluvili, se jmenuji uzavfené in-
tervaly. Vnitiek uzavieného intervalu (neboli mnoZina v8ech &isel z,
ktera leif uvnitf tohoto intervalu) se jmenuje ofevfeny interval.
U otevieného intervalu misto tihlové zavorky () uZivame obydejné
okrouhlé zavorky (). Jsou &ty¥i druhy otevfenych intervali:

interval (@, b) se sklad4 z t&ch &isel x, pro ktera plati ¢ < = < b,
interval (a, ) se skladd z téch &isel z, pro kterd plati a < z,
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interval (— oo, a) se sklad4 z téch &isel z, pro ktera plati z < a,
interval (— oo, o) se skladd ze vSech ¢isel x vibec.

Uzavieny interval {(a,b) obsahuje o dvé &isla vice nez otevieny
interval (a, b), totiZ o ¢islo @ a o &islo b. Uzavieny interval {a, o)
obsahuje o jedno ¢&islo vice nez otevieny interval (a, ©), totiZ
o &islo a. Uzavrieny interval (— oo, a) obsahuje o jedno éislo vice
nez otevieny interval (— oo, a), totiz o éfslo a. Interval (— oo, o)
je zdroven uzavfeny i otevieny.

Pozniamka 4,5. PiileZitostné se uziva intervalid, které nejsou ani
uzaviené, ani oteviené. Jsou to omezené intervaly a rozpadaji se na
dva druhy:

interval {a, b) se skldda z téch ¢isel z, pro kterd plati a < = < b,
interval (a, b) se skladd z téch {isel x, pro ktera plati ¢ < z < b.

Cislo a patif do intervalu (a, b) a nepatii do intervalu (a, b); &islo
b patii do intervalu (a, b> a nepat#{ do intervalu <a, b). Pfipomefime
znovu, Ze do intervalu {a, b) patii obé& &isla a, b a %e do intervalu
(a, b) nepatii Zddné z nich.

§ 5. Geometricky vyznam zikladnich pravidel pro nerovnosti

V kapitoldch I az III jsme podali védecké odiivodnéni zdkladnich
vét o nerovnostech, a to tak, Ze jsme v kapitole I probirali nerovnosti
v oboru ¢isel celych, v kapitole IT v oboru éisel racionalnich, v kapi-
tole III v oboru &sel redlnych. Vzhledem- k zakladni dulezitosti
téchto vét pro celou vyssi matematiku si je nyni vyslovime znovu,
pii ¢emzZ na tomto misté nebéii o védecky bezvadné dikazy, nybri
o oduvodnéni zaloZené na geometrickém nazoru. P¥itom mame na
mysli hned pffpad libovolnych redlnych é&isel.

1. V merovnosti je dovoleno na obou strandch priéist toté%
éislo.

Prvni dukaz (viz obr. 23). Je-li z; < x,, mame dokézat, Ze pro
libovolné s je také z, + s < z, + 8. Za tim ucelem si v§imnéme
pfimky p s rovnici

y=x+ s,
jejiz smérnice je rovna jedné, je tedy kladna, takZe pro body [z, y]
piimky p zdroven s rostoucim x roste také y. Jsou-li 4, = [z,, y,],
A, = [x,, y;] dva body pfimky p, takie y, = x, -+ 8, ¥y, = 2, + 5,
pii éemz z, < @,, t. j. bod A4, leZi nalevo od bodu 4,, leZi bod 4,
nize neZ bod 4,, t. j. je y, << y, neboli &, + s < x, + s.
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Druhy dikaz (viz obr.
24). Budiz s, < s,; mame
dokazat, Ze pfi libovolném
x je také z + 5, <z + s,.
Za tim udelem si vdimnéme
primky p, s rovnief

y=2x -+ §

a pi{mky p, s rovnici

y=2x+ 8;.

Primka p, protne osu y v bo-

Obr. 23. d¢ C, = [0, s,], ptimka p,
v bodé C, = [0, 8,]. Protoze

s, < 8, lezi bod C, nad bo-

P: " dem C,. AvSak obé pfimky
P1, P, maji touz smérnici

rovnou jedné, jsou tedyrov-

nobéiné, takze cela piimka

P p, lezi nad piimkou p,. Pti
libovolném z budiz A4, =
= [z, ] bod pFimky p,,
A, = [z, y,] bod pi{mky p,.
Bod A, leii nad bodem 4,,
t.j. ¥, < y, neboli x + 8, <

D\ )
>
>

/ P < x + 8.
[ Vé&ta 5,2. Nerovnosti je do-
/ voleno séitat.
Diukaz. NaSe véta je
Obr. 24. disledkem véty 5,1. Vskut-

ku jsou-li dany dvé nerov-
nosti @ < b, ¢ <d, mame dokazat, 2e a +¢ <b +d. Za tim
Gdelem nejprve v nerovnosti @ < b priéteme na obou stranich
¢islo ¢ a dostaneme @ + ¢ << b + ¢, potom v nerovnosti ¢ < d p¥i-
¢teme na obou stranach &islo b a dostaneme b + ¢ << b + d; spojeni
obou vysledkiia + ¢ << b 4+ ¢,b + ¢ < b + d d4 24danou nerovnost
a + ¢ < b+ d.Je jasné, Ze ze spravnosti véty pro dvé nerovnosti
plyne indukef (viz I § 4) spravnost véty pro libovolny poéet nerov-
nosti. Geometricky dospéjeme k v&té 5,2 (v ptipadé dvou nerovnosti),
uzijeme-li myslenky obou dikazd véty 5,1. Budiz z, < z,, 8; < 8y;
mame zjistit, Ze y, < y,, kde y, = z, + 8, ¥y, = x, + 8,. Za tim
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udelem uvazujme p¥{mku p, s vovnici y =x + s, a piimku p,
s rovnici ¥y = x + §, (viz obr. 25). Obé pfmky p,, p, jsou rovno-
béiné a pruselik [0, s,] pfimky p, s osou y leii nad priseéikem [0, s,]
primky p, s osou y. Na piimce p, leif bod 4, = [z,, y,], na primce

A P

Z;
/

p, bod 4, = [x,, y,]. ProtoZe
x, < x,, je patrné z obrazce,
Ze y, < Y.
Vé&ta 5,3. V nerovnosti je
~dovoleno obé strany zndsobit
tymz kladnym &islem.
Prvni dikaz (viz obr.
26). Je-li z; < x,, mame do-
kézat, Ze pro libovolné klad-
né 8 jo také sz, < sz, Za
tim dlelem si viimnéme
piimky p s rovnici

Obr. 25. Obr. 26.

y = sx,
jejiz smdérnice je kladni, Obr. 27.
takZe pro body [z, y] ptim-
ky p s rostoucim z roste také y. Jsou-li 4, = [z}, y1], 4, = [%,, ¥2]
dva body piimky p, takze y, = sx,, y, = 8x,, pii Cemi je z; < X,
t. j. 4, lezi nalevo od bodu 4,, lezi bod 4, niZe nez bod 4,,t.j. je
1y, < Yy, neboli sx; < sx,.

Druhy dikaz (viz obr. 27). Budiz s; < s,; méme dokazat, Ze
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pti libovolném kladném x je také s,z < s,x. Za tim tdelem si vEimna-
me primky p, s rovnici y = s,x a pfimky p, s rovnici y = s,z. Obé
piimky prochdzeji potitkem a smérnice pfimky p, je menii nez

smérnice piimky p,, takie

napravo od podatku lezf
y P pfimka p, nad pfimkou p,.
Pfi libovolném kladném x
budiz 4, = [z, ¥,] bod pfim-
ky p;, 4, = [z, y,] bod pfim-
ky p,. Bod 4, lezi nad bo-
dem 4,, t. j. y, < y, neboli
P 8,& < 8,X.

. Vé&ta 5,4. Nerovnosti mezi
nymi &isly je dovoleno
zndsobit.

X Dukaz. Nage véta je da-
sledkem véty 5,3. Vskutku
budtez dana takova kladna

Obr. 28. Gisla @, b, ¢, d, Ze a < b,

¢ < d; mame dokazat, ze

. ac < bd. Za tim ulelem nej-
-prve obé strany nerovnosti

a << b znasobime kladnym

p J dislem ¢ a dostaneme ac <<
<C be, potom obé strany ne-

rovnosti ¢ < d znasobime
kladnym ¢&islem b a dosta-

X neme bc < bd; spojeni obou
vysledki ac < be, be < bd
da Zadanou nerovnost ac <
< bd. Ze spravnosti véty
projdvé nerovnosti plyne
potom indukei jeji spriv-
nost pro libovolny pocet ne-
rovnostf. Geometricky do-
spéjeme k vété 5,4 (v pri-
padé dvou nerovnosti), uzi-
jeme-li myslenky obou du-
kaza véty 5,3. Budiz 0 <

<@ <@y, 08 <8, mime zjistit, ze y, < y,, kde y, = s7,,

Y3 = S3%,. Za t{m felem uvazujme piimku p, s rovnicf y = s,z a

ptimku p, s rovnici y = s,x (viz obr. 28). Obé p¥mky prochazeji

Obr. 29.
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podatkem a napravo od poéatku lezi nad. osou z; pfi tom (stdle na-

ravo od potatku) pfimka p, leif nad pfimkou p,. Na pfimce p,
lezi bod A, = [z,,%,], na pfimee p, bod 4, = [x,, ¥,]. ProtoZe
0 < x, < x,, je z obrazce patrné, Ze y; < ¥,.

Véta 5,5. JestliZe pro dvé &isla a, b plati nerovnosta < b, potom pro
fisla — a, — b k nim opabnd plati nerovnost — a > — b.

Dukaz. MiuZeme nadi vé- .
tu odvodit z véty 5,1, nebot
jestlize na obou stranich
nerovnosti @ < b pficteme
&islo — @ — b, dostaneme
nerovnost — b << — a, ktera
¥ika totéZ jako nerovnost
— a> — b. Geometricky
muzZeme dospét k vété 5,5
dvojim zpusobem. Proni
2pasob (viz obr. 29). Budiz p
piimka s rovnici y = — .
Na pfimce p lezi bod 4 =
=[a,—a] i bod B=[b, —
—b]. Je-li @ < b, lezf bod B
napravo od bodu 4; proto-
%e smérnice — 1 pfimky p
je zaporna, lezi bod B pod
bodem 4, t.j. —a > — b.
Druhy zphsob (viz obr. 30). Obr. 30.

Uvazujme pfimku p s rov-

nicf y = z; bod [z, y] lezi

nad pf¥imkou p, je-li ¥y > z, a pod pfimkou p, je-li y < . Je-lia <
< b, lezi bod C = {a, b] nad pfimkou p, takie bod €' = [— a, — b],
soumérny s bodem C vzhledem k poéatku, leii pod pfimkou p, t. j.
—a>—b.

Véta 5,6. JestliZe pro dvé kladnd &isla a, b plati nerovnost a < b,
potom pro &isla %, —;— k nim pfevrdcend (viz poznamku II 5,1) plati
opalnd nerovnost L > L

a b
Dtukaz. Tuto vétu mufeme odvodit z.véty 5,3, nebof jsou-li

4fsla a, b kladnd, je také ¢&islo 1 kladné, a jestlize jim znasobime

ab
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. 1 1 , .
nerovnost a < b, dostaneme nerovnost — < L kterda pravi totéz

b
1 . . o vix .
jako % > 5 Geometricky muZeme dospét k vété 5,6 takto (viz

obr. 31). Jsou-li g, b kladna &isla a je-li @ < b, uvaZujme piimku p
s rovniel y = gz a pfimku ¢ s rovnicf y = bx. Obé pHmky p, ¢
prochazeji poéatkem; napravo od pocitku lez{ pfimka p nad osou =
a pfimka ¢ nad pfimkou p.

¢ Z obrazce je patrné, e je-li

y g r piimka s rovnicf y =1,
y lez{ priseéik H pfimek p, r

napravo od prusetfku K
pfimek ¢, r. AvSak H =

T

Poznamka 5,1. Véty
5,1; 5,3; 5,5 a 5,6 maji ten
spoleény tvar, %e se v nich
predpoklada spravnost ur-

Obr. 31. ¢ité nerovnosti, ze které po-

tom plyne nova nerovnost.

Je dalezité si uvédomit, Ze

jsou spravné také obracené véty, ve kterych se ze spravnosti nové ne-
rovnosti soudi na spravnost nerovnosti ptivodni. Pfitom kazda z obra-
cenych vét plyne z té véty, jejimz obracenim vznikne. V pfipadé véty
5,1 nova nerovnost je @ + ¢ < b + ¢; pFi¢teme-li na obou stranich
4islo — ¢, dostaneme puvodni nerovnost ¢ < b. V pfipadé véty 5,3
nova nerovnost je ac < be, kde ¢ > 0; znasobime-li obé strany

1
kladnym é&islem - dostaneme pivodni nerovnost ¢ < b. V pfipadé

véty 5,5 nova nerovnost je — @ > — b; protoze k éislim — a, — b
opadéna jsou &isla a, b, vede uzit{ véty 5,5 na nerovnost —a > — b
zpét k pivodnf nerovnosti a << b. V piipadé véty 5,6 nova nerovnost
.1 1 .., . . o 1 1

je - > —, pFi éemz zaroven s &isly a, b také &isla -

b
1 1 . . . o verr o x
protoze k &islam = pfevracend jsou ¢isla a, b, vede uZiti véty 5,6

b

1 1 .
na nerovnost Pt zpét k ptvodni nerovnosti a < b.

b

json kladna;
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§ 6. Jednoduché pFiklady na poé&itinf s nerovnostmi

Nerovnosti jsou ve vys$8i matematice velmi dilezité, na Skole se
jim vSak vénuje mnohem méné pozornosti nez rovnicim aupravam
algebraickych vyrazi. Proto si v této kapitole probereme fadu p¥i-
kladu na uziti zdkladnich vét o nerovnostech. V tomto paragrafu se
omezime na zcela jednoduché p¥fklady.

Pfiklad 6,1. Urlete, pro ktera x je splnéna nerovnost

5—3—:>1+x. (6,1)

Poéetnt Fefeni. Postupujeme Gplné obdobné jako v zalatcich al-
gebry pfi feSenf rovnice

5—-—35i=1+x. (6,2)

Nejprve piedpoklidame, ze &islo x spliiuje nerovnost (6,1). Podle
véty 5,1 na obou, stranach nerovnosti (6,1) pfiéteme &islo — 1 a
dostaneme
3
4— —3'"'- >z, (6,3)

Podle téze véty na obou stranich nerovnosti (6,3) pfidteme éislo

3
Ta: a dostaneme

> 2 (6.4)

Podle véty (5,3) obé strany nerovnosti (6,4) znasobime kladnym

éfslem & a dostaneme

1> (6,5)

neboli '
lx < §. (6,6)

Nejsme jeSté docela hotovi, nebof jsme provedli prozatim pouze
postupny pfechod od dané nerovnosti (6,1) pfes pomocné nerovnosti
(6,3), (6,4) a (6,5) k vysledné nerovnosti (6,6), a mame je$té pro-
kazat, %e jsou spravné také obriacené postupné prechody od nerov-
nosti (6,6) zpét az k ptivodni nerovnosti (6,1). To v8ak plyne z toho,
Ze jsme pfi pfechodech uZfvali pouze vét 5,1 a 5,3, takie obracené
prechody jsou spravné podle poznamky 5,1. MuZeme tedy ¥Heci, Ze
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viecka FeSeni dané nerovnosti vyplni otevieny interval (— oo, §),

a tim je tuloha Fefena.

Geometrické_feseni

je rovnicef piimky p,; rovnice

pFikladu 6,1. Rovnice

=14z (6,8)

je rovnici pH{mky p,. Pro kaidou hodnotu éisla z existuje uréity

bod

N

/
/P

Obr. 32.

A, = [z, yl]—[x 5——3?1]

na piimce p, a urdity bod
4, = [z, 9] = [35: 1 4 z]

na p¥mce p,. Nerovnost (6,1}
mé ten geo etricky vyznam,

¥e bod A, Tzl nad bodem 4,.

Nyni prF pT ky p,, p, se protnou
v bodé A = [x, y]. SouFadnici
xz bodu A dostaneme FeSenim
rovnice (6,2); soufadnici y pak
dostaneme dosazenim do (6,7)
nebo (6,8); vyjde 4 = [}, 7].
Jesto pfimka p, ma smérmei
zdpornou, pfimka p, smérnici
kladnou, je jasné (viz obr. 32),
Ze bod A, lezi nad bodem A4,
pravé tehdy (viz pozndmku I
5,16), jestlize A4, leii nalevo od

A, t.j. pravé tehdy, jestlize plati nerovnost (6,6). Tat .
fvaha ukazuje, Ze kol fedit nerovnost (6,1) se da prevést na kol
fesit rovnici (6,2). D4 se ukazat, Zze ve velmi obecnych piipadech,
moZno i Fei ve vBech prakticky dulezitych piipadech, tkol resit
nerovnost se dd v podstaté pfevést na kol Fesit rovnici, takze hlavni
smysl nadich tloh na FeSeni nerovnosti je ve vycviku s tim spojeném.
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Pfiklad 6,2. Urdete, pro kterd « jsou splnény obé nerovnosti

z+ 1 -+ 3 2¢ + 4 4 —x
5 <" 6 5 ~ 3

(6,9)

Poletni fedeni. Tymz postupem jako v piikladé 6,1 nahradime
prvni z obou nerovnost{ (6,9) postupné nerovnostmi

6x + 6 < 52 + 15 (obé strany jsme znasobili kladnym &islem 30),

z < 9 (na obou stranach jsme pfiétli — 52 — 6), a druhou ne-
rovnostmi °

6x + 12 > 20 — 5z (obé strany jsme znasobili kladnym &islem 15),

11z > 8 (na obou stranich jsme p#iétli 5z — 12),

Z > % (obé strany jsme znasobili kladnym é&islem {%).
Podle poznamky 5,1 je opravnén také zpétny pfechod od vyslednych
nerovnost{ << 9, x > % k pivodnim nerovnostem (6,9). Vysledek:
feSeni soustavy nerovnost{ (5,11) vyplni otevieny interval (&, 9).

Geometrwke Fedeni prikladu 6,2 prenechivame tenafi.
Priklad 6,3. Urlete, pro kterd z je splnéna nerovnost

7—|—6:v< 1 — 3z
3 — 2z 5+ «x

Refeni. Zde musfme postupovat opatrné. Nejprve uviifme, Ze
pro z = § nema smysl zlomek nalevo v (6,10) a pro x = — 5 nema
smysl zlomek napravo. Tyto dvé hodnoty musime tedy vyloudit.
Ostatnf hodnoty x rozdélime na t#i druhy.

Prvni pfipad: x > . V tomto piipadé &islo x — $, a tedy i &islo
2(x — 3) = 2x — 3, je kladné; kladné je rovnéz i é&fslo 5 + =z.
Jestlize v nerovnosti (6,10) znésobime obé strany kladnym cislem
(2 — 3)(5 + z), nahradime (6,10) nerovnosti

— (7 + 6x)(6 + ) < (1 — 3x)(2x — 3) (6,11)

(6,10)

neboli po Gpravé
— 35 — 37x — 62 << — 3 4 llx — 6a%;
na obou stranach p¥iéteme 3 4+ 37x + 6x2 a dostaneme
— 32 < 48z ; (6,12)

obé strany znisobime kladnym é&islem 5 a dostaneme — § < x
neboli
x> —%. (6,13)
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Obraceny pfechod od (6,13) k (6,10) (stile za pfedpokladu z > 3)
je podle poznimky 5,1 také sprivny. ProtoZe nerovnost (6,13) je
dusledkem piedpokladané nerovnosti z > §, vidime, Ze viecka
x > # spliuji nerovnost (6,10).

Druhy pfipad: < — 5. V tomto pfipadé obé d&isla 22 — 3,
5 + x jsou zaporna, takze jejich souéin (22 — 3)(5 + x) opét je kladny
a tymZ postupem jako v prvnim pfipadé dostdvame postupné ne-
rovnosti (6,11), (6,12) a (6,13). AvSak nerovnost (6,13) je nesluéitelnd
s nynéj§im predpokladem z << — 5, takZe druhy pfipad nediva
%?4dné feSeni nerovnosti (6,10).

Treti pfipad: — 5 < z < §. V tomto piipadé &fslo 3 — z, a tedy
téz 2(3 — x) = 3 — 2z je kladné; kladné je i ¢islo 5 + z. Znasobi-
me-li obé strany nerovnosti (5,12) kladnym ¢&islem (3 — 2z)(5 + z),
dostaneme misto (6,10) tentokrat nerovnost

(7T + 6z2)(56 4+ x) < (1 — 3x)(3 — 2x),

dile misto (6,12) nerovnost
48x < — 32

a koneéné misto (6,13) nerovnost
< — 2. (6,14)

Zpétny prechod opfeny o poznimku 5,1 vede (za predpokladu
—5<z<3}) od(6,14) k (6,10).

Shrneme-li dosazené vysledky, vidime, Ze-FeSeni nerovnosti (6,10)
vyplni dva disjunktni (viz I § 2, str. 13) oteviené intervaly: jednak
interval (§, ) a jednak interval (— 5, — 2).

Poznamka 6,1. 2 % 10 udame takové poletni feSeni pfikladu 6,3,
pfi kterém nebude treba rozeznavat rizné pfipady.

§ 7. Funkce y = |z

Pojem absolutni velikosti a jeho vlastnosti jsme podrobné pro-
birali v kapitoldch I az ITI. Také v této kapitole jsme se s pojmem
absolutni velikosti uz setkali (viz poznamkn 2,1). Nyni nas bude
zajimat hlavné geometrickd stranka véci.

Zikladni vlastnosti absolutni velikosti jsou vyjadfeny vétami 7,1
a 7,2, které nebudeme nové dokazovat, nybri pouze provedeme jejich
geometrické znazornéni.
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V&ta 7,1. Absolutni velikost soudinu nékolika éisel je rovna soudinu

absolutnich velikosti vdech &initels.

Piipad libovolného poétu éinitelt se pfevede indukei na pripad
dvou é&initeld, ktery si znazornime geometricky, ponechavajice
stranou pFipad, Ze néktery ¢initel je roven nule. Budte tedy s, a

dvé kladna éisla; jde o to,
Ze vBecka dtyfi disla s . a,
s.(—a)(—8).a (—s).
. (— a) maji absolutni veli-
kost rovnou soudinu sa.
V obr. 33 je znazornéna
pfimka p s rovnici y = sx
a pfimka p’ s rovnici y =
= (— 8).xanakazdéznich
ty body [z, y], jejichZ sou-
fadnice x je rovna 4 a; jsou
to body 4,, 4,, 4,, A,. Jde
o to, Ze pro vsecky ¢&tyfi
body ma é&fslo |y| touz hodno-
tu, neboli o to, Ze vSecky
Styfi body jsou stejné vzda-
leny od osy z, coi je pa-
trné z toho, Ze z bodu 4,
vznikne: [1] bod A, pfe-
klopenim kolem osy y, [2]
bod A, pieklopenim vzhle-
dem k ose x, [3] bod 4, stfe-
dovou soumérnosti se stie-
dem P.

Véta 7,2. Absolutni veli-
kost soultu nékolika Eisel
je mejuy$ rovna soultu ab-
solutnich velikosti vSech séi-
tanci.

Pripad libovolného poé-
tu séitancu se pfevede
indukei na pfipad dvou

y

Obr. 33.

Obr. 34.

sCitancd, kiery si zndzornime gevmetrvicky. Za tim udelem uva-
Zujme (viz obr. 34 a obr. 35) piimku p, se zdpornou smérnici,
kterd puli thel os z, y; smérnice pfimky je rovna — 1 a piimka p,
méa rovnici  + y = 0. Libovolnym kodem A = [a, b] prochazf
rovnobézka p s primkou p,, jejiz rovnice ma tvar z + y = ¢, kde
éislo ¢ je rovné a + b. V obrazci je vyznaden priseéik 4, = [a, 0]

15*
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osy x s pfimkou vedenou bodem A4 kolmo na osu x, jakoZ i prisedik
C = [a + b, 0] pfimky p s osou z. Potom je

la| = PA,, |b| = 4,4, |a+b]=PC,

a jde tedy o to, Ze ve viech piipadech je PA, + 4,4 = PC . V obr.
34 je znazornén piipad a > 0, b > 0; v tomto piipadé je P4, 4+
+ A,4 = PC; v obr. 35 je zndzornén piipad a > 0, b < 0, |b] < a;
v tomto piipadé je PA, +
)’ + A,A4 > PC. Ctenaf necht
N \ sdm sestroji obrazce zna-
N zorfujici jiné mozné pii-
N\ pady.
\ Velmi dasto se uziva toho
faktu, Ze jsou-li @, z libo-
volnd dvé reilna disla a
jsou-li A, X jejich obrazy
na éiselné ose, je vzdalenost
AX rovna

AX:lx—al. (7,1)

Vzorec (7,1) se lidi pouze

Obr. 35. oznatenim od vzorce (2,12).

Je-li ¢ libovolné realné

dislo a je-li € libovolné kladné éislo, uvaZujme ta &isla x, pro ktera
plati nerovnost

(]
_____.._,}

’
’
h

~°°/
R~ ]

e —¢| Z . (7,2)

Na ¢&fselné ose jsou obrazy naSich &isel x ty body, jejichz vzdalenost
od obrazu é&fsla ¢ je nejvys$ rovna &ishu . Je zfejmé, Ze tyto body
vyplnf omezeny uzavieny interval (¢ — ¢,¢ 4+ ¢) a Ze ¢ odpovida
stfedu tohoto intervalu; kritce pravime, Ze &islo ¢ (nebo bod c,
viz str. 203) je stifedem nadeho intervalu. Omezeny otevieny interval
{e — &, ¢+ ¢€) je din nerovnost{
lz —¢c| <e. (7,3)
Sttedem omezeného intervalu, at uz uzavieného <a, b) & otevie-
ného (a, b), je é&islo
c= 2Fb (7,4)
2
nebot

‘ b—a
‘ c—a,—b—c———2—,
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takZe na &iselné ose vzdidlenost bodu ¢ od kteréhokoli z obou bodd

Yy b—a . o . -
a, b je dina tym% ¢islem —— . VSimnéme si tieba otevfeného

2
intervalu (e, b), ktery se sklada z téch &isel x, pro néz platf
a <<z <b (7,5)
nebo také
a+b b—a
T —— <—- (7,6)

Ctenaf necht sdm odvodi aritmeticky nerovnost (7,8) z nerovnostf
(7,5) a obricen& nerovnosti (7,5) z nerovnosti (7,6).
Jelikoz |— x| = |z| pro kazdé =, je
Yy = le (757)

sudd funkce. Jeji graf je zndzornén v obr. 36; sklidd se ze dvou
polopfimek vychazejicich z poéatku soufadnic, které obé svirajf
s osou z Uhel 45°,

Ve vyssi matematice se dasto uiiva vzorece

llal — 16l] < |a — b], (7,8)
ktery se da dokazat takto. Poloime a — b = ¢, takie a = b + c.

y

P % "B [P ACX

Obr. 36. Obr. 37.
Podle véty 7,2 je |a| < |b] + |¢|; pFisteme-li na obou strandch ¥slo
— |b], dostaneme |a| — |b] < |¢| neboli
la| —[b] < fa —b]; . (7,8")
protoze b —a = — (a — b), je |b — a| = |a — b|, takZe ze (7,8')
dostaneme vyménou -pismen
6] — Ja| < |a — b]. (7,8")
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Z toho plyne (7,8), nebot leva strana v (7,8) je rovna budto levé
strané v (7,8’), nebo levé strand v (7,8”). Vzorec (7,8) si mazeme zni-
zornit geometricky pomoci grafu funkece (7,7). Na tomto grafu lezi
(viz obr. 37) oba body A = [a, |a|], B = [b, |b|]; v obrazci jsou dale
vyznadleny paty 4, = [a, 0], B, = [b, 0], 4, = {0, |a|], B, = [0, |b|]
kolmic spusténych z bodd 4, B na ob€ osy z, y. Podle (2,12) a (2,13)
je
ABy=|a —b], 4,B,=a| — 1b1| .

Obr. 37 se tyka piipadu @ > 0, b < 0; v souhlase se vzorcem (7,8)
je potom 4,B, < A,B,. Ctenaf sam necht sestroji grafy odpovidajici
ostatnim znaménkovym moznostem.

Od funkce (7,7) miZeme dojit k trochu obecnéjsi funkei zménou
pocatku soufadnic. Pfejdéme od puvodnf soustavy s podatkem P
k nové soustavé soufadnic,
jejiz podatek P* ma v pu-
vodni soustavé soufadnice
a, b; jestlize bod, ktery v pi-
vodn{i soustavé ma soufad-
nice x, ¥, ma v nové sou-
stavé soufadnice x*, y*,
plati rovnice (2,9) a (2,10).
Rovnici y* = |x*| odpovida
rovnice

) y=|lz—a|+0b. (7,9)
b—a_ X Rovnice (7,9) definuje funk-
Obr. 38. ci, jejiz graf je znizornén
v obr. 38 za pfedpokladu,
%e obé lisla a, b jsou kladna.
Ctenaf zadatednik nepochy-
bi, jestlize si sdm sestrojf
vSechny grafy odpovidajici
deviti moZnostem: (1) a >
>0,>0;(2)a>0,b< 0
(3)a<0,b>0;(4)a <0,
b<0; () a>0, b=0;
(8)a < 0,b =0; (7) a =0,
b>0;, (8) «a=0, b<O
(9) a =0, b = 0. Posledni
moZnost je ovS8em zachy-
cena ui v obr. 36.
Obr. 39 a 40 ilustruji
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geometricky vétu 7,2 (pro dva séitance). Dvojitou ¢éarou je v nich
vyznaden graf funkce

y =z + ¢, (7,10)
éarkované graf funkce
y = |2 -+ ef . (7,11)

Obr. 39 znazornuje pfipad ¢ > 0; v souhlase s vétou 7,2 splynou
oba grafy pro =z > 0, kdezto pro z < 0 graf funkce (7,10) lezi pod
grafem funkce (7,11). Obr.
40 znazoriiuje piipad ¢ << 0;
v souhlase s vétou 7,2 sply-
nou oba grafy pro z < 0,
kdezto pro « > 0 graf funk-
ce (7,10) lezi pod grafem
funkce (7,11).

§ 8. Funkce, jejichZ grafy
jsou lomené &iry

V tomto paragrafu bude-
me vySetfovat funkce, je-

jichz grafy jsou lomené Obr. 40.
éiry. Polneme pifkladem
funkece
y=2zx+1-2z+ 1| + |z — 3]. (8,1)

Nejprve uvazme, Ze je pro kazdé «
e+ 1 =2@+1), |z—3 =2+ (x—3)

se znaménky
— — vintervalu (— o0, — 1),
+ — vintervalu (—1,3),
+ + vintervalu (3, ).

Proto je naSe funkce v kazdém z téchto tfi intervali totozna s uréitou
linearni funkei; jest

= 3z + 6 v intervalu (— oo, — 1),
y = —x + 2 vintervalu (— 1, 3),
y =« — 4 vintervalu (3, o).

Nyni je snadné sestrojit a popsat graf funkee (8,1), ktery je znazor-
nén v obr. 41. Cast grafu pkisluina intervalu (— oo, — 1) je polo-
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pfimka se smérnici + 3, ktera vychazi z bodu [— 1, 3] a .od ného
postupuje nalevo, protne tedy osu x v bods [— 2, 0]. Cast grafu
pfislusna intervalu {(— 1, 3) je tsetka, kterd spojuje bod [— 1, 3]
s bodem [3, — 1]. Cast grafu pfisludnd intervalu (3, «) je polo-
pfimka se smérnici + 1, kterd vychazi z bodu |3, — 1] a od n&ho
postupuje napravo, protne tedy osu x v bodé [4, 0].

Poznamka 8,1. Smérnici polopfimky (pozdéji téZ smérnici
useéky) rozumime smérnici piimky, jejiz ¢asti je ta polopFimka
(nebo usecka).

Obecnéji uvazujeme funkei tvaru

y=rkx +s+cle —a) + ...+ ¢z — a,, (8,2)

kde k, s, a,, ..., a,, ¢, ..., ¢, jsou dané konstanty, které jsou dpiné
libovolné. Mizeme viak piedpokladat, ze je

a, <a, <...<a,. (8,3)

Poznamka 8,2. Pro » = 1 nabude (8,2) tvaru y = kx + s + ¢, .
. |# — @,| a nerovnosti (8,3) odpadnou. Kdyby pro » > 1 bylo na
PE. @, = a,, mohli bychom oba &leny c,j# — a,| + ¢,|z — a,| slouéit

K|

ot
x

[34 '1]

Obr. 41.

v jediny &len (¢, + ¢,;)|x — a,|. Proto miZeme pfedpokladat. Ze éisla
a,, @, ..., @, jsou navzajem ruzna, zménou potradi séitanca v (8,2)
potom docflime, Ze plati (8,3).
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Za pfedpokladu (8,3) rozdéli &sla a,, a,, ..., a, interval (— oo, o)
na n + 1 intervald

(— @, a’l>’ <a’1’ a’2>’ RS ] <an—1: 0/,,>, <a'm CD) . (8,4’)

[Pro » = 1 mame dva intervaly (— o0, @,>, {a,, ®©), ve vySe Vy-
Setfovaném pfipadg (8,1) tfi intervaly (— oo, — 1), {(—1,3),
{3, «©).] V kazdém z intervala (8,4) splyne funkce (8,2) s urditou
linedrni funkei, zpravidla oviem v kazdém z nich s jinou. Oznaéme
b, by, ..., b, hodnoty funkce (8,2) v éislech a,, a,, ..., a, a poloZme

Al = [a’b bl]) v An = [am bn] . (8’5)

Graf funkce (8,2) se skldada z polopiimky, ktera vychazi z bodu 4,,
od ného postupuje nalevo a ma smérnici

k—(01+---+0n)=p> (8:6)

dile z polopf{mky, ktera vychazi z bodu 4,, od n&€ho postupuje
napravo a ma smérnici

k+(cl+'--+cn)=q) (8)7)

a mimo to pro n > 1 jeité z n — 1 usebek A,4,,...,4,-,4,. Pro
n = 1 tseéky odpadnou.

Obracené zvolme n bodd (8,5) tak, Ze jsou splnény nerovnosti
(8,3) (které odpadnou pro » = 1), a zvolme jesté dvé &isla p, q.
DokaZeme, %e lze uréit pravé jednim zphsobem é&isla k, s, ¢y, ..., ¢,
tak, aby graf funkce (8,2) se sklidal z polopiimky se smérnici p,
ktera vychaz{ z bodu 4, a od n€ho postupuje nalevo, dile z polo-
piimky se smérnici ¢, ktera vychazi z bodu 4, a od ného postupuje
napravo, mimo to pak pro » > 1 je$té z n — 1 Usefek 4,4,, ...
ey Apy A, které pro n = 1 odpadnou. K urden{ neznamych mame
vedle rovnic (8,6) a (8,7) jesté dalSich n rovnic, které vyjadiuji, ze
hodnoty funkce (8,2) v &islech a,, ..., ¢, jsou rovny danym ¢&islim
by, ..., b,. Celkem tedy mame soustavu » + 2 rovnic o » + 2 ne-
znamych k, s, ¢y, ..., ¢,. Abychom zjistili, Ze lze této soustavé rovnic
vyhovét pravé jednim zpusobem, je delné zavést misto neznamych
k, s nové neznameé

h=k—(cl+---+cn))
r=s8+4(c,a, + ... + c,a,).
Misto (8,2) mame potom
y=hxr+r+celz—a|+z—a)+ ...+
+ C,,(|.’l/' - anl + €r — an) . (8’8)

233



Jelikoz
0 v intervalu (— o, a,),

lx—all—{—x—al:{

2(x — a,) v intervalu <{a,, ©)

a podobné pro ostatni vyrazy uvnitf zavorek v (8,8), podminky

tykajici se hodnot funkce v ¢&islech a,, ..., a, znéji
ha, +r =5,
ha’z +r+ 261(0’2 - al) = b2 » (8 9)

ha, + 1+ 2¢i(ap — ay) + ... + 2¢,-1(@n — @pey) = b,

K témto n rovnicim piistupuji je§té podminky pro smérnice obou
polopfimek, které znéji

h=p, (8,10)
h4 2+ - e =4q. (8,11)
Celkem mame n + 2 rovnic takového tvaru, Ze je ziejmé, Ze Ize
z nich uréit n + 2 nezndmych &, r, ¢y, ..., ¢, pravé jednim zpisobem:

nejprve rovnice (8,10) uréuje %, potom prvni rovnice (8,9) uréf r
a nasledujici rovnice (8,9) (které odpadnou pro » = 1) postupné
urdf &isla ¢y, ..., ¢, vyjma posledni z nich, které se uréi z rovnice
(8,11).

Na zikladé predchizejicich iivah miZeme Fedit nazornym geo-
metrickym zpisobem rovnice a nerovnosti, které se 1lisf od obydej-
nych rovnic a nerovnosti tim, %e se v nich vyskytuje znak absolutni
velikosti. Objasnime si to na piikladé rovnice

22 + 1 + |z — 3| = 2|z + 1] (8,12)
a nerovnosti .

2z + 1+ |z — 3| > 2]z + 1], (8,13)

224 1 4 |z — 3| < 2z + 1]. (8,14)

Znamena-li f(x) funkeci (8,1), lze misto (8,12) psat f(z) = 0, dale
f(z) > 0 misto (8,13) a f(z) << 0 misto (8,14). Proto z obr. 41, ve
kterém je zndzornén graf nadi funkce, vyiteme snadno odpovéd na
nadi lohu: rovnice (8,12) ma tfi fefenf x = — 2, x = 2, x = 4;
feSeni nerovnosti (8,13) vyplni dva oteviené intervaly (— 2, 2),
(4, oo); Feleni nerovnosti (8,14) vyplni dva oteviené intervaly
(__ ®©, — 2)7(2, 4)

Je patrné, ze se naSe uloha da geometricky Fesit mnoha jinymi
zplisoby. Nasnadég je zptsob zaloZeny na grafech funkei

fe) =2z + 1+ |z — 3], fye) =2z + 1],
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znazornénych v obr. 42; prvy graf je vytazen plnég, druhy &irkované.
Reseni rovnice (8,12) jsou dana témi x, kterd odpovidaji priseéikim
obou graft; feSeni nerovnosti (8,13) jsou dina témi z, pro ktera
plné vytazeny graf lezi nad vyéirkovanym; FeSeni nerovnosti (8,14)
jsou dana témi z, pro ktera
darkovany graf lezi nad plné
vytazenym. Je jasné, Ze je to
v souhlase s FeSenim zaloZe-
nym na grafu funkce (8,1).

§ 9. Parabola

Nei pfejdeme k vlastnimu
obsahu tohoto paragrafu, bude
udelné struéné se zminit
o transformaci roviny (viz
paragraf 2, str. 203), ktera
kazdému bodu 4 = [z, y] p¥i-
fadi jako obraz bod 4’ = [/,
¥'], kde

’

r=cx, yY=cy, (91)

pfi éemiZ pismeno ¢ znamena
libovolné zvolenou kladnou Obr. 42.

konstantu. Je-li¢c = 1, je (9,1)

tdentickd transformace; kazdyg bod A4 je totozny se svym obrazem 4.
Pro libovolné ¢ je poatek P samodruzny pfi transformaci (9,1), t. j.
splyne se svym obrazem. Je-li véak ¢ + 1, je patrné, Ze mimo P nema
uz transformace (9,1) Zadny jiny samodruiny bod. BudiZz nejprve
¢ > 1. Jelikoz

Vx'z +y?r=c sz + 92,
plati pro vzdédlenosti PA, PA’ vzoreg
PA'=c¢.PA.

Pii transformaci (9,1) se tedy viecky vzdalenosti od poéatku ckrat
zvétsi. Obecnéji se snadno dokaze, Ze jsou-li 4,, 4, libovolné dva
body a A;, A4, jejich obrazy, je

Ajd, =c.4,4,. (9,2)
Jestlize bod A4 neleif na ose y, ma pfimka P4 uritou smérnici k
a rovnice pfimky P4 je y = kx. Z (9,1) je jasné, Ze bod A4’ leii na

235



piimce PA a jelikoz ¢ > 0, dokaze se snadno, Ze bod A’ lez{ na polo-
pfimce PA. Tento fakt spolu s rovnief (9,2) jednoznaéné uréuje
polohu obrazu 4’ libovolného bodu 4. Jestlize ¢ < 1, pak opét A4’
lezi na polopfimce PA a plati (9,2); jediny rozdil je v tom, Ze vzdale-
nosti se tentokrat nezvétsuji, nybri zmens$uji. Transformace (9.1)
se jmenuje homotetickd transformace; polatek P je jejim stFedem
a kladné ¢&islo ¢, které udava, kolikrat se pfi homotetické trans-
formaci vzdalenosti zvétSuji nebo zmensSuji, nazveme modulem
homotetické transformace.

Zvolme nyni kladné éislo a a vySetfujme funkei
y = ax?, (9,3)

jejimz grafem je kiivka zndzornéna v obr. 43; takova kfivka se jme-
nuje parabola. Prochazi poéitkem P, ktery se jmenuje vrchol para-
boly. Funkce (9,3) je suda, takZe
y jeji graf je soumeérny vzhledem
k ose y; osa y se nazyva osou para-
- boly. Geometrickou definici para-
boly vyloZime pozdéji v tomto para-
grafu. Pro z + 0 je y > 0, takZe aZ
na vrchol P lezi cela parabola nad

osou z.
Je-li ¢ libovolné dané kladné éislo,
zavedme homotetickou transfor-
P X maci (9,1). Plati-li rovnice (9,3),
plyne z (9,1) snadnym vypoétem, Ze

b Ly — "ne ,
Obr. 43. y 1)
kde

‘11 == ? . (9’4)

Tedy pfi homotetické transformaci (9,1) pfejde parabola (9,3)
v parabolu téhoZ tvaru aZ na to, ze kladna konstanta a je nahrazena
kladnou konstantou (9,4). Volime-li ¢ = a, je a; = 1; z toho plyne,
%e neztratime mnoho na obecnosti, jestlize pfi diskusi rovnice (9,3)
se omezime na pfipad, Ze kladna konstanta a je rovna jedné. Pfes to
je ulelné vydetfovat rovnici (9,3) pFi libovolné hodnoté kladné
konstanty a, tim spiSe, %e se tim vypoéty nikterak nekomplikuji.

K zakladnim vlastnostem paraboly (9,3) dospéjeme nejucelnéji,
vySetfujeme-li vztahy mezi parabolou a libovolnou pfimkou p.
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(CtendF sém necht si sestrojuje obrazce, které mu ulehd{ &etbu na-
sledujicich rddku.) Pfedpokladejme, ze je ddn urdity bod

AO = [xm ?/o] (9:5)

na nasf parabole a Ze pfimka p prochizi bodem (9,5). Necht nejprve
pfimka p ma osovy smeér, t. j. je rovnobéina s osou y, ktera je osou
na¥f paraboly. Je jasné, Ze bod A4, je jediny priseéik paraboly s ta-
kovou primkou p; pfimka p rozdéli rovinu na dvé poloroviny, pii
demz v jedné z nich je obsaZena ta ast paraboly (9,3), ve které je
x > x,, ve druhé ta, ve které je x << z,. Jestlize pfimka p nema
osovy smér, ma uréitou smérnici, kterou oznaéime k. Rovnice ptimky
p potom znf [viz (3,9)]

Y — Yo = k(z — ) . (9,6)
Pii libovolném x budiz 4 = [z, y] bod na parabole, A(k) = [z, Y]
bod na pfimce p. Dile poloZme R,(x) = y — ¥ neboli
Byx) = az® — [yo + k(z — 2)] .

Parabola lezi nad pfimkou p pro ta z, pro néz je (R,x) > 0, pod pf{m-
kou p pro ta z, pro néz je (R,x) < 0; priseéikim pfimky p s para-
bolou pfislusi hodnota R (z) = 0. JelikoZ bod (9,5) leZf na parabole,
je yo = aal, takZe po snadné dpravé dostaneme

By(x) = (x— zp)[a(x + x,) — k] . (9,7)

Je tedy R,(z,) = 0, coZ bylo jasné pfedem, protoZe to neznamena
nic jiného, nezli Ze bod (9,5) pfimky p leii na parabole.
PoloZme nyni

x1=l%, y,=ax?, A, =[x, y].
Potom (9,7) nabude tvaru
Ri(x) = a(x — zo)(x — =) , (9,8)
takZe je Ry(x,) = 0. Je-li
k + 2ax,, (9,9)
je x, + x,, tedy 4, + A, je-li viak
k = 2axz,, (9,9

je z, = xy a body 4,, A, splynou. V piipadé (9,9) nazveme piimku
(9,6) sednou paraboly, v p¥ipadé (9,9') telnou paraboly. V piipadé
seény je budto z, << z,, nebo z, > z,; je-li z, < z,;, plyne z (9,8),
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Ze pro x << Iy 8 pro & > z, je By(x) > 0, pro xy, < ¢ << x, je B (z) <
< 0; je-li'zy > x,, je Re(z) > 0 pro z < z, a pro = > %, B (x) <0
pro #; <& < Zp. V pipadé tecny plyne z (9,8), Ze pro viecka
x £ x, je R,,(x) > 0. Ta é&ast roviny, ktera lezi nad parabolou (9,3),
tedy mnozina téch bodu [z, y], pro néi je y > az?, jmenuje se
vnitfek paraboly; ta &ist roviny, ktera lezi pod parabolou, tedy mno-
zina téch bod [z, y], pro néZ je y < ax?, jmenuje se vnéjdek paraboly.
Vysledek pfedchozi ivahy miZeme tedy vyslovit takto:

Véta 9,1. Sefna protne parabolu ve dvou bodech A,, A,; dsefka
AyA, leZi (az na své krajni body) wuwnitf paraboly, zbyvajici &dst
primky AoA, leZi vné paraboly.

Vé&ta 9,2. Tecna paraboly leZi celd vné paraboly aZ na (jediny) bod,
ktery md spoleény s parabolou. Tento bod se jmenuje bod dotyku
teény.

Je-li £, = 0, tedy také y, = 0, pak (9,9') d& k = 0 a rovnice
teény (9,6) zni y = 0. Tedy osa x je tednou paraboly, jejimz bodem
dotyku je podatek neboli vrehol paraboly; ¥kame, Ze osa x je vrcho-
lovd teéna paraboly.

Poznali jsme, Ze jestlize bodem A, na parabole vedeme néjakou
pi'imku p, ma tato p¥{mka zpravidla s parabolou spoleény jesté
pravé jeden dalii bod; existuji v8ak dvé vyjimeéné pi{mky, které
maji s parabolou spole¢ny pouze bod 4, = {x,, yo] Jednou z téchto
dvou vyjimeénych p¥imek je pfimka s 0sového sméru vedena bodem
A,, druhou je teéna t paraboly, jejimZ bodem dotyku je A,; smérnice
teény ¢t je rovna ¢islu (9,9'). Mezi obéma vyjimeénymi pfimkami
s, t Je podstatny rozdil, ktery si uvédomime, vedeme-li bodem A4,
pHimku p, ktera je blizka jedné z obou pfimek a protne parabolu
mimo v bodé 4, jesté v dalsim bodé A, = [z,, y,]- Jestlize pfedné
primka p je blizka pfimece s, je &islo |k| velmi veliké (k jako dfive je
smérnice piimky p), a proto je velmi veliké také &islo

2y = k —aaxo ’
t. j. bod A4, je velmi vzdalen od bodu 4,. Jestlize viak pfimka p je
blizka teéné ¢, li§i se jeji smérnice k velmi malo od smérnice (9,9'),
a proto éislo
|k — 2az,)|
a

[Ty — x| =
je velmi malé; také &islo
[y — ol = alae + 24l . |2, — Tl

238



je velmi malé a bod 4, leZi velmi blizko bodu 4,.
Abychom dospéli ke geometrické definici paraboly, zavedme (viz

obr. 44) bod F = [-4—2—, 0] a piimku d s rovnief

1
y+ T 0.
Bod F se jmenuje oknisko paraboly, pfimka d se jmenuje Fidici

pfimka paraboly. Je-li A = [z, y] libovolny bod roviny, AF jeho
vzdalenost od bodu ¥, 44’ jeho vzdailenost od pfimky d, je

1\2

(AF)Z_:zZ_!_( —ZE) ’ y
1\2

(4472 = (?/ 4- ZE) )

tedy

(AF)* — (AA')* = 2* +

] e

a posnadné apravé =06

(AF): — (A4’ =

. Obr. 44.

= (a® —y).

Pro body na parabole je ax? — y = 0, pro body uvnitf paraboly je
ax? — y < 0, pro body vné paraboly je ax? — y > 0. Tedy:

Véta 9,3. Bod na parabole je stejné vzddlen od ohniska jako od pFimky
Fidici. Bod uvniti paraboly je bliZe ohnisku nef pFimce Fidici. Bod vné
paraboly je bliZe ¥idici pFimce nef ohnisku.

Dosud jsme predpokladali, Ze @ > 0. Av8ak z bodu [z, ] vznikne
preklopenim kolem osy x bod [z, — y], takie pfi kladném a graf
funkce

¥y = — ax?
vznikne z grafu funkce (9,3) pfeklopenim kolem osy z, je tedy téz
parabolou. Jinak Fedeno, pfi kazdém a + 0 je grafem funkce (9,3)
parabola. I p¥i zaporném a je politek vrcholem paraboly, osa
y je osou paraboly, osa x vrcholovou teénou. Aviak pii zdporném a
lezi parabola (aZ na svij vrchol) pod osou z, jeji vnitiek lezi pod
parabolou, vnéjsek nad parabolou.
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§ 10. Kvadratické mnoho&leny

V § 9 jsme poznali, Ze pfi libovolném a + 0 graf funkce
y = ax?

je parabola, jejiz vrchol je v polatku a jejiz osou je osa z. Budiz
nynf

V = [v, w]
libovolné dany bod roviny. MiZeme provést transformaci soufadnic
tak, aby novym poc¢atkem byl bod V. Jsou-li.a*, y* nové soufadnice
bodu, jehoz ptivodni soufadnice jsou z, y, vime [viz (2,9)], Ze

r=x—v, yY*=y—w. (10,1)
Je-li nyni ddno libovolné é&islo @ + 0, pak rovnice
y* = afa*)? (10,2)

vyjadfuje v novych soufadnicich parabolu, jejimZ vreholem je bod V
a jejiz osou je druhd osa novych soufadnic. Vratime-li se k piivodnim
soufadnicim pomocei vzorcd (10,1), dostaneme

y=oar—v)+w
neboli

y=ax®+4+bxr+c, (10,3)
kde

a+0 b= —2a, c=av:P+w. (10,4)
Protoze a + 0, mame na pravé strané rovnice (10,3) mnohodélen
druhého stupné neboli kvadraticky mnohoélen. Obracené, je-li dan
kvadraticky mnohodlen ax? + bx 4- ¢, takZie a + 0, vypoéteme
z (10,4)
b D

= — — - — — 1
v L w=— (10,5)

kde
D = b2 — dac. (10,6)

Potom pomoci (10,1) pFejde rovnice (10,3) v rovnici (10,2). Tedy
graf libovolného kvadratického mnohoélenu (10,3) je parabola,

jejiz vrehol je
b D
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osa paraboly ma rovnici

‘ __b- 10,8
x 95 (10,8)
vrcholova tena ma rovnici
D
y == — -4—0— . (10,9)

Vrchol (10,7) lezf na vrcholové teéné (10,9); kazdy jiny bod paraboly,
kterd je grafem funkce (10,3), lezf v pfipadé @ > 0 nad pfimkou
(10,9), v pfipadd @ < 0 pod p¥imkou (10,9). Tedy v piipadé a > 0 je
¢islo (10,9) mintmum neboli nejmensi hodnota funkce (10,3); této
nejmens{ hodnoty nabude funkce (10,3) jenom jednou, a to v &isle
z daném rovnosti (10,8); kazdé hodnoty vé&ts{ nez minimum nabude
funkce (10,3) dvakrdt a hodnot mensich mez minimum nenabude
viibec. V pfipadé a < 0 je ¢&islo (10,9) maximum neboli nejvétsi
hodnota funkce (10,3); této nejvétsi hodnoty nabude funkce jenom
jednou v &isle (10,8), kazdé bodnoty mensi neZ maximum nabude
funkce (10,3) dvakrit a hodnot vétSich neZ maximum nenabude
vibec.

Jestlize D << 0, potom v pi¥ipadé @ > 0 ma funkee (10,3) minimum
(10,9) v&tsi ne# nula, v pfipadé ¢ << 0 maximum mensi nez nula.
Tedy pro D << 0 funkce (10,3) nenabude pro Zidné x hodnoty nula,
t. j. rovnice

ax?+bx+c=0 (10,10)

nemd v tomto pfipadé zadny kofen. Jestlize D = 0, je &islo (10,9)
rovno nule; toto éfslo je v pifipadé a > 0 minimem a v pipads
a < 0 maximem funkece (10,3). Tedy pro D = 0 ma rovnice (10,10)
pravé jeden koien (10,8). Jestlize D > 0, potom v p¥ipadé a > 0 ma
funkce (10,3) minimum (10,9) mensi nez nula, v pfipadé a < O
maximum vét3f nez nula. Tedy pro D > 0 funkece (10,3) nabude
dvakrat hodnoty nula, t. j. rovnice (10,10) ma v tomto piipads
pravé dva kofeny.

Poznali jsme geometrickou cestou, Ze o poétu kofenti rovnice (10,10)
rozhoduje to, zda ¢islo (10,6) je kladné, zdporné-& rovné nule.
K témuZ vysledku jsme dosli aritmetickou cestou v kap. IV ke konci
§ 8. Ponechavame &tendii, aby ivahy tohoto paragrafu sm doplnil
tak, aby pro D > 0 znovu dostal vzorce pro oba kofeny rovnice
(10,10), aritmeticky odvozené na konci IV § 8.

Vylozili jsme v tomto paragrafu elementarnim zptsobem, jakych
hodnot nabyvd mnohoélen stupné » pro » = 2. Poznamenejme, e
s pomoci vyssi matematiky lze snadno rozfeSit tuto otdzku pro
ltbovolné n; to viak uZ pfesahuje ramec této knihy.
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Probereme si nyni nékolik prikladd na poéitdni s nerovnostmi.
Pfiklad 10,1. Urdete, pro ktera x je splnéna nerovnost

7+ 6z 1 — 3z
3 - 2¢ 54+ °

Redeni. Na§ piiklad je totoZny s piikladem 6,3, ktery jsme Fesili
tak, Ze jsme rozeznavali t¥i pfipady. Nynf poddme jiné fedeni, pii
kterém neni tfeba rozeznavat rizné ptipady. Nerovnost (10,11) md-
Zieme psat ve tvaru

(10,11)

7 + 6z . 1 — 32 0
3 — 2z 5+=x O
neboli ve tvaru
162 +32) _

(3 — 22) (6 + @)

Je jasné, Ze tato nerovnost je splnéna pravé tehdy, jestlize je splnéna
nerovnost
(2 + 32)(3 — 22)(5 + 2) < 0.

Av8ak nerovnost (10,12) plati privé tehdy, jestliZe na levé strané
neni Zadny d&initel roven nule a mimo to podet zapornych ¢&initeli
je lichy. Nynf levé strana v (10,12) je rovna nule pro

x=—5 —%4%.

(10,12)

Po odstranéni téchto t¥i hodnot zbudou &tyFi oteviené intervaly;
v kaidém z nich maj{ jednotlivi initelé nalevo v (10,12) pevné
znaménko, které je patrné z tabulky

(—o,—58 (=5 —% (=% 9 (%, o)

Al

2+ 3z — — + +
3 — 2z + + + —
5+ — + + +

Radky tabulky p¥isluseji &initelim, sloupce intervaliim. Leva strana
v (10,12) je zaporni ve druhém a &tvrtém intervalu. Tedy FeSeni
nerovnosti (10,11) vyplni dva oteviené intervaly (— 5, — %) a
(3§, ©); to je v souhlase s vysledkem ziskanym v § 6.
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Pfiklad 10,2. Urdete, pro ktera z je splnéna nerovnost

2z + 2 z—1 x
. . 1
z—1 e+ 1~ z_2 (10,13)

Reseni. Nerovnost (10,13) mizeme psit ve tvaru

22 + 2 z — 1 Iz
— — 0
z— 1 z + 1 c—2 =

neboli ve tvaru
2(22% — 5z — 1)
( — 1)(x + 1)(x — 2)

>0.
Hodnoty
zx=—11,2,

ve kterych levd strana dané nerovnosti je bezvyznamnd, musime
vyloudit. Kvadraticky mnohoélen 222 — 5z — 1 mé dva kofeny

5+ /33 5 — )33
=g =
jsou to iracionélni &isla p¥iblizné rovna 2,686; — 0,186 a pro viecka

a:je [
222 — 5 — 1 = 2(x — og)(x — &,) -

Podobné jako v pfikladé 10,1 miZeme sestavit tabulku

(—oo, —1) (—1,xg) (o5, 1) (1, 2) (2, ;) (o, 00)
222 — 5z — 1 + + — — — +
z—1 — — — + + +
z4+1 — + + + h + +
z—2 — — —- — + +

Reenf dané nerovnosti pfisludf tém sloupcim, ve kterych i)oéet
znamének minus je sudy. Tedy feSeni nerovnosti (10,13) vypln{
tfi oteviené intervaly (— 1, «,), (1, 2), (o, ).

16* 243



Pfiklad 10,3. Urlete, pro kterd z je splnéna nerovnost

3z 5

z— 1 < z+4°

Regeni. Danou nerovnost miZeme uvést na tvar

3z . 5 <0
z—1 x4+ 4
neboli
322+ Tx 4+ 5
G—De—4 ~
Kvadraticky mnohoclen 322 + 7z + 5mé kladny nejvyssi koeficient
3 a zdporny diskriminant [viz (10,6)] D =7*—4.3.5= — 11,

takZe 322 + 7x + 5 > 0 pro viecka z. Z toho je patrné, Ze releni
dané nerovnosti vyplni otevieny interval (1,4).

P¥iklad 10,4. Urlete, pro kterd x je splnéna nasledujici nerovnost:
(a) (2 — 1)(1 + 3z) < 4;

(b) (x — 1) + (z + 3)* > 26;
6

(c)a:—|—l<-?;
28
(d)$+2>ﬁ;
6 1 2
(e) 1+ 2 + l—=z <va:'

Redeni. V kazdém piipadé vyplni feSeni nékolik otev¥enych inter-
vala. V piipadé (a) je to jediny interval (— &, 1), v pifipadé (b)
intervaly (— oo, — 4), (2, o), v pfipadé (c) intervaly (— o, — 3),
(0, 2), v pfipadé (d) intervaly (— 6, 1), (5, ®), v pFipadé (e) inter-
valy (— o, — 1), (0, }), (1, 2). Odtivodnéni pfenechavame Etendfi.
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