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IV. NEKTERE POZNATKY Z THEORIE CISEL
® A Z ALGEBRY

§ 1. Nejmensi spoleény nasobek a nejvétsi spole€ény dé&litel dvou
pFirozenych &isel

Je-li d prirozené éi'sl'o, nazyvame jeho ndsobkem kaidé z pkiroze-
nych disel
1.d =d,2d,3d,44,... (1,1)
'
Tedy kazdé pfirozené &islo d ma nekoneéné mnoho nasobkiy; nej-
mensf z nich je éislo d samo. Nasledujici véta je zfejma.

Véta 1,1. Ka#dé prirozené éislo je ndsobkem &isla 1.

Sledujeme-li pfirozena cfsla 1, 2,3, ... v jejich pfirozeném uspo-
fadani, vidime, ze (v pfipadé d > 1) nejprve pfijde d — 1 nendsobki
&fsla d, potom jeden ndsobek, za nim zase d — 1 nendsobkd, znovu
jeden nasobek atd. Pro d = 2 z toho plyne:

Véta 1,2. Ndsobky dvou jsou totozné se sudymi prirozenymi &isly.

Vi&ta 1,3. Jsou-li a, b dva ndsobky pFirozeného Cisla d, je také
a + b ndsobkem C&isla d. Jestlife a > b, je také a — b ndsobkem
Cisla d.

Dukaz. Podle pfedpokladu existuji takova pfirozena disla m, n,
7e @ = md, b = nd, takZe

a+b=m+nd, a—b=m—n)d;
m + n je ptirozené &fslo, a je-li @ > b, je také m — n pfirozené éislo.
Nisledujici dvé véty jsou ziejmé.
V&ta 1,4. Ndsobek ndsobku prirozeného &isla d je ndsobkem &isla d.
Véta 1,5. Soudin dvou pfFirozenych Cisel je ndsobkem kaidého z nich.

Jsou-li ddna dvé pfirozend éfsla a, b (nemusime piredpoklidat,
ze a + b), je patrné z véty 1,5, Ze existuje aspoii jeden jejich spoledny
nasobek, t. j. pfirozené ¢islo, které je nésobkem kazdého z nich;
podle véty 1,4 je spoleénych nasobki éisel @, b nekoneéné mnoho.
Jelikoz spoleéné masobky d&isel @, b jsou pfFirozend d&isla, existuje
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nejmendi spoleény nmdsobek ptirozenych disel a, b, ktery oznadime
nsn (a, b).

Véta 1,6. Je-li pfirozené ¢islo a ndsobkem pfirozeného éisla b, je
nsn (a, b) = a. Nebot &islo a nemd Zidny ndsobek mendi neZ a.

Vé&ta 1,7. KaZdy spoletny ndsobek pfirozengch &isel a, b je ndsobkem '

£isla nsn (a, b).

Dukaz. BudiZ d = nsn (a, b). Pfedpokladejme, Ze existuje takovy
spoledny néasobek ¢ éisel a, b, ktery neni ¢lenem posloupnosti(l,1).
Podle definice ¢isla d je ¢ > d, takie existuje takové pFirozené
dislo n, Ze

nd <e<(n+1l)d.

Jestlize zde viude pfisteme &islo — nd, dostaneme
0<c—nd <d.

"To je vi8ak nemoZné, nebotf ptirozené &islo ¢ — nd je podle véty
1,3 spoleénym nasobkem ¢disel a, b, takZie nemuzZe byt ¢ — nd <
< nsn (@, b). :

Rikame, %e pfirozené ¢&islo d je délitelem pFirozeného &isla n nebo

7 vz

Ze Gislo n je délitelné &islem d, je-li n nasobkem d&isla d neboli, coZ je

totéz, je-li %
2e kaZdé pFirgzené &islo n md koneény polet délitelis; je zvykem znadit
"tento podet ¥(n). Je-li n libovolné pfirozené &fslo, jsou

&slo celé. Je-li tomu tak, je zfejmé d < n. Z toho plyne,

Sisla celd. Tedy: &islo 1 je délitelem kafdého pFirozeného &isla; kaZdé
prirozené &islo je svym vlastnim délitelem. Protoze d < n pro kazdého
délitele d pFirozeného Zisla n, ma &islo 1 jediného délitele, totiz samo
sebe; je tedy 7(1) = 1. Naproti tomu m4a kazdé pFirozené &islo n > 1
aspont dva riazné délitele (samo sebe a &islo 1), je'tedy z(n) = 2.
Je-li t(n) = 2, fikame, %e n je prvocislo. Tedy prvotislem nazyvame
pfirozené &islo n vét§i nef jedna, které mimo samo sebe a mimo
¢islo 1 uZ nema jiného délitele. O prvoéislech si promluvime po-
drobnéji v § 2.

Poznamka 1,1. Eukleides, o kterém byla zminka na str. 15,
podital také &islo 1 mezi prvodisla; podle dnefni védecké termino-
logie v3ak éislo 1 neni prvodislem.
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Véta 1,8. Délitel délitele pFirozeného &isla n je délitelem &isla n. To
je ziejmé.

Poznamka 1,2. Je zajimavé si viimnout, Ze véta 1,8 ma presné
tyz obsah jako véta 1,4. Nebot v obou vétach je feé o tfech pFiroze-
nych é&islech, ktera oznadime d, a, n. Véta 1,4 pravi, ze je-li @ nasob-
kem ¢&isla d a je-li » ndsobkem ¢isla a, je n nasobkem ¢&isla d; véta
1,8 pravi, Ze je-li a délitelem &isla n a je-li @ délitelem &isla a, je d
délitelem éfsla n; rozdil je pouze slovni, ne vécny.

Budte? opét ddna dvé& pFirozend éisla a, b (nemusime pfedpokla-
dat, ze a + b). Cislo 1 je spoleéngm délitelem obou &isel a, b a kazdé
z nich ma jen konedny podet déliteli; &isla a, b tedy maji uréitého
nejvét§iho spoleéného délitele, kterého oznadéime Nsd (a, b).

Poznamka 1,3. Pifeme nsn s malym podéateénim n (nejmends
spoleény nasobek), ale Nsd s velkym podateénim pismenem (nejvétds
spoleény délitel).

Véta 1,9. Je-li pfirozené &islo b délitelem pfirozencho &isla a, je
Nsd (a, b) = b, nebot &islo b nema %adného délitele vétsiho nez b.

Poznamka 1,4 VSimnéme si, Ze pfedpoklad véty 1,6 (Ze a je
nasobkem cisla b) je totoZny s predpokladem véty 1,9 (Ze b je déli-
telem ¢isla a).

Zvolme nyni pfirozend éisla a, b a poloZme ¢ = nsn (a, b). Podle
véty 1,7 je kaidy spoleény nasobek &isel a, b nasobkem éisla ¢, takie:
podle véty 1,5 existuje takové pfirozené ¢&islo d, Ze

ab =cd . (1,2)

Protoze ¢ je spoleénym nasobkem ¢&isel a, b, existuji takova pfirozena.
cisla u, v, Ze
c=au, ¢=>bv. (1,3)
Jestlize z (1,3) dosadime do (1,2), dostaneme ab = aud, ab = bvd;
kracenim (t. j. uZitim véty Il 3,1) vyjde b = ud, a == vd. Tedy &islo
@ je spoleénym délitelem &isel a, b. DokaZeme, %e d ma tuto vlastnost:
KaZdy spolecny délitel disel a, b je délitelem &isla d . (*)
Budiz ¢ kterykoli spoledny délitel éisel a, b, takze existuji takova p¥i-
rozena &isla u, v, Ze

Potom je
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b . .. Py L . . p
takze a,_t je pfirozené &islo, které je spoleénym nasobkem éisel a, b;
z toho plyne podle véty 1,7, Ze existuje takové pfirozené &fslo s,
Ze _a,t_ = ¢s neboli ab = cst; dosadime-li za ab z (1,2), dostaneme cd =

= cst a po zkricenf vyjde d = st, take ¢ je vskutku délitelem &isla d.
ProtoZe d je spolednym délitelem ¢&isel a, b a protoZe délitel é&isla d
nemiZe byt v&tsi nez d, je d = Nsd (a, b).

Pravé provedend tvaha je dikazem nésledujicich dvou vét:

Véta 1,10. Jsou-li a, b pfirozend &isla a je-li ¢ = nsn (a, d),
d = Nsd (a, b), je c¢d = ab.

Véta 1,11. Ka¥dy spoleény délitel pFirozenyjch &isel a, b je délitelem
&isla Nsd (a, b).

Pfirozena &fsla a, b nazveme nesoudélnd, je-li &islo 1 jejich jedinym
spoleénym délitelem neboli je-li Nsd (a, b) = 1.

Véta 1,12. Budlef a, b ¢firozend &isla a budiZ d = Nsd (a, b),
takZe

a b
= — 1,4

I (1,4).
jsou pfirozend &isla. Cisla (1,4) jsou nesoudéind. Nebot kdyby &isla
(1,4) méla spoledného délitele ¢t > 1, byla by

e b
dt ’ dt

ptirozend &isla, takZe by &islo dt bylo spoleinym délitelem céisel
a, b, ale to je nemoZné, nebot dt > d.
Vé&ta 1,13. Necht a, b, ¢ jsou gFirozend &isla. Je-li soudin ac déli-

telny &islem b a jsou-li &sla a, b mnesoudélnd, je &islo ¢ délitelné
Lislem b.

Duka z. ProtoZe Nsd (e, b) = 1, je podle véty 1,10
nsn (a, b) = ab . (1,5)

Avsak &islo ac je pcdle véty 1,5 nasobkem &isla a a podle pied-
pokladu téz nisobkem é&isla b, takze z (1,5) plyne podle véty 1,7,
Ze &islo ac je nasobkem d&fsla ab, t. j. Ze existuje takové prirozené
dislo t, 2e ac = abt; kracenim vyjde ¢ = bt, takZe ¢ je ndsobkem
disla b, a to jsme méli dokazat.
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BudiZz nyni « libovolné kladné raciondlnf ¢éislo. MiZeme psat «
nekoneéné mnoha zplsoby ve tvaru zlomku

x =%, (1,6)

kde @, b jsou ptirozend ¢&isla. Je-li dan uréity tvar (1,6) a je-li k jaké-
koli pfirozené &islo, mame vedle tvaru (1,6) novy tvar

ka :
x = W ) (1,7)
o kterém fikdme, Ze vznikne z tvaru (1,6) roz§ifovdnim. Zpétny
pfechod od tvaru (1,7) ke tvaru (1,6) se nazyva krdceni. Zkratit
tvar (1,6) je moiné pouze tehdy, maji-li ditatel a a jmenovatel b
néjakého spoleéného délitele d > 1. Potom je a = a,d, b = b,
kde a,, b, jsou pfirozena &isla, a kratime-li tvar (1,6) &islem d, dospé-
jeme k novému tvaru
S .
x=g- (1,8)
Jsou-li piirozena éisla a, b nesoudélnd, nelze tvar (1,6) kratit; pra-
vime pak, Ze (1,6) je zdkladni tvar kladného racionalniho éisla «.
Jestlize (1,6) nenf zakladni tvar a kritime-li ¢islem d = Nsd (a, b),
dospéjeme ke tvaru (1,8), ktery podle véty 1,12 je zdkladnim. Ka%dé
raciondln{ ¢islo & > 0 lze tedy psat v zdkladnim tvaru.
Véta 1,14. Ze zdakladniho tvaru (1,6) raciondlniho éisla o > 0
vznikne kaZdy jiny tvar (t. j. kazdé jiné vyjidieni zlomkem, jehoz
titatel i jmenovatel jsou kladna celd &isla) rozdifovdnim.

Dikaz. Budiz

a u
b v’

kde také u, v jsou pfirozend &sla. Potom je
av = bu , (1,9)

takze soudin av je délitelny &islem b; avsak &isla a, b jsou nesoudélna,
takze z véty 1,13 plyne, Ze &islo v je délitelné &islem b. Dostivame
pro v vyjadfeni soudinem v = kb, kde k je pfirozené ¢islo. Dosadi-
me-li toto vyjadieni do (1,9), dostaneme akb = bu a z toho plyne

u = ka. Tedy tvar % splyne s tvarem (1,7).

Poznamka 1,5. Z véty 1,14 plyne, Ze zdkladn{ tvar je jednoznaéné
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uréen. Je jasné, Ze je to ten tvar, jehoZ jmenovatel ma nejmensi
mo%nou hodnotu.

Véta 1,15, Jsou-li a, ¢ dvé nesoudélnd prirozend Cisla a je-li d dé-

litelem éisla ¢, jsou také &isla a, d mesoudélnd.

Dukaz. Budiz b spoleény délitel éisel @, d; mame dokézat, e b = 1.
Avdak b je délitelem é&isla d, které je délitelem éisla ¢; podle véty 1,8
je tedy b délitelem é&isla ¢, takZe b je spoleénym délitelem nesoudél-
nych &fsel a, ¢, a tedy b = 1.

Véta 1,16. JestliZe kaZdé z obou pfirozengch &isel a, b je mesoudélné
s pfrirozenym &islem c, je také soulin ab nesoudélny s &islem c.

Dakaz. Budiz d spoleény délitel ¢isel ab, ¢; mame dokazat, Ze
d = 1. ProtoZe &fisla @, ¢ jsou nesoudélna a d je délitelem ¢éisla e,
plyne z véty 1,15, Ze &isla a, d jsou nesoudélna; podobné téZz ¢&isla
b, d jsou nesoudélna. Avsak soulin ab je délitelny éislem d; protoze
disla a, d jsou nesoudé&lnd, plyne z véty 1,13, ze &islo b je délitelné
dislem d. Tedy d je spoleénym délitelem é&isel b, ¢, ktera jsou nesou-
délna, takze d = 1. .

Véta 1,17. JestliZe kadé z pfirozenyjch éisel

a’l’ ay, . e ay.

je nesoudélné s prirozenym &islem c, je také souéin a,a, ... a; nesou-
délny s &islem ¢.

Dtakaz provedeme indukef vzhledem ke k. Pro k =1 je véta
zfejma. Necht tedy pfi uréitém k je véta dokdzdna (pfedpoklad P)
a necht je dano t + 1 pfirozenych ¢&isel

@y, Bgy o ooy Ay

z nich% kazdé je nesoudélné s c. Mame dokazat, Ze soudin 4 = a,a, ...
... Gpyq je nesoudélny s c. Je viak A = Ba,,,, kde B = aa, ... a,.
Podle predpokladu P jsou &fsla B, ¢ nesoudélnd; protoze také &fsla
@41, € jsou nesoudélna, plyne z véty 1,16, ze soudin 4 = Ba,,, je
nesoudélny s é&islem c.

§ 2. Rozklad p¥irozenych &isel na prvodinitele

Véta 2,1. KaZdé pfirozené &slo n > 1 je délitelné aspori jednim
prvoéislem.

Dikaz. Cislo n mé jisté aspoii jednoho délitele vétsiho neZ 1,
totiz samo sebe, a ze vSech takovych déliteli je jeden nejmens;
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oznatme jej p. Potom je p prvoéislo, nebot jinak by pfirozené &islo
p mélo takového délitele ¢, Ze by bylo ¢ > 1, ¢ < p; pak by vsak
&islo ¢ podle véty 1,8 bylo délitelem ¢isla =, a to je nemozné.

Poznamka 2,1. Je-li n prvodislem, pak ovéem n neni délitelné
zadnym prvoclslem P *n

Snadno zjistime, Ze je celkem 25 prvoéisel menswh ne# sto; jsou
to disla

2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.
V&ta 2,2. Existuje nekoneéné mnoho prvoéisel.

Dikaz. Budiz S jakykoli neprazdny soubor koneéné mnoha
prvodisel; mame ukazat, Ze existuje prvoéislo, které nenalezf do
souboru 8. Za tim Gdelem zvolme néjaké pfirozené ¢islo P, které je
délitelné kazdym prvoéislem ze souboru S; za P miZeme volit na pf.
soudin viech prvka souboru 8. Pfirozené ¢&islo

N=P+1 (2,1)

je podle véty 2,1 dé&litelné n&jakym prvoéislem p. Toto prvodislo
nendlezi do souboru 8, nebot jinak by obé é&isla N, P byla nasobky
p, takze by podle v&ty 1,3 také &islo N — P = 1 bylo nasobkem p,
a to je nemoZné.

Poznamka 2,1. Je jasné, Ze je-li P > 2, miZeme zménit pfed-
chazejici dikaz tak, Ze misto (2,1) volime (2,2)

‘ N=P_1. (2,2)

Poznimka 2,2. Je nyni vhodna pfflezitost, abychom si promlu-
vili o tom, Ze dikazy indukei 1ze provadét trochu jinak, nez jak jsme
to vylidili v I § 4. Dokazat indukei vétu V, pro kazdé pfirozené &islo
n znamend odvodit vétu V,, z ni odvodit vétu V,, z té potom vétu
V4 atd. Tak jsme to dosud provadéli. Je v3ak jasné, ze pfi dikazu
véty V; muiZeme piedpokladat nejen spravnost véty V,, nybri
spravnost obou vét V, a V,; pii dikazu véty V; muzeme pfedpo-
kladat nejen spravnost véty V,, nybri spravnost viech ti vét
Vi, Vi, Vs, atd. Tedy: Abychom dokdzali, Ze néjakd véta V, je sprdvnd
pro kaZdé piirozené &islo n, staéi nejprve dokdzat vétu V, a potom pro
kaZdé pFirozené &islo n > 1 odvodit sprdvnost véty V, z pFedpokladu, Ze
véta V), je sprdvnd pro ka%dé pfirozené éislo k < n.

Vé&ta 2,3. KaZdé pfirozené &islo n > 1 lze psdt ve tvaru soudinu
n=1DPP2: - Pr: (2,3)
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jehoZ kaZdy dinitel je prvodislem. P¥i tom musime pFipustit i moZnost
k =1, jinak by véta neplatila pro prvocisla n.

Dukaz. ProtoZe o cisle 1 se ve vété 2,3 netvrdi nic, postaéf podle
poznamky 2,2, jestlize pro libovolné dané pfirozené éislo n > 1
odvodime spravnost véty z pfedpokladu (nazveme jej pfedpoklad P),
%e pro viecka pfirozend &isla mensi neZ n je véta dokazina. Jestlize
nyni n je prvoéislo, platf{ (2,3) pro: k =1, p, = n. JestlizZe n > 1
neni prvodislem, je n ndsobkem pfirozeného éisla d, které je vétsi
nez 1 a mensi nez n, takze n = ¢d, kde také ¢ > 1, ¢ << n. Podle
piedpokladu P mame pro &fsla ¢, d vyjadieni

c=mPpy-.-pp (r=21),
d=pp;...0 (s=1),

kde kazdy éinitel napravo je prvoéislem. Zndsobime-li obé vyjadieni
(2,4), dostaneme pro éislo n = ¢d vyjadfeni Zddaného tvaru (2,3).

(2,4)

Poznamka 2,3. Cinitel6 soudinu napravo ve (2,3) se jmenuji
prvobinitelé &éisla n a vyjidieni (2,3) se jmenuje rozklad na prvo-
éinitele ptirozeného &isla n > 1.

Nasledujici véta 2,4 je p¥Hpravou k vété 2,5.

Véta 2,4. Jsou-li p,, p,,--.., D prvoczsla a je-li jejich soulin

P1Ps --- D délitelny prvolislem p, je p rovno nékterému 2z Eisel
Py, Psy ---, P PFitom nevyluéujeme moznost k = 1.

Dikaz. Je-li p razné od vSech éisel p,, p,, ..., D, Plyne z definice
prvocisla, Ze kazdé z &isel p,, p,, ..., pr je nesoudélné s éislem p,
takze podle véty 1,17

Nsd (p1ps - P p) = 1, (2,5)
a to je nemozné, nebot podle véty 1,9 leva strana ve (2,5) je rovna p.

Vé&ta 2,5. Rozklad pfirozeného &isla n > 1 na prvodinitele je aZ na .

pofadi &initeld jednoznaéné uréen.

Dukaz. ProtoZe o &isle 1 se netvrdi nic, postadi podle poznamky
2,2, jestliZe pro libovolné dané pfirozené éislo n > 1 provedeme dikaz
za pfedpokladu (pfedpoklad P), %e pro pfirozena &isla mensi nez »
je véta spravna. Podle véty 2,1 miizeme zvolit prvoéislo p, které je
délitelem é&isla n. Je-li » prvoéislem, je zfejmé& n = p jediny jeho
rozklad na prvodinitele. Neni-li n prvodislem, je v kazdém takovém
rozkladu podet éiniteld vétsi nez 1 a podle véty 2,4 je pfi kazidém
rozkladu jeden prvodinitel roven p. Jsou-li tedy dany dva rozklady
¢isla n na prvodinitele, mus{ miti tvar
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n=PPy.Pes T=DP|.. P, (2,6)
kde £ = 1, A = 1. Potom je m = % pfirozené &islo vEétsi neZ 1 a

M=1DP...Pp, M=7DPj...0; (2,7

aviak m < n, takie podle pfedpokladu P je k = h a oba rozklady
(2,7) se mohou lifit jen pofadim é&initelt; pak oviem plati totéz
i o rozkladech (2,6).

Poznamka 2,4. Je jasné, Ze pfirozené éislo n > 1 je déliteiné
kazdym z prvodisel, kterd se vyskytuji napravo v rozkladu (2,3),
a podle véty 2,4 nenf n délitelné Zadnym jinym prvodéislem.

Je-li n libovolné pfirozené ¢&islo a je-li p libovolné prvodéislo, pak
podet téch prvodinitelii v rozkladu (2,3) é&isla n, ktefi jsou rovni p,
nazveme fddem &isla n vzhledem k prvoéislu p a oznaéime

w(n; p) ; (2,8)

pro n = 1 budiz w(1; p) = 0 pro kazdé prvodislo p. Ze ¥ad (2,8) je
jednoznaéné definovan, plyne z véty 2,5. Je-li n > 1, existuje aspoil
jedno prvoéislo p, pro které rad (2,8) je kladny; takovych p je jen
koneény polet a pro viecka ostatni p je w(n; p) = 0. Na pi. &islo
n = 60 ma rozklad na prvodinitele

60=2.2.3.5;

je tedy w(60; 2) = 2, w(60; 3) = w(60; 5) = 1 a pro vSecka prvo-
éisla p vétsf neZ 6 je w(60; p) = 0.

Podle poznimky 2,4 je w(n; p) > 0 pravé tehdy, jestliZe &islo »
je délitelné prvodislem p. :

V&ta 2,6. Prifadme kafdému prvobislu p nezdporné celé &islo r, tak,
aby byl jen koneéniy podet (= 0) takovych p, pro néf r, > 0. Potom
existuje pravé jedno takové prirozené &islo n, pro které je w(n; p) =1,
pro véecka prvoéisla p. Je-lt r, = 0 pro vdecka p, je n = 1; v opaéném
pfipadé, jsou-li py, P, ..., Dy ta raznd prooéisla, pro kterd je r, > 0, je

n = p,2me)  pe@wird  p @) (2,9)

Poznamka 2,5. Pro platnost vyjidfenf (2,9) je podstatné pouze
to, aby se mezi prvoéisly p,, p,, ..., Pr vyskytovalo (a to jenom
jednou) kazdé takové prvoéislo p, pro které je r, > 0. Nevadi,
jestlize snad mezi p,, p,, ..., p, bude také jeité jedno nebo i vice
takovych prvoéisel p, pro kterd je w(n; p) = 0, nebot pro kazdé
takové p je p*™? = 1 a soudin napravo ve (2,9) se nezmén{ p¥ipoje-
nfm ¢initeld rovnych 1.
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Vé&ta 2,7. Jsou-li m, n pfirozend &isla, je

w(mn; p) = w(m; p) + w(n; p)

pro kaidé prvolislo p. Nebot jsou-li py, p,, ..., pp mezi sebou rizna
prvodisla, mezi nimiz je kazdé takové prvodislo, pro které je budto
w(m; p) > 0, nebo w(n; p) > 0, plati jednak

m = Pl‘"('"‘ P | pzw(fn; ) . P2 e,
jednak (2,9); potom je vSak také
mn = p,*™ P1) + o(n;pi) | P Ps) + o(n;pa) |, Pyl ) + on; pr)
Poznamka 2,6. Z véty 2,7 plyne indukef, Ze
W7y ... M P) = 0(ng; P) + @0y P) + ... + o(ng P)

pro libovolny poéet prirozenych é&isel n,, n,, ..., n; a pro libovolné
prvoéislo p.

Véta 2,8. Jsou-li d, n prirozend éisla, je &islo d délitelem éisla n
(neboli: &slo n je ndsobkem Cisla d) prdvé tehdy, jestlize w(d; p) <
< w(n; p) pro véecka prvocéisla p. To plyne z vét 2,6 a 2,7.

Jsou-li @, b libovolnd ¢&isla, nastane pravé jeden ze tfi piipadi
a <b,a>b a="0;jelia < b, poloiime

min (@, b) = a, max(a,b) =0;
je-li a > b, polozime
min (e, b) = b, max (a,b) =a;
je-li @ = b, polozime
min (@, b)) = max (a,b) =a=0b.
Znacku min éteme minimum, znaéku max éteme maximum, Zfejmé

min (e, b) < a < max (a, b),

min (a, b)) < b < max (a, b) . (2,10)

min (a, b) + max (a,b) =a + b . (2,11)
V&ta 2,9. Jsou-li a, b pfirozend &isla a je-li
¢=mnsn{a,b), d= Nsd(a,b),
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je pro kaZdé prvocislo p

w(c; p) = max [w(e; p), w(b;
b

Pl ‘
w(d; p) = min [w(a; p), w(b; p (2,12)

)] -
To je pfimy dusledek definic a véty 2,8.

Poznamka 2,7. Ze (2,11) a (2,12) plyne podle véty 2,7, ie
* w{cd; p) = o (ab; p) pro kasdé prvoéislo p, a to je oviem v souhlase
s vétou 1,10.

Vé&ta 2,10. Je-li n pfirozené &islo a plati-li (2,9), je pobet vdech
déliteln &isla n roven

T(n) = [w (#; p1) + 1] . [0 (n; py) + 1] ... [@ (7; pe) + 1] . (2,13)

Dukaz. Podle véty 2,8 délitelé &isla » jsou pravé ta éisla, kterd
lze psat ve tvaru

d = Pppy - P, (2,14)
kde 7, 7, ..., r; jsou cela é&isla, kterd vyhovuji podminkam
0SS omp), 0SS 0n;p), - 0 S 7 S o py) - (2,15)

Podle vty 2,5 lze kaZdého délitele éisla n psat pravé jednim zpiso-
bem ve tvaru (2,14). Je tedy hledané &islo 7(n) rovno poétu viech
téch k-tic [ry, 7y, ..., 7] celych é&isel, které splnujl podminky (2,15).
Protoze pocet t&ch celych &isel r, pro néz je 0 < r < n, je roven
dislu » 4+ 1, midme w(n, p,) + 1 moznych hodnot Pro 73, ® o(n; py) + 1
moznych hodnot pro r, atd., takZe vzorec (2,13) je pfimym disledkem
definice nasobeni podané na str. 19.

Priklad 2,1. Jest 10 800 = 24 . 3 . 52, tedy v(10 800) = (4 + 1).
.3+ 1.(24+1)=5.4.3 = 60.

§3.SymbolyX a II

Je-li M libovolnd mnozina, pak
reM (3)1)

znamena, %e x je prvkem mnoziny M. Recké pismeno epsilon, které
odpovida naSemu pismenu e, vyskytuje se ve dvou typech: ¢ a &.
Typu € se dnes v matematice uziva takika vyhradné v pravé vy-
svétleném smyslu. V teto knize se oznadeni tvaru (3,1) vyskytne
jenom z¥idka.
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Poznamka 3,1. Typu ¢ se v matematice uZiva v razném smyslu,
nejlastéji se vSak oznacuje pismenem ¢ kladné &islo, které lze volit
libovolné, pii ¢emz vSak je zdjem soustfedén na jeho ,,malé‘ mozné
hodnoty. V takovém smyslu jsme uZili pismena ¢ na éetnych mistech
v kap. IIL

Jestlize kazdému prvku x neprazdného koneéného souboru M je
podle néjakého pravidla pfifazeno uréité ¢islo a(z), potom symbol

. 2 a() (3,2)
zeM
znamena soudet viech ¢&isel a(x), kterd dostaneme, dosadime-li za
z postupné jeden po druhém jednotlivé prvky souboru M. Adkoli
pofadi séftanci neni pfedepsino, plyne z obecného komutativniho
zakona séitani, Ze (3,2) ma zcela urdity &iselny vyznam. Podobné:
symbol
[] a(z) (3,3)
zeM
znamend soudin vSech &isel a(z), ktera dostaneme, probiha-li # dany
soubor M. V dusledku obecného komutativniho zikona nasobeni
mé (3,3) zcela urdity ¢iselny vyznam.
Je vhodné nevyludovat pfipad prazdného souboru M. V tomto
pfipadé definujeme, Ze hodnotou symbolu (3,2) je éislo 0 a Ze hod-
notou symbolu (3,3) je &islo 1.

Poznamka 3,2. Recké pismeno X odpovidd nasemu pismenu S, !
fecké pismeno II naSemu pismenu P. Jsou to podateéni pismena
slov suma = soudet, produkt = souéin.

Poznamka 3,3. Je jasné, Ze ve (3,2) a (3,3) muzeme pismeno x
nahradit jakymkoli jinym pismenem, jenom nesmi zvolené pismeno
byt uz ,,zadano’, t. j. nesmime volit pismeno, kterému uz pfed tim
byl dan urdity vyznam. Misto pismena se miZe vyskytnout také
néjaka slozitéjsi znacka.

V p¥ipadsé (3,2) nazveme z (nebo tu znadku, které pouzijeme misto
z) sumaénim indexem; v p¥ipads (8,3) miZeme mluvit o multipli-
kaénim indexu.

Poznamka 3,4. Nenf nikterak nutné, aby pod znalkou X nebo
Il vidy bylo zapsino z e M. Naopak pravé velmi &fasto piSeme
jednoduseji

Za(x) resp. l—[a(x) a pod.,
T z
a neni-li obavy z nedorozuméni, jesté jednoduseji

>a(x) resp. na(x) a pod.
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a slovy vysvétlime, ktery je soubor, jehoz prvky m4d probihat =z
(nebo ta znadka, které pouZijeme misto z).

Velmi dasty je piipad, Ze jsou ddna dvé celd éisla m, n» a Ze mno-
Zina M se sklddd z téch celych ¢&isel z, pro néi je m < z < n. Misto
(3,2) pieme v tomto pfipadé obydejné

n

2 a(#) (3,4)
a misto (3,3)
z1_—!»41(:5) ; (3,5)

pfi tom misto x miZe byt ovéem jakékoli nezadané pismeno. Nej-
Lastéji se vyskytuji piipady m = 1 a m = 0. Je na pf.

5

5 ,
D@ —22+3)=6+11+18=235; [] (2 — 2z +3)=
z=3

z=3
=6.11.18 = 1188;
3 3

D —2+3)=]](«*—2z+3)=6;

z=3 z=3
3

3
D@t—22+3)=0, [[@-—20+3)=1.

=5 z=5
QObecnd pro m > n znamena (3,4) nulu a (3,5) jednicku.
P#klad 3,1. Vétu I 8,1 miizeme zapsat ve tvaru

n n
1_[ ay| = n |a
k=1 k=1

vétu I 9,7 ve tvaru
n n
i 2_: a.| < Z |a] -

P#iklad 3,2. Je-li dina &iselnd matice I (3,15) typu (m, n), ]sou
jeiji Fadkové souéty a soudiny

Za,,,l'[a,, 1< r<m)
8=1 8=1

a jeji sloupcové soudty a soudiny jsou

Za,,,l'Ia,, (1< s< n).

=]
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Véta T 3,16 se da vyjadiit vzorcem

Z z Apy = i i Ay (3:6)

véta I 3,17 vzorcem
m n n m
].—[ 1—[ Ars = l_.[ 1—[ Qry - (3,7)

Ve (3,6) mame nalevo i napravo t. zv. dvojndsobné souéty, ve (3,7)
dvojndsobné soudiny. VSimnéme si bliZze tfebas dvojnasobného soudtu

m n
2 2 Gy, *)
r=1 s=1

ktery se vyskytuje na levé strané vzorce (3,6). Zde mame pro kazdé
r (1 < r < m) urdity vnitind soudet

n
Kp = Z Qys 5
8=1

ve kterém index r ma danou ¢iselnou hodnotu, kde%to s je suinadnim
indexem. Index r se stane sumaénim indexem ve vné&j&im souctu

m
2, %y,
jehoz hodnota je totoind s hodnotou dvojndsobného soudtu (*).

Pfiklad 3,3. BudiZ n dané pfirozené &islo. Jestlize &isla 1,2, ..., n
jsou rozdélena do uréitého poétu k skupin M,, M,, ..., M, tak, Ze
ka%dé nélezi do pravé jedné skupiny, a jsou-li a,,a,, ..., a, dana
&isla, pak podle obecného komutativniho a asociativnfho zakona
séitani je

Z az=\§: Z a ' (3.8)
z=1

r=1 qu
a podle obecného komutativniho a asociativniho zdkona nasobeni je
n m
[Ta,=T1I [Ta.. (3,9)
z=1 r=1 qu

Napravo ve (3,8) mdme dvojnasobny soudet, napravo ve (3,9) dvoj-
nasobny souédin. V& imnéme si blfZze tfeba dvojnasobného souétu

Z Z a, , (**)
r=1 seM
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ktery se vyskytuje na pravé strané vzorce (3,8),a porovnejme jej
s dvojndsobnym souétem (*). V obou piipadech je sumaédni index
vnéjsich souéti oznatfen tymzi pismenem r, které probihd v obou
pripadech tytéz hodnoty 1,2, ..., m. Ve vnitfnich soultech je su-
madn{ index v obou pfipadech oznalen tymZ pismenem s. AvSak
v pfipadé (*) probihd index s v kazdém vnitfnim soudétu stale tytéz
hodnoty 1, 2, ..., n, kdeito v pFipadé (**) je tomu jinak: zde hod-
noty, které s probfhd v kazdém jednotlivém vnit¥nim soudtu, tvofi
soubor M, zavisly na hodnoté vnéjsiho indexu 7.

Pfiklad 3,4. Zobecnény distributivni zdkon miZeme zapsat ve
tvaru

IIM§

i a,b,, (3,10)

r r,s

kde napravo mame dvoyng] souet. Misto jediného sumaéniho indexu
zde mame dvojici [r, 8] sumaénich indexi, kterda probiha soubor
vSech takovych dvojic celych &isel, pro néZ jsou splnény nerovnosti
1 r<m, 1 <8< n Tento dVO]ny soudet je roven dvojnasob-
nému soudtu

Priklad 3,5. Nejobecné&jsi distributivni zdkon miiZeme zapsat ve
tvaru
I[12e.,= 2 a,a.. ¢ ,
re=1 8=1 L N ' '

kde soudet na pravé strané se vztahuje na viecky takove m-tice
[71, T35 - .., 7] PFirozenych é&isel, pro které je

SN, 1SN,y < Ny

n
Ptiklad 3,6. Je-li n libovolné pfirozené &fslo, je n = Z 1, tedy
: =1
podle (3,10) ’

=21,
r, 8
kde dvojny soudet se vztahuje na takové dvojice [r, s] pfirozenych
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disel, pro které je r < n, s < n. Séitance dvojného souétu rozdélime
na skupiny tak, Ze do téZe skupiny dame ty dvojice [r, s], pro néz
ma max (r, s) touz hodnotu k. Jest 1 < &k < = a snadno spodteme, Ze
skupina p¥isludna &islu k se sklada z 2k — 1 dvojic. Tedy

n

nt= 2 (2k—1),

k=1

t. j. soucet pronich n lichych &isel je roven n?. ProtoZe

n
22L—1 Zk— 1=2.>k—mn,
k=1 k=1

=1
je

2,

TM:

k=n+n =nn+1),

1
t. j. soudet pronich n pfirozenych &isel je roven n(n + 1).

Pfiklad 3,7. Pfirozené &islo r je délitelem piirozeného ¢&isla n
pravé tehdy, jestliZe existuje takové prirozené éislo s, Ze rs = n.
Tedy je-li P(n) soulin viech délitelu éisla =, je

~TIIr,

ré=n

3

kde soudin se vztahuje na ty dvojice p¥irozenych ¢&isel r, s, pro
které je rs = n. Protoze rs = sr, je také

= 1_] 8;
r§=n
znasobime-li obé vyjadfeni, dostaneme
[P} = T
ré=n
neboli
[Pn)]2 = 7™ .
Na pf. pro &slo 30 = 2. 3. 5je 7(30) = 8, délitelé jsou 1, 2, 3, 5, 6,
10, 15, 30 a jejich soudin je
P(30) = 810 000 = 30¢ = 307"

Je-li n nezaporné celé ¢islo, polozime



takie 0! =1, 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24 atd. Symbol »n! teme
n faktoridl. Z¥ejm& pro kazdé nezdporné celé n

(n+ 1) =al(n + 1), (3,12)

coZ spolu s rovnosti 0! = 1 dava rekurentni definici éisla =!.
Pomoci symbolu II miZeme rozklad pfirozeného &isla m na prvo-
dinitele napsat ve tvaru

m = 1_[ puimp),
P
kde napravo p probihd vSecka ta prvoéisla p, kterd jsou déliteli
disla m, a mimo to, chceme-li, jesté konedny podet kterychkoli
jinych prvoéisel (viz pozndmku 2,5).

Pfiklad 3,8. Budiz n libovolné dané pfirozené &fslo. Abychom
dostali rozklad éisla n! na prvocinitele, potfebujeme pro kazdé
prvoéislo p najit &islo w(n!; p). Z .definice (3,11) plyne podle po-

znamky 2,6, ze
n

ol p) = 2 ok p). (3,13)

k=1

AvSak pro kazdé k je pr délitelem &isla k pravé tehdy, je-li r <
< wlk; p), takie w(k; p) je rovno poétu t&ch pFirozenych é&isel r,
pro kterd pr je délitelem &isla k. [JestliZe p¥i daném k nenf p™ délite-
lem &isla k pro zadné pFirozené &islor, je w(k; p) = 0.] Tedy [viz I (3,13)]

wmlp)= 2 1, (3,14)
[kr]

kde [k, r] probihd ty dvojice pfirozenych éisel k, r, pro které je
k < na mimo to pT je délitelem &isla k. Ze platf (3,14), je dusledkem
toho, Ze jestlize napravo seskupime ty éleny, ve kterych £ ma danou
hodnotu, pfejde (3,14) ve (3,13). AvSak dvojny soucet napravo ve
(3,14) mizeme poéitat také tak, Ze seskupime ty éleny, ve kterych
7 mé danou hodnotu. To znamena, %e je

w(nl; p) = 2 a(r), {3,15)
T
kde a(r) znamena podet téch piirozenych é&isel £ < =, kterd jsou
nasobky ¢&sla pr. Soudet napravo ve (3,15) se vztahuje na vSecka
ta pfirozena &isla r, pro néz je a(r) > 0. Aviak a(r) je poGet téch
dleni posloupnosti

pr, 2p7, 397, ...,
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které jsou < n, t. j. polet téch pFirozenych é&isel x, pro néz plati

nerovnost zp” < 7 neboli nerovnost z < —Ef , a tento podet je roven
4 2 : v n . . 3 K n
celé ¢asti Gisla e kterou jsme na str. 121 oznadili [—f] nebo

E(l).J ted
= e tedy

-
r—5(2)
takze (3,15) da
wnl; p) =2 B (g) , . (3,16)

kde soudet se vztahuje na ta pfirozena ¢&isla r, pro kterd p™ < n;
muZeme v3ak pfipojit i séitance, pro néz p* > n, nebof pro takové

séitance je E (%) = 0. Abychom dostali rozklad é&isla n! na prvo-

dinitele, stadi jedts uvaiit, Ze &islo n! je délitelné pouze prvodisly
P < n. Budiz na pf. n = 10. Zde jde o prvodisla 2, 3, 5, 7. Jest

10 10 5

10 5 10
s{8)=5(¢) =1 sff)=o mrze

10 10 10
2f) =2 slg)-r sfg)-0 morzn,
E(%O)=2, E(I—O')zo pro r = 2;
E(IO)_I, E(l—?)=0 pro r = 2;

w(1052) =5+ 2 4+ 1 =8;
w(10; 3) = 3 + 1 = 4;)

w(10; 5) =2; w(lo;,7)=1.
Tedy
10! = 28 .34 . 52.7.
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Poznimka 3,5. Pro n = 10 jsme pro kazdé prvodislo p, které
je délitelem d&isla n!, stanovili jednotlivé séitance souétu napravo

ve (3,16) nezavisle jeden na druhém. Pfi vétdich n je viak mnohem
. -]

pohodInéjsi uréovat éleny posloupnosti {E (%)} rekurentné podle

r=1

T -

pr+t P

VZorce

ktery se snadno dokéaze. Budiz

n n
o) 5(ji) o

Podle definice symbolu E je «, celé &islo takové, Ze
¢ 2 < <4 1.
r
Z toho v3ak plyne, Ze

ﬁ§3;<“”d. (3,18)
pP=p P

Je-linyni 8, = E (%) , je B, takové celé é&islo, Ze

m<%<m+L (3,19)

Pro cela éisla «,, B, plati tedy nerovnost

x, < pB: + 1),
ze které podle véty I 9,8 plyne
ar + 1< pB, + 1)
neboli
a, + 1
P
Ze (3,18), (3,19) a (3,20) plyne

SB+ 1. (3,20)

n
ﬂfg—_ P”H <ﬂr+1,
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r+1

pt. n = 100. Je tfeba vySetfit viecka prvodisla p < 100, vyjmeno-
vand na str. 144. Z rekurentnifho vzorce (3,17) vypoéteme

o 18] ) () 12) - 5{2)
o {5) ()] - o) 5(2)-

takie f, = E (_n_) = E(%), a to je totéz jako (3,17). Budiz na

100 3 100
T e
(1) <5 (18] £(2) . 5(12) o 2
100 100 14 100

100)
=0 To
o P

Pro p> 17, tedy p =11, je p*> 100, tedy E(
r 2> 2. Mimo to je

100 100 100 100
E(m)=5’ (W)=4’E(T)=3’E(—1):3’
100 100 100 100\ .
100
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Podle (3,16) je

(100%; 2) = 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97,
(100!; 3) = 33 + 11 + 3 + 1 = 48,

w(100%; 5) = 20 + 4 = 24,

(100 7) = 14 4 2 = 16

a pro 11 < p < 100 je w(100!; p) = E (—1%) .
Tedy

100! = 297, 348 524 716 ]1]1% 137.175.195.234. 293,
.313.372.41%.43%2.472.53.59.61.67.
.71.73.79.83.89.97.

Je-li n podstatné vétsi nez 100, je velmi mnoho prvoéisel mensich
nez n, ktera se vesmés vyskytuji v rozkladu na prvoéinitele éisla n!,
takZe tento rozklad je sloZity. Pfes to je snadné i pro » mnohem
vétsi nez 100 stanovit pro kazdé jednotlivé prvodislo p < n, v jaké
mocniné se vyskytuje toto prvoéislo v rozkladu éfsla »! na prvodi-
nitele. BudiZ na pf. n = 2100, p = 7. Jest

2100 2100 300
E(T) = 300,E(-7—2) = E(T) = 42,

E(2100)=E(4_72)= 6,117(2100)=0 pro r > 4,

7 7
300 4+ 42 + 6 = 348,

takZe prvoéislo 7 se vyskytuje v rozkladu éisla 2100! na prvodinitele
vV mocning 7348,

§ 4. Poéet uspoiddéni kone&né mnoZiny

Uz v I§1 (str. 10) jsme poznamenali, %e nalezeni podtu prvkia
konedéné mnoZiny mnohdy vyZaduje pouZiti{ podetnich vykonu a
jejich vlastnosti. V tomto a v nasledujicim paragrafu probereme
nékteré piipady tohoto druhu, dilezité pro mnohé matematické
uvahy.

Nejprve se budeme zabyvat vyletfenfm poétu vSech moZnych
uspofadéani neprazdného koneéného souboru, ktery oznadime M,,
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kde n znaéf podet jeho prvki. Je patrné, Ze podet viech usporadani
z4vis{ pouze na &isle n; oznadime jej P,. Tedy &islo P, udava, kolika
zpisoby lze zapsat jeden po druhém vSecky prvky souboru M, tak,
aby kazdy prvek byl zapsian pravé jednou. Soubor M, o dvou
prvcich a, b lze ziejmé uspofidat dvéma zpisoby ab, ba, takie
P, = 2. Je-li M, soubor o tfech prvcich a, b, ¢, rozdélime vSecka
jeho uspofddini na skupiny tak, Ze do prvni skupiny pfijdou ta
uspofdddni, ktera zadfnaji prvkem a, do dalsi ta, ktera zadinaji
prvkem &, do poslednf ta, kterd zadinaji prvkem c; celkem mame
t¥i skupiny po dvou uspofidanich, takie P; = 3.2 = 6. VSech
6 uspofadani souboru M, je

abc, ach; bac, bea; cab, cba;

jednotlivé skupiny jsme oddélili stfedniky. Pfejdéme k souboru M,
étyf prvki a, b, ¢, d, jehoz uspofadani rozdélime na &étyfi skupiny
podle toho, zda prvnim prvkem je a, b, ¢ éi d. Mame 4 skupiny po
6 uspofddanich, takZe P, = 4.6 = 24. V3ech 24 uspofadanf sou-
boru M, je

abed, abdc; achbd, acdb; adbe, adcb;

bacd, badc; bead, beda; bdac, bdca;

cabd, cadb; cbad, cbda; cdab, cdba;

dabe, dach; dbac, dbca; deab, dcba.

Kazda skupina vyplnila jeden fidek. Obecné muZeme pro kazdé n
rozdélit viech P,,, uspofddani souboru M,,;, o n + 1 prveich na
n + 1 skupin podle toho, ktery prvek je prvnim; v kaZdé skupiné
mame P, uspofddini, takze

Pn+l=(n+l)Pﬂ' (451)
Z toho plyne, Ze pro viecka pfirozend &isla » je [viz (3,11)]
P, =n!. (4,2)

Nebot vzorec (4,2) je zFejmy pro n = 1 a ze spravnosti vzorce (4,2)
pfi uréitém = plyne podle (4,1) a (3,12), Ze P, ., = (n + 1) .0l =
= (n + 1)!, ¢imZ je obecna spravnost vzorce (4,2) dokazédna indukef.

Piedchézejici Gvahy muZeme zobecnit. BudiZ dano pfirozené ¢islo
n a mimo to budiZ dan koneény soubor M, sloZzeny z k prvku, které
oznaéime

0y, gy vney O ) (4,3)
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pfi tom mizZe byt k =n, k > n, k < n. Kaidému z prvkia (4,3)
prifadme uréité nezaporné celé éislo; tato ¢&isla oznadme

Tis Tay ooy Tis (4,4)

obecné tedy pro 1 < s < k je prvku a, ptifazeno &islo r,. Budeme
se zajimat o takové n-tice

[a,, a,, ..., a,], (4,5)

jejichz kazdy ¢&len je prvkem souboru M,, pfi dem% podet téch &lent
n-tice (4,5), které jsou rovny uréitému prvku (4,3), je din Zislem
(4,4) tomuto prvku pfifazenym. Je tedy v kazdé z uvaZovanych
n-tic ry élent rovaych «,, 7, ¢lend rovnych «, atd., a protoZe vsech
¢lend ve (4,5) je n, mus{ byt

Z'r, =n. (4,6)

Dokdizeme, Ze polet viech takovych n-tic je din &islem

P ! 4,7
1eoe k) — == = 00 .
" el Ll (4.7)

Poznamka 4,1. Jestlize viecka &isla (4,4) jsou rovna jedné,
takZe podle (4,6) je k = =, jsou uvazované n-tice totoZné se viemi
moZnymi uspofadanimi souboru M ,, takZe jejich podet je dan &éislem
(4,2). To souhlasi se vzorcem (4,7), nebof 1! = 1.

Poznimka 4,2. Jestlife nékteré z &isel (4,4) je rovné nule, zna-
mena to, ze piisludny prvek (4,3) se vibec nevyskytne mezi éleny
n-tice (4,5). ProtoZe pofadi, ve kterém jsou prvky souboru M, zapsiny
ve (4,3), muzeme libovolné zvolit, muZeme piedpoklidat, ze je

rs >0 pro 1<s<h,
ry=0 pro h+1ZsZ k.

Oznadme M, soubor prvki

Oy Kgy oouy Kp ~
neboli soubor, ktery vznikne ze souboru M, vynechinim téch prvki
a5, pro které je r, = 0. Jinak fedeno, M, je soubor viech téch prvku,
které se skutedné vyskytnou jako éleny uvaZovanych n-tic (4,5).
Pii pfechodu od souboru M, k souboru M; miame misto (4,6)

h
D re=mn, (4,6)

81
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coZ se li3{ jenom formalné od (4,6), nebof soudet nalevo ve (4,6')
vznikne ze soudtu nalevo ve (4,6) vynechdnim séitanci rovnych
nule, které (viz vétu I 3,5) je bez vlivu na hodnotu soudtu. Misto
(4,7) mame pfi pfechodu k M,

n!
rd rl ooyl

P("r.. e TR) — (4,7')
a to se opét lisi jenom formdlné od (4,7), nebot jelikoz 0! = 1, li&i
se soudin ve jmenovateli ve (4,7') od pfisluSného soudinu ve (4, 7)
-pouze vynechdnim ¢initelt rovnych jedné, a to (viz vétu I 3,8) je
bez vlivu na hodnotu souéinu. Z toho vseho(‘]e patrné, Ze dikaz
vzorce (4,7) stadi provést za pfedpokladu, Ze viecka éisla (4,4) jsou
pfirozena d&isla. Poznamenejme, Ze potom podle (4,6) je nutné
k = m; pfitom skutetné novym je pouze piipad k > n, nebot pro
k =1 jsou vsecka ¢&isla (4,4) rovna jedné a vzorec (4,7) se reduku]e
(viz poznamku 4,1) na dokazany u% vzorec (4,2).

Nei ptejdeme k obecnému dikazu vzorce (4,7), probereme dva
jednoduché piiklady, ve kterych se neomezime na stanoveni poétu
viech uvaZovanych n-tic, nybrz skuteéné viecky ty n-tice jednu
po druhé vyjmenujeme.

Piiklad 4,1. Budiz k= 2,7, = 2,7, — 2, tedy n = r, 4 r, = 4.
Prvky mnoZiny M, = M, oznadime a, b. Jde tedy o takové Etvefice

[a1, @y, @y, @,],, kritce a,a,a,a,,

ve kterych kaidy élen je budto roven a, nebo je roven b, pfi emz
mdame prave dva é&leny rovné a a pravé dva éleny rovné b. Rozdélime
uvazované &tvefice na dvé skupiny podle toho, zda pronim prvkem
je @ &i b a kazdou z obou skupin rozdélime na dvé mensf »»skupinky*
podle toho, zda druhym prvkem je a &i b; v kazdé skupince je budto
jedina &tvefice, nebo dvé. VSecky nase StveFice jsou

aabb; abab, abba;
-baab, baba; bbaa.

Ka?dé skupina zaujimé jeden fddek a skupinky v kaidém z obou
fadka jsou od sebe oddéleny stiednikem. Celkovy podet étvefic je

24 4!
6=3 3 =32’

a to je v souhlase s obecnym vzorcem (4,7).
Priklad 4,2. Budiz k=3,r, =3, r,=2,7r,=1, tedy n =r, +
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+ r, + 7y = 6. Prvky mnoziny M, = M, oznalime a, b, c. Jde
tedy o takové Sestice

la,, a,, a,, a,, ag, ag]l, kratce a,a.a,a,a50, .

ve kterych kazdy Clen je roven nékterému ze t¥i prvka a, b, ¢, p¥i
¢emz mame pravé t¥i éleny rovné a, pravé dva &leny rovné b, prave
jeden ¢len rovny c. Rozdélime uvazované Sestice na tfi skupiny podle
toho, zda pronim prvkem je a, b &i ¢; kaZdou skupinu rozdélime na

“mensi ,,skupinky‘“ podle toho, éemu se rovna druhy prvek Sestice.
(Kazda skupina se déli budto na tfi, nebo na dvé skupinky, nebot
jestliZe prvnim prvkem je a nebo b, je druhym kterykoli ze tii
prvki a, b, ¢, je-li viak prvni prvek roven ¢, je druhy budto roven a,
nebo b.) Kazdou skupinku rozdélime jeité na ,,skupinedky‘’ podle
hodnoty tFetiho prvku Sestice. (Podet skupineéek ve skupince je ro-
ven dvéma nebo tfem.) VSecky nase Sestice jsou

aaabbc, aaabch, aaacbb; aababe, aabach, aabbac, aabbea, aabeab,

| aabcba; aacabb, aacbab, aacbba | abaabc, abaach, ababac, ababea,
abacab, abacba; abbaac, abbaca, abbcaa; abcaab, abcaba, abcbaa |
acaabb, acabab, acabba; acbaab, acbaba, acbbaa

baaabc, baaach, baabac, baabca, baacab, baacba;
babaac, babaca, babcaa; bacaab, bacaba, bacbaa |
bbaaac, bbaaca, bbacaa; bbcaaa | beaaab, beaaba,.beabaa; bebaaa

caaabb, caabab, caabba; cabaab, cababa, cabbaa|
cbaaab, cbaaba, cbabaa; cbbaaa.

Pfi tom jsou od sebe oddéleny ]ednotlivé skupiny svorkou {, sku-
pinky svislou ¢éarou |, skupinedky stfednikem. Celkovy podet viech
Sestic je roven

720 6!

12 3tz

60 =

a to je v souhlase s obecnym vzorcem (4,7).

Piistupme k cbecnému dikazu vzorce (4,7). Podle poznimky 4,2
muZeme pfedpoklidat, Ze viecka &sla (4,4) jsou kladné neboli Ze
kazdy z k prvki (4,3) se skutedné vyskytuje mezi prvky kazdé
z uvaioyanych n-tic (4,5). Zvolme nové prvky

Ky1y Ky ovey Kypy s
Koy Kagy « ooy Kory s (4,8)
akl’ ak2, ey O‘krk
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tak, aby vSecky tyto prvky byly navzajem rizné. Podet viech prvka
(4,8) je podle (4,4) roven n. Soubor viech n prvki (4,8) oznaéme M*.
Je nam znamo, %e podet vSech moZnych uspofddini M* je roven
&islu n!. To znamend, ze n! je podet viech téch n-tic (4,5), jejichz &leny
jsou rovny prvkﬁm (4,8) souboru M¥, pti éemz kazdy prvek souboru
M¥* je roven pravé jednomu élenu n-tice. AvSak z takovych n-tic
vzmknou ty n-tice, o jejichZ pocet x se zajimame, tim, Ze pro 1 <
sk nahradime kazdy z r, prvka

asl’ 0‘527 M) ‘xsr.

souboru M} prvkem o, puvodniho souboru M,. DokaZeme-li, Ze
takovou nahradou vznikne kaZda z pavodnich z n-tic celkem z r,!.
.1yl ... 7! novych n-tic, bude zjisténo, Ze

z.rlrd o =al,

t. j., bude proveden dikaz vzorce (4,7). Nyni kazda nova n-tice N
obsahuje v uréitém pofadi viech » prvku a pavodni n-tice vznikne
z N tim, Ze kazdy z prvki (4,8) nahradime pfislusinym prvkem (4,3);
pfi tom vsecky prvky téhcz Fadku jsou nahrazeny jednim a tymz
prvkem, ale prvky raznych Fadki jsou nahrazeny riznymi prvky.
Jde tedy jenom o to, zjistit, Ze souéin

ol vl o) (4,9)

vyjadiuje polet téch n-tic (vietné n-tice N samé), které se lisi od
n-tice N pouze takovymi zménami pofadi prvka (4,8), pfi kterém
prvky kaZzdého jednotlivého ¥adku se pouze vyméiuji mezi sebou.
Ale prvky prvniho fadku lze mezi sebou vyménit r,! zpusoby,
prvky druhého fadku r,! zpisoby atd., takZe je pfimym dusledkem
definice souéinu vyslovené v I § 3, Ze soudasnd vyména je prove-
ditelna (4,9) zpusoby.

Poznamka 4,3. Levd strana vzorce (4,7) je podle svého vyznamu
celym ¢islem, takZe totéZ plati i o pravé strané. To znamena, Ze
jsou-li n; r,, ..., r, pfirozena &isla takova, Ze plati (4,6), je &islo n!
délitelné soudinem r!r,! ... rt. Pfi tom pfedpoklad (4,6) miZeme
nahradit obecnéjsim pFedpokladem

k -
2 r<n, (4,10)
s=1

nebof plati-li (4,10), existuje takové nezaporné celé éislo 7y, Ze
k+1 ’

Zr,,:n;
g§=1
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pak podle predchazejiclho vykladu je &islo n! délitelné soudinem
il 7l 7!, Kbery opét je délitelny soulinem r,! 7yl ... 7!, a timto
soudinem j je tedy podle véty 1,8 délitelné také cislo n' Vysledek, ke
kterému jsme dospéli, t. j. Ze za pfedpokladu (4,10) je &islo n! déli-
telné soulinem r,!r,! ..., 7!, miZeme také odvodit pfimo. Podle
véty 2,8 a poznamky 2,6 staéi odvodit, ze pro kazdé prvodislo p je

k
p) > 2 wlrhp). (4,11)
8=1 .
AvSak podle (3,16) je
n
w(n; p) = ‘»ZE(F) , (4,12)

w(rl; p) = ZE( ) pro 1<s <k,

kde kaidy ze soudti D, se vatahuje na viecka ta pYirozena &isla h,
A

pro kterd piislusné z éisel

a(3). s(z) o

je vétsi neZ nula; je viak ovSem moZné pfipojit dalsf séitance rovné
nule, tak?e muZeme pFedpoklddat, Ze sumaéni index A probihd ve
viech souétech (4,12) tytéZz hodnoty; budou to ta pfirozena &isla h,
pro kterd aspofi jedno z &fsel (4,13) je vét¥ nez nula, a chceme-li,
jesté n&které jiné hodnoty. Stali tedy zjistit, Ze pro kazdé pFirozené
&islo k plati nerovnost

ik

o) =253
8=1

nebot seétenim takovych nerovnosti, odpovidajicich ridznym hodno-
tadm d&isla A, dostaneme podle (4,12) Ziddanou nerovnost (4,11).
Ztejmé je viak pro kaizdé s a kazdé b

A
IA

s < k) (4,13)

)., (14)

rﬂ lr&
= E( p")
tedy té%
5y % g
5 2 E|-Ll-
JZI P = o) (P )

164



Podle (4,10) je vSak

k
n -~ 8=1 T
_— > — _—,
pr.= " ph 2:1 PP
takze
k
n r
—_ > > E( : 4,15
7= A e ( )

Na pravé strané nerovnosti (4,15) mame celé &islo a ze viech celych
¢tisel x, pro ktera plati
n
=
je nejvétsi éislo (p ) takZe ze (4.15) plyne (4,14) .

§ 5. Variace a kombinace

Uvahy provedené v § 4 mizeme zobecnit. Budiz dén neprdzdny
koneény soubor M, slozeny z n prvki a budiz ddno pfirozené &islo
m < n. Nazveme variaci m-té tfidy souboru M, kaidou m-tici,
sloZenou z navzdjem raznych prvka mnoZiny M,. Ziejmé podlet
viech variaci m-té t¥{dy souboru M, zavisi pouze na é&éslech m, n;
oznadime jej V™. Tedy éislo V™ udava, kolika zpisoby lze v uréitém
pofadi zapsat m rﬁznych prvkﬁ libovolné vybranych ze souboru
M.,. Jeli m = n, je jasné, ze variace n-té ti{dy souboru M, neni nic.
]meho nez usporada,ni souboru M, takie V2 = P,.

Budiz na pf. M, soubor péti prvki a, b, ¢, d ¢. Variace druhé tHdy
souboru My rozdélime na skupiny podle toho, kterym z prvki
a,b,c,d, e zaéina,ji; celkem je pét skupin a je jasné, Ze v kazdé sku-
piné jsou &éty¥i variace druhé tfidy, takzie V2 = 5.4 = 20. VSech
dvacet variaci druhé t¥idy souboru M; je

ab, ac, ad, ae; ba, bc, bd, be; ca, cb, cd, ce;
da, db, dc, de; ea, eb, ec, ed.

Jednotlivé skupiny jsme oddélili stfedniky. VSimnéme si jeSté va-
riaci tfeti ttidy nadeho souboru M,. Opét je rozdélime na skupiny
podle prvnitho prvku a kaZdou skupinu je§t& na men&i skupinky
podle druhého prvku. Je celkem 5 skupin, z nichZ kazdé se rozpada
na 4 skupinky po tfech variacich. VSech V2 = 5.4 .3 = 60 variacf
tiet! tf{dy souboru Mj je
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abc, abd, abe; ach, acd, ace; adb, adc, ade; aeb, aec, aed,;
bac, bad, bae; bea, bed, bee; bda, bde, bde; bea, bec, bed;
cab, cad, cae; cba, cbd, cbe; cda, cdb, cde; cea, ceb, ced;
dab, dac, dae; dba, dbc, dbe; dca, dcb, dce; dea, deb, dec;
eab, eac, ead; eba, ebc, ebd; eca, ech, ecd; eda, edb, edc.

Obecnéji pro kazdé n = 2 miZzeme variace druhé t¥idy souboru
M, rozdélit na n skupin podle prvniho prvku, takze v kazdé skupiné
je m — 1 variaci, tedy V3 = n(n — 1); podobné pro kazidé n > 3
mézeme variace tetf trldy souboru M, rozdélit na n skupin podle
prvnfho prvku a kaZdou z téchto skupin na # — 1 mensich skupin
podle druhého prvku; potom je v kazdé mensi skupiné » — 2 prvkau,
v kazdé vétdi skupiné je (n — 1)(n — 2) prvkd a celkem méame
V3 = n(n — 1)(n — 2). DokaZeme, %e obecné pro n = m je polet
Vm viech variaci m-té t¥idy souboru M, o n prveich roven soudinu
o &initeld, z nichZ prvni je roven n a kazdy nésledujici ¢initel je
0 1 mensf nez pfedchazejici, tedy

m—1
Ve=nn—1).(n—m+1)=[](n—r. (5,1)
r=0
Dikaz vzorce (5,1) mizeme provést indukei vzhledem k m. Pro
m = 1 pravi vzorec (5,1) prosté, Ze VI = n, coZ je nam znamo.
Necht vzorec (5,1) je pii uréitém m uZ dokdzan pro viecka n > m
a nechf n je pFirozené &islo, pro které plat{ nerovnost n = m + 1.
Rozdélme viecky variace (m + 1)-ni t¥idy souboru M, na n skupin
podle prvnfho prvku. Je jasné, Ze kaidou variaci (m + 1)-ni tridy
urdité skupiny dostaneme, jestlize ke spoleénému prvnimu prvku
pripojime variaci m-té t¥idy toho souboru o n — 1 prveich, ktery
vznikne z M ,_, odstranénim prvniho prvku; z toho plyne, Ze v kazdé
skupiné je V » , variaci (m + 1)-ni tfidy, a jelikoZ mame n skupin, je
celkem
Vol = Vo,

Podle predpokladu v3ak plati vzorec (5,1), i kdyZ v ném d&islo »
nahradime éislem n — 1; je tedy

m—. m
=[] ®—=1—=7) neboli V,',"_lzn(n——r),
r=0 r=1
takze
m m
Vol = . Vr =a.][n—r=[](n—1),
r=1 r=0

a to jsme méli dokdzat.
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Vzorec (5,1) miZzeme dokdzat také jinak. V8imli jsme si ui, Ze

» = P, takze v pfipadé m = n vzorec (5,1) plyne ze (4,2). Budiz
tedy m < n. Kazda variace tfidy m mnoziny M, se sklddd z m prvka
mnoziny M,, vzatych v urditém pofadi; jestlize k témto m prvkim
pripojime zbyvajicich n — m prvka mnoZiny M, ve kterémkoli
z (n — m)! moZnych pofadi, dostaneme jedno z n! moznych uspofa-
dini mnoziny M, a obricené z kaidého uspofddini mnoZiny M,
vznikne Skrtnutfm poslednich » — m prvka uréitd variace t¥idy m
mnoZiny M ,. Z toho plyne, Ze n! = (n — m)! V®; je tedy

™ n! . nn—1)...1
Ve = mn—m)!  (n —m)n—m+1)...1 (5.2)

a kracenim dostaneme (5,1).

Budiz opét din neprazdny koneény soubor M, slozeny z n prvki
a pfirozené ¢islo m < n. Nazveme kombinaci m-té tFidy souboru M,
kazdou ¢&ast souboru M, obsahujici m prvku. Podet vSech kombinaci
m-té t¥{dy zavisi pouze na &islech m, n; oznaéme jej C™. Rozdfl mezi
pojmy kombinace a variace je v tom, Ze u variace zalei{ na pofadfi
m prvki, kdezto u kombinace na pofadi nezdlezi. Jedna a tdZ kombi-
nace t¥idy m dava tedy vznik m! variacim tifdy m, které vzniknou,
jestliZe prvky, ze kterych se kombinace skladid, piSeme jeden po
druhém v kterémkoli z m! moznych pofadi. Z toho plyne, Ze je mezi
po¢tem kombinaci O a poétem variaci V™ vztah

m! Cm =Vm.

Je tedy podle vzorce (5,1)

(5,3)

a podle vzorce (5,2) je

n!

Cr = m! (n — m)! *

(5,4)
Vzorec (5,3) vznikne ze vzorce (5,4) kriacenim.

Vzorec (5,4) mizeme odvodit také jinak. Vyraz na pravé strang
v (5,4) je totiZ zvladtnim pi{padem k = 2 vyrazu (4,7), ve kterém
jsme méli podminku (4,6), jeZ je zde splnéna, nebot m + (n — m) =
= n. Podle znimého nam vyznamu vyrazu (4,7) znamena tedy
prava strana polet takovych n-tic

[a,, a,, ..., ay] ’ (5,5)
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ve kterych je m 8lent rovnych jedné a n — m ¢&lent rovnych nule.
(Misto éisel 1 a 0 jsme mohli zvolit kterékoli dvé navzajem razné
véci.) K dukazu vzorce (5,4) je tedy pouze treba zjistit, Ze podet
pravé popsanych n-tic je roven poétu kombinacf tifdy m libovolng
zvoleného souboru M, o n prveich. To je snadné; jsou-li

Ky Koy -0y Kp

prvky souboru M, v libovolné zvoleném uréitém pofadi a je-li (5,5)
n-tice, jejiz kaidy &len je roven jednomu z éfsel 1 a 0, pfifadme
n-tici (5,5) tu kombinaci t¥dy m souboru M., ktera se sklada z téch
a, (1 £ s < n), pro ndz je a, = 1. Je patrné, Ze kaidd kombinace
tH{dy m souboru M, vznikne timto zphisobem z pravé jedné n-tice
(5,5), takZe podet vSech takovych kombinaci je roven poétu viech
n-tic (5,5), a to jsme chtéli dokazat.
Vyraz na pravé strané v (5,4) méd smysl i pro m = 0 a dava

co =1

v souhlase s tim, Ze M, ma pravé jednu &ast obsahujfei 0 prvkua
(prdzdnou mnoZinu).

Vyrazy C®, kde m, n jsou celd &isla, 0 < m < n, nazyvaji se
(z divodu, ktery pozname na str. 172) binomické koe/wwnty a vy-
skytuji se ve velmi mnoha matematickych vzorcich. Oznaéen{ C™
pro binomické koeficienty je dosti Casté ve svétové literatufe,

u nas se véa.k odeddvna uiiva misto C® oznadeni ( ) [¢teme 7 nad

m], kterého i my budeme zpravidla uzivat. Je tedy pro 1 S m < n

n nn—1)...(n —m+ 1) ,
(n) - m %)

apro0<m<n

n n! ,
(o) = &)
Binomické koeficienty majf fadu zajimavych vlastnosti, jez vSak

v této knize nebudeme probirat. Uvedme pouze, Ze pro 0 < m < n
‘je podle (5,4)

Cm = Cz-m  neboli (,’,‘L) = (n " m). (5,6)

Vzorec (5,6) pravi, Ze soubor M, mé tyi poéet kombinaci tidy m
jako t¥idy n — m; to je patrné z toho, Ze z kaidé kombinace tfidy
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m dostaneme kombinaci t¥idy n — m, do které patif ty prvky
souboru M ,, které nepatfi do uvazované kombinace tiidy m.

Variace a kombinace, o kterych jsme dosud -mluvili, jmenuji se
urditéji variace a kombinace bez opakovdni na rozdil od variaci a
kombinaci s opakovinim, o kterych si nyni promluvime. Budiz
opét M, koneény soubor n» prvkia a mimo to budiZ ddno pfirozené
¢islo m, pFi éemz tentokrat muze byt m = n, m < n, m > n. Nazve-
me variaci s opakovdnim tFidy m souboru M, kazdou m-tici

a4, as, ..., a,],

jejiz viecky 8leny jsou prvky souboru M,, pfi éemZ néktery prvek
mnoziny M, se miZe rovnat i nékolika ¢élenim m-tice. Na pf. soubor
4 prvki a, b, ¢, d ma tyto variace tfidy 3 s opakovanim:

aaa, aab, aac, aad, aba, abb, abc, abd, aca, ach, acc, acd,

ada, adb, adc, add, baa, bab, bac, bad, bba, bbb, bbc, bbd,

bea, beb, bee, bed, bda, bdb, bdc, bdd, caa, cab, cac, cad, | (5,7)
cba, cbb, cbe, cbd, cca, cch, ccc, ccd, cda, cdb, cde, cdd,

daa, dab, dac, dad, dba, dbb, dbc, dbd, dca, dcb, dec, ded,

dda, ddb, ddc, ddd.

Z definice obecného soucinu (I § 3) a z definice moeniny s pfirozenym
exponentem (I § 6) plyne pfimo, Ze polet variaci s opakovanim
t¥idy m souboru » prvki je roven n™; v p¥ipadé (5,7) je to 4° = 64.
Dulezitéj8i nez variace s opakovanim jsou kombinace s opakovanim;
k pojmu kombinace s opakovinim tfidy m dospéjeme od pojmu
variace s opakovanim t¥idy m, jestlize nepfihliZzime k poFadi prvki,
ze kterych se variace sklada. Tedy 64 variacim s opakovanim tidy
3 souboru a, b, ¢, d odpovidaji kombinace s opakovanim t¥dy 3
téhoz souboru:

aaa, aab, aac, aad, abb, abc, abd, acc, acd, add, (5,8)
bbb, bbc, bbd, bee, bed, bdd, cce, ced, cdd, ddd;

je jich 20. Podet kombinaci s opakovinim se nedd odvodit z poétu
variaci s opakovanim, je viak mo#né, jak uvidime, odvodit vzoree
pro podet kombinaci s opakovanim ze znamého ndm vzorce pro poéet
kombinaci bez opakovani. DokdZeme, Ze podet kombinaci s opako-
vanim ti{dy m souboru M, o » prveich je roven &islu [viz (5,6)]

Ciyma = Opian (5,9)

neboli
n+m—1 n+m—1 ,
S NI H
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. y 6.5.
pro n = 4, m = 3 je tento pocet roven(g)=—4 =5.4=20

3!
[viz (4,8)].
Abychom dokazali vzorec (5,9), oznatme

Bqy Ghgy oney G (5,10)
prvky souboru M,. Kombinace s opakovanim tfidy m souboru M,
je uréena, zname-li Gisla

Ty 79y ooy Tns (5,11_)
kterda udavajf, kolikrat se ktery z prvku (5,10) vyskytne v uvazo-
vané kombinaci. Cisla (5,11) jsou neziporna cela &sla vyhovujici

podmince
rn+ro+ ...+ r,=m, (5,12)

jinak vSak libovolna. PoloZime
8 ="y 8 =7 +7y..58, =1 +r.+...+71,. (5,13)

Potom jsou
81, 895 -1, 8 (5)14)

nezaporna celd ¢sla vyhovujici podminkam

$1 <8 ...<Ss,=m. (3,15)
Dale polozme

=8+ L t,=8+2..5l,=8,+n. (5,16)

Potom jsou
’ tl’tzy "',tn (5117)

plirozend éfsla vyhovujici podminkam
o <ty<..<t,=n-+m. (5,18)

Obracené je patrné, e jsou-li dina pFirozena &isla (5,17) vyhovujici
podminkam (5,18), lze uréit privé jednim zpisobem nezdporni
cela &isla (5,14) tak, aby platilo (5,16), nadez (5,14) jsou nezdporna
cela ¢isla spliiujicf podminky (5,15); potom lze uréit pravé jednim
zpisobem nezaporna celd éisla (5,11) tak, aby platilo (5,13); pak
jsou (5,11) nezaporna celd &isla spliiujici podminku (5,12). Z toho
vieho je jasné, %e polet vSech kombinaci s opakovinim t¥idy m
souboru M, je dan &islem, které udava, kolik je takovych (n — 1)-tic
celych disel {¢,, t,, ..., t,—,], které spliiuji nerovnosti

1St <t <...<tpyZn+m—1,
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t. j. uvaZovany polet je roven podtu vBech kombinacf (bez opakova-
nf) tiidy n — 1 souboru n + m — 1 ¢&isel

1,2,....n + m—1,

.. 4
neboli je roven C271,_,.

§ 6. Binomick3 a polynomicka véta

Nazev polynomickd véta divime vzorei

n!
(@, +a,+...+a)r = > mai‘a?...a?, (6.1)
Foy eee, Tk 1+ 7 9e oo T g

kde napravo [r,, ..., r,] probiha v3ecky ty k-tice nezapornych ce-
lych ¢isel, pro které je

Yt rA4...Fro=mn. (6,2)
Pfitom jsou k, n libovolnd pfirozend &isla, a,, a,, ..., @, jsou libo-

volna reilna d&isla. .

Dikaz. Leva strana v (6,1)-se rovna souéinu

kde pocet ¢Ciniteli se rovna n. Tento soudin je podle ne]obecnejélho
distributivniho zakona (véta I 4,6) roven souctu

Ma-

A l

Z a$,a,a, ..., (6,3)

2 py 9., ’
ve kterém ka,zdy z n indext A, #, ¥, ... nezavisle na ostatnich probiha
hodnoty 1, 2, ..., k. Kazdy séitanec v (6,3) je soudinem n diniteld;

rozdélime je na skupmy tak, ze do kazdé skupiny ptijdou soudiny
liici se navzdjem pouze pofa,dim ¢initeld; potom je

T, T 143
B, ... = W1y ... O ,
kde ry, 75, ..., 7 jsou nezdpornd celd &isla spliiujici podmlnku (6,2);

tato éisla ]sou v celé skupiné stdle taz. Jelikoz je jasné, Ze pocet

{lena skupiny je vyjadfen éislem (4,7), dostdvame vzorec (6,1).
Dulezity zvlastni p¥ipad vzorce (6,1) dostavame pro k = 2. Zde

mame dva sumadni indexy r,, r,, jeZ jsou nezaporna celd éisla vyhovu-
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jici podmince r, 4 r, = n. Tedy 7, nabyva hodnot 0, 1, ..., n; kazdému
r, pHislusf pravé jedna hodnota r, = n — r,. Podle (5,4') je

n! n
rd !\’

Piseme-li jesté a, b misto a,, a,; r misto r,, mame koneéné

n

@+b) =2 (’;) atbn=r ; (6.4)

r=0

vzorec (6,4) se nazyva binomickd véta. Pro n = 2, 3, 4 zni binomicka
véta

(a+b)2=a2—+—2a,b+b2,

(a + b)* = a® 4+ 3a2b + 3ab® + b3,

(a + b}t = at + 4a3b + 6a2b? + 4ab3 + b4,

Polynomické véty se uziva nejéastéji pro n = 2; zni v tomto pii-
padé

@ +a,+ ... L a)= Za2+22a,a,,

r=1
kde v soudtu Z probiha [r, s8] kombinace (bez opakovéini) druhé
tfidy indexu l 2 ., k; je jich

(k) k(k—1)

2 = 9
Prok = 3 mame

(@, + a; + a,)2 = af + af + af + 2(a,a, + a,a; + a,as) ,

pro k = 4 mime

(@, + ay + a3 + a,)? = af + a} + a3 + af +
+ 2(aya; + 6,85 + 6,84 + 3285 + A28, + 324 .

§ 7. Mnohoéleny jedné promé&nné

Budiz dino celé éfslo n == 0 a redlna éfsla ay, a,, ..., a@,, kterd
miuzeme zvolit libovolné aZ na podminku, Ze

2 + 0. (7,1)
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Vyraz .
ax™® + a2+ ...+ e, F @, (7,2)

se nazyva mnohollen neboli polynom. Pismeno z zde neznamend
urditym zpisobem dané &islo, nybriz proménnou, za kterou mizeme
dosadit libovolné reilné é&fslo. Jestlize za x dosadime do vyrazu
(7,2) libovolné zvolené reainé &islo, dostaneme jako vysledek dosa-
zeni uréité reilné é&islo, které nazveme hodnotou mnohodlenu (7,2)
ve zvoleném ¢isle. Oznaéime-li mnohodélen (7,2) tfeba P(z), oznadime
jeho hodnotu v é&islech 1, — 2, — % atd.: P(1), P(— 2), P(— %) atd.
Cislo n se jmenuje [za pfedpokladu (7,1)] stupess mnohoélenu (7,2).
Cisla ay, @, ..., a, se nazyvaji koeficienty mnohodlenu (7,2); a, se
nazyva nejuys$t koeficient, a, se nazyva prosty ¢len mnohodlenu
(7,2). Jé patrné, Ze prosty &len mnohoélenu je totozny s hodnotou
tohoto mnohoélenu v &sle 0. O nejvy3§im koeficientu mnohoélenu
(7,2) jsme uéinili pfedpoklad (7,1); pouze za tohoto pfedpokladu
nazyvame &islo » stupném mnohoélenu (7,2).

JestliZze ve vyraze (7,2) je koeficient a, roven nule, jsou dvé moz-
nosti. Budto jsou vdecky koeficienty rovny nule a pak je hodnota
vyrazu (7,2) v ka#dém &isle rovna nule; v tomto pfipadé fikame, Ze
(1,2) je nulovy mnoholen, kterému nepfisuzujeme Zidny stupeii.
Druhy p#ipad je ten, ze adkoli @, = 0, je aspoii jeden koeficient
Tizny od nuly; je-li k nejmend? index, pro ktery je a; + 0, je vyraz
{7,2) pouze formaln€ rizny od vyrazu

a2 *+ ... +a,-x+a,,

t. j. vyraz (7,2) je ve vySetfovaném pifpadé mmnohoélen stupné
n — k s nejvyssim koeficientem rovnym a,.

Poznimka 7,1. Pi{davné jméno proménna (v Zenském rodé) ma
v matematice dasto vyznam podstatného jména; myslime si je do-
Plnéno slovem velidina. (Stejné je tomu se slovem nezndma; viz
pozndmku I 7,1.) Misto pismena x miZeme pro proménnou uiit
kteréhokoli pismena; podobné muzeme uzit misto pismena P kterého-
koli jinébo pismena pii oznadeni P(z) mnohoélenu (7,2).

Poznamka 7,2. Poznali jsme, %e vyraz tvaru (7,2) je budto
nulovy mnohodlen (jestliZe vBecky koeficienty jsou rovny nule),
nebo je to mnohodlen urditého stupné, ktery je roven n v piipadé
a, + 0 a je mensi nez n v pfipadé a, = 0. Je udelné vyjadfovat se
tak, Ze kaZdy vyraz tvaru (7,2) nazveme mnohollenem stupné nejoy¥
7, t. j. mezi mnohoéleny stupné nejvys n fadime také nulovy mnoho-
élen pro kazdé » = 0,1, 2,3, ..., adkoli nulovy mnohoélen nema
zadny stupeii.
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Cislo « nazveme kofenem mnohoélenu P(z), je-li kofenem rovnice
P(z) = 0 s nezndmou z, neboli jestlize hodnota mnohoélenu P(x)
v disle & je rovna nule. Ka#dé reilné ¢Cislo je kofenem nulového
mnohoélenu. Jestlize viak nejsou viecky koeficienty mnohoélenu
(7,2) rovny nule, miZe mit tento mnohodlen jenom koneény podet
kofenii, nebot plati:

Véta 7,1. Mnohoélen stupné n nemiZe mit vice ne n kofend.

Dukaz. Véta je jasnda pro » = 0, nebof hodnota mnohoélenu
stupné 0 v kazdém ¢éisle je rovna jednomu a témuz éislu (7,1). Dikaz
dokonéime indukei vzhledem k # zptisobem, ktery byl vysvétlen
v poznamce 2,2. Budeme pfedpokladat, Ze pfi uritém n > 0 je
véta dokdzana pro viecky mnohoéleny stupiit mensich nez n a za
tohoto pfedpokladu dokazeme, Ze véta je spravna také pro mnoho-
élen (7,2) stupné =, ktery oznadéime P(z); jeho nejvyssi koeficient je
tedy (7,1). Jestlize dany ‘mnohoélen P(x) nema Zadny kofen nebo
jestlize sice kofeny ma, ale ma jich celkem méné neZ =, nenf co do-
kazovat. Pfedpoklidejme tedy, Ze existuje » navzijem raznych
éisel a,, xy, ..., o, z nichz ka%zdé je kofenem mnohoélenu P(zx),
a utvofme vyraz

Q@) = ag(z — 0y)(@ — ay) . (B —a,) = ap [ | (z — a,). (7,3)

ra=1

Z nejobecnéjsiho distributivniho zakona (t. j. z véty I 4,6) plyne,
Ze @(x) je mnohodlen stupné n s nejvysdim koeficientem (7,1) stejnym
jako u P(z), takZe

P(z) — Qx) = R(x)

je budto nulovy mnohoélen, nebo je to mnohoélen stupné & mensftho
nez n. Druhy piipad je vBak nemciZny, nebof je jasné, ie kazdé
z » > k navzajem riaznych &isel «,, «,, ..., &, je kofenem mnoho-
élenu R(z), kdeito podle pfedpokladu mnohoélen stupné k < n
nemuze nft n riaznych kofenu. TudiZ R(x) je nulovy mnohoélen,
t. j. mnohoédlen P(z) je totoZny s mnohoélenem (7,3), ktery v du-
sledku (7,1) nemiZe podle véty I 3,10 mit Zddny dalsi koFen rizny
od » kofenu «,, «,, ..., a,. Tim je nade véta dokdzdna.

Véta 7,2. Je-li P(x) mnohollen stupné n, Q(x) mnohollen stupné m,
je P(z) . @Q(x) mnokollen stupné n + m.

Dukaz. Jest

P(x) = apz™ + a2 '+ ... 4+ a,, (1,4)
Qx) = bga™ + byx™-t 4+ ...+ b, . ’
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Podle zobecnéného distributivniho zakona je
P(z) Q(z) = coz™*t™ + ¢ x™*™ 1 4 ... + Cnym »

kde ¢y, =.azb,. Podle pfedpokladu je @y + 0, b, £ 0, tedy také
¢ + 0, takZe P(z) . @(x) ma stupeii n + m.

Poznamka 7,3. Z véty 7,2 plyne indukei vzhledem ke k: Jsou-li
P (z), Py(x), ..., Pi(x) mnohoéleny, pfi ¢emzZ pro 1 < s < k stupeii
E

mnohoélenu P () je roven r,, pak nPs(x) je mnohoélen stupné
s=1

k
N

e

$=1

BudteZ opét dany dva mnohoéleny (7,4). MuZeme predpokla-
dat, Ze je n = m, nebot kdyby tomu tak pivodné nebylo, docilili
bychom toho prostou vyménou obou mnohoélenii. Oba mnohodleny
jsou tedy stupné nejvy$ n ve smyslu poznamky 7,2. Mnohoéleny
P(z), Q(z) povaZujeme za totoZné, jestlize rozdil P(x) — Q(z) je
nulovy mnohoélen; v pfipadé n = m neboli n — m = 0 to znamena,
Ze '

Ts-

a0=b0: alzbl)---)an=bna

kde#to v piipadé = > m, poloZime-li n — m = k > 0, znamena
totoznost mnohodlent P(x), @(x), Ze je

g = ... =G4y =0, @, =by, a4, =by,...,a,=0b,,

t. j. P(x) se li§i od @(z) pouze o éleny tvaru 0. z", jejichz hodnota
v ka%dém é&fsle je rovna nule. Dva totoZné mnohoéleny maji ovSem
v kazdém ¢&isle touz hodnotu. Jestlize v8ak mnohodleny P(z), @(x)
nejsou totoZné ve smyslu pravé podrobné popsaném, je P(x) — Q(x)
mnohoélen, ktery ma urdity stupen; tento stupeii zfejmé nemiZe
byt vétsi nez n, takie podle véty 7,1 je nejvys »n takovych d&isel x,
pro kterd plati P(z) — @(x) = 0 neboli P(z) = Q(x). Tim jsme
dokazali, Ze plati:

Véta 7,3. Jsou-li P(z), Q(x) dva rizné mnohoéleny stupné nejvys n,
existuje nejog& n takovych éisel x, ve kterjch je P(x) = Q(x).

Vé&ta 7,4. Budiz n nezdporné celé &islo a budif ddno n + 1 razngjch
redlngch &isel xy, oy, ...,%, @ n 4 1 redlnijch &isel cq, ¢y, ..., Cp,
kterd nemus? (ale mohou) byt navzdjem riznd. Potom existuje prdavé
jeden mnohoblen P(x) stupné nejvys n takovy, Ze

P(ay) = ¢y, Plxy) = ¢4, ..., Plocy) = ¢, .
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Dukaz. Z véty 7,3 je patrné, Ze vice nez jeden mnohodlen se
zadanymi vlastnostmi existovat nemuZe. Je tedy tfeba dokazat,
ze eXistuje aspon jeden mnohodlen se Zddanymi vlastnostmi. Nyn{

n

Pyz) = 1]

r=1 &g — X,

r— o

je mnohodlen stupné n, pro ktery plati
Pyag) =1, Py(x,) =0 pro 1S r<n.

Stejné se viak zjisti, Ze pro kazdé s (0 < s < n) existuje takovy
mnohodlen P, (z) stupné =, Ze

P(a,) =1,Pyx,) =0 pro 0 r<m, r+s.
Je patrné, ze

P(x) = i GSP,(LU)

je mnohodélen se Zddanymi vlastnostmi.

Priklad 7,1. Hledejme takovy mnohoélen P(z) stupné nejvys 4,
pro ktery je

P(1)=4,P2)=—4,P3)=4%P4)=—4%PB)=1.
Zde je

(x —2)(x — 3)(x —4)(x—5) 1
Polo) = T —sn =i —aa—p — 22 ¢ @ Ie—
—d)(x — 5) = -217 (@* — 1423 + Tla® — 154z 1 120) ,
@@= —3e—4)—5 1
P =G he—se—9e—3 ~ @ Ne—
—3)(x — 4)(x — 5) = — % (x* — 132® + 5922 — 107z + 60) ,
(x — D@ —2)(xz—4)(x—5 1
P =3 —ne-—e e 5 & Ve - A -
—4)x — 5) = %(/x“ — 122% 4 4922 — 78z + 40),
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(z — 1)}z — 2)(x — 3)(x — 5) 1

P =—Gg-—nha—g@e—3eE—35 ~ 6@ ”“"f -
o)z — 3z —5) = — —;—(:::4 — 112° + 4127 — 61z + 30),
gy — &= Dla— 2 — 3 — 4) L e — 9 —

(5—-1)(5—2)(5—3)5—4 24
— )z — 4) = -21? (x* — 102 + 3522 — 50z + 24),

a jelikoZ pro hledany mnohoélen P(x) plati
P(z) = }Py(z) — $Py(x) + 1Ps(x) — $Ps(x) + Pu(z),
vyjde po vypodltu, ktery étenaf sam snadno provede, Ze

41 — 4902° 4 204722 — 3470z + 1944
Pla) = 144 .

Budiz dén mnohoélen (7,2) stupné nejvys =, ktery oznadéime
P(x) a budiz ddno reilné &slo «. Odvodime si t. zv. Ruy?}iniovo pra-
vidlo, podle kterého lze poéditat hodnotu P(«) naseho mnohoélenu
zpisobem, ktery je zejména pfi vét3im n vyhodnéjsi nez pfimé do-
sazeni{. Ruffiniovo pravidlo zdleii v tom, Ze poditime postupné
éisla
Co =g, €, = Cg& + Ay,C3 = C16 + @y, ..., Cp = Cryt + @y,
neboli
Co =Gy, ¢, =Cmqx+a, pro 1< r<mn. (7,5)
Jest
€ = Q& + a,,
¢, =(agx +a,) & + a, = apx? + a,x + a,
Cy = (Bgn% + ayx + ay) & + a3 = agx® + a,a? + a0 + ay
atd.; obecné mame
¢, =a" + a4+ ...4+a pro 1<r<n,
takZe ¢, = P(a). Prakticky  poéitame &fsla (7,5) podle schematu
Ay @y By ... 0y Gy

: 7,6
& | Cp € €y ...Cpqy €y = P(x) (7,6)
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které sestavujeme takto: V-prvnim fadku schematu jsou koeficienty
mnohoélenu P(z). Do druhého fadku napiSeme nejprve pod nejvyssi
koeficient a, ¢islo ¢, = a,. Potom postupné pro r=1,2,:..,n vy-
potteme a zapiSeme pod koeficient a, é&islo ¢,, které se vypodte tak,
e pfedchazejici &islo ¢,—, znasobime &islem « a k soudinu p¥iéteme a,.

Priklad 7,2. Je-H P(x) = 41a* — 4902° + 204722 — 3470x | 1944,
mame

41 — 490 2047 — 3470 1944
x =1 41 — 449 1598 — 1872 72
o= 2 41 — 408 . 1231 — 1008 — 72
x =3 41 — 367 946 — 632 48
o =4 41 — 326 743 — 498 — 48
o =25 41 — 285 622 — 360 144
Tedy P(1) = 72, P(2) = — 72, P(3) = 48, P(4) = — 48, P(5) = 144,
coz souhlasi s vysledkem pfikladu 7,1, nebot
721 —72 1 48 1
144 2’ 144 = 2’ 144 3’
—48 1 144
144 3 144
Mi-li P(z), ¢y, €4, Cs, - - -, €, tyZ vyznam jako dosud, poloime

Py(x) = 6ozt + 62" % + 6,20 + ... + 64y

neboli
n—1
Pix) = 2 can—rl,
r=0
takze
n—1 n
(@ — a) Py(x) = aPy(z) — aPy(x) = 2 c,a"" — & 2 €, 3" =

r=0 r=1
n—1 -
"= cex™ + 21 (¢, — xCr—y) 7 4 (¢ — O6Cp—q) — Cp;
=

podle (7,5) je tedy

n—1
(@ — &) Py(x) = a@ + 2, a,z"" + a, — ¢,
ral
a jelikoz ¢, = P(x), vyjde
P(z) = (x — &) Py(x) 4 Plx) . (7,7)
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Poznamka 7,4. Je-li din mnohodlen P(z) a &fslo a, je mnohoélen:
P,(x) jednoznadéné urden. Nebof jestlize vedle (7,7) plati také

P(z) = (z — «) Q(x) + P(x),
je _

(& — WIPy(2) — Q)] (7,8)
nulovy mnohodlen, takie také P,(x) — @(x) je nulovy mnohod&len,
nebot jinak by podle véty 7,2 mnohoé¢len (7,8) mél urdity stupen a
nebyl by nulovy.

Poznamka 7,5. Je-li P(z) mnohoélen stupné n > 0, je P,(z)
mnohoélen stupné » — 1 a oba mnohodéleny maji spoleény nejvyssi
koeficient @y = ¢, # 0. R

Je-li din mnohoélen P(z) stupné n > 0 a realné {lislo «, existuje
takovy mnohoélen P,(x) stupné n — 1, Ze plati (7,7) neboli, piSe-
me-li A, misto P(«x),

P(z) = Ay + (x — ) Py(=) .

Jelin — 1> 0, vyjdeme od mnohotlenu P,(z) stupnd n — 1 a na-
jdeme mnohoélen P,(x) stupné » — 2 a é&islo 4, tak, Ze

Pi(z) = A; + (z — ) Py(2) .

Je-li n — 2 > 0, postupujeme tymZ zptisobem dile, aZ skondime
mnohoélenem P,(x) = A, stupné 0. Ostatné z pozndmky 7,5 sou-
dime, %Ze nejvyss#f koeficient @, mnohoélenu P(z) je zaroven nejvyssim
koeficientem vSech mnohotlent P,(x), P,(z) atd., takie 4, = a,.
Vecelku mame

a nakoneec

Px) = 4, + A, — o) + Ay(x — a)* + ... + A,z — )", (7,9)
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kde &disla 4,, 4,, 4,, ..., 4, poéitame podle t. zv. Hornerova schematu,
které zaleZi v tom, Ze se n-krat za sebou uzije Ruffiniova pravidla.
Podrobnéji si to vyloZime na pfikladeé.

P#iklad 7,3. Budizn = 5, P(x) = 3a% — 42® +-a? — 2 — 7,0 = 2.
Hornerovo schema je

2 13 0 —4 1 —1 -7
3 6 8 17 33| 59
3 12 32 81]195
3 18 68217
3 24 116
3[30
3

Ve schematu je v prvnim #¥ddku zapsino &islo « = 2 a koeficienty
3,0, —4, 1, —1, —7 mnohoélenu P(z). Pomoci Ruffiniova pravidla
jsou vypoéteny a zapsany do druhého Fadku koeficienty 3, 6, 8, 17,
33 mnohodlenu P,(z) a ¢&islo A, = 59. Na zikladé nalezenych
koeficientd mnohodlenu P,(x) = 3z% + 6x% 4 8x2 + 17x + 33 jsou
dile vypoéteny pomoci Ruffiniova pravidla a zapsany do tfetiho
Fidku koeficienty 3, 12, 32, 81 mnohoélenu P,(x) = 3x® + 1222 +
4+ 32x + 81 a &islo A; = 195. Podobné dostaneme ve &tvrtém Fadku
koeficienty 3, 18, 68 mnohodlenu P,(z) = 3z* + 18z |- 68 a ¢&islo
A, = 217, v patém Fidku koeficienty 3, 24 mnohoélenu Py(x) =
= 3z +- 24 a éfslo 43 = 116, v Sestém Fadku je jediny koeficient 3
mnohoélenu Ps(z) = 3 a &islo 4, = 30, v poslednim fadku pak je
dislo 45 = 3. Vysledek je

P(x) = 59 4+ 195(x — 2) + 217(z — 2)2 + 116(x — 2)3 +
+ 30(z — 2)* + 3(z — 2)°. (7,10)

O spravnosti vysledku se mu%eme pfesvéddit pomoci binomické
vity, kterd dava '

(x —2)=2a% — 42 4+ 4,

(x — 2)3 = a® — 622 4 122 — 8,

(x — 2)* = 2% — 82% 4 242® — 322 + 16,

(x — 2) = 25 — 10x¢ 4 402% — 8022 4 80x — 32,

(7,11)

nebot dosadime-li ze (7,11) do (7,10), vyjde P(x) = 3% — 4a®
+ a2 —x—T.
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§ 8. Kofeny mnohoélend

Rikdme, %e mnohodlen P(x) je délitelny mnohodlenem @Q(x),
jestlize existuje takovy mnohoélen R(x), Ze pro viecka z je

P(z) = Q(z) . R(z). (8,1)

Podle této definice je nulovy mnohoélen P(z) délitelny kazdym mno-
hodlenem @(x), nebot jestlize P(x) i R(x) je nulovy mnohodlen, plati
(8,1) pro libovolny mnohoélen @(z); mnohoélen P(z), ktery nenf
nulovy, nemiZe byt délitelny nulovym mnohoélenem, nebot jestlize
@(z) je nulovy mnohoélen, plati (8,1) pouze tehdy, je-li také P(x)
nulovy mnohodlen. Proto pojem délitelnosti mé zajimavost pouze
v oboru nenulovych mnohodlend.

Poznamka 8,1. Jsou-li'dany mnohoéleny P(z), @(x), pii éemz
Q(x) nenf nulovy, muze (8,1) platit jen pro jeding mnohoélen R(x).
Nebot jestlize vedle (8,1) plati

P(z) = Q(z) . B,(),
kde také R,(xz) je mnohodlen, je

Q@) . [R(z) — By(x)]

nulovy mnohoélen, coZ by podle véty 7,2 nebylo mozné, kdyby ani
Q(x), ani R(z) — R,(z) nebyl nulovy mnohoélen. Je tedy R(x) —
— R,(x) = 0 neboli RB(z) = R,(z) pro vSecka z.

Véta 8,1. Je-li mnohotlen stupné n délitelnyy mnohoélenem stupné m,
je n = m. To je snadny disledek véty 7,2.

Vé&ta 8,2. Je-li mnohollen P,(x) délitelngy mnohollenem P,(x) a je-li
mnohoblen P,(z) délitelny mnohoblenem *Py(x), je mnohollen P.(x)
délitelng mnohoblenem Py(x). To je ztejmé z definice dslitelnosti.

Pojem kofenu mnohoélenu jsme zavedli uz na str. 174 a o kofenech
mnohoélenu jsme uZ dokazali vétu 7,1.

Viéta 8,3. Cislo « je koFenem menulového mnohoélenu P(x) prdvé
tehdy, jestlize P(x) je délitelny mnohollenem x — «.

Dukaz. Véta je sprivna pro mnohoélen stupné nula, nebof je
jasné, Ze mnohoclen stupné nula nema ko¥en, a z véty 8,1 plyne, Ze
mnohoélen stupné 0 nemuZe byt délitelny mnohoélenem z — «,
jehoZ stupeii je roven 1. Je-li P(x) mnohoélen stupné » > 0, vime,
ze existuje takovy mnohoélen P,(x) stupné n — 1, Ze plati (7,7).
Je-li ¢islo & kofenem mnohoélenu P(x), je P(x) = 0, takZe (7,7)
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diva P(z) = (x — &) Py(z), t. j. mnohodlen P(x) je délitelny mnoho-
dlenem 2 — «. .Obracene je- 11 mnohoélen P(z) délitelny mnoho-
¢lenem x — «, plyne z definice délitelnosti, Ze existuje takovy mnoho-
dlen P,(z), 2e P(x) = (x — &) Py(x) pro vSecka z. Dosadime-li
xz = &, vyjde P(zx) = 0, t. j. &islo & je kofenem mnohodlenu P(z).

Necht éislo & je kofenem mnohoélenu P(z) stupné n. Ptejme se,
pro jaké hodnoty pfirozeného ¢isla r je mnohoélen P(z) délitelny
mnohoélenem (x — «)*. Z véty 8,1 plyne, Ze P(x) neni délitelny
mnohodlenem (x — &), je-li r > n, z véty 8,3 pak plyne, Ze P(x)
je délitelny mnohoélenem z — x = (x — «)'. Jsou-li r, s takova
prirozena d¢isla, ze r < s, je

@ —ay=(@@—af.(x—a",

takZe mnohoélen (z — «)* je délitelny mnohoélenem (x — «)f; z vé-
ty 8,2 pak plyne, Ze jestliZe mnohoélen P(x) je délitelny mnoho-
dlenem (x — x)%, je také délitelny mnohoélenem (z — x)r. V du-
sledku v8ech téchto poznatki ke kazdému kofenu « mnohoélenu
P(x) stupné n existuje zcela urédité pfirozené ¢&islo k s tou vlastposti,
4e mnohoélen P(x) je délitelny mnohoélenem (x — x)* pro kazdé
,prlrozene éislo r < k a neni délitelny mnohoélenem (2 — )" pro
Z4dné pfirozené &slo r > k; mimo to podle pfedchoziho vykladu je
k < n. Toto pfirozené Hslo & se nazyva ndsobnost nebo také fid
kofenu « mnohotlenu P(z). Kofen « se nazyva k-ndsobngm, pro
k =1 jednoduchym, pro k > 1 vicendsobnym, pro k = 2 dvojnym,
Pro k = 3 trojnym. PFipomefime znovu, Ze pro nasobnost k kofenu «-
mnohodlenu P(z), jehoZ stupeii je roven n, plati nerovnost k£ < n.

Véta 8,4. Kofen o nenulového mnohollenu P(x) je k-ndsobny pravé
tehdy, jestlite pro vdecka x

P(z) = (2 — «)*. Q(x) , (8,2)

kde Q(x) je takovy mndhoé’len, %e Q(x) + 0 [t. j. Ze « neni kofenem
mnohodélenu @(z)]

Dukaz. Podle definice nasobnosti kofenu « platf (8,2) pravé tehdy,
je-li « kofenem mnohoélenu P(x) s nasobnosti s = k. Mame ukazat,
Ze Q(x) = 0 pravé tehdy, je-li s > k. Je-li vak @(«x) = 0, pak podle
véty 8,3 existuje takovy mnohoélen B(z), Ze pro viecka x je Q(z) =
= (@ — «) R(z), takZe podle (8,2) je P(x) = (x — a)*+! R(x); z de-
finice ndsobnosti s pak plyne s ==k 4 1 neboli s > k. Obracene
je-li s > k neboli s >k + 1, existuje takovy mnohodlen R(x),
pro viecka x je P(x) = (x — «)*+! . R(z) neboli

P)=(x — &) . (x — o) R(x) .
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Porovniame-li tuto rovnost s (8,2), soudime z poznamky 8,1, Ze pro
viecka z je Q(z) = (x — «) R(x). Dosadime-li * = «, dostaneme
Qx) = 0.

Poznamka 8,2. Vétu 8,4 muZeme doplnit. Je zfejmé, Ze kofeny
mnohoélenu @(xz) jsou totozné s témi kofeny mnohodlenu P(x), které
jsou rizné od «. (Je-li & jediny kofen mnohodlenu P(x), nema @(x)
zadny kofen.) Je-li § kofen mnohoélenu P(z) razny od kofenu «,
t. j. je-li  kofen mnohodlenu Q(x), md 8 stejnou ndsobnost i jako
koten mnohoflenu P(x) i jako kofen mnohollenu Q(x). Nebof je-li B
h-nasebnym kofenem mnchoélenu @Q(z), je podle véty 8,4 pro

viecka x
Q) = (= — B B(a) , |
kde mnohoélen R(z) uZ nem4d kofen . Potom je v3ak pro viecka x
P(z) = (& — p)*. (x — x)* R(x),

a protoze § * «, neni § kofenem mnohoélenu (x — «)* . R(z), takze
podle véty 8,4 je B h-nasobnym kofenem mnohodlenu P(x).

Poznamka 8,3. Z véty 8,4 je patrné, Ze &islo « je k-nasobnym
kofenem mnohoélenu P(z) pravé tehdy, jestlize v (7,9) éisla A,,
Ay, ..., A,_, jsou rovna nule, ale 4, + 0. Z toho plyne, Ze nasobnost
kofenu &« nenulového mnohodlenu P(x) se d4 uréit pomoci Hornerova
schematu.

Pnpomenme si znovu, Ze podle véty 7,1 nenulovv mnohodlen P(x)
ma jen koneény podet kotent. /

Véta 8,5. Jsou-li ocl, Koy ..y Oy V¥ecky kofeny nenulového mmnoho-
Eleny P(x) a jsou b ky, kg, ..., ki jejich ndsobnosti, ewistuje takovy
mmohoélen Q(x), Ze pro véecka x je

=11 @— ). Q@ (8,3)

a %e mnobollen Q(z) nemd £4dny kofen. Obrdcené, plati-li (8,3) a ne-
md-li mnohollen Q(x) Zddny kofen, jsou «,, x,, ..., x,, vecky kofeny
mnohoélenu P(x) a ki, k,, ..., kn, jsou jejich ndsobnosts.

Diakaz. Necht nejprve jsou «y, x,, ..., o, vSecky kofeny mnoho-
Slenu P(x)a k,, ks, ..., k, jejich nisobnosti. Podle véty 8,4 muzeme
poloZit

P(z) = (x — ay)t . Py(x), . (8,4)
kde pfi pfechodu od P(z) k P,(x) se kofen «, ztrati, ale podle poznam-
ky 8,2 ostatni kofeny «,, ..., «,, zGstanou zachovidny i se svymi
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nasobnostmi. (Pro m = 1 nemé oviem P,(x) uZ Zidny koFen.) Je-li
m > 1, uzijeme opétné véty 8,4 a polozime

Py(z) = (z — ay)br . Py(x), (8,5)

kde pfi pfechodu od Py(x) k Py(x) se ztrati kofen «,, ale koFeny
Oy, -y Oy (je-li m > 2) zachovavajf svoje ndsobnosti. Je-li m > 2,
mame podobné dile

....................... (8,6)

kde P, (x) uz nema Zadny kofen. Stadi polozit P,(x) = @(x), aby-
chom z (8,4), (8,5) a (8,6) dostali (8,3). Obracené, plati-li (8,3), ma
P(x) kofeny «y, ..., &, a Zadné dalsf, jestlize Q(x) nemd zZidny dalsf
kofen. Mdme jesté ukazat, Ze na p¥. «, je k;-ndsobny kofen mnoho-
&lenu (8,3). To plyne z véty 8,4, nebot podle (8,3) plati (8,4), kde

Py(z) = T_I (x — a,)r . Q)

takie P,(x,) * 0.

Poznamka 8,4. Z véty 8,5 plyne podle poznidmky (7,3), Ze
jestliZe mnohodlen P(x) stupné » ma kofeny «,, «,, ..., & (navzajem
rizné) s nasobnostmi 7y, 7y, ..., 7, je ry + 1+ ... + 1 S 0.

Poznamka 8,5. JestliZe mnohodlen P(x) stupné #» ma n raznych
kofenu, plyne z poznimky 8,4, Ze vSecky tyto kofeny jsou jedno-
duché.

Je jasné, e mnohoélen prvntho stupné neboli linedrni mnohollen

Py(z) = Qo +a, (a + 0)

ma vidycky pravé jeden kofen, jimz je &islo

jest
Py(x) = ay(z — «)

pro viecka z; pfitom ‘kofen « je vidy jednoduchy. Naproti tomu
mnohodlen druhého stupné neboli kvadraticky mnohodlen

Py(x) = ayr® + a,x + a, (@ + 0) (8,7)
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‘nemusi. vidycky mit kofen. Pro viecka z je jednak

da,P,(x) = 4alz® 4 4a,0.2 + 4a,a, ,

jednak )
(2a0x + @,)% = 4alz® + 4a,a,2 + a?,
tedy také
4a,Py(z) = (2a9z + a,)2 — D, (8,8)
kde
D = a? — 4aa, . (8,9)

Cislo D se nazyva diskriminant kvadratického mnohoélenu (8,7).
Jelikoz a, + 0, je patrné z (8,8), Ze &islo z je kofenem mnohoélenu
P,(x) privé tehdy, jestlize x je kofenem rovnice

(2agx + a,)2 = D . (8,10)

Jsou nyni tfi moZnosti. Jestlize za prvé diskriminant D je zdporny,
nema mnohoélen Py(x) Zadny kofen, nebot leva strana v (8,10) neni
zapornd pro zadné x. JestliZe za druhé diskriminant D je roven nule,
je ¢islo & kofenem mnohoélenu P,(x) pravé tehdy, jestlize 2a,z +
+ @, = 0, takie v tomto piipadé mnohoélen P,(x) ma pravé jeden
kofen

a,

2a,

pro vsecka x je potom
2a4r 4+ a, = 2a4(x — «),
tedy podle (8,8) také (jelikoz D = 0)
Py(x) = ag(z — «)?,

takZe éfslo o je dvojnym kofenem mnohoélenu P,(x). Jestlize za
tFeti diskriminant D je kladny, potom podle véty III 6,3 existuje
kladné &islo /D a rovnice (8,10) je splnéna pravé tehdy, je-li budto

2a0r 4+ a, = V_ﬁ_,

nebo
2a0 + @, = — V_D_,
t. j. je-li budto ¢ = «,, nebo « = «,, kde
x —a1+V3 __—al—]/ﬁ
1 2a, ’ T 2a,
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Z poznamky 8,5 plyne, Ze oba kofeny mnohoélenu P,(x) jsou jedno-
duché.

§ 9. Mnohoéleny n&kolika promé&nnych

Dosud jsme mluvili pouze o mnohoélenech jedné proménnd,
kterou jsme oznatili z. Mnohoélen P(z) proménné x byl definovan
jako soudet koneéného poltu éleni, z nich% kazdy ma tvar a,x", kde
kaZdy exponent 7 je uréité nezdporné celé ¢islo a a, je urdité reilné
&islo,s zvané koeficient mnohoélenu P(x) pfislusny exponentu r.
V tomto paragrafu si promluvime zcela struéné o mnohodélenech &
proménnych, které oznaéime ,, x,, ..., z;; pfi tom je k libovolné

dané piirozené &éislo. Mnohoélen P(x;, x,, ..., &;) je soudet
T T
P(xhxz: "'sxk) = Z ar,,r.,...,rk xl‘x2'-~-xk ) (9!1)
LATRA TR S
kde v ka%dém &lenu exponenty 7y, 7,, ..., 7, jsou uréitd nezaporni

¢éisla a a,,r,, ..., n (struénéji, neni-li obavy z nedorozuméni, mizeme
psat bez éarek a,,, ...r,) je uréité redlné éislo, zvané opét koeficient
mnohodlenu P(x,, x,, ..., %) pFisludny exponentim r,, 7y, ..., 7, (pfi
tom je podstatné také pofadi t&chto exponenti).
Jsou-li véechny exponenty r,, r,, ..., r, rovny nule, nazveme pfFi-
sludny koeficient a,y_o prostym Elénem mnohotlenu P(xy, x,, ..., Z;).
Jsou-li &, «,, ..., &, urditd redlna déisla, dostaneme dosazenim
hodnot
Ty = 0y, Ty == Ky, «.., Ty = &y (9,2)

do mnohoélenu (9,1) uréité realné dislo, které oznadime P(x,,x,,. . .,0)
a nazveme hodnotou mnohodlenu (9,1) v &islech «,, «,, ..., x;. Je jasné,
%ze hodnota P(0, 0, ..., 0) mnohoélenu (9,1) v &islech 0,0,...,0 je
rovna prostému délenu mnohoélenu (9,1).

Dva mnohoéleny P(x,, z,, ..., %) a Q(z,, ,, ..., 2;) povaiujeme
za totoZné, 1idi-li se jeden od druhého pouze pfipojenim nebo vynecha-
nim ¢&lent s koeficientem rovnym nule. Je jasné, Ze jestlize mnoho-
dleny P(xy, @,, ..., x;), Q(x,, T, ..., 2x) jsou v tomto smyslu totoZné,
nabyvaji oba téze &iselné hodnoty pFi jakémkoli dosazeni (9,2).
Naproti tomu v opaéném piipadé lze vidy za =x,, z,, ..., z; dosadit
takova &isla oy, s, ..., &, Ze

Ploy, ag, ...y 0p) F Qloey, g, ...y ) 3 (9,3,
Ze tomu tak skuteéné je, vyplyva z ndsledujicf véty 9,1 (viz pozndm-
ku 9,1).
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Mnohoélen P(z,, x,, ..., 2;) nazveme nulovym, jsou-li viecky
koeficienty rovny nule; jeho hodnota pfi libovolném dosazeni je
rovna 0. Pfedpoklddejme vSak, ze mnohoélen (9,1) nenf nulovy a Ze
k = 2. Jestlize v (9,1) shrneme v8ecky ty ¢leny, u kterych exponent
pfi proménné x; ma touZz hodnotu, uvedeme (9,1) na tvar

n
P(xy, Ty, ..., T) = Zo D@y .y Zp) &1, (9,4)
r=

kde pii kazdém r je p.(x,, ..., ;) urdity mnohodlen (k¥ — 1) pro-
ménnych «,, ..., z;; pri tom se miZe stit, Ze pro nékterd r je
(%, -.., ;) nulovy mnbhodlen, je viak zfejmé, Ze lze nezdporné
celé lislo » pravé jednim zpisobem volit tak, Ze mnohoélen
PalZs, ..., &), odpovidajici nejvyssi hodnoté n indexu 7, nent nulovy.
Toto nezdporné celé &islo » nazveme stupném mnohoblenu P(z,, ,, ...

..., z;;) vzhledem k proménné x,.

Vé&ta 9,1. BudiZ ddn nenulovy mnohoélen P(zy, x,, ..., &) a budi
ddna libovolnd nekoneénd mnoéina M redlnych &isel. (Za M muaZzeme
volit na pf. mnozZinu v8ech pfirozenych &isel, nebo mnozinu téch
pfirozenych &isel, kterd jsou vét${ neZ libovolné dané prFirozené
éislo.) Potom existuji takovd étsla

o, eM, xyeM,...,x e M,
14
Ze P(ocy, 09y ooy 00) + 0,

Dikaz provedeme indukei vzhledem ke k. Je-li nejprve k = 1,
ma nenulovy mnohoélen P(z,) urdity stupeil » a spravnost nasf véty
v piipadé k = 1 je disledkem véty 7,1. Predpoklidejme nyni, Ze
pfi urditém k > 2 naSe véta je spravna pro mnohoéleny (£ — 1)
proménnych; mame odvodit, Ze véta je spravna také pro mnoho-

¢leny k proménnych. BudiZ tedy P(z,, 2, ..., 2;) nenulovy mnoho-
tlen k proménnych a budiZ » jeho stupei vzhledem k proménné z;,
takze plati (9,4), pfi ¢emZ mnohoéllen p,(x,, ..., ;) nen{ nulovy.
Podle predpokladu existuji takova éisla
s, M,..,,e M, (9,5)
ie Pu(xg, ..., %) £ 0. Dosadme do mnohodlenu P(z,, z,, ..., z;) za
proménné x,, ..., 7 ¢isla (9,5), ponechivajice proménnou x, volnou.
Dostaneme
n
P(xlr 0‘21 ey ak) = ZO pr(o‘m ey o‘k) x{ ]
3 r=
pfi Cemi p,(xg, ...,00) £ 0, t. j. Pz, &y, ..., %) je mnohodlen

stupnd » proménné z,, takZe podle véty 7,1 je podet takovych é&fsel
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x,, pro kterd je P(x,, oy, ..., %) = 0, nejvys rovny n, takze je koneény;
jelikoZz mnozina M je nekoneéna, existuje takové &islo «, € M, Ze
Py, oy, ..., x,) += 0, a to jsme méli dokazat.

Pozndmka 9,1. Jsou-li P(z,x,, ..., %), @, %, ..., %) dva
mnohoéleny k proménnych z,, z,, ..., z;, které nejsou totoiné ve
smyslu vysvétleném na str. 186, je jasné, Ze

P(xl’ Loy .. ny xk) - Q(xh Loy v vy xk)

je nenulovy mnohoélen, takze podle véty 9,1 miZeme za proménné
Ty, Ty, .- ., T dosadit takova &fsla (9,2), Ze plati (9,3).

Véta 9,2. Jsou-li P(x,, x,, ..., xx), @z, ,, ..., %) nenulové mnoho-
fleny, je také P(x,, Z, ..., 7). Q(zy, ,, ..., 2,) nenulovy mnohodlen.
JestliZe vzhledem k proménné x, md mnohoblen P stuper n a mnohoélen
Q stuperi m, md mnohoélen P . Q vzhledem k xz, stuper n + m.

Dikaz. Pro k = 1 je nam to znamo (viz vétu 7,2). Necht tedy
k > 1 a nechf

P(xlﬁ -":xk) =

T

Do, ..., Ty) XT,

I

Q(xl’ (] xk) = Qs(xz, ey xk) xi ’

ings

kde p,, ¢, jsou mnohodleny £ — 1 proménnych, pfi éemzZ mnoho-

tleny p,(x,, ..., k), qu(Zs, - .., T) jSOl‘l nenulové. Potom je v3ak
min
Play, .o, 2) . Qas, o @) = 2wl o m)af

kde také u, jsou mnohodleny k — 1 proménnych, p¥i Sems

uﬂ+m(x2’ A ] xk) = Pn(xm MR ] xk) M qm(xm ] zk) M

Je tfeba pouze zjistit, Ze #,,, neni nulovy mnohoélen. To plyne
z véty 9,1, nebot podle této véty je mozné udat k — 1 &fsel o, ..., 0y
tak, Ze Pu(og, ..., o) * 0, gnloy, -.., %) £ 0, a pak je nutné také
Unim (0‘2’ st ‘xk) ¥ 0.

Stejné jako jsme definovali stupefi nenulového mnohoélenu
P(z,, z,, ..., 2;) vzhledem k proménné z,, miZeme oviem definovat
také stupefi vzhledem k jiné z %k proménnych z,, x,, ..., ;. Vedle
téchto stupii vzhledem k jednotlivym proménnym ma vSak ne-
nulovy mnohoélen P(z,, z,, ..., z;) jeSté také celkovy stupesi. Nei
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vyslovime obecnou definici tohoto pojmu, viimn&me si jednoho
zvlaStniho pfipadu. Rikdme, Ye mnohoélen

Pz, 2y, ..., 2) = Z @y, 0y 21" ... T (9,6)

Jje homogenni, jestlize budto je to nulovy mnohoélen, nebo ve viech

(‘_’:lenecl} Qry...p 7T - x',,‘,'j?jichi koeficient ay,..., je rizny od nuly,
je soudet vSech exponentt

7, —{—1'2.—{— e 7y

roven jednomu a témuz &islu m, které nazveme stupném menulového
homogenniho mnohccienu. Jestlize nyni P(x,, z,, ..., ;) je libovolny
nenulovy mnohoélen, je jasné, Ze existuje takové nezdporné celé m,
Ze

-

iM3

P(:vl, Ty ooy .’Ek) = Pr(xl’ ce xk) ’ (9,7)

r

kde pro kazdé i je P.(z,, ..., %,) homogenni mnohodélen, ktery je budto

nulovy, nebo ma stupei r, kdezto mnohodlen P,(z,, ..., ;) nulovy
neni. Je-li ddn nenulovy mnohoélen P(z,, ..., x;), je patrné, %e &islo

m je uréeno jednoznaéné a %e jsou jednoznaéné urdeny také viecky
homogenni mnohoéleny, které se vyskytuji na pravé strané v (9,7).
Cislo m je celkovy stupeii mnohodlenu P a vyjadieni (9,7) nazveme
rozkladem nenulového mnohoblenu P na homogenni édsti.

Véta 9,3. Jsou-li P(z,, z,, ..., %), Q(z,, ,, ..., x,) nenulové mnoho-
Sleny, takZe podle véty 9,2 také
P(xly Zgy ovoy xk) . Q(xli Lay ooy xk) 19’8)

je menulovy mnohollen, je celkovy stupenr mmnohollenu (9,8) roven
soubtu celkovyjch stupii, mnohoblent P a Q.

Dikaz. Budtez m, m’ celkové stupné mnohoélen P, @ a budtez
(9,7) a

Q(ml’ Lgy -y xk) = agl Qs(xlv vy xk)

jejich rozklady na homogenni &asti. Pro ka%dé celé t, pro néz 0 <
<t < m + m', budiz

uxy, ..., o) = 2 Pz, ..., zk) QT T,

r+a=¢

kde soudet napravo se vztahuje na viecky ty dvojice [r, s] nezapor-
nych celych éisel, pro které je r + s = t. Je patrné, Ze pro kazdé
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t je u, homogenni mnohodlen, ktery je budto nulovy, nebo mai
stupefi rovny ¢, pfi éemz vSak mnohoélen

um+m'(x17 (] zk) = Pm(xl) L] xk) . Qm'(xl; R} xk)

nulovy nen{. Potom je vSak

m+m'’

Z Uy, ..., Ti)

t=0
rozklad mnohoélenu (9,8) na homogenni &asti, a tim je vie do-
kazino.

Jsou-li dina nezdporna celd &fisla =y, n,, ..., n;, zni obecny tvar
mnohoélenu P(x,, z,, ..., x;), jehoZ stupné vzhledem k jednotlivym
proménnym z,, ,, ..., £, jsou rovny danym é&islam =y, n,, ..., ng,
takto:

P2y, @y oy T) = D, Gy, 0T AR (9,9)
LA TR TR/ ]

kde souéet na pravé strané se vztahuje na viecky ty k-tice
[71, 795 oo oy 7] (9,10)
nezapornych celych &isel, pro které je
0S5 rSn, 05 Smy, .., 0 e Smy .

Koeficienty a,,,...r, jsou vaziny pouze podminkou, Ze nejsou
viecky rovny nule.
Je jasné, Ze podet viech naSich k-tic (9,10) je roven souéinu

k
ITou+1:

Je-li dano nezaporné celé éfslo m, je (9,9) obecny tvar nenulového
homogenniho mnohoélenw stupné m, kde souéet na pravé strané se
vztahuje na v8ecky takové k-tice (9,10) nezipornych celych éisel, pro
které je

nt+rat+...4+r=m (9,11)

a koeficienty a,, ..., splituji pouze tu podminku, Ze nejsou viecky
rovny nule. Podminka (9,11) se 1isf od (5,12) pouze tim, Ze misto
pismena n miame nyni pismeno k. Z:toho plyne, Ze podet vSech
k-tic spliujicich podminku (9,11) je dan &islem

(m+,’,‘;_})=(m;§ffl). (9,12)
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Je-li ddno nezdporné celé &fislo m, je (9,9) obecny tvar nenulového
mnohodlenu celkového stupné m, kde soudet na pravé strané se
vztahuje na viecky takové k-tice (9,10) nezdpornyeh celych é&isel,
pro které je

rntr+...t+rSm; (9,13)
pfi tom koeficienty a,,, ..., splituji pouze tu podminku, Ze nejsou
rovny nule viecky ty z nich, pro né% plati rovnost (9,11). Podet
vSech k-tic spliiujicfch nerovnost (9,13) je ddn éfslem

(m+k)=(m;c|-k)’ (9.14)

m

které se 1i3f od &fsla (9,12) pouze tim, Ze misto ¥ mame nyni kt + 1.
Abychom se o tom pFesvéddéili, stadi uvaizit, e kazdé k-tici (9,10)
spliiujfcf nerovnost (9,13) miZeme pfifadit nezaporné celé é&fslo
ro=m—(r, + 7,4+ ... + 1),
takZe poéet k-tic (9,10) spliiujicich nerovnost (9,13) je roven podtu
viech (k + 1)-tic
(70, 71y v 7L -
spliujicich rovnost
To+7r+...+rn=m,

ktera se lisi od (9,13) pouze tim, ze podet sditdnci, ktery difve byl
roven k, je nyni roven k + 1.
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