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1. REALNA ¢isLA

§ 1. Pojem posloupnosti. Posloupnost vybrand, monotonni, omezeni

Jestlize kazdému pfirozenému é&fslu » pFifadime podle n&jakého
pravidla jakoukoli vée, kterou oznaéim tieba A4,, dostaneme po-

sloupnost. Oznaéim ji
A, A, A,, ... (1,1)

Véc 4, nazveme n-tgm Elenem posloupnosti (1,1). Cleny posloup-
nosti (1,1) nemusf byt navzajem rizné, t. j. jsou-li m, n pfirozena
éisla a je-li m + n, mite byt A4, = A, (viz pozndmku II 8,2).
Jestlife pro m + n je vidy A, + A,, fekneme, %e posloupnost
(1,1) je prostd.

Poznamka 1,1. Misto pismena 4 muZeme oviem uzit jakéhokoli
jiného pismena. UvaZujeme-li sou¢asné nékolik posloupnosti, mu-
sime ovSem uZit pro kaZdou z nich jiného pismena. Také neni ni-
kterak nutné, aby n-ty é&len posloupnosti byl oznafen privé 4,
(nebo a, nebo «, nebo b, atd.), t. j. aby v oznaden{ &lenu se vyskyto-
val index, udédvajfci, o kolikaty &len posloupnosti jde, adkoli takové
oznadeni je vyhodné a budeme ho velmi éasto uifvat. Tak na pf.
je-li (1,1) posloupnost, jsou také

A, Ay, A, ... (1,2)

Az, Al’ Aa» s . (1!3)
posloupnosti; n-tym &lenem posloupnosti (1,2) je A,,3, n-tym &le-
nem posloupnosti (1,3) je A,,. Jiny pfiklad: jsou-li a, b jakékoli dvé
véci, je

a, b, a, b)'-' (1)4)
posloupnost, jejiz n-ty &len je roven a pti lichém =, b pfi sudém =n.
Piflezitostné je vhodnéjsi misto indexu uzivat zavorky, tedy oznadit
n-ty &len posloupnosti tfeba A(n) misto A4,,.

Poznamka 1,2. Oznadeni (1,1) pro posloupnost je mnohdy
prili§ zdlouhavé a leckdy nepohodlné; posloupnost (1,1) miZeme
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oznadit kratéeji {4 ,}2 ;; potom posloupnost (1,2) oznac¢ime {4,,3}2,,
posloupnost (1,3) {4,,}n.;, t. j. uvnitt zavorky {} stoji =-ty &len
posloupnosti. Misto pismena n miZeme uzit kteréhokoli jiného
pismena; uZijeme-li tfeba pismena k, pfSeme {4,};>; a pod. Je-li
na pr. kazdé dvojici [r, s] pFirozenych ¢isel pfifazena néjaka vée
Alr, 38), potom pro kazdé prlrozené ¢islo r je {A(r, s)}2, urditda po-
sloupnost; a pro kazdé pFirozené &islo s je {A(r, s)}=, uréitd posloup-
nost. Nejdast&ji budeme uZivat pismena n a misto {4,}> , budeme
Zasto psat kratce {4,}.

Pozndmka 1,3. Symbol oo, se kterym se ve vy3si matematice
velmi &asto setkdvame, éteme slovem nekonedno. Na p¥. {A,}7,
miZeme &ist: (velké) 4 s indexem n, n rovné jedné az do nekoneéna.
V Zadném &lenu 4, této posloupnosti nenf oviem n = oo, nebot @
nenf pfirozenym d&fslem, nybrz jen symbolem, ktery v daném p¥i-
padé naznaduje, ze n probihd pfirozena &sla bez jakéhokoli omezeni.

Poznidmka 1,4. Je-li (1,1) libovolna posloupnost a je-li k urdité
(libovolné) pfirozené éislo, potom {4,}; . znamena posloupnost

Aky Ak+17 Ak+27 s

Podobné {4,} , znamena posloupnost
AO) Al) AZ; s

Cleny posloupnostl mohou byti zcela libovolné véei, na p¥. &isla
nebo body nebo mnoziny nebo matematické véty; jsou také posloup-
nosti, jejichz éleny samy jsou posloupnostmi. Pro nds jsou daleko
nejdulezitéjsi mezi vSemi posloupnostmi éiselné posloupnosti, jejichz
éleny jsou ¢isla (prozatim, dokud jina &isla neznime, slovem éfslo
rozumime: ¢islo raciondlni).

Pfiklad 1,1. Posloupnosti se vyskytly v této knize uz v I §4,
aniz jsme tehdy jesté zavedli slovo posloupnost. Mluvili jsme tehdy
o rekurentni defmwz posloupnosti (1,1). Pfi takové rekurentnf
definici uvazujeme vedle posloupnosti (1,1) samé jesté posloupnost

P, P, P, ...

pravidel, s jejichi pomocf se z libovolného &lenu A, posloupnosti
(1,1) vypoéte nasledujici élen 4,,,. Dile jsme v I §4 méli posloup-
nost matematickych vét
Vi, Vo, Vo o5
neuzivali jsme tehdy slova posloupnost, nybrz jsme mluvili o ,,vété
V , z4vislé na pfirozeném disle n*‘.
Ciselna posloupnost {a,} se nazyva:
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[1] rostouct, [2] klesajici, [3] nerostouct, [4] neklesajici, jestlize
pro dvé piirozena &isla m, n, pro ktera je m < n, je vidy také:

(1] an < a,, [2] @n > ap, [3] Gn = @, [4] @n < a,.

Je zfejmé, Ze kazda rostouci posloupnost je zaroven neklesajici
a ze kazda klesajicf posloupnost je zaroveii nerostouci. Opak oviem
neplati, ale kazda prostd neklesajici posloupnost je rostouci, kazda
prostd nerostouci posloupnost je klesajici. Posloupnost, jejiZz vSechny
éleny jsou rovny témuz ¢&islu, je zaroven neklesajici 1 nerostouct;
obracené, jestlize néjaka posloupnost je ziroveri neklesajici i neros-
touct, jsou viecky jeji éleny rovny témuz &islu. Spoleény nazev pro
neklesajicf a nerostouci posloupnosti je: posloupnosti monotonni.
Ryze monotonni je takova posloupnost, ktera je prostda a monotonnf;
posloupnosti ryze monotonnf je tedy spoleény nizev pro posloup-
nosti rostoucf a klesajici.

Pfiklad 1,2. Véta II 6,7 pravi, ze {«x"} je rostouci posloupnost v p¥i-
padé « > 1 a klesajici posloupnost v pffpadé 0 < o << 1.

Piiklad 1,3. Je-li {a,} posloupnost kladnych &isel, plyne z véty
IT 6,3, Ze jestlize {a,} je [1] rostouci, [2] klesajici, [3] neklesajici,
[4] nerostouci, pak {a;'} je [1] klesajfcf, [2] rostouci, [3] nerostouci,

1
[4] neklesajici. Na pf. {n} je zfejmé rostouci posloupnost, tedy {7}

' 1
je klesajici. Ze zikona monotonie séftdni plyne, Ze také {l + 7}

n+1

neboh{ P

posloupnost.

}je klesajfef posloupnost, ta,kie{ i } je rostouci

Vé&ta 1,1. Budi {a,} &iselnd posloupnost. Jestlite pro kaZdé prirozené
&islo n je

[l] a, < Qpt1s [2] ay > Apyyy [3] an é Tp+1s [4] an Z Anirs
potom posloupnost {a,} je

[1] rostouct, [2] klesajici, [3] neklesajici, [4] nerostouct.
Diukaz. Jsou-li m, n pfirozena &isla a je-li m < n, dospéjeme po
koneéném poétu krokd k indexu n, jestlize vyjdeme od indexu m

8 postupné zvétSujeme index stile o jedniéku. TudiZ véta plyne
z transitivnfho zdkona pro nerovnosti.
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n

P#iklad 1,4. Posloupnost {(1 -+ %) } je rostouci. Podle véty 1,1
je tfeba zjistit, Ze pro kazdé n > 2 je
1 n 1 n—-1
R L (1,5)

n—1

1
JestliZe ve vété II 6,16 volime t =1 — et dostaneme

1\" 1 2 __1\" —1
(l——) > 1——neboli(n > ) > e ,
n n

n? n
a jelikoz n2 — 1 = (n + 1)(rn — 1), je
m+Dr(n—01H">(n—1)n"l=(n—1)n".a"1;

n+11\" n-1 -
+ > n _ = n ’
n (n — 1)»1 n—1

a to je pravé (1,5).

je tedy

ntl

Pfiklad 1,5. Posloupnost (l + - 'je klesajicf. Podle véty 1,1
je tieba zjistit, Ze pro kazdé n = 2 je

? n n+1l
(1+#) >(1+%) . (1,6)

n—1

1
Jestlize ve vété IT 6,16 volime t = 1 + T dostaneme

1

n

1 " .
(‘+,ﬁ—_r) >+ 25—

1 1
Aviak n2—1<n2, tedyﬁ—_—T>n—z,%‘>%

a proto

1 » 1 . 2 " 1
(1+_nﬁ) >l+?neboh(nzn_l) >n—|—

jelikoz nt — 1 = (n + 1)(n — 1), je
I > (n — 1)a(n 4 1),
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tedy

n ’ 1 n+l
(=)= ()
n—1 n
a to je pravé (1,6).
Je-li {a,} libovolna posloupnost a je-li
$,=20,, 8,=0,+a;, S =20+ ay+ ay, ...,

fikame, ze {s,} je posloupnost CdsteCnych soucta posloupnosti {a,}.

Priklad 1,6. Je-li {s,} posloupnost ¢asteénych soudtt posloupnosti
{a,}, pak jestlize {a,} je [1] rostouci, [2] klesajicf, [3] neklesajici,

. )8, - y
[4] nerostouci, plati totéZ i o posloupnosti -1 Pro uréitost uvazu-

jeme p¥ipad rostouc{ posloupnosti {a,}. Pro kazdé » mame n nerov-
nost{
O < By G < Bppyy ooy g < Bpyy s

takZe podle obecného zdkona monotonie séitani je

8, <M .Gpyy,
tedy téz
NSy + 8n < ns, + NApyy >

(n + 1) 8" < n(sn + an+1) ’
(n+1)8, <n.8ns,

Sy 8n+l

n n4+1"°
takze {—87%} je rostouef posloupnost podle véty 1,1.

Véta 1,2. BudiZ {k(n)}2., rostouct posloupnost pFirozengch &isel (t.j.
kazdy é&len posloupnosti je pfirozenym &islem). Potom pro kaZdé pfi-
rozené &islo n je k(n) = n.

Dukaz indukef vzhledem k n. ProtoZe k(1) je pfirozené é&fslo,
je k(1) = 1. Pfedpokldadejme, Ze pro urdité n je k(n) = n. ProtoZe
nade posloupnost je rostouci, je k(n + 1) > k(n), takZe podle véty
I53jek(n+1)=2kn)+1=n+ 1.

Budiz nynf {4,} zcela libovolnd posloupnost (t. j. jeji ¢leny ne-
musf byt &isla). Zvolime-li libovolnou rostoucf posloupnost {k(n)}s._,
plirozenych é&fsel a polozime-li B, = A4y, pro kazdé pfirozené &fslo
n, dostaneme novou posloupnost {B,}, o které fkame, Ze je vybrdna
z posloupnosti {4,}.
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Poznimka 1,5. NaSe definice vybrané posloupnosti nevyluduje
piipad, Ze k(n) = n pro viechna n, takZe mezi posloupnésti vybrané
z {A4,} patfi také posloupnost {4,} sama.

Véta 1,3. Je-li posloupnost {B,} vybﬁina z posloupnosts {A,}
a je-li posloupnost {C,} vybrana z posloupnosti {B,}, je posloupnost
{C.} vybrana z posloupnosti {4,}.

Dukaz. Podle pfedpokladu existuji takové rostouci posloup-
nosti pfirozenych é&fsel {k(n)}Z_,, {k,}o1, Ze Pro kazdé pFirozené ¢&islo
nje

B, = Ak(n) , Cp= Bh.. .
Potom je viak
' On = Ak(h,.) . (1,7)
Jsou-li nyni m, n ptirozena ¢&isla a je-li m < n, je h,, < k,, tedy téz
k(hy) < k(h,), takze {k(h,)}> , je rostouci posloupnost pfirozenych
tisel a z (1,7) je patrné, Ze posloupnost {C,} je vybriana z posloup-
nosti {4,}.

V&ta 1,4. Je-li posloupnost {b,} vybrdna z &iselné posloupnosti
{a,}, kterd je
[1] rostouct, [2] klesajict, [3] nerostouci, [4] neklesajict,
pak plati totéZ i o posloupnosti {b,}.

Dikaz provedme t¥eba pro rostouci posloupnost {a,}. Podle
pfedpokladu existuje takova rostouci posloupnost {k(n)} pfiroze-
nych cisel, Ze b, = ay, pro viecka n. Je-li index m men3{ neZ
index n, je k(m) < k(n), tedy @umy < Qgen), t. j. bm < by

Vé&ta 1,5. Z kaZdé &iselné posloupnosti {a,} lze vybrat monotonni
posloupnost,

Dikaz rozdélime na tfi ¢asti.

Cdst proni. Predpoklidejme, ze v posloupnosti {a,} neexistuje nej-
vétsf ¢len, ze tedy ke kazidému élenu a, existuje jiny ¢&len, ktery
je vétsi nez a,. Téch &lent vétsich nez a, musi byt nekoneéné mnoho,
nebot jinak by jeden z nich, tfeba a,, byl nejvétsi, a v celé posloup-
nosti {a,} by uz nemohl byt 8len vétsi neZ a;, coZ odporuje pred-
pokladu. Proto lze ke kaZdému indexu » uréit takovy index r, Ze

r>n, a,> @,.

Lze tedy rekurentné definovat takovou posloupnost {k(r)} p¥i-
rozenych &isel, Ze

El)=1, kn+1)>kn), aney > Qiny -
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Podle véty 1,1 je {k(n)};_, rostouci posloupnost pfirozenych &isel,
takZe poloZime-li b, = ay,,, je posloupnost {b,} vybrina z posloup-
nosti {a,}. Aviak b,,, > b,, takie podle véty 1,1 je {b,} rostouei
posloupnost.

Cdst druhd. Piedpoklidejme dile, ze z posloupnosti {a,} lze vy-
brat posloupnost {b,}, ve které neexistuje nejvétsi élen. Podle prvni
dasti lze potom z {b,} vybrat rostouci posloupnost, ktera podle
véty 1,3 je vybrana i z posloupnosti {e,}.

Cdst treti. Zbyva piipad, %e neni splnén pFedpoklad uédinény
v gasti drubé, Ze tedy v kazdé posloupnosti vybrané z {a,} existuje
nejvétsi ¢len. Je-li viak & libovolné nezdporné celé éislo, je posloup-
nost

L7 WETIJ WE PRJ S PRER
vybrana z posloupnosti {a,}, takie v ni existuje nejvétsi ¢len, t. j.
existuje takovy index r > A, %e pro viecky indexy s > & je a, < a,.
. Definujme nyni rekurentné posloupnost {k(n)};., pfirozenych &isel
takto: Nejprve zvolime pfirozené &islo k(1) tak, Ze ayy) je nejvétsi
dlen celé nasi posloupnosti

a,, @y, ag, ...

Jestlize pfi uréitém = je &islo k(n) uz definovano, zvolime pFi-
rozené &islo k(n 4 1) > k(n) tak, aby ay,,; byl nejvétdi ¢&len
posloupnosti

ak(n)+11 ak(n)+2r ak(n)+3) ore

Podle véty 1,1 je {k(n)} rostouci posloupnost pfirozenych &isel,
tak¥e posloupnost {b,} = {axn,)} je vybriana z posloupnosti {a,}.
Dikaz bude dokondéen, dokaZeme-li, %e {b,} je nerostouci posloupnost,
t. j. (podle véty 1,1) dokaZeme-li, ze pro kazdé n je

Trins) S Ontm) -

To je v8ak patrné z toho, Ze ay,) je nejvétiim &lenem uréité po-

sloupnosti, jejimz ¢lenem je také @i, 1)

Ciselnd posloupnost {a,} se nazyva omezend (nebo ohkranilend),
existuje-li takové &islo M, Ze

la,.l < M (1,8)
pro viechny indexy #n. Cfslo M je nutné kladné. Rikdme, Ze posloup-

nost {a,} je neomezend (nebo neohranifend), neni-li omezena.
Nasledujici véty 1,6 az 1,13 jsou zfejmé.

Vé&ta 1,6. Posloupnost {a,} je omezend prdvé tehdy, jestliZe posloup-
nost {|a,|} je omezend.
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Véta 1,7. Budtez {a,}, {b,} takové &iselné posloupnosti, Ze pro urdité
&islo N plati, an| = |ba| pro vdecka n > N. Je-li posloupnost
{a,} omezend, je také {b,} omezend.

Véta 1,8. Existuje-li takovy soubor koneéné mnoha éisel, Ze kazdy
Elen posloupnosts {a,} je roven nékterému z nich, je {a,} omezend po-
sloupnost.

Véta 1,9. Posloupnost vybrand z omezené posloupnosti je omezend.

Véta 1,10. Je-li {a,} omezend posloupnost a je-li ¢ libovolné é&islo, je
také {ca,} omezend posloupnost.

Véta 1,11. Je-li {a,} omezend posloupnost, je také {— a,} omezend
posloupnost.

Véta 1,12. Je-li {a,} neklesajici posloupnost a existuje-li takové
éislo H, Ze a, << H pro vdecka n, je {a,} omezend posloupnost.

V&ta 1,13. Je-li {a,} nerostouci posloupnost a existuje-li takové
éislo K, %e a, > K pro vdecka n, je {a,} omezend posloupnost.

Vé&ta 1,14. Jsou-li {a,(n)}5.,;, {@8:(n)}.qs ..., {ak(n)}y, omezend
posloupnost: (v koneéném poctu k > 0), jsou také

{a;\(n) + ay(n) + ... +.ax(n)}asy
{a(n) . ay(n) ... ax(n)}a,
omezené posloupnosti.

Diakaz. Pro 1 < r < k existuji podle piedpokladu takova kladna
&sla M,, %e |a,(n)] < M, pro viecka n. Potom je viak

|@y(n) + 2()++akn)|<M1+M2++Mk
podle vét I 58a 1 9,7 a
|a,(n) ag(n) ... ax(n)| < MM, ... M,
podle vét I 5,9 a I 8,1.
Pfiklad 1,7. Je-li 0 <a <1, je {nz"} omezend posloupnost.

1
Abychom se o tom pfesvédéili, volme ¢ = - Ve vété IT 6,16. Dosta-

Leveeft)
x® = T 4

neme

neboli
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Znésobime-li ob& strany této nerovnosti kladnym éfslem

z .
T vyjde

x

0<nx® << ——m.
1l —=x

§ 2. Nulové a konvergentnfi posloupnosti. Pojem reilného &isla

V tomto paragrafu zavedeme pojem konvergentni posloupnosti,
ktery je jednim z nejzakladnéjsich pojmi vys3f matematiky. Poéneme
nejjednodussim zvla§tnim pi{padem tohoto pojmu, totiZ pojmem
nulové posloupnosti.

Stru¢né, ale ne zcela piesné, muzeme Fici, Ze éiselnd posloupnost
{a,} se nazyva nulova, jestlize pro viecka dosti velkd » je a, pfi-
bliZzné rovné nule. Nulové posloupnosti jsou na pf.

1,?’—3-1—4—,?’F;7, 5 (2,1)
1 1 1 1
b T T T e (2:2)
100 100 100 100
— 100, — — — —
00) 2 H 3 ) 4 9 5 ’ ’ (2’3)
1 10 1
00 1000 1 (2,4)

1000 2 ’3.1000° 4 ’5.1000°° "

Slova ,,pfiblizZné rovné nule* a ,,dosti velkd n‘‘ nemaji jednoznaéné
urdity smysl a teprve kdyz fadné vyloZime, co se jimi mini, dospéjeme
k védecky spravné definici pojmu nulové posloupnosti. Cislo =
miZeme povaZovat za pfibliZzné rovné nule tfeba uz tehdy, jestlize
o7’ ale také se

muZeme dohodnout, Ze budeme povazovat za ptibliZné rovnd nule

se li§f od nuly o méné& nez 0,001, t. j. jestlize |x| <

pouze ta z, pro kterd je |z| << ——, nebo dokonce jen ta z, pro kterd

1
108’

1
jelz| < =55 o & miZeme poZadovat ]este mnohem ost¥ejif nerovnosti;

1
méame tu nekoneéné mnoho moznosti Pii ka%dé z té&chto moznosti
musf u nulové posloupnosti byt a, pfiblizné rovné nule pro véecky
dosti velké indexy, t. j. pro viecka n v&tsf nez vhodné volené pfiro-

100



zené &islo; jak volené, to zavisi jednak na tom, jak jsme pojem ,,pFi-
blizné rovné nule’ precisovali, jednak na tom, kterou nulovou
posloupnost zkouméme. -

Obecné precisujeme pojem ,,pfiblizné rovné nule* tak, Ze si zvo-
lime urdité kladné é&islo ¢ a za pfiblizné rovna nule povaZujeme ta.
¢isla z, pro ktera plati

|z] <€ neboli —e<z<e

a Zidna jind z. P¥i kazdé volbé éisla € > 0 musf byt u nulové po-
sloupnosti mozné uréit pfirozené &islo N = N(¢) tak, Ze

|an] < & pro viecka n'> N . (2,5)

Poznamka 2,1. Tim, Ze pifeme N = N(e), naznadujeme, Ze
hodnota é&isla N zdvisf na uéinéné volbé kladného éisla e.
Budiz t¥eba
1

103 - (2)6)

Pak u posloupnosti (2,1) miZeme volit N = 102 nebo si muZeme
zvolit za N jakékoli pfirozené &islo N jeits vétdi nez 103, jelikoz
podminka (2,5) zustane splnéna, nahradime-li pivodné zvolené pri-
rozené &islo N jinym vét§im. U posloupnosti (2,2) pfi volbé (2,6)
disla ¢ zase miZzeme zvolit N = 103, ale mizeme si v tomto piipadé
zvolit N mnohem mensi; nejmensi mozné N v uvazovaném piipadé
je N =10. U posloupnosti (2,3) pfi volbé (2,6) nejmens{ moZina
hodnota &isla N je N = 10°. U posloupnosti (2,4) pfi volbé (2,6)
nejmensi moZni hodnota &isla N je N = 108 nerovnost |a,| < ¢
zde sice platf uz pro vSecka licha &isla vétsf nez jedna, takZe velmi
mnoho indext # mensich nez 10° m4 tu vlastnost, Ze |a,| < &, ale
teprve pro N = 108 plati |a,| < ¢ pro vdecka n > N.

Vyslovme znovu pfesnou definici nulové posloupnosti: Cfselns
posloupnost {a,} se nazyva nulovd, jestlize kazdému éfslu ¢ > 0 lze
prifadit pfirozené &islo N = N(e) tak, e plati (2,5).

Poznamka 2,2. Definici nulové posloupnosti muzeme dat také
tento tvar. Posloupnost {@,} se nazyvid nulova, jestlize pro kazdé
e > 0 je jen konedny podet (= 0) takovych indexi =, Ze |a,| = €. -

Nisledujici véty 2,1 aZ 2,6 jsou zfejmé z definice.

Véta 2,1. Ciselnd posloupnost {a,} je nulovd, existuje-li takové pfi-
rozené &islo N, Ze a, = O pro vdecka n > N.

VéEta 2,2. Posloupnost {a,} je nulovd pravé tehdy, jestlize posloupnost
{|a,]} je nulovd.
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Véta 2,3. Posloupnost vybrand z nulové posloupnosti je nulovd.
Véta 2,4. KaZdd nulovd posloupnost je omezend.

Véta 2,5. Budief {a,}, {b,} takové &iselné posloupnosti, %e pro urcité
prirozené éislo N plati, Ze |a,| > |b,| pro vdecka n > N. Je-li posloup-
nost {a,} nulovd, je také {b,} nulovd.

Véta 2,6. Je-li {a,} nulovd posloupnost, je také {— a,} nulovd
posloupnost.

PFiklad 2,1. Posloupnost {%} je nulovd. To jsme si jiz Fekli, ale
nyn{ si podame pfesné odivodnéni. Je-li dano ¢ > 0, existuje podle

1
véty II 6,10 takové pfirozené Cislo N, ze 0 < v <& Pron >N

.1 1 s 1| 1 5

je 7<F podle véty II 6,3, tedy ’;—( = < ¢ pro viecka
n > N. Pfesné odiivodnéni, Ze posloupnosti (2,2), (2,3), (2,4) jsou
nulové, bude podino v prikladech 2,2; 2,3 a 2,4.

Véta 2,7. Je-li {a,} nulovd posloupnost a je-li ¢ libovolné ¢islo, je
také {ca,} nulovd posloupnost.

Dikaz. Pro ¢ = 0 je to disledek véty 2,1. Necht tedy ¢ # O,
takze |c| > 0. Je-li ¢ kladné &islo, je také % kladné éislo. Protoze

posloupnost {a,} je nulové, existuje takové pfirozené éfslo N, Ze pro
viecka » > N platf nerovnost

€
a,| < -—. (2,7)
|anl T
Avsak |c] > 0, takie nerovnost (2,7) je dovoleno nasobit Eislem
[c]- Protoze |c| . Ja,| = [ca,|, vyjde, Ze |ca,| < & pro viecka n > N;
tim je véta dokazana.

Priklad 2,2. Z pfikladu 2,1 plyne podle véty 2,7, ze (2,3) je nulova
posloupnost.

P#iklad 2,3. DokaZme, %e posloupnost {a"} je nulova pravé tehdy,
jestlize |a| < 1. [Volime-li a = — }, dostaneme, Ze posloupnost
(2,2) je nulova.] BudiZ pfedné |a| > 1; podle vét 1 6,1; 1 6,2; II 6,6
a II 6,8 je |a®| = 1 pro viecka n, takie posloupnost {a"} nenf nu-
lova. Pro a = 0 je {a”} nulova podle véty 2,1. Zbyva pfipad |a| < 1,
a + 0; podle vét II 6,8 a 2,2 miZeme pfedpokliddat, Ze 0 < a < 1.
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1 .
Volime-li ve vété IT 6,16 ¢t = L dostaneme, Ze pro viecka n je
14+ n 1 1 n ! — 1} >0
a = a

1 l—a
—>n—>0,
a" T a

v

1
a®

neboli

takze podle vét IT 6,2 a II 6,3 pro viecka n je

a 1
l<a" < ——m + —,
l—a n

a jelikoZ posloupnost {%} je nulova, je nulova také {1 Z i %}
podle véty 2,7, tudiz i {a"} podle vty 2,5.
P#iklad 2,4. Protoze % je nulovd, je také %} nulova
podle véty 2,7, takie posloupnost (2,4) je nulova podle véty’ 2,5,
Véta 2,8. Je-li {s,} posloupnost édsteényjch soults nulové posloup-

nosti {a,}, je také —':T" nulovd posloupnost.
Nédstin dikazu. Dejme tomu, Ze ta ¢fsla a,, pro néz n > 100,
jsou mala. Cislo

Qo1 + G2 + ... + 4, (*)
n

je pro vsecka » > 100 malé, protoze séftanci v gitateli jsou mali
a jejich soudet délime &islem n, které je v&tsi nez jejich podet. Cislo

al+a2+---+a'100 (**)

n N

miuze byt velké pro nékteréc n vétsi nez 100, ale pro dosti velikd n
bude také malé. Tedy pro dosti velkd n jsou mald obé &sla (*) i (**),

takZe je maly i jejich soudet, ktery je roven % .
Diukaz. Podle véty 2,4 existuje takové kladné éislo M, Ze
|@a| << M pro viecka n . (2,8)
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Budiz nynf dano kladné &islo e. Potom je také }e kladné é&fslo,
takZe existuje takové pFirozené éfslo N, Ze

laa] < 3¢ pro viecka n > N, . (2,9)
2MN,

Podle véty II 6,9 existuje p¥irozené ¢&islo N, > . Budiz

nyni N pfirozené &fslo vétsf nei N, i nez N,. Dokdzeme, Ze

Sn

| <¢& pro viecka n > N,

a tim budeme hotovi. BudiZ tedy n > N. Potom je predeviim
n > N, a z (2,9) plyne podle véty I 9,7, Ze
[avt1 + Gyue + .o Fa,| < de.(n — Ny) < den. (2,10)

Za druhé je vSak n > N,, tedy n > % , takze M N, < }en;

podle véty I 9,7 plyne tedy z (2,8), Ze
lay + ay + ... + ax| < MN, < }en . (2,11)
Uzijeme-li jeSté jednou véty I 9,7, dostaneme

Isﬂl = la1+a'2+ LER] + anl g |a1 +az + . + (ZNII +
+ I‘lzv.+1 + aw42 + ...+ a’nl ’

takze podle (2,10) a (2,11) je |s,] < %en + }en = en, tedy ‘%‘ <e
pro viecka n > N.
Priklad 2,6. Z véty 2,8 soudime podle pfikladu 2,1, Ze posloupnost

LL+3),30+3+3), ...

je nulova.

Véta 2,9. Budi? {a,} &iselnd posloupnost a budif {b,} nulovd po-
sloupnost kladnych éisel. Jestlife pro kaZdé pfirozené &islo k existuje
takové pFirozené Cislo N (zavislé na k), Ze nerovnost |a,| < b, plati
pro vecka n > N, je {a,} nulovd posloupnost.

Dukaz. Je-li dano ¢ > 0, existuje nekoneén& mnoho takovych
indexu k, Ze 0 < b, < &. Je-li k takovy index a ma-li ¢islo N tu vlast-
nost, ¥e |@,| < b, pro viecka n > N, je také la,| < ¢ pro viecka
n > N.

Poznimka 2,3. Smysl véty 2,9 je ten, Ze p¥i zkoumani, zda dana
posloupnost {a,} je nulova, nemusime vySetfovat, je-li podminka
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(2,8) splnéna pro vdecka ¢ > 0, nybrZ muZeme se omezit na takovid e,
ktera jsou &leny vhodné zvolené nulové posloupnosti kladnych &isel,
na pt. na takova e, kterd se rovnajf nékterému élenu posloupnosti
(2,1).

V&ta 2,10. Jsou-li {a,}, {b,} nulové posloupnosti, je také {a, + b,}
nulovd posloupnost.

Dukaz. Je-lie > 0, je také 4¢ > 0. Tedy existuji takova pfirozena
disla N, N,, Ze
laa| < 3¢ pro n > N,, |bs| <3¢ pro n>N,.
Podle véty I 9,7 je |a, + b, < |a,| + |ba] pro vSecka n a mimo

to je 3¢ + }e = ¢, takie podle véty I 5,5 bude |a, + b,| < & pro
viecka n > N, zvolime-li N > N,, N > N,.

Véta 2,11. Je-li {a,} nulovd posloupnost, {b,} omezend posloupnost,
je {a,b,} nulovd posloupnost.

Dukaz. Existuje takové M > 0, Ze |b,| < M pro viecka n. Je-li
¢ > 0, je také M-1lc > 0 podle véty II 6,2, takZe existuje takové
piirozené &islo N, Ze pro viecka n > N je |a,| < M~¢, tedy podle
vét 15,7 a I 8,1 také |a,b,| < M-le. M, t.j. asb,] < e pro viecka
n > N.

Ptiklad 2,6. Na zikladd vét 2,4 a 2,11 se z pfikladu 2,1 odvodi

indukei, Ze
1 1 1
|\ nE 0 w3

jsou nulové posloupnosti; totéZz vyplyvé jednodudeji z véty 2,5,

nebof pro k=1, 2,3, ... jeﬁ g% pro viecka: n. Jsou-li a,, a,,

@y, ... libovolné zvolena éisla, plyne z véty 2,7, Ze

SHERE RS

jsou nulové posloupnosti, z éeho% se odvodi indukei vzhledem ke &
podle véty 2,10, %epro k = 1, 2, 3, ... je.

a, @y as e
{7 Tt w ™ +7}
nulovi posloupnost.

Pfistoupime nyni ke studiu pojmu konvergenini posloupmosti,
ohléenému u% na podatku tohoto paragrafu. Strucéné, ale ne zcela
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presné, muZeme fici, Ze posloupnost {a,} se nazyva konvergentni,
jestlize pro viechna dosti velkd n se hodnoty ¢lentt posloupnosti
navzijem velmi mélo lidi. Pfesna definice zni takto: Ciselna posloup-
nost {a,} se nazyvad konvergentni, jestliZe pro kazdé ¢&islo ¢ > 0
plati, ze existuje takové piirozené &islo N = N(e), Ze

]am - a’nl <e€,
kdykoli oba indexy m, n jsou vétsi nez N.
Ptiklad 2,7. Ciselnd posloupnost {a,} je konvergentni, da-li se
urdit &islo o a pFirozené &islo N tak, Ze a, = « pro viecka n > N.
To je zfejmé.
Véta 2,12. Ka#dd nulovd posloupnost je konvergentnt.

Nastin dikazu. Pro viecka dosti velkd n se &isla @, malo lisf
od nuly, takZe se také malo lidi mezi sebou.

Diukaz. Budiz {a,} nulova posloupnost a budiz ¢ > 0. Potom je
také e > 0, takie existuje takové pfirozené ¢dislo N, Ze |a,| < &
pro viecka n > N. Podle I (%) a podle véty I 9,7 je |a, — a,| <
< |@n| + |@an] pro viecka ma viecka »; mimo to je 4¢ + 4e = &.
Tedy podle véty 15,5 je |a, — a,| <&, kdykoli m > N, n > N.

Véta 2,13. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Nastin dukazu. Pro velké indexy = se &isla a, vzdjemné lisi
o méné ne% 1, takZe je-li k libovolng zvoleny velky index, je |a,| <
< |a] + 1 pro vecky velké indexy n. Ostatnich indext » je koneény
podet, tak také k nim pifslusnd a, maji absolutni velikost zase mensf
nez urdité éislo.

Dikaz. Je-li {¢,} konvergentn{ posloupnost, existuje takové p¥i-
rozené &éislo N, Ze |a, — a,| < 1, kdykoli: m > N, n > N. Dosadi-
me-li n = N + 1, mdme |a, — ay,,| < 1, takie podle vét I 5,4 a
I 9,7 je

1@l = [(@n — Gg41) + Cpia| S |am — Gpia| + |aya| <
<layyl +1
pro viecka m > N. Je-li tedy éislo M vétsi nez kaidé z ¢isel
lasl, 1@zl -y lagls |apsal + 1,
je |a,| < M pro viecka n.
Véta 2,14. Jsou-li {a,}, {b,} dv€ konvergentni posloupnosti, je také

{a, + b,} konvergentni posloupnost.
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Nastin dukazu. Pro velkd n se vzijemné lif velmi malo jak
éisla a,, tak i éisla b,, takze pro velkd n se také &isla a, 4 b, jen
malo ligf mezi sebou.

Dukaz. Je-li e > 0, je také 3¢ > 0, takZe existuji takova priro-
zena &isla N, N,, Ze

|@m — a4 < %e, kdykoli m > N,, = > N,
|bm — b, < 3¢, kdykoli m > N,, n> N,.
Zvolme N > N,, N > N,. Je-lim > N,n > N, je

l(a‘m + bm) - (an + bﬂ)l = l(a’m - a’n) + (bm - bn)l é
é]a’m_anl +Ibm_bnl <%5+‘;‘5=3-

Véta 2,15. Je-li {a,} konvergentni posloupnost, je také {— a,}
konvergentni.

To plyne z I (9,2) a z poznamky I 7,14.

Véta 2,16. Budif {a,} neklesajici posloupnost a budiZ ¢ > 0. Necht
ka#dému pFirozenému &islu N lze pfifadit pfirozend Cisla r > N,
s> N tak, %¢ a, — a, = . Potom posloupnost {a,} je neomezend.

Nastin diakazu. Znazornime-li si ¢isla a, na &iselné ose, pak
pfi zvétSeni indexu n obraz éisla a, na ¢iselné ose se miize posunout
pouze doprava. U omezené posloupnosti je viak |a,| < M pro vlecka
n, takZe obrazy vsech a, u omezené posloupnosti jsou nalevo od
obrazu éisla M, a proto takovych posunuti doprava o délku £ nebo
o délku jesté vétdi je u omezené posloupnosti jenom koneény podet.

Dukaz. Nechf naopak existuje takové M, Ze |a,| < M pro viecka
n. Budeme definovat rekurentné posloupnost

{[k(n), h(n)]}a.s
dvojic ptirozenych ¢&isel. Nejprve zvolime é&isla k(1), A(1) tak, ze
aryy — Gy = & Jestlize pfi uréitém =z é&isla k(n), h(n) jsou uz
zvolena, pak podle pfedpokladu existuji takovad pfirozena ¢&isla r, s,
e r > k(n), s > h(n), a, — a, = ¢; polozme potom k(n 4 1) =r,
h(n 4 1) = s. Mdme nynf pro kazdé n nerovnost am — Gxm = &
protoZe & > 0, je apn) > Gy a protoZe naSe posloupnost je nekle-
sajici, je h(n) > k(n). Mimo to je vSak také k(n 4+ 1) > h(n), takie
Gns1) = Oy tedy
Bhin+1 — Cin) = D) — Diim) = € -

Z toho plyne indukei, Ze
Cm) = G + (0 — 1) e (*)
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Nebot nerovnost (*) je ziejma pro » =1, a plati-li (*) pro urdité
n, je také

Ain+1) = Cim) + [ak(n+1) — Gym)] g [ak(l) +(n—1)e] +e=
= G + ne = axpt+ [(n + 1) — 1]e.

Tim je obecnd platnost nerovnosti (*) dokdzdna. Na druhé strané
je viak M > a,,, pro viecka n, tedy podle (*)

M — apyy + € > ne,
avSak to je pro n > &', [M — ay,, + €] nemozZné.
Véta 2,17. KaZdd omezend monotonni posloupnost je konvergentni.

Dukaz. Je-li {e¢,} nerostouci, je {— a,} neklesajici podle véty
I 9,1, takZe podle véty 2,15 staéf dokazovat za predpokladu, Ze
{a,} je neklesajici omezena posloupnost. Je-li € > 0, potom podle
véty 2,16 existuje takové prirozené éislo N, kterému nelze pfiradit
r > N,s > N tak, aby byloa, — a, = ¢. Je-litedy m > N, n > ¥V,
plati obé nerovnosti a, — a, < ¢, a, — @, < & a tudiZz i nerovnost

Am — Qg| < e
{Na, zakladé pojmu konvergentni posloupnosti dospéjeme nyni
: pojmu iracionalnfho é&isla. Jak jsme uZ nastinili ve II § 9 na pfi-
kladé « = |/2, nahradime iracionalni &slo « takovou posloupnostf
{a,} racionalnich &isel, jejiz ¢leny a, se pro velké indexy » malo
li&f od iracionalnfho é&isla o [v pfipadé & = ]/2 je IT (8,6) takova
posloupnost]. ProtoZe pfi velkych n se viecka &isla a, malo lisf od
uréitého &isla o, 1i8i se mdlo také mezi sebou, t. j. posloupnost {a,}
bude konvergentni. Pfi daném « neni ovSem posloupnost {a,} jedno-
znadné stanovena; je-li {a,} jind takova posloupnost, potom pfi vel-
kych n obé &fsla a,, a, se malo lidf od téhoZ &isla o, proto se také milo
lisf jedno od druhého, a tedy rozdil a, — a, se pfi velkych n mélo
lisi od nuly. Abychom na zékladé takovych avah dospéli k védecky
pfesné definici iraciondlnich &isel, je pak jeité tieba uzit vysledkd
II § 2 o tvofeni novych pojmi abstrakei. P¥istoupime nyni k roz-
vedeni takto nastinéného programu. A
Jsou-li {a,}, {a,} dv& konvergentni posloupnosti, piSeme

{az} ~ {a:l} ’ (2,12)

jestlize {a, — a,} je nulova posloupnost. DokdZeme, Ze (2,12) je
pravidlo ekvivalence v mnoZiné vSech konvergentnich posloup-
nosti{ ve smyslu IT § 2, t. j. Ze plati zdkony II (2,3); IT (2,4); II (2,5).
Ze platf IT (2,3), t. j. Ze {a,} ~ {a,}, plyne z véty 2,1. K dikazu II
(2,4) zfejmé stali zjistit, Ze plati-li (2,12), plati také {a,} ~ {a,}-
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To plyne z véty 2,6, nebotf a, — a, = — (a, — a,) podle poznémky
I 7,14. Zbyva dokazat I (2,5). Necht tedy {a,}, {a,}, {a;} jsou tii
takové konvergentni posloupnosti, Ze plati (2,12) a {a,} ~ {a]
neboli Ze {a, — a,} a {a, — a;} jsou nulové posloupnosti. Mame
dokdzat, Ze {a,} ~ {a,} neboli Ze {a, — a,} je nulova posloupnost.
To plyne z véty 2,10, nebot a, — a, = (¢, — a,) + (a, — a,).

Véta 2,18. Jsou-li , o’ raciondlni &isla a je-li a, = «, a, = «’ pro
katdé prirozené &islo n (takZe {a,}, {a,} jsou konvergentni posloup-
nosti podle piikladu 2,7), potom plati (2,12) prdvé tehdy, jestliZe
ax=u'.

Dikaz. Jelli « = &', plati (2,12) podle véty 2,1. Je-li & + o
a poloZime-li ¢ = |x — &'|, je ¢ > 0a pro zaddné n neni |a, — a,| < ¢;
tudiz {a, — a,} neni nulovéd posloupnost, t. j. (2,12) neplati.

Pravidlo ekvivalence (2,12) v mnoZing M vSech konvergentnich
posloupnosti (jejichZ éleny jsou racionalni ¢sla) podle IT § 2 definuje
rozt¥idéni{ mnoZiny M, pfi némZ dva prvky {a,}, {b,} mnoZziny M
nalezeji do téZe tiidy pravé tehdy, jestlize plati (2,12). Kazdy prvek
{a,} mnoZiny M je konkretnim vyjadfenim urditého prvku nové
mnoziny M*, ktera vznikne abstrakef z mnoziny M. Prvky mnoZiny
M* nazveme redlnd &isla, takZe redlné &fslo v podstaté neni nic
jiného nezli tiida mezi sebou ekvivalentnich konvergentnich po-
sloupnostf s raciondlnimi éleny. Udinime v3ak uréitou dohodu, podle
které budou racionalnf d&fsla zvladtnimi p¥ipady redlnych é&isel,
podobné jako jsme v II § 3 uéinili dohodu, podle které se cela &isla
stala zvla§tnimi p¥{pady racionédlnich é&fsel. Je-li & libovolné racio-
naln{ é&islo, je podle piikladu 2,7 konvergentni ta posloupnost, jejiz
vSechny éleny jsou rovny «, a realné &islo, jehoZ konkretnim vyjadre-
nim je tato posloupnost, ztotoznime s racionilnim &fslem «. Ze jsme
k této definici opravnéni, plyne z véty 2,18, jejiZ smysl je ten, Ze
neni moZné, aby jedno a totéZz realné éislo bylo podle nasi dohody
ztotoZnéno se dvéma riznymi racionalnimi é&isly.- Pojem realnych
disel je skutednd novym pojmem proto, Ze se ukazuje, Ze jsou redlna
dfsla, kterd nejsou racionalni (t. j. kterd podle nasi dohody nejsou
ztotoZnéna s Zddnym raciondlnim &islem) a kterd se jmenuji iracio-
ndlni ¢isla. Existence iraciondlnich &isel byla v podstaté prokdzina
uz v II § 8, ale jesté sé k tomu vratime (v § 7), protoZe tehdy jsme
je8té neméli pfesnou védeckou definici tohoto pojmu.

Ka%dé konvergentni posloupnost {a,} je konkretnim vyjadienim
uréitého redlného ¢isla, které oznadime

lim a, (2,13)

fn— o

a nazveme limitou posloupnosti {a,} .
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Pozndmka 2,4. Misto pismena n muZeme oviem uZit kterého-
koli jiného pismena, tedy miZeme misto (2,13) psat

lim @, nebo lim e, a pod.
k—>o r—>o

Nejlastéji uZivame pismena n. Neni-li obavy z nedorozumséni,
muzeme psat struéné lim a, misto (2,13), t. j. ,,n — o vynechat.
Znadku lim @, éteme: limita a, pro n k nekoneénu (viz poznamku

n—ao
1,3).

Poznamka 2,5. Vyznam oznadeni (2,13) je definovdn pouze v tom
piipadé, Ze posloupnost {a,} je konvergentni.

]_ n
Piiklad 2,8. V piikladé 1,4 bylo ukazino, ie{ 1+ 7)} ie

n+l
rostouci posloupnost a v pFipadé 1,5, Ze {(1 + 7) }je klesajici

posloupnost. Jestlife zfejmou nerovnost

1<1+4 L

n

znasobime kladnym &islem (l + —717) , dostaneme
1 n 1 n+1
0<(1+—) <(1-|——) .
n n
n+l
Protoze viecky é&leny klesajici posloupnosti {(1 + —n—) } jsou

nt+l
kladné, plyne z véty 1,13, Ze posloupnost {(l + 7) } je omezeni;

n

podle véty 1,7 také posloupnost {(l + %) } je omezena. Podle véty

2,17 jsou obé posloupnosti konvergentni. Mimo to je viak

lu+1 ln 1 ln
(‘*7) ~(1+7) =;-(1+;),

. 1]. , o 5
a jelikoz {7} je nulovd posloupnost, plyne z véty 2,11, Ze

(=t~ A0e =)
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Spoleéna limita obou posloupnosti se znadi e a je ve vySSi mate-
matice velmi duleZita. D4 se dokazat, %e e je iraciondlni &islo.
Je-li « iracionalni éislo, potom vztah

lima, = « (2,14)

neznamena nic jiného, neili Ze posloupnost {a,} je konvergentni
a %e « je to reilné &islo, jehoZ konkretnim vyjadfenim je tato po-
sloupnost. Jestlize v3ak « je racionalnf &islo a jestliZe &, = & pro
ka?dé pFirozené &islo n, znamena (2,14), Ze plati (2,12), t. j. Ze {a, — &}
je nulové posloupnost. Uvidime, Ze pojem rozdflu ¢, — « a pojem
nulové posloupnosti se dé roz&ffit tak, %Ze pro libovolné redlné éislo
o« a pro libovolné racionilni a, vztah (2,14) bude znamenat, Ze
{a, — «} je nulovad posloupnost.

Poznamka 2,6. NeSkodi vyslovné zaznamenat, Ze lima, = 0
pravé tehdy, jestlize {a,} je nulovd posloupnost.

Véta 2,19. Je-li posloupnost {b,} vybrina z konvergentni posloup-
nosti {a,}, je také {b,} konvergentni a je

limb, =lima, .

Dukaz. Mame dokazat, %e {b, — a,} je nulovd posloupnost, ze
tedy kazdému e > 0 lze pfifadit takové pfFirozené ¢islo N, Ze |b, —
— a,| < & pro viecka n > N. Podle definice konvergentni posloup-
nosti viak existuje takové N (zavislé na ¢), Ze |a,, — a,| < ¢, kdy-
koli: n > N, m > N. Je-li nynf n > N, je podle definice vybrané
posloupnosti a podle véty 1,2 b, = a,, kde m > n > N, takie
|6, — @] = |@n — a,] <&

§ 3. S&itdnf a n4sobeni redinych &isel

Véta 3,1. Jsou-li {a,}, {b,} konvergentni posloupnosti, je tlaké
{an + b,} konvergentni posloupnost.

Dikaz (srov. s dikazem vety 2,10). Je-li € > 0, je také }e > 0.
Tedy existuji takova pfirozena &isla N,, N,, fe

|@m — a,| < $e, kdykoli m > N,, n > N,;
|bm — b, < 46, kdykoli m > N,, » > N, .
Pro viecka m, n je
(@n + bn) — (@a + b,) = (@n — @0) + (b — bs) ,
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a tedy
l(am + bm) - (a’n + bn)l é Ia’m - anl + lbm - bn| .
Zvolime-li ptirozené &islo N > N, N > N,, je tedy |(a, + bn) —
— (@ + b,)] <, kdykoli m > N, n > N.

Jsou-li
x=lima,, f=I1lmb, (3,1)

libovolna dvé redlna é&isla, definujeme jejich soudet « + f na zdkladé

véty 3,1 rovniei
&+ f=1lim (a, + b,) .* (3,2)
Poznamka 3,1. Je tfeba ukazat, Ze definice (3,2) je nezavisla
na volbé posloupnosti {a,}, {b,}. Jestlize viak mimo 3,1 je také
« =lima,, p=1imb,, (3,3)
jsou {a, — a.}, {b, — b,} nulové posloupnosti, a protoZe
(@an + bn) - (a’; + b;) = (@, — a’;n) + (bn - b:}) s

plyne z véty 2,10, Ze také {(a, + b,) — (a, + b,)} je nulové posloup-
nost, takze
\ lim (a, + b,) = lim (a, + b;) .

Pozrnamka 3,2. Déle je tfeba ukédzat, Ze jsou-li «, § racionalnf
&isla, splyne definice (3,2) s pavodni definici souétu « + f. To
v3ak plyne piimo z toho, Ze v daném piipadé miiZeme volit a, = «,
b, = p pro viecka n.

Véta 3,2. Jsou-lt {a,}, {b,} konvergentni posloupnosti, je také
{a.b,} konvergentni posloupnost.

Dukaz (srov. s dikazem véty 2,11). Podle véty 2,13 existujf
takova &isla M, > 0, M, > 0, e |a,| < M,, |b,| < M, pro viecka
n. Je-li € > 0, je také $ M7'e > 0, 3} Mt > 0, takZe existuji takova
pfirozena &isla N,, N, Ze za prvé |a, —a,| < }Mzte, kdykoli:
m > N,, n > N,, za druhé |b,, — b,| < }M;'e, kdykoli: m > N,,
n > N,. Zvolme pfirozené éislo N > N,, N > N,. ProtoZe pro viecka
m, n je

ambm - a’ﬂbn = a’m(bm - bn) + bn(am - a’n) ’
tedy
|@mbm — Gba| L |8m| - 1bm — ba| + |ba] - |@m — @4
jeprom > N,n >N

|@mbym — @oba] < M, .3Mile + M, 3 Mzle = ¢.
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Jsou-li (3,1) libovolna dvé redlna &isla, definujeme jejich soudin
«ff na zdkladé véty 3,2 rovnici
af = lim (a,b,) . (3,4)
Poznamka 3,3. Je tfeba ukazat, Ze definice (3,4) je nezavisla
na volbé posloupnost{ {a,}, {b,}. JestliZze v8ak mimo (3,1) plati také
(3,3), jsou {a, — a}, {b, — b,} nulové posloupnosti. Podle véty 2,13
jsou {a,}, {b;} omezené posloupnosti, takie podle véty 2,11 jsou
{a,(b, — b,)}, {br(a, — a.}) nulové posloupnosti, a protoze
aﬂbn' - a;b; = an(bn - b;) + bf’l(aﬂ - a':l) ’
je podle véty 2,10 také {a,b, — a,b,} nulovd posloupnost, takze
lim (a,b,) = lim (a_b;) .

Pozniamka 3,4. Jsou-li «, B raciondlni ¢isla, miZeme ve (3,1)
volit @, = «, b, = B pro vSecka n. Z toho p¥{mo plyne, Ze v daném
pripadé definice (3,4) splyne s ptivodni definici soudinu «f.

Pozndmka 3,5. Je-li

« = lima, (3,5)

libovolné redlné ¢&islo a je-li ¢ raciondlni &islo, je ¢ = lim ¢, jestliZe
¢, =c¢ pro viecka n, takZe z naSich definic plyne, Ze
«+c¢=I1im(a, +¢), ca=lim (ca,).
Soudet
8k=a1+0¢2+...+£xk
a souéin
Pr = 010g ... K
libovolného podtu k (k pfirozené &slo) séitanct nebo dinitelt maZeme
nyn{ i v piipadélibovolnych redlnych séitancd nebo ¢initeli defino-
vat rekurentnimi vzorei
83 = &1, k41 = Sk + Gpy1;
Pr =%, Prsr = Pr - %k41 -
Véta 3,3. Je-li
lim a,(n) = a4, lim ay(n) = «,, ..., lim ai{n) = o
(k pFirozené &islo), je také
lim [a,(n) 4+ a,(n) + ...a(n)] = &; + &3 + ... + g,

lim [a,(n) . ay(n) ... ax(n)] = x o5 ... 0.
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Dikaz indukef vzhledem ke k &tenaf snadno provede sam.

Véta 3,4. Véty 12,1, 12,2, 123,124, 125;126;12,7;12,9;
13,1;13,2,133;,13,4;,13,5;13,6;,13,7;13,8,13,9;13,11;1 3,16;
I 3,17 jsou sprdvné pro libovolnd redlnd &isla.

To plyne z vét IT 4,1, IT 4,2 a 3,3.
Je-li « libovolné redlné éfslo, definujeme opaéné éislo — & rov-
nost{
—ax=(—1).«a,
coz je v pfipadé racionalnfho « v souladu s puvodni definici.

Poznamka 3,6. Je-lli « =lima,, je — & =1lim(— a,) podle
pozndmky 3,5.

Véta 3,5. Véty 1 7,4, 17,5, 17,9 a I 8,4; jsou spravné pro libovolnd
redlnd &isla.

Dukaz. Uvét I 7,4;17,5al 84 to plyne z véty Il 4,4 podle
véty 3,3 a poznamky 3,6. U véty I 7,9 stadi podle véty 3,3 a po-
znamky 3,6 provést znovu dikaz udany na str. 47.

Véta 3,6. Jeli o redlné &islo rizné od nuly, je moiné volit {a,}
tak, 2¢e x = lima, a %e a, + 0 pro vdecka n.

Dikaz. Zvolme {c,} tak, Ze « = lim c,,. Je-li mozné z {c,} vybrat
{a,} tak, Ze a, + 0 pro viecka n, plyne nade véta z véty 2,19. To je
viak moZné vidycky, nebot jinak by bylo moino z {c,} vybrat
{b,} tak, Ze by bylo b, = 0 pro véecka »; potom by bylo lim b, = 0,
ale to odporuje vété 2,19.

Véta 3,7. Je-li o redlné &islo rizné od nuly a je-li » =lima,
existuje takové kladné raciondini é&islo c, e podet téch indexi r, pro
které je snad |a,| < c, je konecny.

Dukaz. Piedpokladejme, Ze tomu tak neni. Potom kazdé kladné
raciondlni &slo ¢ ma tu vlastnost (nazveme ji vlastnost V), Ze je
la.| < ¢ pro nekoneéné mnoho indexu r. Definujme nyni rekurentné
posloupnost {k(n)};_, pfirozenych ¢fsel takto: ProtoZe &islo 1 ma
vlastnost V, mizeme zvolit k(1) tak, Ze |ayx,,| < 1. Jestlize pro uréité
n bylo u% &islo k(n) zvoleno, uvéiime, Ze &islo (n + 1)~ ma vlastnost
V; maZeme tedy zvolit &islo k(n + 1) tak, Ze za prvé bude k(n 4 1) >
> k(n) a Ze za druhé bude |ay,4+p| < (» + 1)~1. Podle véty 1,1 je
{k(n)} rostouci posloupnost pfirozenych ¢&isel, takie posloupnost

1
{b,} = {axn} je vybrana z {a,}.Je viak |b,| < n! = - Pro viecka
n, takZe z v8ty 2,5 a z pfikladu 2,1 plyne lim b, = 0; to je viak

nemozné, nebot podle véty 2,19 je lim b, = «.
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Véta 3,8. Je-li {a,} konvergenint posloupnost, js-ira, + 0 pro viecka
n a je-li lima, + 0, existuje takové kladné Lislo p, e |a,| > p pro
vdeckan. '

To je snadny duisledek véty 3,7.

Vi&ta 3,9. Za predpokladu véty 3,8 je {a;1} konve'%gentm' posloupnost.

Dukaz. Podle véty 3,8 existuje takové racicnalnf &slo p > 0,
Ze |a,| > p pro viecka n. Podle vét II 6,2 a II 6,3 je p~! > 0,
|@q|™ < p~' pro vecka n. Je-li nynf ¢ > 0, je p%c > 0, takZe existuje
takové pfirozené &islo N, Ze |a, — a,| < p2, kdykolii m > N,
n > N. Aviak pro viecka m, n je

an Am Cyp — 0,

-1 -1 — —
a;l — a7l = — = —
it " aAnd., a,a, a,a,

’

takze prom > N, n > N je
lazt — azl| = |an| ™ . a7 . |an — @, <p7'.p7t. PP,
t.j.lazl —azl <e.

Je-li « realné &fslo rizné od nuly, zvolime podle véty 3,6 {a,} tak,
e lima, = a a %e a, = 0 pro viecka n. Podle véty 3,9 existuje
realné dislo lim a;!, které oznadime «~! a nazveme prevrdcengm
&islem k &slu «. Z definice nasobenf plyne a=!. « = 1, takze ! + 0

a &islo «~! je kofenem rovnice ax = 1. Obricené, je-li z takové
realné &islo, Ze ax = 1, je :

z=1l.z=(6¢) . 2=arl. (az) =0a"1.1 =&,

takze Cislo a~! je jedingm kofenem rovnice ax = 1. Z toho plyne,
Ze &fslo a~! je jednoznaéné uréeno éislem o (aGkoli posloupnost {a,}
nebyla jednoznaéné urcena) a ze'v piipadé racionalnfho « nova de-
finice symbolu «~! je v souladu s definic{ pavodni.

Véta 3,10. Véty I 2,8; 1 3,10 a II 5,3 jsou sprdvné pro libovolnd
redlnd &sla. '

Diakaz. Je jasné, Ze dukaz véty Il 5,3 zlistane v platnosti, i kdyz
misto ¢isel racionalnfch uvaZujeme reilnd, t. j. jsou-li &, f redlnéa
¢fsla a je-li « +£ 0, ma rovnice a .z = f pravé jeden kofen z =
= 1. fB. Volime-li 3 = 0, vychazi, Ze je-li soudin dvou reilnych
¢éisel roven nule a je-li jeden ¢&initel od nuly rizny, musf{ druhy
dinitel byt roven nule, t. j. véta I 2,8 je spravna pro redlna é&fsla.
Indukei vzhledem k poétu é&initeld se z toho snadno odvodf totéz
iovété I 3,10.
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‘§ 4. Nerovnosti mezi redlnymi Cisly

Nez prejdeme k vlastnimu obsahu tohoto paragrafu, zavedme
jedno réeni, které nam pomuZe vyjadfovat se struéné a presnsé.
Je-li V, néjaka vlastnost, kterd ma smysl pro kazdé prirozené &islo n
(pro kazdé n vlastnost V, budto je, nebo neni splnéna), fekneme,
Ze vlastnost V, je splnéna pro skoro vdecka n, jestlize téch n, pro ktera
vlastnost V, snad splnéna neni, je jenom koneény podet. (Pfi tom
neni vylouéeno, Ze vlastnost V, je splnéna pro vsecka n vibec.)
Je-li na p¥.

a,=—2,a,=—1,a=0,a,=1, a; =2 atd,, (41)

je a, > 0 pro skoro viecka n. Tedy vyrok, Ze vlastnost V, je splnéna

* pro skoro vSecka n, znamend, ze lze uréit pfirozené &islo N tak, Ze
vlastnost V, je jisté splnéna pro vSecka m > N (at jiZ pro ta =,
ktera nejsou vétsi nez N a kterych je jen konedny podet, je splnéna
¢i nent).

Pozniamka 4,1. Mame-li koneény pocet takovych vlastnosti pii-
rozenych &isel, z nichZ kazda jednotliva je splnéna pro skoro viecka
-n, je prvni vlastnost splnéna pro vsecka » > N,, druha pro vsecka
n > N, atd. Mezi koneéné mnoha éisly N,, N, atd. je jedno nejvétsi,
které oznadéime N; pro vSecka » > N je potom splnéna kaZdd z na-
8ich vlastnosti, t. j. vyrok, ze kafdd z téch vlastnosti je splnéna, je
spravny pro skoro viecka n.

Poznamka 4,2. Podle poznamky 2,2 mizeme definici nulové
posloupnosti vyslovit takto: Posloupnost {a,} se jmenuje nulova,
jestlize, at jakkoli zvolime racionalni é&islo ¢ > 0, je |a,| < ¢ pro
skoro viecka n.

Na podéatku tohoto paragrafu zavedené réeni ,,pro skoro viecka n‘’

je uZiteéné v mnohych dvahich vy3si matematiky. Naproti tomu
réenf, které nynf zavedeme, ma pouze pfechodny vyznam a nebu-
deme ho v pozdéjsim textu knihy dale uzivat. Posloupnost raciondl-
nich &isel {a,} nazveme vyrazné kladnou, lze-li udat takové kladné
racionalni ¢islo v, Ze nerovnost a, > v je splnéna pro skoro viecka n.
Z poznamky 4,2 plyne, Ze nulovéd posloupnost nemiize byt vyrazné
kladna, nebot je-li {a,} nulova posloupnost a je-li v jakékoli kladné
racionalnf éfslo, je a, < v pro skoro vsecka n, takZe nemize byt

1
&, > v pro skoro viecka n. Tedy (viz vétu 2,7) posloupnost {7}

nen{ vyrazné kladna, adkoli kazdy jeji &len je &islo kladné. Naproti
tomu posloupnost (4,1) je vyrazné kladna, alkoli ma tfi ¢leny,
které nejsou kladné.
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Viimnéme si nyni tif vlastnosti vyrazné kladnych posloupnosti.

[1] Nulovd posloupnost nemdze byt vijrazné kladnd. Toho jsme si
uZ povsimli.

[2] Je-li ¢ raciondlnt &islo a je-lv a, = ¢ pro vdecka (nebo i jen
skoro viecka) n, je prdvé tehdy {a,} vyrazné kladnd, jestlife ¢ > 0.
To je zfejmé. :

[3] Je-li posloupnost {a,} vyrazné kladnd a je-li posloupnost {c,}
nulovd, je posloupnost {a, + ¢,} vyrazné kladnd. Nebot jelikoz {a,} je
vyrazné kladna, existuje takové raciondlni v > 0, Ze

@y >0 (4,2)

pro skoro viecka n. Podle véty IT 6,11 miZeme urdit racionalnf u tak,
Ze 0 < u < v. Potom je v — u > 0, a jelikoz {c,} je nulova, plati
pro skoro viecka n nerovnost |c,| < v — u, tedy také — ¢, < v — u,
tedy podle véty I 9,1

Ca>U — V. (4,3)

Podle poznamky 4,1 jsou pro skoro viecka n splnény obé nerov-
nosti (4,2), (4,3), tedy podle zdkona monotonie séitini také nerov-
nost a, | ¢, > u. ProtoZe w > 0, je dikaz skonden.

Pojmu vyrazné kladné posloupnosti uZijeme k pFesné definici
kladného redlného éfsla. Na &iselné ose je realné éfslo &« znazornéno
uréitym bodem, ktery lezi napravo od podatku, je-li éislo « kladné;
potom mizeme na &iselné ose zvolit mezi poditkem a mezi obrazem
éisla « takovy bod, ktery je obrazem raciondlniho kladného &fsla v.
JestlizZe « = lim a,, pak pro velké indexy = leZi obrazy d&isel a,
v blizkosti obrazu &isla «, tedy napravo od obrazu é&isla v, takie
a, > v pro viecka velkd n. Tim jsme vedeni k nédsledujfci definici.

Realné &islo a = lim a, nazveme kladné, je-li {a,} vyrazné kladna
posloupnost. Je-li také « = lim a,, je {a, — a,} nulova posloupnost
a je a, = a, + (a, — a,) pro viecka n. Tedy ze [3] plyne, Ze pro
kazdé redlné « je jednoznalné uréeno, zdali je &i neni kladné (adkoli
posloupnost {a,} nen{ jednozna¢n& uréena). Je-li « racionilnf,
mizeme volit @, = « pro viecka n, takze ze [2] plyne, Ze racionaln{
¢islo je kladné podle nové definice pravé tehdy, je-li kladné podle
povodni definice. Zejména tedy &islo 0 neni kladné ani ve smyslu
nové definice, co% je vyjddfeno vlastnosti [1].

P#iklad 4,1. Budi% {a,} omezena neklesajici posloupnost kladnych
racionéalnich &isel. Podle v8ty 2,17 posloupnost {a,} je konvergentnf;
budiz « = lim a,. Zvolime-li kladné racionaln{ ¢fslo v mensi nez a,,
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je a, > v pro viecka n, takie posloupnost {a,} je vyrazné kladna
a &slo « je kladné. Na p¥. &fslo (viz pifklad 2,8)

e=lim(l+—1lz—)

je kladné, protoze [(l + %) },je rostouci posloupnost kladnych

racionalnich éisel. DokiZeme, Ze
1 n
l:lim(l——) . (*)
e n
Podle pfikladu 2,8 je totiz

1 n+l
e = lim (1 + 7)

n+1
a vBecka dfsla (1 + —:L-) jsou kladna, takze

Ly ! — tim [}
e—lm(—l)"+1—l n+ .

1+ —)

n

n n+1 B l l n+1l
n+ 1 - n+ 1 ’

. n n+l)o l n)wo
takze {(_n—|— 1 ) }Flsplynes{(l —7) }"_2.

Véta 4,1. Soulet a souéin dvou kladnych redinych éisel jsou kladnd
redind &isla.

Dikaz. Budtez « = lima,, § = limb, dvé kladnd redlna ¢isla.
Podle definice (viz té% poznidmku 4,1) existuji takova racionalni
disla w > 0, v > 0, %e pro skoro viecka n je 0 < u < @,, 0 < v < b,,
tedy podle zakona monotonie séitini a nasobeni také 0 < u + v <
< a,+ b, 0 <uv < ayb, pro skoro viecka =, t. j. posloupnosti
{a, + b,}, {a,b,}jsou vyrazné kladné, a jelikoZ » + f =1lim (a,+b,),
off = lim (a,b,), jsou &« + B, af kladna redlna &isla.

Avsak

Véta 4,2. Je-li « redlné &islo razné od nuly, je z obou &isel o, — &
privé jedno kladné.

Diakaz. Protoze &islo « + (— «) = 0 neni kladné, nemohou
podle véty 4,1 byt obé &isla &, — &« kladna, takie staéi dokdzat, ze
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aspoli jedno z nich je kladné. Podle véty 3,6 miZeme poloZit &« =
= lim a,, kde a, + 0 pro viecka n. ProtoZe a, + 0 pro viecka =,
muZeme z posloupnosti {a,} vybrat posloupnost {b,} tak, Ze budto

b, > 0 pro vsecka n, (*)

nebo
— b, >0 opro viecka n . (**)

Podle véty 2,19 je x = lim b,, tedy podle poznamky 3,6 je — a« =
= lim (— b,). Podle véty 3,7 existuje takové kladné racionalnf
&islo ¢, Ze |b,| > ¢ pro skoro vsecka n. V piipads (*) je b, > ¢ > 0
pro skoro vSecka =, posloupnost {b,} je vyrazné kladna a éislo o
je kladné; v pfipadé (**) je — b, > ¢ > 0 pro skoro vSecka =, po-
sloupnost {— b,} je vyrazné kladna a ¢islo — a je kladné.

Pravime, Ze realné &islo « je zdporné, jestlize reilné &islo — « je
kladné, coZ pro racioniln{ & souhlasi s piivodn{ definici. Cislo 0 nenf ani
kladné, ani zdporné, takie podle véty 4,2 pro kazdé realné é&islo «
nastane pravé jeden ze tif pifpadi: « = 0, « je kladné, x je zaporné.

Redlné ¢islo nazveme nezdporné, je-li budto kladné, nebo rovné
rule.

Nyni mame v8e pfipraveno k tomu, abychom zavedli pfirozené
uspofdddni{ mnoziny viech realnych &fsel, t. j. abychom pro redlna
disla o, B definovali, kdy je « << neboli § > «. Definujeme, zZe
&« < f znamena, %e ¢islo § — « je kladné. Pro racicnilni «, § je nase
definice podle véty I 9,4 v souladu s plivodni definici. Protcze
f — o = 0 znamena totéz jako « = fa protoZea — f = — (f — «),
plyne z véty 4,2, Ze pro realna &isla plati zakon trichotomie I 5,1.
Protoze y —a = (f — &) + (y — B), plyne z véty 4,1, Ze pro
redlna &isla plati transitivni zdkon I 5,2. Protcie o — 0 = a,
0 — & = — «, znamena i v oboru viech realnych éisel nerovnost
x > 0, Ze Cislo a je kladné, nerovnost o < 0, Ze éislo « je zdporné.

Véta 4,3. Véty 1 54,155,156, 157,158, 159,191al94
jsou sprdvné pro libovolnd redlnd éisla.

Dukaz. Protoze (8 + y) — (a + y) = B — «, plyne véta I 5,4
z véty 4,1. ProtoZe (f — «)y = fiy — oy, plyne véta I 5,6 z véty
4,1. Z véty I 5,4 plyne véta I 5,5a z véty I 5,6 véta I 5,7 opakovanim
diivéjsich dikazu. U vét I 5,8 a I 5,9 zlstanou v platnosti jejich
dikazy indukei podané na str. 38 a 39. Spravnost vét 19,1 a 19,4 je
zfejma.

Pro libovolné reilné &islo « poloiime: |a| = «, je-li « > 0; || =
= — o, je-li &« < 0. Tim je pojem absolutni velikosti rozsffen na
libovolna &isla tak, %e platf:

119



Véta 4,4. Vzorce 1 (7, 2); I(7,3); 1(7,4);1 (8,1)
znaménko i 1(9,1); 1(9,2);1(9,3)avéty ]I 8,1;
jsou sprdvné pro lzbovolna’ redlnd céisla.

Dukaz. Spravnost vzorcu, s vyjimkou vzorce I (8,1), je jasna.
Protoze (—a).f=a.(—f) = — («f), (— &) .(— B) = «ff, sou-
dime z véty 4,1 jednak, Ze plati véta I 8,2, jednak ze je |xff| = |«] .
.|B|. Z toho plyne, Ze vzorec I (8,1) (is pravidlem pro znaménko +)
plati pro n = 2 a jeho obecna platnost se dokaZe indukei. Véta I 8,1
.Je dusledkem vzorce I (8,1). U vét I 9,3 a I 9,6 stadi opakovat
diivéjsi dakaz.

Véta 4,5. Jsou-li x, B redlnd &isla a je-li «x < B, existuje takové
raciondlni &islo z, fe &« < z << B.

Dikaz. Budiz
« =lima,, f=I1imb,, (4,4)

takZe také § — « = lim (b, — a,). Protoze « < §, je B — « kladné
realné &fslo, takZe posloupnost {b, — a,} je vyrazné kladna, t. j.
existuje takové racionalni v > 0, Ze b, — a, > v pro skoro viecka
n. PoloZme u = }v, takZe také u je kladné racionalni é&islo a zazna-
menejme si, Ze existuje takové pfirozené &islo N, Ze

b, —a, > 4u pro vieckan > N, . (4,5)

Posloupnosti {a,,}, {6,} ]sou konvergentni takZe (protoze u > 0)
existuji takova prirozena ¢isla N,, N, Ze

|@m — @, < u, kdykoli: m > N,, n > N,;
|bm — ba] < u, kdykoli: m > Ny, n > N,. (4,6)
Zvolme nyn{ uréité pfirozené &islo k tak, Ze
k>N, k>N, k> N,.

Podle (4,5) je b, — a, > 4u; pfiteme-li na obou stranach ¢islo
a, — 2u, dostaneme b, — 2u > q, —{— 2u, takze podle véty I1 6,11
existuje takové racionalni &islo z, Ze

a, + 2u <z <b, — 2u. (4,7)
Pro v8ecka n > k mdme podle (4,6) nerovnosti
lay — @, <u, |by—b, <u,
tedy také nerovnosti

Gy — Q< u, b, —b,<u,;
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k prvni z nich pfiéteme na obou stranach &slo a, + u, ke druhé &islo
b, — 2u a dostaneme

a, +u < a, + 2u pro viecka n > k,

b, — 2u < b, —u provieckan >k,
takZe podle (4,7) je

a, +u<z<b, —u provieckan > k. (4,8)
Podle (4,4) plyne nyni z poznamek 3,5 a 3,6, Ze
z—a=1lim(z—a,), f—z=I1im(@p, —2).

Podle (4,8) je viak pro skoro vSecka n jednak z —a, > u > 0,
Jednak b — 2z > u > 0. Tedy posloupnosti {z — @u}, {b, — 2} ]sou

vyrazné kladne takZe realna &éisla z — &, f — z jsou kladnd, t. j.
a < z < B; tim je dukaz skonden.

V&ta 4,6. Jsou-li x, B redlnd éisla a je-li « < B, existuje nekoneéné
mnoho takovych raciondlnich &isel z, fe o < z < B.
To plyne z véty 4,5 stejné jako véta IT 6,12 z véty II 6,11.

Véta 4,7. Je-li o hbovolne rediné czslo existuje takové pFirozené
Cislo n, 26 —n < ax <.

Dukaz. Protoze — 1 << 0 < 1, plyne ze zakona monotonie séi-
tani, Ze « — 1 < & < &« + 1. Tedy podle véty 4,5 existuji takova
raciondlni é&isla %, v, %¢e s — 1l <u<a, a<v<a-+1, tedy
u < & < v. Podle véty 1I 6,9 existuji takova pfirozend é&isla b, k,
Ze — h < u, v < k. Je-li n prirozené ¢islo vétsf nez 2 i nei k, je
— << —h<u<oa,n>k>v>a tedy —n < ax <n.

Nyni se snadno pfenese dikaz véty IT 6,13 na pfipad libovolného
realného éisla . Celé &islo n z véty II 6,13 se jmenuje celd édst redl-
ného é&isla & a znaéf se éasto [«] nebo také E(a).

Véta 4,8. Je-li « = lima, a je-li ¢ > 0, je |a, — x| < & pro skoro
vdecka n.

Poznamka 4,3. Pro raciondlni « je ndm to znamo z § 2; pro ira-
cionalni « jsme tehdy jesté neméli definovano, co znamena |a, — «|.

Dukaz véty 4,8. Podle véty 4,5 existuje takové racionalni éislo v,
ze 0 < v < e. Polozme u = v, takie také u je kladné racionalni
&islo. Protoze posloupnost {a,} je konvergentnfi, existuje takové
piirozené ¢islo N, Ze |a, — a,| < u, kdykolii m > N, n > N.
Zvolme nyni urdity index m > N. Podle poznamek 3,5 a 3,6 je

x —a, + 2u =1lm (a, — a,, + 2u),

f—->w©

a, — « + 2u=1im (a, — a, + 2u).

n—o
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Pro n > N plati nerovnost |a, — a,| < u, tedy také nerovnosti
U>ay, — a,, U > 6, — &,. Pfiéteme-li v prvni nerovnosti na obou
strandch &islo a,, — a,, + u, ve druhé &islo a,, — a, + u, dostaneme,
%e pro viecka n > N je jednak a, — a, + 2u > u, jednak a, --
—a, + 2u > u. To znamena, Ze obé posloupnosti {a, — a,, + 2u}=_,,
{@n — @, + 2u}>_; jsou vyrazné kladné, takze reilnd éfsla « — a,, +
+ 24 =2u — (@, — &), @, — & + 2u = 2u — (x — a,) jsou klad-
na, a tedy 2« > a, — «, 24 > &« — a,, tudiz také 2u > |a, — «f.
Protoze &> v = 2u, je |a,, — «| < e pro kazdé m > N; tim je
dikaz skonéen.

§ 5. Posloupnosti redlnych &isel

Jsou-li nyni éleny posloupnosti {a,} libovolna redlna é&isla, fikame,
%e posloupnost {a,} je nulovd, jestlize pro kazdé &islo ¢ > 0 plati,
Ze existuje takové prirozené &islo N (zavislé na &), Ze |a,| < & pro
v8ecka n > N; dale pravime, Ze posloupnost {a,} je konvergenin,
jestlize pro kazdé éislo ¢ > 0 plati, Ze existuje takové pfirozené &islo
N (zavislé na ¢), Ze |a, — a,| < ¢, kdykoli oba indexy m, = jsou
vétsi nez N. .

Pozndmka 5,1. Jsou-li vecka e, raciondlni &isla, je mezi ny-
né&ji definici a definici z § 2 ten rozdil, %e nyni je ¢ libovolné kladné
realné &islo, kdeZto v § 2 jsme uvaZovali jen raciondln? &sla; na tom
v8ak nezalezi, nebot ke kazdému reidlnému e > 0 podle véty 4,5
existuje takové racionalni ¢’, e 0 << &' < &.

Poznédmka 5,2. Podobné fikdme i v pfipadé libovolnych realnych
a,, %e poslouprost {a,} je omezend, existuje-li takové realné ¢islo M,
Ze |a,| < M. Podle véty 4,7 muZeme predpoklidat, Ze M je pfi-
rozené &islo, takZe se nedostavame do rozporu s § 1, kde jsme méli
na mysli jen racionaln{ M.

Je jasné, Ze plati:

Véta 5,1. Véty 1,1; 1,4 af 1,14, 2,1 af 2,6; 2,8 aZ 2,18 jsou sprdvné
pro posloupnosts s libovolnymi redlngmi Eleny.

Jsou-li {x,}, {«,} dvé konvergentni posloupnosti realnych &isel,
definujeme vztah

{oa} ~ {aq} (5,1)

stejné, jako jsme to uéinili v § 2 pro posloupnosti s racionalnimi éleny:
(5,1) znamend, Ze {«, — «,} je nulova posloupnost. Jako v § 2 plati
i nyni, Ze (5,1) je pravidlo ekvivalence, a je patrné, ie véta 2,18
zustane v platnosti, nahradime-li slovo racionalnf slovem realny
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Je-li {«,} posloupnost realnych &isel a je-li « redlné &islo, nazveme
-islo « limitou posloupnosti {«,} a oznadime je
lim &, (5,2)
fi—>@o
nebo prosté lim «,, je-li posloupnost {«,} konvergentni a je-li {«,} ~
~ {«}P, kde {x}P znamend posloupnost (konvergentni podle pii-
kladu 2,7), jejiz vSecky ¢&leny jsou rovny éislu . Jsou-li &, dvé
redlnd &isla a je-li lim &, = &, lim a, = B, je {a,} ~ {x}P, {&n} ~
~ {B}F, a tedy {a}P ~ {B}P, takie podle véty 2,18 (se zménou
slova raciondlnf na slovo realny) je &« = f.

Je-li {x,} konvergentn{ posloupnost raciondlnich Cisel, existuje
takové realné &islo «, Ze lim @, = &« ve smyslu definice z § 2; je
tfeba dokazat, Ze lim a, = « také ve smyslu nynéjsi definice. To
plyne z véty 4,8, ktera nefika nic jiného, neZ 7e {a, — a} je nulova
posloupnost neboli Ze {a,} ~ {«}®.

Muzeme také Fici, Ze je-li {x,} posloupnost redlnych &isel a je-li
a redlné &islo, pak lim «, = a znamena, %e kazdému & > 0 lze pfi-
fadit pFirozené ¢&islo N tak, Ze |x, — a| < & pro viecka n > N.
Nebot to je totéZ jako fici, Ze lim &, = « znamena, %e {x, — «}
je nulova posloupnost; pfitom neni tfeba vyslovné predpokladat,
Ze {x,} je konvergentni; nebot {x, — «} je konvergentni podle véty
2,12, {«}? jekonvergentni podle pfikladu 2,7, a jelikoZ &, = (x, — &) +
+ «, je {«,} konvergentni podle véty 2,14.

Vé&ta 5,2. Posloupnost {«,} redlnych cisel je konvergentni prdvé
tehdy, jestlife md limitu.

Dikaz. Je jasné, Ze posloupnost, kterd ma limitu, je konvergentni.
Obracené pfedpoklidejme, %e posloupnost {x,} je konvergentni. Pro
kazdé n muZeme podle véty 4,5 zvolit racionalni é&islo a, tak, Ze

1 1
o < @, < &, + o Je tedy O<a,,—oc,,<7 pro vsecka n,

takZie posloupnost {a, — «,} je nulova podle véty 2,5. ProtoZe
a, = (a, — «,;) + «,, je {a,} konvergentni podle vét 2,12 a 2,14.
Protoze {a, — &,} je nulova, je {«,} ~ {a,}. ProtoZe {a,} je kon-
vergentni posloupnost raciondlnich é&isel, existuje takové redlné
¢islo «, Ze {a,} ~ {«}P. Tedy {«,} ~ {x}®, t. j. lim &, = «.

Vé&ta 5,3. Je-li «, = « pro skoro vdecka n, je lim «x, = x, nebot
posloupnost {x, — «} je nulova podle véty 2,1.

Véta 5,4. Je-li «, = B, pro skoro vdecka n a je-li lim «, = «,
je také lim f, = «, nebot je zfejmé, Ze je-li {x, — a} nulovi po-
sloupnost, platf totéz o {f, — «}.

123



Vé&ta 5,5. Je-li lim o, = & a je-li posloupnost {§,} vybrdna z po-
sloupnosti {«,}, je také lim f, = «.

To je totéz jako véta 2,19; tehdy jsme méli na mysli pouze po-
sloupnosti s racionidlnimi éleny, ale pro pfipad libovolnych reialnych
dlent plati tyz dikaz. Je vSak nynf mozné dokazovat jednoduseji:
jelikoZ lim «, = «, je {&, — a} nulovd posloupnost, takZe podle
véty 2,3 také {f, — «} je nulova posloupnost, tedy lim f, = «.

Vé&ta 5,6. Monotonni posloupnost md limitu prdvé tehdy, jestlife
je omezend.

To plyne z vét 2,13; 2,17 a 5,2.

Véta 5,7, Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat posloupnost,
kterd md limstu.

To plyne z vét 1,5; 1,9 a 5,6.

Véta 5,8. Je-li lim &, = &, lim 8, = B, je také

lm (6 4+ fa) = a + B, lim (anfa) = af.

Dukaz. Posloupnosti {«, — &}, {f#, — B} jsou nulové; protoie
(%n + Ba) — (¢ + f) = (&0 — &) + (Ba — B), je také {(x, + Bn) —
— (&« 4+ B)} nulova posloupnost podle véty 2,10. Posloupnost {«,}
je omezend podle véty 2,13; tedy posloupnosti {«,(f, — B)} a
{Béx, — a)} jsou nulové podle vét 2,7 a 2,11. Protoze

o‘nﬂn - aﬂ = an(ﬂn - .B) + ﬂ(“n — o),
je také {«,8, — af} nulova posloupnost podle véty 2,10.

Poznadmka 5,3. Z véty 5,8 se odvodi indukei, Ze véta 3,3 plati
pro posloupnosti s libovolnymi redlnymi éleny.

Véta 5,9. Je-li lim &, = «, je také lim (— o,) = — «.

To plyne z véty 2,6, nebot — «, — (— &) = — (5, — &).

Véta 5,10. Je-lilim «, = a a je-lt y redlné éislo, je také lim («,+y) =
= a + 9, lim (yx,) = yx.

To plyne z vét 5,3 a 5,8.

Vé&ta 5,11. Budif lim «, = «. Je-li « < B, je a, < f pro skoro
vdecka n. Je-li x > y, je a, > y pro skoro viecka n.

Dikaz. Protcie o << 8, je p — « > 0, takZe pro skoro vSecka n je
| — x| < B — «, tedy &, —a < f — &, tedy a, < f. Protoze
a > y,jex —y > 0, takie pro skoro viecka n je |a, — a| < & — y,
tedy « — o, < x — 7, tedy — &, < — y, & tedy a, > .

Véta 5,12, BudiZ lim o, = «. Je-li x, = B pro skoro véecka n, je
& > B. Je-li a, < y pro skoro véecka n, je x X y.
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Dikaz. Kdyby nebylo « = B nebo kdyby nebylo &« < y, bylo by
o < B nebo &« > y. Podle véty 53.11 by pak bylo «, << f nebo &, > ¥
pro skoro viecka 7 a to je nemozné.

Véta 5,13. BudiZ lim o, = «, lim f, =, « < f. Pak je a, < B,
pro skoro véecka n.

Dukaz. Podle vét 5,8 a 5,9 je lim (8, — x,) = — &« > 0, takZe
podle véty 5,11 pro skoro viecka n je i, — o, > 0 neboli a, < f,.

Véta 5,14. Budif lim a, = «, lim 8, = B. Je-li «, < 8, pro skoro
véecka n, je o < 8.

Dukaz. Podle vét 58 a 5,9 je lim (8, — «,) = f — «; aviak pro
skoro viecka » mame 8, — «, = 0, takZe podle véty. 5,12 je § — & =
> 0 neboli &« < B.

Véta 5,15. Je-li lim «,, = «, je také lim |o,| = |«]|.

Dikaz. Pro « = 0 to plati podle véty 2,2. Je-li « > 0, je podle
véty 5,11 «, > 0 pro skoro vSecka n, tedy |x,| = «, pro skoro
viecka n, takie podle véty 5,4 je lim |a,| = & = |&|. Je-li & < 0,

je podle véty 5,11 «, < O pro skoro v3ecka =, tedy |o,| = — &,
pro skoro vSecka nstakZe podle vét 5,4 a 5,9 je lim |a,| = — & =
= |al.

Véta 5,16. Budif lim a, = «, &« + 0, a pro vdecka n budif x, + 0.
.o 1 1
Pak je lim — = —.
&n o
Dikaz. BudiZ nejprve &« > 0. Pak je % < «, takze podle véty

5,11 pro skoro viecka n mame o, > ‘% > 0, tedy také on, > % >
> 0. Podle vét IT 6,2 a II 6,3 je tedy

1

Ko q

0 <

2
< —; pro skoro viecka n.
&

1 . .
Z toho soudime snadno, Ze posloupnost {— p” }.Je omezena.
' n

AvSak {«, — «} je nulova a pro viecka n je

L1 )
% x  aa, Xm T %)

1 1
takZe podle véty 2,11 posloupnost {a__?} je nulova; tim je pro
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&« > 0 dikaz skonéen. Pro &« < 0 je — « > 0, a podle véty 5,9 je

lim (— &,) = — a, pfi ¢emz — &, + 0 pro vSecka n. Tedy podle
[ e e , . 1 1
dokondené ¢asti dikazu mame hm( S ): — > @ protoZe
l 1 1

1 ' 1 1
T y T = )] d éty 5,9 takélim — = —.
Xnp — &g [.2 — X Je po le very o, aké lim x, x

§ 6. Odmocniny

Definici I (6,1) mocniny, jejimZ exponentem je pfirozené &islo,
jakoz i definici I (6,2) mocniny s exponentem 0 ponechivame beze
zmény i pro piipad, Ze zdklad a je libovolné reilné é&islo. Véty
16,1;164;1I86,5I86,6, které jsou dusledky obecné platnych za-
kontu nasobeni, zistanou v platnosti. Je-lia + 0, je a™ %0 pro kazdé
pfirozené ¢islo n v dusledku definice I (6,1) a véty I 3,10, kterd je
spravna pro libovolné realné initele. V diasledku véty II 5,2, kterd
zlstava spravnou pro redlnd &isla, je pro 11bovolné redlné a + O
(a libovolné piirozené &islo n)

(@a*)! = (a~1)"

[viz IT (5,4), kde jsme méli na mysli raciondini zdklad a] a toto
¢islo definujeme jako mocninu a-" se zipornym celym exponentem
— n. Véty II 5,4; II 5,5 a II 5,6 zistanou v platnosti, jestliZze slovo
racionalni nahradime slovem redlny, jak je patrné z jejich dikazi;
totéz plati o vzorei IT (5,16). RovnéZ je jasné, Ze v oboru redlnych
disel zustanou spravné i véty IT 6,4; II 6,5 (i s poznamkou II 6,6);
II 6,6 a ITI 6,7; je to opét patrné z jejich dikazi.

Vé&ta 6,1. BudiZ lim a, = «. Potom pro kaZdé nezdporné celé k je
lim at = o* .
R—0©

Dukaz. Je-li k = 0, je akt = 1 pro viecka n, o* = 1, takze pro
k = 0 nase véta plyne z véty 5,3. Je-li k pfirozené &islo, je nase véta
podle definice I (6,1) zvld¥tnim pi{padem véty 38,3 (viz poznidmku
5,3).

Vé&ta 6,2. Budif lima, = « + 0, a, + 0 pro vdecka n. Potom pro
kaZdé celé k je lim ok = ok .
fn—->x
.Dukaz. Pro k = 0jeto obsa,zeno ve v&té 6,1; piipad k& < 0 plyne
z vét 5,16 a 6,1.
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Véta 6,3. Je-li ¢ kladné redlné C&islo, k pfirozend &islo, existuje
prdvé jedno takové kladné redlné &islo «, Ze o* = c.

Poznamka 6,1. Je-li 0 < & < B, je & < f* podle véty II 6,5,
takze nemuZe byt zaroveh of = ¢, f* = c. Stali tedy dokazat, Ze
existuje aspoii jedno takové & > 0, Ze a* = c.

Prvni diakaz. Podle véty II 6,17 najdeme nejprve kladné
raciondlni &islo b tak, Ze b* < ¢, a potom ke kazdému pfirozenému

3

. L, . . 1
¢islu = kladné raciondlni &islo a, tak, Ze ¢ < ak <c¢ + o Pro

viecka n je 0 < af —¢ <% takZze podle véty 2,5 je {a%t — c}®_,
nulové posloupnost, a tedy

lim ¢t =c. (6,1)

n—-ro

DokaZeme, %Ze posloupnost @, je konvergentni. BudiZz ¢ > 0; mame
dokdzat, Ze existuje takové pfirozené &fslo N, Ze

|am — @, <€, kdykoli: m > N, n> N. (6,2)

Podle véty 4,7 najdeme N tak, aby bylo (ek.b*!)-! << N, takze
ek . b*1 > N-! podle véty II 6,3, a tedy

e> N-1 . (kb1 (6,3)

Budiz m > N, n > N; protoze |a, — a,| = |a, — a.| 2 protoZe
pro a,, = a, nerovnost (6,2) je zfejma, miZzeme piedpokladat, Ze
a, > a,, takie miZeme poloZit a,, = ta,, kde t > 1. Podle véty
II 5,6 je a* = tkak, tedy

ay, — ag = af(t* —1). (6,4)
Podle véty II 6,16 je t* — 1 > k(t — 1), tedy (jelikcZ a* > 0) podle
(6,4) a% — ak = >k a"(t —1).

Aviak ak = a" -1, a,(t—1)=a, — a,, takie

a,:n - a’: 2 k. ak_l(am - a’ﬂ) . (6’5)
1
Protoze at, < c¢ + < + Ni (viz vétu II 6,3)

1
a protoze a¥ > ¢ (tedy — af < —¢), je af, —ag <¥ .Mimo to je
0 < b* < ¢ < af, takie 0 < b < a, podle poznamky II 6,6, tedy
0 < b*1 < gk1 podle véty II 6,5 (rovnost nastane pouze pro
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k=1), a tedy téz b*'(a, — a,) < a*a, — a,), nebot a, —
— a,> 0 (protoze a,, > a,). Tedy z (6,5)
)
%> k.b*Ya, —a,) >0,
a%s st
a protopgd , b¥~! > 0, dostaneme z (6,3) 0 < a,, — a, < & tim je
dukaz (6,2) ‘dokongen.

Posloupnost {a,} je tedy konvergentni, takie existuje reilné
éislo « = lim a,, pfi demz « > b > 0 podle véty 5,12, nebot a, > b
pro viecka n. Tedy « je kladné é&islo a lim a, = «; podle véty 6,1
je lim a* = «* a porovndme-li s (6,1), dostaneme o* = c.

n—-@o

Druhy dukaz. Podle véty 4,7 existuje takové ptirozené éislo M,
7e ¢.<< M. Potom je M*! pfirozené d&islo, tedy M* -1 > 1, takie
Mk=M.M12> M, tedy ¢ < M. Je-li n libovolné pfirozené
¢éislo, uvaZzujeme posloupnost

e

Prvni élen posloupnosti (*) je roven nule, je tedy mensi neZ ¢. V po-
sloupnosti (*) je viak také élen
k
nMy M
n »
ktery je vétif nez c. Z toho plyne, Ze existuje takové nezaporné celé
&islo r (zavislé na n), Ze

) e <)

¥ T .
Poloime a, = = takze

l k
at < ¢ < (a,,—}— —) . (6,6)

n

Mimo to je z nadf Gvahy patrné, Ze 0 < a, < M pro viecka =,
takZe posloupnost {a,} je omezena a lze z ni tudiZ podle véty 5,7
vybrat konvergentni posloupnost {b,} = {au}, kde h(r) = n pro

1
viecka n podle véty 1,2, takie (viz vétu IT 6,3) &, + — = Gam) T

a tedy podle véty II 6,5 také

k 1 k
(b T ) (“"‘"’* (n))'

1
[ h(n) H
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Podle (6,6) je tedy

k
bﬁ§c<(bﬂ+—;) . 6,7)
Posloupnost {b,} je konvergentni; budiZ limb, =«, '~ ¢ x>0
podle véty 5,12. Podle véty 5,8 (viz téz poznamku 2 , je také

k
lim (b,, + :L) = . Podle véty 6,1 je nyni lim b% = lim (b + —1—) =

= ok, takZe z nerovnosti (6,7) plyne podle véty 5,12, 7e a* < ¢ < ok,
tedy o* = c. Protoze « > 0, 0¥ = 0 < ¢, je oc>0
Véta 6,3 vede k definici n-té odmocniny. Je-li ¢ = 0 a je-li n pFi-

rozené &islo, nazveme n-tou odmocninou ¢isla a a oznaéime Va to
n N
&islo &« = 0, pro které je o™ = a. Jelikoz 0* = 0,je l/O = 0, kdeZto pro
n

a> 0je VE to kladné &islo &, pro které je a™ = a. Cislo a se jmenuje
zdklad neboli odmocnénec, pfirozené &islo n odmocnitel n-té odmocniny

VE nezaporného realného é&fsla a. Symbol ?E jsme tedy definovali
pouze pro a = 0; je-li @ = 0, potom rovnost VE: x znamena, Ze
plati rovnost «™ =za, a %Ze mimo to je & = 0. Z¥ejmé i/t;= a pro
kazdé a = 0; misto V(_l- se obydejné pise kratdeji VE.

Poznamka 6,2. Je-li pfirozené &islo n sudé, potom pro a > 0
existuji dvé vizna redlnd &isla, jejichi n-t4 mocnina je rovna a;
N n

n
jednim z nich je kladné &islo |/a, druhym pak zdporné &islo — Ve
adkoli je (— 2)2 = 4, pfece neni V4 = — 2. Je-li pfirozené ¢islo n
liché, potom pro kazdé reé,lné a existuje pravé jedno takové realné «,

Ze a" = a; pro az0jex= Va pPro a < 0 v8ak v této knize neuii-
vame symbolu ]/a,, nybrz piSeme & = — l/ja]

A — n_
V&ta 6,4. Pro ka%dé pfirozené &islo n je Vo =0,]J1=1.

Dukaz. Cisla 0 a 1 jsou nezdporna a jest 0 = 0, 1» = 1.
Dikazy nasleduﬂcich t¥i vét se opiraji o véty II 5,5; II 5,6 a

o vzorce 0 = 0, VO = 0 (n prirozené d&islo).
n n k
Véta 6,5. Jsou-li n,k pfirozend &isla a je-li a > 0, je |a* = (VE)
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n
Dukaz. Budiz [a = a, tedy o > 0, a” = a. Potom je a* > 0,
(k)" = kP = x* = (x")* = g*, tedy ng = ok,

in

Véta 6,6. Jsou-li n, k pfirozend Cisla a je-li a > 0, je V]/a = V..

Dukaz. Budiz Va_= x, tedy & = 0, a** = a. Potom je a* > 0,

—
(x¥)® = a, tedy l/a = ok, takze Vl/a, = .

Véta 6,7. Je-li n pfirozené Cislo a je-li a >0, b > 0, je Ja . |6 =

n .
= |/ab.

ﬂ__ ﬂ_

Dikaz. Budii [a=«, [b=8, tedy a >0, $ 20, a® =aq,

p* = b. Potom je aff =0, (af)" = amf” = ab, tedy |/ab = «p.

n n -1
Véta 6,8. Je-li n pFirozené &islo a je-li a > 0, je [a=T = (I/E)

n
Dukaz. Budiz VE: x, tedy o« > 0, " = a. Potom je «~1> 0,
n B .

(a71) = (&™)~ = a1, a tedy |/aT = a~l.
. n_ ﬂ_
Vita 6,9. Je-li n pfirozené &islo a je-li 0 < a < b, je Ja < /6.

n
Dikaz. Pro ¢ = 0 je ndm to zndmo. Budiz 0 < a < b, & = |/a,

n
=Vb_. Potom je «a > 0, > 0, a® =a, " =0b, tedy o™ < 7,
takZe « < f podle poznamky IT 6,6.

Véta 6,10. Jsou-li m, n pmrozena czsla a je- lz a>1 m<n, je

Va>l/a 7ehv$‘ak0<a<l m < n, 7eVa<]/a

m
Dikaz. Budiz Va = «, l/a =f, tedy «a >0, >0, a™ =a,
g™ = a. Podle véty I 5,5 je a™" = a®, p™" = a™. Protoze m < n,
Plyne z véty I1 6,7 v pfipadé a > 1, Ze a™ < a™ neboli ™" < ™",
a v piipadé 0 < a < 1, Ze a™ > a” neboli ™" > a™". Tedy podle
poznamky II 6,6 je v prvnim pfipadé § < «, ve druhém f > «.
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Véta 6,11. Je It k pmrozene éislo a je-li lima, = «, a, = 0 pro
vdecka n, je lim Va = ]/oc

f—>on

k
Poznédmka 6,3. Podle véty 5,12 je « > 0, takZe &fslo }/a mime

definovano.
k

k .
Dukaz. Polozme Va =b,, ]/; = B, takze: b, = 0 (pro vSecka n),
B = 0, lim bk = g* BudiZ ¢ libovolné dané kladné ¢&islo. Mame do-

n—>m
kazat, Ze pro skoro viecka n je jednak
bp<pf+e, (6,8)
jednak .
bn > ,B — E. (6’9)

Protote 0 < f < f + ¢, je f* < (B + ¢)* podle vét II 6,4 a II 6,5;
aviak g* = hm bk, takZe podle véty 5,11 existuje takové pfirozené

éislo Ny, Ze pro véecka n > N,jeb® < (B + ¢)*; tedy podle poznamky
IT 6,6 také (6,8) plati pro viecka n > N,. [Je-li b, = 0, je nerovnost
(6,8) zfejma.] Je-li f — € << 0, je nerovnost (6,9) ziejma. Jo-li § —
—e20, je (B — &) < B* podle vét II 6,4 a II 6,5, a protoze f* =
= lim bk, existuje podle véty 5,11 takové pfirozené éislo N,, Ze pro
fn—->ax

viecka n > N, je b® > (B — ¢)*; tedy podle poznamky II 6,6 také
(6,9) plati pro viecka n» > N,

§ 7. Existence iracionélnich Eisel

Iraciondlni &islo &« jsme definovali v § 2 pomoef posloupnosti
{a,} racionalnich ¢isel, ktera je konvergentni, ale v oboru racional-
nich &isel nema limitu. [P¥i tom dvé takové posloupnosti {a,},
{b,} definovaly totéZ iraciondlni &islo pravé tehdy, jestlize bylo
lim (@, — b,) = 0.] Existence iraciondlnich ¢&isel neni pfimym du-
sledkem zvolené definice, plyne viak z toho, Ze jsme dokéazali v II
§ 8, Ze v oboru racionalnich &isel Zddné kladné &islo « nem4 vlastnost
o? = 2, kdeZto po pfipojeni iracionalnich ¢fsel podle véty 6,3 takové
« existuje. Existenci iracionalnich disel lze prokazat mncha jinymi
zptisoby; jeden zajimavy dikaz uvedeme v tomto paragrafu.

Zavedme nejprve jedno oznadenf, kterého uzijeme pouze na tomto

misté. Je-li %— elementarni zlomek, takze a, b jsou celd éisla, b > 0,

nazveme jeho vydkou &fslo |a| (je-li |a] > b), &islo b (je-li b > |aj),

* .. 131



a jsou-li si rovna obg &isla ||, b, je jim rovna i vyska. Vyska kazdého
elementarniho zlomku je tedy prirozené ¢éislo. Je-li k dané pfirozené

&islo, potom elementarni zlomek % ma vySku < k pravé tehdy,
je-li ditatel @ roven jednomu z 2k 4 1 éisel 0, 41, 4+ 2,..., + k
a zaroveli jmenovatel roven jednomu z k &isel 1, 2, ..., k; polet

takovych elementarnich zlomku je (2k + 1) k. Nékteré z téchto
elementarnich zlomkd mohou mit vysku mensf nez k; jejich pocet
je roven [2(k — 1)+ 1]J(k — 1) = (2k — 1)}(k — 1) [i pro k=1,
nebot (2k — 1)(k — 1) = 0 pro k = 1]. Zbyva

2k + 1)k — (2 — 1)(k — 1) — 4k — 1

elementarnich zlomk, jejichz vySka je rovna k. Jsou tedy 3 ele-

., Y .y — o 1 ., (o,
mentirni zlomky vysky 1, totiz T T ddle 7 elementdrnich
R . 2 2 1 01 2 2
zlomki vysky 2, totiz — T T T YT potom 11 ele-

mentarnich zlomkt vysky 3 atd. Snadnymn diusledkem této uvahy je:

Véta 7,1. Existuje takovd posloupnost, Ze kaidé raciondlni &slo je
rovné nékterému Elenu této posloupnosti.

Nebot podle pfedchazejicich uvah existuje posloupnost, jejiz
Pprvni t¥i éleny davaji viechny elementirni zlomky vysky 1, dalsich
7 dlent ddva viecky elementarni zlomky vysky 2, potom pfijde
11 elementérnich zlomka vysky 3, 15 elementarnich zlomku vysky 4
atd. Je pak tfeba pouze kazdy elementirni zlomek % nahradit

T ; a . o v . ¥
racionalnim &islem {? ; pfitom miZeme pfedpoklddat, Ze pro danou

vysku k piislusna racionalni &sla jdou jedno po druhém v pfiroze-
ném usporadani. Tim dostaneme zcela urditou posloupnost {«,}, ve
které je kaZdy dlen raciondlnim &islem, pfi éemZ obracené kazdé
racionalni ¢&islo je rovno nekoneéné mnoha é¢lentim posloupnosti
{a,}, nebof k libovolng danému raciondlnimu éislu o existuje ne-

koneéné mnoho takovych elementirnich zlomku —Z—, ze o = % .

.Je zfejmé, %e z posloupnosti {«,} lze vybrat posloupnost {f,} tak,
-Ze kazdé raciondlni éislo je rovné pravé jednomu élenu posloupnosti
{Bn}. Snadno se zjisti, Ze prvnich 50 &lent posloupncsti {.} je

_1’0111—2)_%;%)2%_3:_%7_%,

_%)%y'g)%,:;)_4)—'3)—%7_%’)%’
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%:%:4,'—51—%,_5)—%;_%‘,_ 7_%,

- HHH5L 44555 —6
4 - bbb LE6 T — % — 1
Nyni je v3e pfipraveno k tomu, abychom mohli vylozit slibeny
novy dukaz existence iraciondlnich ¢fsel. Podle véty 7,1 muZeme:
zvolit &iselnou posloupnost {«,} tak, aby kazdé racionalni &slo
bylo rovné asponi jednomu é&lenu této posloupnosti. Zvolme nynf
dvé takova raciondlnf é&isla ¢, v, Ze t < r; dokaZeme, Ze existuje
takovéiracionalni &fslo «, Ze t < & < 7. Zavedeme rekurentné dvé
posloupnosti {a,}, {b,} racionalnich &isel takto: Nejprve zvolime
a, =t, b, = 7, tak¥e a; < b,. Jestlize pfi uréitém » u% byla zvolena
racionalnf ¢isla a,, b, tak, Ze a, < b,, pak zvolime nejprve racionalni
dislo a,,, tak, aby bylo e, < a,,; <b,, potom raciondlnf{ ¢islo
b1 tak, aby bylo a,,, < b,,, < b,. Z véty II 6,11 je patrné, ie je
to proveditelné; je dokonce mozné to provést rozmanitymi zpisoby;
podrobime volbu &isla a,,, jesté jedné podmince. Jestlize totiz pri
uvazovaném n je snad
Qp < 06, < b,, (7,1)

kde {«,} je vySe zvolend posloupnost, pak volime a,,, = x,, coz
za pFedpokladu (7,1) je v souladu s tim, co dosud bylo Feéeno.
Jestlize pfi uvazovaném = neplati (7,1), pak neklademe Zidnou
dalsi podminku na volbu éisla a,.,,.

Jelikoz a, < @,4q, bopq < b, pro viecka =, plyne z véty 1,1, ze
posloupnost {a,} je rostouci a posloupnost {b,} je klesajici. Mimo
to pro viecka n je a, < b, tedy také @, < b,, t. j. posloupnost
{a,} je omezena. Tedy podle véty 5,6 existuje redlné éfslo

« = limq, . (7,2)

Je-li n libovolné zvolené pfirozené &slo, potom pro skoro viecka pfi-
rozend k mame a, < a, < b,, takZe podle véty 5,12 pro kazdé n je
a, < « £ b,. Protoze n je libovolné, je také @, < o X b,y,y, &
jeito a, < Qni1 < bn+1 < bm je

a, <a<b, (7,3)

pro viecka n. Zejména je a, << « << b, neboli t < x << 7, takZe zbyvd
jenom dokazat, %e &éislo &« je iracionalni. Pfedpoklddejme naopak,
Ze « je racionilni. Podle definice posloupnosti {«,} existuje takovy
"index %, %6 « = «,. Pro tento index » pak ze (7,3) dostaneme (7,1),
takie podle vyse vyslovené podminky na volbu &sla a,,, mame pro
uvaZovany index n: a¢,,, = «. Toje viak nemoZné, nebot (7,3) plati
pro libovolny index, takZe je také a,,; < a.
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Pravé dokondeny dikaz existence iracionalnich éfsel dokazuje ve
skutednosti mnohem vic. Nekonednou mnozinu M (sloZenou z jakych-
koli prvkil) nazveme spocetnou, existuje-li takova posloupnost {«,},
ze kazdy prvek mnoziny M je roven nékterému &lenu této posloup-
nosti; nekoneénou mnoZinu M nazveme nespocetnou, jestlize neni
spodetna. Na zakladg této definice mizeme vétu 7,1 znovu vyslovit
takto:

Véta 7,2. MnoZina vdech raciondlnich isel je spodeind.

N4&s dikaz existence iracionalnich &isel mifeme nyni doslova
opakovat s tim rozdilem, Ze misto mnoZiny vSech racionalnich é&isel
vezmeme libovolnou spobetnou mnoZinu redlnych &isel. Vyjde

Vé&ta 7,3. Mnofina vdech redlnijch é&isel je nespoletnd.
Kdyby mnoZina v3ech iraciondlnich &isel byla spodetnd, existo-
valy by takové dvé posloupnosti

Byy Koy gy « o ny

ﬂll .Bz» .Ba- e

e by kazdé racionalni éislo bylo rovno nékterému é&lenu prvni a
kazdé iraciondlni &islo nékterému élenu druhé posloupnosti. Potom
by vSak bylo kazdé realné &islo rovno nékterému é&lenu posloup-
nosti

oy, B1y %, Bay 3, Bas - -

a to je nemoZné. Tedy plati:

Véta 7,4. Mnofina vdech iraciondlnich &isel je nespoletnd.

§ 8. Dedekindovy fezy -

MnoZinu vSech redlnych disel budeme v tomto paragrafu znagéit R.

Nazveme Dedekindovym fFezem dvojici mnozin [4, B] takovou,
%e A, B jsou dvé neprazdné disjunktni mnoziny, jejichZ sjednocenim
je mnoZina R, pfi éemz se pfedpoklads, ze plati tyto tfi vlastnosti:

[V.] Je-li x prokem mnofiny A, y prvkem mnofiny B, je x < y.

Vo] Jsou-li z,, x, raciondlni &sla takovd, fe x, < x,, pak jestliZe
x, ndlefi do A, také x, ndleZi do A.

[V, Jsou-li y,, y, raciondlni &isla takovd, Ze y, < y,, pak jestliZe
Yy, ndleti do B, ndleéi do B také y,.
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Dokizeme, Ze v8echny t¥i vlastnosti [V,], [V,], [F5] jsou navzijem
ekvivalentni, t. j. je-li splnéna jedna z nich, jsou splnény vsechny tfi.
Stadi dokdzat za prvé, ie z vlastnosti [V,] plyne vlastnost [V,],
za druhé, Ze z vlastnosti [V,} plyne vlastnost [V,], za tieti, Ze z vlast-
nosti [V,] plyne vlastnost [V,].

Necht plati [V,]; mdme dokazat [V,]. Jsou-li z,, z, takovd raciondl-
ni ¢isla, ze #, < z, a Ze x, nalezf do A, mame dokazat, Ze také z,
naleif do 4. Kdyby, viak naopak z, ndleZelo do B, pak by podle
pfedpokladané vlastnosti [V,] bylo z, < x,, a to je nemoZné.

Necht plati [V,]; mame dokazat [V,]. Jsou-li y,, ¥, takova raciondln{
&isla, Ze ¥, < y, a %e y, ndlezi do B, mame ddkazat, Ze také y, ndleii
do B. Kdyby v8ak naopak y, nédleZelo do 4, pak by podle pfedpo-
kladané vlastnosti [V,] do A4 nalezelo také ¢&islo y,, které je mensi
nez y,, a to je nemozné.

Necht plati [V,], mame dokazat [V,]. Jsou-li z, y takova racionalni
disla, Ze x naleif do 4, y do B, mame dokazat, 7e z < y. Kdyby
tomu tak nebylo, pak protoie mnoZiny 4, B jsou disjunktni, bylo
by y < z. Jeito y naleif do B, ndlezelo by podle pfedpoklidané
vlastnosti [V,] do B také &islo z, které je vétdf neZ y; to je viak ne-
mozZné.

Zvolme raciondlni &islo « a oznaéme [1] 4, mnoZinu viech racional-
nich &isel z < «, [2] B, mnoZinu v8ech raciondlnich &isel y > o.
Je patrné, Ze [4,, B,] je Dedekindiv fez a Ze « je nejvétsim d&islem
mnoZiny A4,; z véty II 6,11 plyne, Ze v mnoZiné B, neni Zidné &islo
nejmensi. Obracens, je-li [4,, B,] takovy Dedekinduv Fez, %Ze v mno-
ziné A, existuje nejvétsi &fslo «, je jasné, Ze 4, je mnoZina vSech
téch racionalnich é&isel z, pro ktera plati z < «, B, mnoZina v3ech
téch raciondlnich ¢éfsel y, pro ktera plati y > «.

Zvolme opét racionalni éislo o« a oznaéme: [1] A, mnoZinu viech
raciondlnich é&isel ¢ < «, [2] B, mnozinu "viech raciondlnich &fsel
y = «. Je patrné, e [4,, B,] je Dedekindiav fez a %e &« je nejmensim
éislem mnoziny B,; z véty II 6,11 plyne, Ze v mnoziné 4, neni
zadné &islo nejveétdim. Obracené, je-li [4,, B,] takovy Dedekindiav
fez, Ze v mnoziné B, existuje nejmensi éislo «, je jasné, Ze 4, je
mnoZina viech téch raciondlnich éisel x, pro ktera plati < «, B,
mnozina vSech téch raciondlnich &isel y, pro ktera plati y > o.

Spojime-li oba dosud dosaZené vysledky, vidime, zZe pro Zadny
Dedekindiiv fez [4, B] nen{ mo%né, aby v mnoZiné 4 existovalo
nejvétsi ¢islo o a zdroven v mnoziné B nejmensi &slo 8. Totéz je
ptimo patrné z véty II 6,11, nebot je-li {4, B] takovy Dedekindiv
fez, je x < ff podle vlastnosti [V,] a z véty II 6,11 plyne existence
takového racionalniho éisla y, %e « <y < f. Protoze y je vétsi
nez nejvétsf éislo « mnoziny A a zdroveii mendi neZ nejmensi &slo 8
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mnoziny B, nenaleZf raciondlni ¢islo y ani do 4, ani do B; to je viak
nemozné, protoZe sjednocenim mnozin 4, B je celd mncZina R.

Nazveme mezerou v mnoZiné R takovy Dedekindiv fez [4, B], Ze
neexistuje ani nejvétsi ¢islo mnoziny A, ani nejmensi &islo mnoZiny
B; tato definice mezery v mnoZiné R je v souladu s obecnou definicf
mezery v libovolné husté uspofddané mnoziné, vyloZzenou v II § 7.

Zvolme iracionalni &islo « a oznadéme: [1] 4 mnoZinu vSech ra-
ciondlnich ¢éfsel = < «, [2] B mnoZinu viech raciondlnich C¢isel
y > «. Je patrné, Ze [4, B] je Dedekindiv fez; z véty 4,5 plyne, ze
[4, B] je mezera v mno#iné R.

DokaZeme nynf, Ze mimo ty Dedekindovy fezy, jejichZ slozenf
jsme uz popsali, neexistuji Z4dné daldi Dedekindovy fezy. Budiz
tedy [A, B] libovolné dany Dedekinduv fez; mame dokazat, Ze exi-
stuje takové realné éislo «; Ze viecka raciondlniéisla x < & nalezeji do
A, viecka raciondlni y > « naleZej{ do B. (Cislo & samo, je-li racio-
nalni, muZe ndleZet bud do 4, nebo do B; je-li « iracionalni, nena-
lezi ani do 4, ani do B.)

JelikoZz mnoziny 4, B nejsou prazdné, existuji takovd raciondln{
&sla a, b, ze a nalezi do mnozZiny 4, b do mnoziny B. Podle véty
II 6,9 plyne z vlastnosti [V,] a [V;], Ze existuji takova celd ¢isla
h, k, ie h naleZi do A, k nalezi do B. Podle vlastnosti [V,] je b < k.
Je-li nyni n libovolné pfirozené éislo, uvaZujme raciondlni éisla

h,:h_n, hn—l—l’ hn+2’“.’k_n=k;
n n n n

prvni z nich nalezi do 4, poslednf do B. Z toho plyne, Ze existuji
takova raciondlni d&isla a,, b,, Ze

b, —a, = — (8,1)

a Ze a, ndlezi do mnoZiny 4, b, do mnoZiny B.
Zvolme & > 0. Podle véty 4,7 existuje takové pfirozené éislo N, Ze

1 |
N>T\ neboli F<e'

N

Jsou-li oba indexy m, n vétsi nez N, pak b, = a,, + - nalezi do
1

B, a, nalezi do A, takZe podle vlastnosti [V,] je a, < a, + r

1 . 1 . ,
neboli @, — a, < o podobné je a, — a, < i protoze obé
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, 1. . PV
gisla , — jsou mens&{ nez tedy mensi nez e, je |a, — a,| <e
n

1 1

m N’
pro m > N, n > N. Tedy posloupnost {a,} je konvergentni; podle
(8,1) v8ak posloupnost {b, — a,} je nulova. Z toho plyne, Ze existuje
takové realné &islo &, Ze "

lima, =a, limb, =u«. (8,2)

Mame dokézat, Ze mnoZina A obsahuje vSecka racionalni é&fsla
z < «, mnoZina B viecka raciondlni &sla y > «. Je-li viak z < «,
pak podle (8,2) plyne z véty 5,11, Ze « < a, pro skoro vsecka n.
Protoze &isla a, nileZeji do 4, ndlezf také x do 4 podle vlastnosti
[V,]. Je-li y > &, pak podle (8,2) plyne z véty 5,11, Ze y > b, pro
skoro vSecka n. Protoze &isla b, naleZeji do B, naleif také y do B
podle vlastnosti [V,].

Dokazali jsme, %e iracionalni &isla « a mezery [4, B] v mnozZiné R
si vzajemné odpovidaji tak, Ze kazdé iraciondln{ ¢islo vytvoii mezeru
[4, B], ve které A je mnoZina vSech raciondlnich z < « a B je mno-
zina v8ech raciondlnich y > «, a Ze obriacené kazidd mezera [4, B]
je takto vytvofena uré:tym iraciondlnim é&islem. Je tedy moZné
ztotoZnit iracionalni &isla s mezerami v mnoZiné vSech raciondlnich
disel, a to se pravé d&je v Dedekindové theorii redlnych éisel, kterou
viak v této knize nebudeme probirat.
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