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1. RAClONALNi CisLA

§ 1. M&Feni. Pojem racioniiniho &isla

Vratme se nyni k pojmu pfirozeného &isla. V § 1 jsme uvedli, Ze
piirozend &isla slouzi predevsim k é&itini podtu prvka souboru. Ale
vedle ¢itanf maji Cisla je§té jinou zakladni funkei; uziva se jich pfi
méFeni, o kterém bude vhodné Fici si nyni nékolik slov. Vezméme
konkretni pifklad. Dejme tcmu, Ze vyska pomniku je 4 m; co to
znamend? Pro na§ udel neni tifeba bliZe rozebirat definici metru;
jestlize vyska pomniku je 4 m, znamend to, ze pomnik je stejné
vysoky jako svisld tyé, ktera vznikne spojenim ¢tyF metrovych
tyéi. Ale u skuteéného pomniku to sotva bude tak jednoduché: ukaze
se tfeba, Ze je niz¥ neZ 4 m, ale vySsi nez 3 m. Cheeme-li vysku
pomniku vyjadfit ,,poétem‘‘ metrii, nebude to zpravidla mozné,
ma-li byt ,,podet’’ dan pfirozenym &islem. Je tfeba zavést obecn&jsi
+&isla; tenati je zndmo, Ze to jsou lomend ¢isla neboli zlomky. Ctena¥
vi ze 8koly, Ze zlomek

a
el 1,1
. (L,1)
se skladd ze dvou pfirozenych ¢&isel a, b, napsanych pod sebe a od-
délenych zlomkovou éarou; éislo a nad zlomkovou &aron se jmenuje
Citate] zlomku, d&islo b pod zlomkovou darou se jmenuje jmenovatel
zlomku. Je-li b =1, je

Sr_ g, (1,2)
t. j. zZlomek se jmenovatelem rovnym jedné je totéz jako jeho &itatel,
je tedy pfirozenym ¢&islem; v této souvislosti se na §kole pfirozenym
¢islam ¥kava nevlastni zlomky.

Vratme se k naSemu pomnfku. Jestlize jeho vyska v metrech se
jen ve zcela vyjimeénych pfipadech da vyjad¥it pfirozenym é&islem,
je naopak vidycky moiné s prakticky vyhovujici pfesnosti vyjadrit
tuto vySku zlomkem. Mluvili jsme pfed chvili o pomniku vy$8im nez
3 m, ale niz$im neZ 4 m; muZe se stit, Ze vyska tohoto pomniku

. . 17 Ly s <y
v metrech je dana zlomkem 5 To znamend, Ze pomnik je stejné
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vysoky jako svisla ty¢, ktera vznikne spojenim 17 stejné velkych
tyéf, pfi demZ o velikosti téchto tydi se pfedpoklada, ze 5 z nich
dohromady diva 1 m. Je-li tomu tak, potom, jak je &tendfi zndmo,
dd se vyska téhcZ pomniku v metrech vyjadrit kterymkoli ze
zlomku

17 34 68 340
—5-; w} %7 W atd. (1,3)

Vsechny tyto zlomky si jsou navzajem rovny.

Obecné vyraz (1,1), kde a, b jsou pfirozena &isla, je vlastné néco
trochu jiného ne% zlomek; fekneme, Ze je to jeden twvar zlomku, pfi
demz kazdy zlomek mda nekone¢né mnoho riznych tvara. Prechod
od jednoho tvaru ke druhému se déje, jak znamo, rozfifovinim a
krdcenim. Je-li mimo a, b také jesté k libovolné pfirozené &islo, je
vidy

a ak

b bk
Je-li k = 1, je al = a, bk = b a oba tvary jsou totoZné. Je-li k > 1,
nazyva se rozSifovanim pfechod od tvaru nalevo ke tvaru napravo,
kracenim pfechod od tvaru napravo ke tvaru nalevo.

(1,4)

Poznamka 1,1. Ve 8kole se vyklada, Ze kazdy zlomek ma uréity
zdlkladni tvar, ktery se uz kratit neda; od zékladniho tvaru piejdeme
k libovolnému jinému tvaru roz§ifovanim a obriacen& od kteréhokoli
jiného tvaru pfejdeme k zakladnimu tvaru kracenim. To vSe se
vykladd ve Skole obylejné jenom na piikladech, bez obecného.
oduvodnéni, které je dosti sloZité. V této knize podime obecné
odivodnéni az v kap. IV (viz vétu IV 1,14), protoze p¥i vykladu
vlastnosti zlomki a poéetnich vykont se zlomky budeme postupovat
tak, Ze pojmu zakladniho tvaru pfi tom nebude tfeba. Ptfi konkret-
nim podetnim vycviku se zlomky s malymi é&itateli a jmenovateli,
ktery je ve Skole p¥i vyudovani zlomkam hlavnim tkolem, je oviem
stézi mozZné a jisté nenf ulelné vyhybat se pojmu zdkladniho tvaru
zlomku. AvSak pro tdely této knihy neni tfeba se vracet k takovému
podetnimu vycviku, ktery je pro nis mnohem méné podstatny nez
poznéni obecnych zdkonitosti, pfi kterém by uZiti zakladniho tvaru

véc jenom komplikovalo. V pfipadé (1,3) je zakladnim tvarem 1—57

Poznadmka 1,2. Vratme se jesté jednou k naSemu pomniku.

Piedpokladali jsme, Ze je vySsf neZ 3 m a nizif nez 4 m, Ze se viak

vyska pomnfku v metrech dé vyj4d¥it lomenym dslem . Mo
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. . 17 , sy
se oviem stat, Ze ani zlomkem 5 neni vySka pomnfku vyjadfena

17 . e vl
piesné, Ze tfeba zlomek 5 dava jesté vysku pfili§ malou, ale zlomek
}52 dava uz vysku pt#ilid velkou. V takovém piipadé, jestlize je Za-
douci vy33f pFesnost, pfejdeme ke zlomkiim s v&tsim jmenovatelem,

na pF. se jmenovatelem 100. V&imli jsme si [viz (1,3)], Ze zlomek 1—57

40
je roven zlomku ?W) Je-li vyska pomniku v metrech ddna zlomkem

340

100
je-li toto &fslo pfili§ malé, naméfime na pf., Ze vyska je rovna

, je taz vyska v centimetrech dana pfirozenym &fslem 340;

343 cm, tedy Ze vySka v metrech je dina zlomkem :%3 Otazka po

vEtsl pfesnosti v daném konkretnim pi#{padé nemd valného smyslu;
ve skutednosti vyska pomniku se nedd ani definovat pfesné na centi-
metry. !

Poznamka 1,3. JestliZe obor pfirozenych &fsel roziifime na Sirs
obor lomenych éisel, pak tento $ir8f obor, jak jsme si pravé na p¥-
kladé podrobné vysvétlili, plné vystadi pro tidely méfeni (a to nejen
méfeni délek, nybrz viech riznych ge metrickych a fysikalnich ve-

-1i¢in), adli se smifime s tim, Z¢ méfeni (na rozdil od &itanf) nelze pro-
vadét zcela piesné, nybré pouze pfibliZné. Naproti tomu, je-li nasim
cilem méren{ zcela pfesné, t. j. bez jakékoli sebemensi chyby, které
je oviem prakticky nemozné a o kterém se dd mluvit jen v theoretic-
kych avahich, tu se ukazuje, Ze obor lomenych ¢&isel je stale jesté
pEili8 uzky. K tomu se vratime v § 8.

Jako jsme v ptedchazejici kapitole rozsifili obor pfirozenych celych
Cisel pfipojenim nuly a é&isel opaénych k pfirozenym éfslam na obor
isel celych, tak muZeme i obor éisel lomenych pfipojenim nuly a
Cisel opaénych k éislim lomenym rozsifit na obor disel, jejichz vé-
decky nazev je ¢isla raciondlni. Cisla racionalni rizna od nuly se
déli na kladnd a zipornd; kladnd raciondlni &isla jsou totoZna
s lomenymi Cisly, zaporna racionalni &isla jsou ¢isla k nim opaéna.

Na8im cilem jsou nyni védecky spravné definice séitani a nasobeni
raciondlnich é&isel a odvozen{ platnych pro né podetnich zdkonu. Je
mozny dvoji postup: mohli bychom zaéit lomenymi ¢&isly, k nim
pfipojit éislo 0, v tomto éiselném oboru definovat séftani a nasobeni
a odvodit poletni zikony, potom rozéifit pojem ¢&isla pfipojenim
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Zisel opaénych k &fslim lomenym, a v takto ziskaném oboru vsech
racionalnich &fsel definovat s&itdni a nasobenf a rozsffit platnost
podetnich zakont na irs$f obor; podobnym zpusocbem jsme postupo-
vali v kap. I pfi pfechodu od nezdpornych celych éisel k libovolnym
celym ¢&islim. Druhy moZny postup je ten, Ze uZivajice toho, Ze
mnoZina vSech celych &isel je ndm uZ zndma, roz$ffime ji hned na
mnoZinu vSech racionalnich &isel. Tuto druhou moZnou cestu na-
stoupime v této knize. D¥ive neZ tak uédinime, bude vhodné si blize
viimnout toho, Ze jsme se v predchdzejicim vykladu setkali s ab-
straktnim pojmem zlomku a s konkretnim pojmem uréitého tvary
zlomku. To je pfikladem stavu vécf, se kterym se setkdvame ve vyssi
matematice tak Gasto, Ze je delné pozastavit se u jeho logického roz-
boru, ktery je pfedmétem § 2.

Poznamka 1,4. V poznamece 1,3 jsnce se uz dotkli toho, Ze prak-
ticky vyznam lomenych ¢isel je v tom, Ze lze jimi vyjadfovat vy-
sledek méfeni byt i ne theoreticky presné, ale pfece jenom tak, Ze
<hyba je prakticky zcela bezvyznamna. K tomu tucelu vSak neni
nutné uzivat vdech zlomki, nybri stadi omezit se na nékteré zlomky,
totiZ na takové zlomky, jejichZ jmenovateli jsou prirozend éfsla uréi-
tého druhu D; aby takové zlomky stalily k vyjadfovini vysledkd
méfeni s libovolné velkou pFesnosti, je pouze tfeba, aby mezi &isly
druhu D byla éisla vétsf nez jakkoli zvolené pfirozené &islo. Takevy
druh D prirozenych é&isel tvoff mocniny deseti neboli &isla tvaru 10F
kde % probfha vSecka nezdporna celd é&isla, t. j. do D patif &isla 1,
10, 100, 1000 atd. Zlomky, které lze psat se ymenovatelem tohoto
druhu D, se jmenuji desetinné zlomky a je pro né zaveden étenafim
znamy zpisob psani bez zlomkové Eary, s pouZitim t. zv. desetinné
<darky. Prakticky vyznam desetinnych zlomku je nesmirny; protoZe
vak konkretni poéitini s desetinnymi zlomky je vSem &tendiim
této knihy nepochybné dobfe znamo, nebudeme v této knize dese-
tinné zlomky probirat.

§ 2. TvoFeni novych pojmui abstrakci

Jak jsme uvedli v § 1, jde ndm nyni o obecny popis toho stavu
véci, jehoz duleZitym zvlastnim p¥ipadem je vztah mezi konkretnim
pojmem uréitého tvaru zlomku a abstraktnim pojmem zlomku.

Budi# dana néjakd neprazdna mnozina M, na pf. mnoZina viech
obratlovei. Casto je udelné néjakym zpisobem rozt¥{dit muoZinu
M, t. j. podle néjakych znaku seskupit jednotlivé prvky mnoZiny M
v men8{ mnoZiny, které nazveme tfidams, jako je v daném piipads
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mnoZina ssaveld, ptaka, plazi, obojZivelniki a ryb. Takovymto
procesem dospéjeme od mnoziny M, jejimiz prvky jsou vsichni
jednotlivi obratlovei, k nové abstraktngjsi mnoziné M*, kterd v da-
ném piipadé ma uZ jen pét prvkd, jimiZ jsou abstraktni pojmy
ssavece, ptika, plaza, obojZivelnika a ryby. Prvky mnoZiny M*
nejsou ve své podstaté nic jiného nez samy tifdy, na které byla
rozloZena mnoZina M; pravime, e mnoZina M* vznikne abstrakes
z mnoziny M. Abstrakce zdleX{ v tom, Ze povaZujeme za podstatné
pouze nékteré znaky, kterymi se mohou od sebe lisit jednotlivé prvky
mnoziny M, a Ze nerozliSujeme mezi takovymi dvéma prvky mno-
ziny M, které se shoduji ve v3ech téch znacich, které povazujeme
za podstatné. Znamena-li « néjaky prvek mncZiny M, oznaéme {«}
pFisludny prvek mnoZiny M* a nazvéme « konkretnim vyjddienim
prvku {«}. Jsou-li tedy «, § dva rizné prvky mnoziny M, bude {«} =
= {B} pravé tehdy, jestlize oba prvky «, 8 se shoduji ve vSech
svych ,,podstatnych‘‘ znacich. JestliZe {«} = {f}, fekneme, Ze «, B
jsou dva ekvivalentni prvky mnoZiny M.

Abychom pii dané mnoziné M méli fadné definovdnu mnoZinu
M*, je pouze tfeba znat pravidlo ekvivalence pro mnoZinu M, t. j.
pravidlo, které rozhodne, zda dva libovolné zvolené prvky o, §
jsou. & nejsou mezi sebou ekvivalentni, t. j. zda oba jsou & nejsou
konkretnim vyjadfenfm téhoZ prvku mnoZiny M*, neboli zda je
éi neni {x} = {f}. PiSme

x~f (2,1)

v pifpadé, Ze «, B jsou ekvivalentni, takZe (2,1) znamena totéz jako

{a} = {B}. (2,2)

Je-li skuteéné dano urdité rozt¥idéni mnoZiny M, je pro kaidy
prvek mnoziny M jasné, do které tiidy patii, takZe pro libovolné
dva prvky «, # mnoZziny M je jasné, zda plati &i neplati rovnost (2,2)
neboli zda plati & neplati vztah (2,1). Tak na pf. v I § 4 (str. 28)
jsme pomoci rekurentni definice rozloZili mnoZinu M vSech celych
nezapornych &éfsel na dvé tfidy, na tf¥{du &isel sudych a na tfidu
¢isel lichych; mnozina M* se v tomto p¥ipadé sklida ze dvou prvka
a vztah (2,1) znamena, Ze ¢isla o, 8 jsou budto obé sitdd, nebo obé licha.

Casto je viak stav véci takovy, Ze je ddna mnozina M, jejiZ roz-
tiidén{ neni pfedem dano; je dano pouze pravidlo ekvivalence (2,1),
t. j. je ddn urdity pFedpis, podle kterého se pro kazdou dvojici
[x, B], jejiz oba &leny nalezeji do mnoZiny M, rozhodne, zda plati
¢i neplati vztah (2,1). Otdzka je, jaké vlastnosti musf mit pravidlo
(2,1), aby skuteéné bylo pravidlem ekvivalence pro urdité roztiidéni
mnoziny M.
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ProtoZe (2,1) ma znamenat totéz jako (2,2), jsou na prvni pohled
patrné dvé véci. Pfedné to, Ze pro kazdy prvek o mnoZiny M musi
byt

& ~, (2,3)

za druhé pak to, Ze pro kaZzdé dva prvky «, § mnoziny M musi byt
o ~ fp pravé tehdy, jestliZe f ~ . (2,4)

Je vSak snadné si uvédomit, Ze vlastnosti (2,3) a (2,4) samy o sobé
jestd nestadi k tomu, aby (2,1) bylo pravidlo ekvivalence pro uréité
roztfidéni mnoZiny M. Je-li ddno pravidlo (2,1) s vlastnostmi (2,3)
a (2,4), potom kazdy prvek o« mnoZiny M uréuje &dst mnoZiny M,
kterou oznadime {«} a kterd se sklada z téch prvkid z mnoZiny M,
pro které plati « ~ x, nebo coz podle vlastnosti (2,4) je totéz, pro
které plati z ~ o. Nazveme-li takto vzniklé &sti mnoziny M
tFidamt, potom kaidy prvek mnoZiny M bude nilezet do nékteré
tridy, nebot podle vlastnosti (2,3) prvek « nalezi do t¥idy {«}. Z toho
vSak jesté neplyne, Ze jsme dostali roztfidéni mnoziny M, protoie
se nam miZe stat, Ze néktery prvek « bude nilezet do vice nez
jedné t¥idy. Dejme tomu, Ze na pf. M je mnoZina slozena ze étyy
éisel 1, 2, 3, 5 a Ze (2,1) znamend, Ze

budto & = g, neboa—ﬂ—}—l nebo f == o 4+ 1.

Vlastnosti (2,3) a (2,4) jsou potom splnény. T¥ida {1} obsahuje é&isla
1, 2; t¥ida {2} obsahuje &isla i, 2, 3; t¥ida {3} obsahuje éisla 2, 3;
tfida {5} obsahuje jen ¢&islo 5. Tedy é&islo 1 nalezi do dvou raznych
tiid, stejné &islo 3, éislo 2 nalezi do tif rdznych t¥id, éislo 5 do jediné
tfidy. Je patrné, Ze jsme nedospéli k roztfidéni nadi mnoziny M.
Je tedy tieba, aby mimo (2,3) a (2,4) platila je§té nejaka dalst vlast-
nost. Abychom tuto vlastnost nasli, pfedpoklddejme, Ze «, f; 4 ]sou
takové prvky mnoziny M, e je « ~ f§ a zaroveil § ~ y, coZ zaplseme
struéné o« ~ f ~ y. JestliZe (2,1) je prav1dlo ekvivalence, potom nas
predpoklad znamena, Ze je {x} = {f} a zaroven {§} = {y}, tedy také
{o} = {y} neboli a ~y. Tedy -pravidlo ekvivalence musi vedle
vlastnosti (2,3) a (2,4) mit je§té tu vlastnost, Ze pro libovolné t¥i
prvky «, f, y mnoziny M musi platit:

jeli o ~f ~7y, jetaké « ~y. (2,5)
Obracens pf‘edpoklédejme, Ze pravidlo (2,1) ma vlastnosti (2,3),
(2,4), (2,5). Dokazeme, Ze (2,1) je pravidlo ekvivalence. Podle pfed-

chézejiciho je tfeba pouze dokazat, Ze hbovolny prvek x mnoziny M
nenalezi do jiné t¥{dy nez do trldy {x}. Jinak Feceno: necht x naleZf
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do tF¥idy {y}; médme dokazat, ze {x} = {y}. Aviak {#} = {y} znameni:
jednak, Ze kaidy prvek w mnoZiny {z} naleif také do mnoZiny {y},
jednak, Ze kazdy prvek v mnoziny {y} naleii také do mnoziny {z}.
Tedy mame dokazat dvoje:

je-li x ~ y a zdrovell u ~ z, je také u ~ ¥y ; (*)
je-li x ~ y a zarovelh y ~ v, je také z ~ v . (**)

Avsak (*) se da psat: je-li u ~x ~ y, je také u ~ y, coZ plyne ze
(2,5) pro « '=u, f =z, y = u. Podobné (**) plyne ze (2,5) pro
o= =y, y=n0

Pozndmka 2,1. Vlastnosti (2,3), (2,4), (2,5) se mnohdy oznadujf
takto: vlastnost (2,3) se nazyva reflexivita, vlastnost (2,4) symetrie,
vlastnost (2,5) transitivnost vztahu ekvivalence.

Poznamka 2,2. Krajni pfipad vztahu ekvivalence dostaneme,
jestliZe (2,1) znamena prosté rovnost o« = f. V tomto piipadé kazda
tiida obsahuje jediny prvek mnoziny M a mnoZina M* je-totoina
s mnozinou M. Druhy krajni pfipad dostaneme, plati-li (2,1) pro
libovolné dva prvky «, f mnoziny M. V tomto p¥ipadé tvoii viecky
%vky mnoziny M jedinou t¥idu, ktera je jedinym prvkem mnoziny

*

Piklad 2,1. Vznik pfirozenych &sel ¢itanim je pfikladem na tvofeni
pojm abstrakei. Od pojmu souboru dospivame k pojmu pfirozeného
¢isla pomocf pravidla ekvivalence 4 ~ B, které znamena, ze soubory
4, B maji tyz podet prvkd, t. j. Ze je moZné kazdému prvku mnoZiny
A pfifadit uréity prvek mnoziny B tak, Ze kaidy prvek mnoziny B
je prifazen pravé jednomu prvku mnoZiny 4. Je-li na pf. 4 soubor
lidi, z nichz kaZdy sedi na Zidli, B soubor téch Zidli, je A ~ B;
kazdému z lidf ptifadime Zidli, na které sedi. *

Pfiklad 2,2. Budiz M mnoZina vSech zlomki. Jestlize pro libovolné
dvazlomky «, § vztah o ~ fznamens, Ze &islo a—p je celé, jsousplnény
vlastnosti (2,3), (2,4) a (2,5), t. j. dostavame pravidlo ekvivalence
v mneziné M.

§ 3. Elementérni zlomky

Uvahy pfedchozfho paragrafu vedou k védecké definici pojmu
racionalnfho ¢isla. Vyjdeme od mnoziny M, ktera se sklada z dvojic
[a, b], jejichz prvym ¢lenem a je libovolné celé éislo (kladné, zaporné
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nebo rovné nule) a druhym &lenem b je libowolné kladné celé &islo.
Takovou dvojici budeme psat ve tvaru

il
b 3
celé &islo @ nazveme jejim éEitatelem, pfirozené éislo b jejim jmend-
vatelem, dvojici (3,1) samu elementdrnim zlomkem. Je-li (3,1) elemen-
tarni zlomek a je-li k pfirozené ¢&islo, je také
ak
bk
elementarn{ zlomek, ktery nazveme roz§ifenim elementarniho zlomku
(3,1). Protoze 1 je pfirozené ¢&fslo, plyne z véty I 2,6, ze kazdy
elementarn{ zlomek je svym vlastnim rozsffenim.
Véta 3,1. Je-li ¢ + 0 a je-li cu = cv (neboli uc = vc), je také
U= v.
Duakaz. Jest

clu —v)=cu —-cv=cu —cu =19,

(3,1

(3,2)

takZe podle véty I 2,8 je u — v = 0 neboli v = v.

ProtoZze jmenovatel elementarnfho zlomku je rdzny od nuly,
plyne z véty 3,1, Ze kazdy elementarni zlomek ma nekoneéné mnoho
raznych rozsifent.

Zavedme nyni v mno%ind M elementarnich zlomku pravidlo
ekvivalence

a, @y

ot B 3,3

5, ", (3,3)
takto: (3,3) znamend, Ze oba elementdrni zlomky maji spolecné roz-
&ifent, jinak Fedeno, Ze existuji takova pfirozena é&fsla k,, k,, Ze

ak, = agky, bk, = bk, . (3,4)

Protoze kaidy elementdrnf zlomek je svym vlastnim rozsifenim,
ma nade pravidlo (3,3) vlastnost (2,3). Vlastnost (2,4) pravidla (3,3)
je zfejma. Jestlize nyni vedle (3,3) mame jesté

) as

'b_; ~ b_3 ’ (395)

kde napravo je zase elementarni zlomek, pak mimo (3,4) je také

ash, = ash,, byh, = bsh,, (3,6)
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kde k,, k, jsou pfirozend &fsla. Podle (3,4), (3,6) a podle vét I 2,4 a
I25 je T ,

a, . khy =ak, by = ak,. by = ayh, . ky = azhy . ky = a, . Bok,

a podobné téz b, . kb, = b, . hyk,. ProtoZe k,h,, h,k, jsou pfirozena
éisla, je tedy .

@, as

b, T by :

Tim je pro pravidlo (3,3) dokazana i vlastnost (2,5), takze (3,3)
je pravidlo ekvivalence v mnoziné M, které abstrakei definuje novou
mnozinu M*, jejiz prvky nazveme raciondlni &isla, p¥i éemz uédinime
urditou dohodu, podle které budou celd éisla zvlastnim piipadem
raciondlnich éisel. Tato dohoda je zaloZena na vété:

a,

b elementdrni zlomky se spoleénym jmeno-

Véta 3,2, Jsou-li ‘%‘

vatelem b a je-li —a—bl- ~ a%, je a, = a,, t. j. oba elementarnf zlomky

splynou.

Dikaz. Podle pfedpokladu existuji takové pfirozena &fsla k,,
k,, Ze
ak, = a,k,, bk, = bk, . (3,7)

Protoze b + 0, plyne z druhé rovnosti (3,7) podle véty 3,1, Ze k, = k,,
takze prvni rovnost (3,7) zni a,k, = a,k,; protoze k, + 0, dava véta
3,1 zadanou rovnost a, = a,.

Kazdy elementarni zlomek (3,1) uréuje racionalni éislo

a

(3,1) je wvyjddFeni raciondlniho Cisla (3,8) elementdrnim zlomkem.
Kazdému celému é&islu @ muZeme prifadit raciondlni éislo %};

z véty 3,2 vyplyva, Ze raznym celym ¢&islim odpovidaji takto rizna
raciondlnf &isla, a to nas opraviiuje k duleZité dohodé:

N a
{T} = a (3,9)

- pro kazdé celé &islo a. Vzhledem k této dohodé jsou cela &isla zvlast-
nim p¥fpadem racionalnich &isel, jak jsme uZ ohldsili.
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Poznamka 3,1. Kdyby 8tenaf skuteéné nevédél nic o racional-
nich &islech nezli to, co nyni vykladdme, mohl by mit pochybnost,
zda snad ka%dé raciondlni &islo neni celym &islem. Ctenaf oviem vi,
ze racionalni &islo {}} neni celym d&islem; pfesto si to dokdzeme.
Kdyby bylo {3} = a, kde a je celé éislo, bylo by podle nasich definie

’

a
1

l\Slr—t

t. j. existovala by takovd pfirozend &isla k, k,, Ze
1.k, =a.ky, 2.k;=1.k,.

Podle véty I 2,6 by bylo k, = ak,, k, = 2k,, a tedy podle vét I 2,4;
125 126:1.k = 2a.k,; protoze k, + 0, soudime z véty 3,1, e
2a = 1, takZe &islo 2a je kladné a z véty I 8,2 plyne, Ze a je pFirozené
éislo. Potom v3ak 2a = 1 je nemozZné na pf. proto, Ze 1 je &islo liché,
2 ¢islo sudé, tedy také 2a &fslo sudé podle véty I 4,4. (Viz téZ poznim-
ku 6,5, str. 78.)

Véta 3,3. Je-li (3,1) elementdrni zlomek a je-li k pfirozené &islo, je

a  ak
b bk’
Dukaz. (3,2) je roziifenim elementirniho zlomku (3,1), ale také
svym vlastnim rozsffenim.

Véta 3,4. Konecny podet n > 1 raciondlnich Cisel miaZeme vyjadrit
elementdrnimi zlomky

St e .3 (3,10)

se spoleéngm jmenovatelem.

Duakaz indukei vzhledem k n. Pro » = 1 je véta zfejma. Pred-
pokladejme tedy, Ze je spravna pro uréité n. Je-li nyni ddno = + 1
racionalnich &isel «,, &y, ..., x,,, potom podle pfedpokladu muzeme
vyjadFit oy, «,, ..., o, elementarnimi zlomky (3,10) se spoleénym jme-

. ¢ ey s € .,
novatelem b; zvolme libovolné vyjadieni — racionalniho &isla o,,,

d
elementarnim zlomkem. Potom podle véty 3,3 jsou
ad ad a,d  be
bd * bd 7 bd T bd
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vyjadfeni viech n 4 1 &sel «,, &,, ..., ®,,, elementirnimi zlomky
se spoleénym jmenovatelem bd.

Véta 3,5. Jestlize raciondln{ &isla
VB, By ey Bp (3,11)

maji jednak vyjddieni elementdrnimi zlomky (3,10) se spoleénym jme-
novatelem b a jednak vyjadieni elementdrnimi zlomky
(1:; ay ay,

L, (3,12)

[y

se spoleénym jmenovatelem c, potom existuji takovd pfirozend &isla
k, h, Ze é&isla (3,11) maji vyjddfeni elementdinimi zlomky

ak  ak a .k
bk’ Bk ' Bk (3,13)
totoEnymi (i co do poFadi) s elementdrnimi zlomky
ah  ah ah
ch ' ¢k’ ch (3,14)

Dikaz. Pro 1 < r £ n mdme pro raciondlni éislo «, dvé vyjadien
elementarnimi zlomky

ze kterych podle vty 3,3 dostavame dalsi dvé vyjadieni

’
a,c ab
bc ’ be

K

a z véty 3,2 soudime, Ze a,c = a,b (pro 1 < r < n).
Z toho plyne, Ze volime-li k = ¢, b = b, jsou elementarni zlomky
(3,13) totoZné (i co do pofadi) s elementarnimi zlomky (3,14).

Vé&ta 3,6, Je-li a celé éislo, b pFirozené Cislo, je {%} = 0 prdavé
tehdy, jestlite a = 0, {—Z—} = 1 prdvé tehdy, jestlize a = b.
Dukaz. Podle (3,9) a podle véty 3,3 je {%} = 0, {%} = 1, a pak

uz je jen tfeba uzit véty 3,2.
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§ 4. S&itani, ndsobeni a od&itini racionélnich &isel

Jsou-li
0‘1: az:-'wo‘n (4s1)

racionalni ¢isla, definujeme jejich soudet

‘ & + oy + ...+ x, (4,2)
takto: Podle véty 3,4 vyjadiime éisla'zti,l) elementarnimi zlomky
(3,10) se spoleénym jmenovatelem b. Soultem (4,2) je potom ra-

ciondlni ¢dislo

(4,3)

a,+a+ ... +a, )
b

Poznamka 4,1. Je tfeba ukazat, Ze éislo (4,3) je nezavislé na

volbé vyjadfeni (3,10). Podle véty 3,5 stadi ukdzat, Ze &islo (4,3)
se nezméni pfi pfechodu k vyjadfeni{ tvaru (3,13), Ze tedy

dl +a,+ ...+ @n ak + ak + ... + a,k
b bk ’
je-li k pFirozené éislo. To plyne z véty 3,3, nebot
(@, 4+ a4+ ... +a)kb=ak +ak+ ... + a,k
podle véty I 3,14.

Poznamka 4,2. Jsou-li (4,1) ¢&isla celda, mazeme podle (3,9) volit
@y = 0,89 = Oy, ..., By = &,, b = 1; pak je zfejmé [opét podle (3,9)],
Ze v tomto pfipadé nova definice souétu (4,2) je v souladu s piivodn{
definici tohoto souétu.

Véta4,1.Véy12,1;12,2,12,3;13,1;13,3;13,4;,13,5;13,12a13,16
jsou sprdvné pro libovolnd raciondln? éisla.

Dukaz. Spravnost té&chto vét v oboru vSech celych &isel je dina
vétou 1 7,8. Spriavnost v oboru vSech racionalnich é&isel plyne pak
piimo z definice (4,3), jen je tfeba uZit toho, Ze podle véty 3,6 je
0= {%} pro kazdé pFirozené ¢islo b.

Poznimka 4,3. Pro raciondlni &sla je nynf mozné opakovat
pozndmku I 7,11.
Pfistupme k nasobeni racionalnich &isel. Soudin

Kyllg oo Bip (4,4)
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racionalnich &isel (4,1) definujeme takto. Vyjadiime libovolnym
zpusobem d&isla (4,1) elementarnimi zlomky

it N L
bl ] bz LA | b" M (4’5)
Soudinem (4,4) je potom racionalni é&islo
@8y ... G,
{bﬁrnbn}' (4,6)
Poznamka 4,4. Protoze by, by, ..., b, jsou ptirozena ¢isla, plati

podle véty I 3,10 totéz o &isle byb, ... b,,.

Poznamka 4,5. Je tfeba ukazat, Ze &islo (4,6) je nezavislé na
volbé vyjadieni (4,5). Pfejdeme-li k jinym vyjadienim
S T Y :
b;. ’ b; AR | b:' 2 (4’5 )
existuji podle definice vztahu (3,3) takova pfirozena &isla

ky ko ..o lon, Py by oo By,

’

ak, = ath, ak, = ash,,...,a,k, = a,h,,
biky = by, byky = bk, ..., bk = Bk .

Podle vét I 3,6 a I 3,7 je pak

7 ! ’
G, ... .0, . kky .. .k, =aya,...a;, . Mhy... h,,

biby...b, . kyky... k,=0b1by ... b, Rhy.. . b,
a podle véty I 3,10 jsou k,k, ... k,, bk, ... b, pfirozena &isla, takZze

r_t ’
@y ... G, a,a, ... a,

! ’ )
bb,... b, bib; ... b,

a jsme hotovi. Jsou-li (4,1) éisla celd, miZzeme podle (3,9) volit
Q) =0y, By =0y, ....,8, =20, b =1 by,=1,.,b,=1 (tedy
0,6, ...b, = 1 podle véty I 3,8), nadeZ je zfejmé [opét podle (3,9)],
Ze v tomto pFipadé nova definice soudinu (4,4) je v souladu s puvodn{
definicf tohoto soudinu.

Véta 4,2. Véty 1 2,4; 125, 12,6, 12,7, 12,8;12,9;,13,2;1 3,6
137138;139,13,10;13,11;13,13;13,14¢1 3,17 jsou spravné
pro libovolnd raciondlni &isla.
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Dukaz. Spravnost téchto vét v oboru viech celych &sel je dana.
vétami I 8,3 a I 8,6. Rozdifeni na racionalni éisla u vétdiny naSich
vét je ihned jasné z definice (4,6) a z véty 3,6. Zbyva dokazat v oboru
raciondlnich &isel pouze vétu I 3,11, jejimiz zvlagtnimi piipady jsou
véty I 2,9 a I 3,14.

Budte? tedy vedle racionalnich ¢&isel (4,1) dana dalsf racionalni éfsla

ﬁl’ ﬂ2’ tee ﬁm ; (4,7)
budtez opét (3,10) vyjadieni &isel (4,1) elementirnimi zlomky se
spoleénym jmenovatelem b a podobné budtez

B R fm
LY B

vyjadFen{ &isel (4,7) elementarnimi zlomky se spoleénym jmenova-
telem d. Podle na3f definice sé¢itani a nasoben{ racionalnich &isel ma
soudin

(g + g + oo + ax)(By + B2+ ... + Bn) (4,8)

vyjadfeni elementarnim zlomkem

(g, +a,+ ...+ a)e, + ¢+ .. +c¢p)
bd

Jestlize index 7 probihd éisla 1,2,...,% a index s &isla 1,2,...,m,
je Gitatel ve (4,9) roven souétu nm celych é&isel a, . c,, takZe podle nasf
definice séitan{ a nasobeni raciondlnich &isel soudin (4,8) je roven
soudtu nm racionialnich é&isel

)= (5} ] oo

a to pravé jsme chtéli dokazat.

(4,9)

Pozndmka 4,6. Je nyni jasné, %Ze poznamky I 8,1 a I 8,2 plati
i pro raciondlnf é&isla.

K raciondlnimu éislu « nazveme opaénym a oznadime — & soudin
(— 1) . «; z pozndmky I 8,3 je jasné, ze je to pro celé « v souladu
s pivodni definici opadného ¢isla.

. al| .
Véta 4,3. Je-li o = {?}, je — o = {_b_}
Dikaz. Jest \ )
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Véta 4,4. Véty 1 7,4, 17,5, 17,9 a1 8,4 jsou spravné pro libovolnd
raciondlni céisla.
Dukaz. Podle zndmych ndm podetnich pravidel je

—axF+a=(=1).a+1. cx—(—l—i—l).a:O.oc:O;

—oy— g — . —&p=(—1) .o+ (—1.a,+ ...+ (—1).a, =
=(=1). (&, + &y + .. +0‘n)=_(0‘1+0‘2+---+9‘n)-
Jsou-li «, B racionalni &isla a je-li z = — &« + 8, je
x+z=8, (4,10)
nebot

atz=at(—at+p=(—a)+f=0+pF=§.
Obracens, plati-li (4,10), je
r=04+arx=(—at+a)tzxz=——a+t+(at+ax)y=—a+p.
Véta I 8,4 se pfenese na raciondlnf &isla pomoci véty 4,3.

Poznamka 4, 7.Véta 3,1 plati i v oboru racionalnich éisel, jak
je nyni patrné z jejiho dikazu.

§ 5. PFevriceni é&isla. Mocniny s celym exponentem. Dé&lenf
raciondlnich &isel

BudiZ « racionalni &éislo. Zkoumejme, zda existuje takové racio-

naln{ &islo z, Ze
X . X = 1. (5:1)

Protoze nula je agresivn{ pfi nasobeni, = neexistuje, je-li o = 0.

Je-li viak « =+ 0, budiz « = {%}, takze @ + 0 podle véty 3,6. Budiz

x = {i}, jelia >0,
a

x={%|—b} je-llia < 0.

Na zékladé definice nasobeni lehko spodteme, Ze potom plati (5,1).
Je-li z; #+ x,, nemuze (protoze o« % 0) byt ziroveii ax, = 1, oz, = 1.
To plyne z véty 3,1 (viz poznamku 4,7).

70



Je-li & raciondlni &islo, oznadime =1 a nazveme ¢&islem prevrdcenym '
k &islu & to racionalni ¢islo , pro které plati (5,1). Z pfedchazejiciho
vykladu je patrné, Ze k libovolnému raciondlnimu é&islu o =+ 0
existuje pravé jedno pfevracené &islo. Naproti tomu je 0-! bezvyznam-
ny symbol, t. j. k &islu nula neexistuje pfevrdcené éislo.

Pozndmka 5,1. Obvyklejsi je ndzev prevricena hodnota, ale
vyraz pFevracené ¢islo je podle autorova soudu vhodnéjsi. Srov. po-
znamku I 7 4.

Poznamka 5,2. Protoze 1.1 = 1,je podle nasi definice 1-* = 1.

Véta 5,1. Je-li x + 0, je také o~ + 0.

To plyne z (5,1) podle véty I 2,7.

Véta 5,2. Jsou-li «y, x,, ..., x, raciondlni éisla riznd od nuly, je

(300 oo 00p)™t = a7l gl

Dikaz. Podle obecného komutativniho a asocigtivniho zdkona
nasobeni je

(xg00g oo o) . (orr L agt ol agl) = (q0) (g t) ool (g t) = 1.

Budte? nyni «, 8 racionélni éisla. Budeme zkoumat, zda existuje
takové racionalni &islo z, Ze
axr=f. (5,2)
Je-li pfedné x = 0, je patrné, Ze pro § = 0 vyhovuje rovnici (5,2)
kaZdé racionalni &islo « a pro § # 0 nevyhovuje Zddné racionalni z.
Zcela jinak tomu je pro « + 0.

Véta 5,3. Jsou-li x, B raciondlni éisla a je-li « + 0, md rovnice
(5,2) pravé jeden raciondlni kofen, totiZ

r=a"1.8. (5,3)
Dukaz. Plati-li (5,3), je podle zndmych nam podetnich zdkoni
sx =a.(a"1f8) = (ca" ). §=1.8=8.
Obracené, plati-li ('5,2), je
r=1.z=(axa"l). 2= (a"l) . 2= a. (axx) = &~ .

Poznamka 5,3. V disledku véty 5,3 v oboru racionalnich ¢isel
je déleni ve smyslu urdeni neznamého éinitele ze znamého soudinu
a znamého &initele rézného od nuly vykon vidy jednoznaéné provedi-
telny; déleni v oboru racionalnich ¢isel v3ak neni zdkladni vykon,
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\

protoZe je pieveden na uréeni pfevraceného &isla a na nisobeni.
Nulou dé&lit nelze.

Je-li = nezdporné &islo celé, ponechame v platnosti dfivéjsi definici
mocniny s exponentem n [I (6,2) pro n = 0, I (6,1) pro n =+ 0]
i v piipadé libovolného racionalniho zdkladu. Véty I 6,1; I 6,4;
I 6,5; I 6,6 zustanou v platnosti, nebot jejich dukazy jsou zaloZeny
na vlastnostech ndsobeni, jejichZ platnost v oboru racionalnich &isel
je nam znama.

Je-li nyni « racionaln{ &islo rizné od nuly a je-lin pFirozené éfslo,
plyne z véty 5,2, Ze

(am)7 = (a7)". (5,4)
Spoleénou hodnotu obou ¢&sel (5,4) oznadime a~", coz pro n = 1 je
v souladu s dffvéj$im oznacenim. Symbol 0" je bezvyznamniy pro
kazdé ptirozené &islo n. Oznadeni mocnina, zdklad, exponent piene-
seme i na nové definovany piipad zaporného celého exponentu
(a racionalniho zdkladu &« + 0).

Véta 5,4. Je-li o + 0 raciondlni &islo a jsou-li m, n celd éisla, je
amEr = a™  x"
Vime, Ze tomu tak je prom = 0,n > 0. Je-lim < 0,n < 0, poloime
m = — h, n = — k; podle definice a podle véty 5,2 je
am+ta — -tk — ((xh+k)—1 — (o‘h . “k)—l — (ah)—l . (ak)-—l = a™  x".
Protoze
m+n=n+m, a™.a"=a".a™,
stadl vySetfit jesté jen piipad
m=—h<0, n=0.

Rozdélme jej na dva podle toho, zda m +n =0 & m + n < O,
Jellim+n=820,)e n=h~h-+ss nezipornymi celymi séitanci,
takie «? , a® = oa®, t. j. rovnice of . ¥ = a® ma kofen z = «*; podle
véty 5,3 je tedy

amtn = x8 = g = (aP)-1. x" = a™.a".

Jeli viak m +n = —r < 0, je h = r + n s nezdpornymi celymi
séitanci, takZe a” . a® = a*, t.j. rovnice a” . ¥ = &® ma kofen y = a®;
podle véty 5,3 je tedy

a® = Yy = (o‘r)—l Lol = gmtn xh — gk xmtn s
t. j. rovnice a® .z = a® ma kofen z = x™*"; podle véty 5,3 je tedy

amtn =z = (ah)7F . am = a™ . am.
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Vé&ta 5,5. Je-li & + 0 raciondini éislo a jsou-li m, n celd &sla, je
(a™)® = xm™n (5,5)
Duakaz. Je-li m = 0, n = 0, je ndm to znamo. Je-li m > 0, n =
= —k <0,je
(@) = (™) = [(@mF]-! = (&™)t = a=me = .
Tedy (5,5) plati pro nezaporné celé m a libovolné celé n, takie pro
m=—h<O0, 8 +0je
(8" = . ‘
Volime-li § = «~! (viz vétu 5,1), dostaneme
(am)p = [(x=)*]* = (a1t = q—hn = gmn

Poznidmka 5,4. V pifpadé m = — 1, n = — 1 pravi véta 5,5,
ze jestlize k racionalnimu é&slu « + 0 je pfevricenym ¢&islem g, je
také obrdcené « pievracenym &islem k &islu 8. To se d4 ovSem snadno
dokézat primo.

Véta 5,6. Jsou-li x + 0, 8 + 0 raciondIni &isla a je-li n celé &islo, je
an . B = (o)

Dikaz. Pron 2> 0 je nam to znamo. Je-lin = — k << 0, uvaime,
Ze podle vety 5,2 je a~1 . -t = (af)?, takie

Bt = (x71) (;8“12;l = (a=t. ) = [(«f)* = (af)" = ()"

Je-li a celé &fslo, b pfirozené &islo, je raciondlni éfslo a podle

a
. b
(3,9) plyne z nasi definice nasobeni, Ze toto racionalnf ¢islo je kofe-
nem rovnice b . * = a, takZe podle véty 5,3 je

{—Z—} —b-1.q. (5,6)

Vratme se k rovnici (5,2), kde «, § jsou raciondlni &isla, o« #0.
Ctenafam je zndmo, Ze YeSenf takové rovnice se nazyva délent, ze
¢islo B se jmenuje délenec, 8islo « délitel, kofen x rovnice (5,2) se jme-
nuje podil a znadi se § : «. Pfipomernime, Ze § : 0 je bezvyznamny sym-
bol (viz poznidmku 5,3). Je-li « = b pfirozené &islo, 8 = a celé &fslo,

je podle (5,6)
a:b= {%} . (5,6")
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Misto toho se obyéejné piSe bez zdvorky

a:b= b (5,6")

a také v obecném piipadé, kdyz «, # jsou racionalni é&isla podrobena
pouze podmince & #+ 0, piSe se ve védecké literatufe mnohem &astéji

LA misto g : . Diivodem je mimo jiné ta okolnost, Ze v matematickém
(29

textu dasto uZivame dvojtetky v gramatickém smyslu a neziidka
by mohlo dojit k nedorozumén{. Podle definice je

% =" (proo« #+ 0). (5,7)
V dusledku oznadeni (5,7) se misto vyrazd délenec, délitel, podil
uizivd vyrazu <ditatel, jmenovatel, zlomek. Jmenovatel zlomku je
\vidy razny od nuly. Oznaéeni (5,7) je zobecnénim oznadleni (5,6”).
Slovo zlomek mé ve védecké literatuie zpravidla vyznam definovany
vzorcem (5,7). (V tom smyslu, v jakém jsme uzivali slova zlomek
v § 1, uziva se ve védecké literatufe zpravidla vyrazu kladné racio-
nalni é&islo.) P¥ipomefime jesté, co jsme vlastné uz vyjadrili precho-
dem od (5,6') k (5,6"). Je-li a celé &islo, b pFirozené &islo, potom

a Yy - < . - .
zlomek 5V nynéjsim smyslu neni pfesné totoZny s elementarnim
a oy " vr a x
zlomkem 5 Ve smyslu § 3, nybri s raciondlnim éislem 3 takze

prechod k nyné&jsimu smyslu znamend vynechavani zavorek {},
které po zavedeni poletnich vykondi a odvozeni platnych pro né
pravidel uz nemize vést k nedorozuméni. Zavorek {} budeme vSak
pro jasnost vykladu je$té uZivat v § 6, pozdéji uz jen zcela vyjimecéné.

Zlomek v nynéj$im vyznamu (5,7) je pojem odvozeny z pojmi
nasobeni a prevraceného &isla a pravidla pro poditani se zlomky
jsou snadné dusledky odvozenych uz pravidel. Ponechavajice po-
drobné odivodnéni étendfi, uvedme vzorce:

4=,3, (5.,8)
%za‘l (pro « + 0), (5,9)
o o o o .



By By Bu_ BiBa B (Lo a t0,.. a, %0,

x, &y o K0y ... Oy
| (5,11)
-1
(ﬁ) =% @40, 8+0), (5,12)
« i
B B o y+0), (5,13)
&y [24
p_—6__ 8
——=—t=—= (a%0), (5,14)
g ._ . B _ B
(%) = f; (« * 0, ncelé &islo, pron < 0téz § + 0) . (5,16)

Jako ptiklad odvodme (5,13). Podle véty 5,2 (nebo podle véty
5,6) je (ay)™ = a~ly-1, takie podle komutativniho a asociativniho
zdkona nasoben{ a podle definice pfevraceného ¢isla je

(ap)™. (By) = (a72y1) . (By) = (a71B) . (yy71) = (a7') . 1 = a1,
z ¢ehoz plyne (5,13) podle (5,7).
Véta 5,7. Je-li o, + 0, &, + 0, je

B _ B (5,17)
%y ot
prdvé tehdy, jestlie
agfly = B, . (5,18)

Dikaz. Jest

(artog?) . (xafh) = (aBy) - (aglos) = (a72fy) . 1 = 7B,

a podobné
(a7toz?) . (x3By) = ag'Bs

takze podle (5,7) z (5,18) plyne (5,17). Dile je
(0e309) - (a7285) = (xaB1) - (xy071) = (08y) . 1 = x4



a podobng
(310x3) - (0g1f) = 1P

takze podle (5,7) z (5,17) plyne (5,18).

Véta 5,8. Je-li oy £ 0, oy £ 0, a; + oy, B =i—2 , je také
1 2
B.— b _B
Go — &g oy

Diukaz. Podle véty 5,7 plati (5,18), takze

asfy — aify = x1fy — By
neboli .
(g — 1) By = oy(Be — B1) ,
z éehoZ plyne %idany vysledek podle véty 5,7.
Poznamka 5,5. Pfechod od levé strany k pravé ve vzorci (5,13)
se nazyva krdceni, pfechod od pravé strany k levé roz&ifovdni. Ale

v obecném piipadé libovolného racionalntho y % 0 je rozdil mezi
kricenim a rozsifovanim jenom formalni, nebot

(ap) . yrt=a.(py ) =a.l=a, By .y1=§,
takZe kraceni &éislem y je totoZné s rozsifovanim éislem y-1.

Poznamka 5,6. Slova krdcend se uziva je$té v jiném vyznamu.
Jestlize z rovnosti oy = fy pro ¥ * 0 soudime (viz vétu 3,1 a po-
znamku 4,7) na spravnost rovnosti « = f, mluvime také o kraceni
éislem y.

Véta 5,9. Je-li t + 1, je pro kaZdé pFirozené &islon

tn — 1 1 — ¢n
bt bl = (5,19)

(Leva strana znamena soulet o n» séitancich, pro n = 1 rovny
prvnimu séitanci, t. j. jedné.) |

Diukaz indukei. Pro n = 1 je (5,19) zfejmé. Plati-li vak (5,19)
pro urcité n, je

n __
1+t+ ... +tn=(1+t+ ...+t tr = tt_ll—+
Itu(t_l)_ tu_l+tﬂ+l_tu __tn+1_1
TTr—1 t— 1 I
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§ 6. Nerovnosti mezi racionilnimi &isly

O znéazornéni celyjch &sel na &iselné ose jsme mluvili jiz v I § 9.

. 7 2 VY7 a’ ’ 7 4 ’ .
Racionalni &islo &« = { —} znazornime na ¢iselné ose, v souhlase se

b
vznikem takovych &isel méfenim (viz § 1), timto zpisobem. Uréime
pomocnou délku tak, aby b pomocnych délek dohromady déavalo
zvolenou jednotku délky;
potom é&fslo & je znazornéno ‘ 2
bodem, jehoz vzddlenost od . P 7
po&atku je rovna |a| pomoc- . '
nym délkam a ktery pro
@ > 0 leii od poéitku na- Obr. 2.
pravo, pro a < 0 nalevo (pro
a=0jex=0a jehoznazornénim je sdm polatek).Viz obr. 2, ve kterém

. v 0 3 6 —3 — 6
mimo ¢&isla 0_3,1_?,2_—3—, 1= , 2 = 3
2 7 4 - p < .
T3 T3 Je patrné, Ze toto zndzornéni
je nezavislé na pfechodu od vyjad¥eni (3,1) k vyjadfeni (3,2) a Ze pro
celd « je v souhlase se znazornénim celych éisel na &iselné ose, po-
psanym v I§9.

Pomoci é&iselné osy muZeme roziifit pojem prirozeného uspordddni
na mnoZinu vSech raciondlnich &isel. V souhlase s tim, co jsme Tekli
o celych &islech v I § 9, nazveme pfirozenym uspofaddnim mnozZiny
vSech raciondlnich &isel takové uspofddani, které odpovida uspofddani
bodu na d&iselné ose od levé strany k pravé. Tedy nerovnost

jsou zndzornéna ¢isla

x, << 3 neboli &y > o, (6,1)

mezi raciondlnimi &sly znamend, Ze na &iselné ose leif obraz &isla
«, nalevo od obrazu &isla «,.

Bez pomoci é&iselné osy definujeme nerovnost (6,1) pro racionalnf
disla o,, o, takto: Podle véty 3,4 vyjadiime «,, x, elementarnimi
zlomky

se spoleénym jmenovatelem b (b je tedy pfirozené &islo; a,, a, jsou

cela ¢isla). Potom definujeme: nerovnost (6,1) znamena, Ze je a, < a,
ve smyslu popsaném v I § 9. '
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Poznamka 6,1. Je tieba dokdzat, Ze vyznam nerovnosti (6,1) je
nezdvisly na volbé vyjadieni (6,2). Podle véty 3, 5 stadi to dokazat
pro pfechod od vyjadieni (6,2) k vyjadieni -

ak ak

bk ° bk
kde k je prirozené ¢islo. To viak plyne ze zdkona monotonie nasobeni
(platného pro celd &isla podle véty I 9,9). Nebot plati-li a, < a,,
je a,k < ask; neplati-li ¢, < a,, plati a, < a,, takze je a,k < aik,
t. j. neplati ani a,k < a,k.

Poznamka 6,2. Jsou-li «,, «, éisla celd, plyne z (3,9), Ze novy
vyznam nerovnosti (6,1) je tyz jako jeji vyznam plvodni.

Poznimka 6,3. Ze zdkon trichotomie (v&ta I 5,1) podrzi svou
platnost v oboru raciondlnich éisel, plyne z véty 3,2.

Poznédmka 6,4. Ze transitivni zdkon (véta I 5,2) podrzisvouplat-
nost v oboru racionalnich &isel, plyne z toho, Ze tfi racionalni &isla
1, &y, &y MUZeme podle véty 3,4 vyjadfit elementarnimi zlomky se
spoleénym jmenovatelem.

‘ o . JO 2
Poznamka 6,5. Podle véty 3,5 je {7} =0, {?} =1, tedy 0 <=

< {%} < 1, takie {—1)—} neni celé &slo. Viz poznamku 3,1.

Racionalni gisla riznd od nuly délime na kladnd a zdpornd; i v oboru
racionalnich éisel & > 0 znamend, %e « je kladné, « << 0 znamend,
%e « je zdporné; je-li « > 0, pravime, Ze « je nezdporné. I pro racio-
nalni &isla plati, Ze pro « + 0 jedno z ¢isel o, — & je kladné a druhé
zaporné (viz vétu 4,3). I v oboru racionalnich &isel definujeme pojem
absolutnf velikosti |«| &isla « tak, Ze pro « > 0 je |x| = «, pro a« < ¢

pak || = — «. Je-li
x = {%} (6,3)

- {5)

Véta 6,1. Vzorce I (7 2); 1(7,3); I (7,4); I (8,1) (i s pravidlem pro
znaménka +); 1(9,1); 1(9,2); 1(9,3) a véty I 5,4; 1 5,5; 1 5,6, I 5,7;
158, 159;18,1;18,2;,19,1;19,3;19,4a]l89,6 jsou spravné pro
libovolnd raciondini &sla.

To vyplyvé pfimo z nasich definic a z véty 3,4.

je zfejmé
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Vé&ta 6,2. Je-li « > 0, je také a—1 > 0; je-li &« < 0, je také o~ < 0.

To plyne z véty I 8,2.

VEta 6,3. Jeli 0<a<Pp, je p-l<aly jeli 0<a<P, je
pt = ot

Dtukaz. Nerovnost o« << f (nebo. « < ) znasobime na obou
stranach kladnym (viz véty 6,2; I 8,2) &islem a—18-1.

Véta$,4. Je-li x > 0, je a™ > 0 pro kazdé celé n.

Diukaz. Podle definice je souéin (4,4) kladny, jsou-li &initelé &isla
kladna. Tedy ptipad n > O plyne z definice I (6,1). Pf¥ipad » = 0
plyne z definice I (6,2). Protoze a—* = (a*)~', plyne pfipad n < 0
z véty 6,2.

Véta 6,5. Je-li 0 < & < B a je-li n pFirozené &islo, je o™ < 7.

Dukaz. Podle definice I (6,1) je nafe véta zvlastnim pFipadem
véty I 5,9. _

Poznamka 6,6. Je-li « > 0, § > 0, a™ < 7, kde n je pfirozené
tislo, je « << B. Nebot jinak by bylo 8 < a, a tedy podle véty 6,5
také p» < am, coz odporuje predpokladu.

Véta 6,6. Budif n pfirozené &islo. Je-li o > 1 je a™ > 1; je-li
0<<a<<l,je0 <<ar < 1.
To plyne z vét 6,4; 6,5a I 6,2.

Véta 6,7. Budtet m, n celd &isla, m < n. Je-li « > 1, je a™ < a®;
je-li 0 << x << 1, je a™ > o®,

Diukaz. Podle véty 6,6 v pfipads « > 1 mime nerovnost g»~™> 1,
v piipadé 0 << &« <C 1 nerovnost a®—™ << 1. V obou piipadech smime
tuto nerovnost na obou stranich zndsobit &slem «™, nebot toto éislo
je kladné podle véty 6,4. Podle véty 5,4 je a®~™ . x™ = an, takie
vyjde Zadany vysledek.

Véta 6,8. Pro kaidé raciondlni « a kaZdé celé n je

o[ = fan] .
Dikaz. Piipad n = 0 je zfejmy z definice I (6,2), piipad n > 0
plyne z véty I 8,1, pfipad » = — 1 plyne z definice pfevraceného

¢isla podle véty I 8,2, pfipad n < 0 se pfevede na pfpady » > 0
a n = — 1 podle véty 5,5.

Véta 6,9. Ke kaZdému raciondlnimu &islu o existuje takové pfirozené
éislon, Ze
—m<a<<n. (614)

(Pro celé « je to véta I 9,2.)
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Dukaz. Pro x = 0 miZeme n volit libovolné. Plati-li (6,4) pro
urdité «, je podle véty I 9,1 také — n < — &« << n. MiZeme tedy
pfedpokladat, Ze o« > 0. Plati-li (6,3), jsou potom a, b pfirozena
¢isla, tedy a > 1. Podle (5,6') je ax = b. Proto zndsobime-li nerovnost
2 2> 1 kladnym é&islem «, dostaneme b > «, a polozime-lin = b + 1,
je n pFirozené ¢fslo a je o« << ». Mimo to oviem — n < 0 < «, takZe
plati (6,4).

Véta 6,10. Ke katdému kladnému raciondlnimu é&islu o existuje
takové pFirozené éislo n, e 0 < n~1 < a.

Dikaz. Podle vety 6,2 je =1 > 0. Podle véty 6,9 existuje takové
plirozené dislo n, Ze a1 < n. Podle véty 6,3 (viz i pozndmku 5,4)
je nl < a. Pfitom je 0 < n~! podle véty 6,2.

Véta 6,11. Jsou-li u, v raciondlni &isla a je-li u < v, existuje takové
ractondlni éislo «, %e u < o < v.

Dukaz. Podle véty 3,4 mohu poloZit

{5

Protoze u < v je a1 < a,, takZe podle véty I 9,8 je ay = a, + 1,

a tedy 2a, > 2(a, + 1) = 2a, + 2> 2a, + 1 > 2a,. Podle véty

3,3 je
| 2a, __J 2a,
=t -1

a protoZe 2a;, < 2a, 4+ 1 < 2a,, staé{ poloZit
_ 2ay + 1
26

Véta 6,12. Jsou-li u, v raciondlni éisla a je-li w < v, existuje ne-
koneéné mnoho takovych raciondlnich &isel &, Ze u < x < v.

Dukaz. Aspon jedno takové a« existuje podle véty 6,11. Kdyby
existovalo jen koneéné mnoho takovych «, bylo by jedno z nich nej-
mensi; oznaéme je f. Potom je u << § << v a podle véty 6,11 existuje
takové raciondlni «, Ze u < 6 < B, tedy u < x < v, « < f, a to
odporuje definici éisla £.

Vé&ta 6,13. Je-li o« raciondlni &islo, existuje prdvé jedno takové
celé &islo n, Ze
nla<n+ 1. (6,5)
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Dtkaz. Kdyby existovala dvé rizna cela &isla m, n takova, Ze
by platilo (6,5) a zaroveni

m<oa<m41, (6,5")

bylo byna. pr n<m,a tedy n + 1 < m podle véty I 9,8. To je
viak nemoZné, nebot pak by bylo podle (6,5) a (6,5")

a<n+1<mZ «a,

tedy « < a, coz je nemozné. Zbyva ukazat, Ze existuje celé n s vlast-
nosti (6,5). Podle véty 6,7 existuje takové pFirozené ¢&islo k, Ze
— k < &« < k. JestliZe r probfha cela &isla 0, 1, 2, ..., 2k od prvniho
k poslednimu, potom celé &islo — & + r nejprve (pro r = 0) nenf
a nakonec (pro r = 2k) je vétsf nez «. Z toho plyne, Ze mezi naSimi
r existuje takové, ze celé ¢islon = — k 4 rnenia celé &islon + 1 =
=(—k4+7r)+1=—k+ (r+ 1) je vétdi nez «, t. j. Ze plati
(6,5).
Véta 6,14. BudiZ n pfirozené &islo. Je-li z raciondlni éislo vétsi nei
jedna, existuji takovd raciondlni &isla t,,t,, ..., t, vét& nes jedna, Ze
tily...ln=2. (6,6)
Dikaz indukef vzhledem k n. Pro n = 1 je véta zfejma. Necht
tedy plati pro uréité n a necht je dano racionalni &islo & vé&t&i nez
jedna. Podle véty 6,11 existuje takové raciondlni éisloz,Ze 1 < 2z < z.
Podle induktivniho pfedpokladu existuji takovad racionalni &isla
4, ty, ..., t, v6t3i neZz jedna, Ze plati (6,6). BudiZ jesté ¢,,, = z:z.
Potom je t,,, racionaln{ éslo a z.¢,,;, = =z, tedy
bty bpyy =T

Zbyva ukézat, Ze t,,, > 1. Kdyby v8ak bylo ¢,,, < 1, bylo by také
(protoze z je kladne) z.t,. < z neboli z < 2, coZ odporuje pred-
pokladu.

Vé&ta 6,15. BudiZ n pfirozené &islo a budiZ « > 1. Polom existuje
takové raciondini &islo t v&t& neZ jedna, fe t* < «.

Dikaz. Podle véty 6,11 existuje takové raciondlni cislo z, Ze
1 <z < «. Podle véty 6,14 existuji takova racionalni éisla ¢, £, ...

.» b VEtSi neZ jedna, Ze platf (6,6). Je-li ¢ nejmend? z téchto n &isel,
je t raciondlni éislo vétsi nez jedna a podle véty I 5,9 je

Sty =2 < o
V&ta 6,16. Je-li t > 0, je pro kadé pfirozené &islo n
>0+t — 1), (8,7)
pFi demZ rovnost nastane pouze tehdy, je-li budto t = 1, nebo n = 1.

6 — Cisla a potetnf vykony 81



Dtkaz. Pripady t = 1, » = 1 jsou zfejmé. BudiZ tedy ¢ + 1,
n > 1. Je-li nejprve ¢ > 1, potom v souétu nalevo v (5,19) kazdy
séitanec je podle véty 6,6 vétsi nez 1 aZ na prvého, ktery je roven 1,
takZe zminény soudet je podle obecného zakona monotonie séitdni
vétdf nez n; jeli viak 0 <t < 1, je (opét podle véty 6,6) soudet nalevo
v (5,19) mensi nez n. Tedy podle véty 5,9

r—1

n<——t_1

pro t>1,

n>_ll+t: pro 0 <t <l.
V prvém piipadé je ¢ — 1 > 0, tedy
nt— 1) <tr—1, 1l4+nit—1) <ir;
ve druhém piipadé je 1 — ¢ > 0, tedy
n(l —) <l —tr, at —1)<tr—1, 14+nit—1) <t

V&ta 6,17. Budif n pfirozené &islo a budiZ 0 < u < v. Potom
existuje takové kladné raciondlnt &islo o, Ze u < a® < 0.

Dikaz. Podle véty 6,11 existuji takova raciondlni &isla p, g, Ze
Ifu<p<g<uy.

Podle véty 6,3 plati nerovnost ¢-! < p~!; zndsobime-li obé strany
kladnym ¢é&islem ¢, dostaneme p-l¢ > 1, takZe podle véty 6,15
existuje takové raciondlni &islo ¢ vétsf neZ jedna, Ze

< plyg. (6,8)

Podle vét 6,2 a 6,9 existuje takové piirozené éislo m, ze 0 < ¢~ < m;
zfejmé je m® > m, takie 0 < ¢—1 < m" a podle véty 6,3 také ¢ > a",
kde @ znamena kladné racionalni é&islo @ = m~!. UvaZujme nynf
kladné raciondlni &fsla

a, at, at?, ...

Cislo @ bylo uréeno tak, ze a® < ¢. Nynf pro kadé pfirozené &slo k
je podle vét 5,5; 5,6 a 6,16

(atkr)r = ar .t > g . [1 + kn(t — 1)] > k. na™(t — 1),
a volime-li k (podle véty 6,9) vétsi nez ¢ . [na®(t — 1)]-?, bude
a*<gq, (atF)">gq.
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Z toho plyne, Ze existuje takové nezdporné celé éfslo r, Ze
(@< g, (@) >gq.
Budiz nyni o« = atr, takZe « je kladné racionalni éislo a mame
" g <am.th. (6,9)

Protoze ¢ < v, je a® << v. Na druhé strané plyne z (6,8), Ze a™.
.i* < atg.pTl, takie podle (6,9) je ¢ < a”q.p~}; znasobime-li
obé strany kladnym ¢&islem p.g-1, vyjde p < a®, takie u << a”,
nebot u < p .

§ 7. Pojem uspoFadani

V I§5 jsme pro mnoZinu nezdpornych celych &isel zavedli pojem
piirozeného uspofadani, ktery jsme v I §9 roziffili na mnoZinu
vsech celych éfsel a v § 6 této kapitoly na mnozZinu vSech ¢isel ra-
ciondlnich. Poznali jsme, Ze na$ pojem pfirozeného uspofadani
odpovidd uspofddani &iselné osy od levé strany k pravé. V tomto
paragrafu si nyn{ struéné promluvime o obecném pojmu usporadani
libovolné neprazdné mnoZiny M.

Poénéme piipadem konecného souboru. Uspofddat koneény soubor
n > 0 prvki znamena v denni praxito, Ze jednotlivé prvky souboru
uréitym zpasobem rozlisime jako prvni, druhy, ..., n-ty prvek sou-
boru, coz muZeme matematicky vyjadfit tak, Ze prvky souboru
rozlidime pomoci indexi 1, 2, ..., n, Ze je tedy oznadime tieba

T N/ P T '(7,1)

Pozndmka 7,1. V tomto smyslu miZeme mluvit i o uspofadani
souboru sloZzeného jen z jednoho prvku, jehoZ indexem musi byt
éfslo 1, takZe soubor slozeny z jednoho prvku se dé uspoi"é,dat pravé
]ednim zpisobem.

Jsou-li @, b dva prvky uspofadaného souboru M, fekneme, Ze prvek
a je pfed prvkem b, jestlize v oznadeni (7,1) index prvku a je mens{
nez index prvku b. Plati potom zdkony, které vzniknou z vét I 5,1;
I 5,2, jestliZe v nich symbol ,,a < b* dteme slovy ,,a@ je pFed b*.

Zikon trichotomie. Jsou-li a, b kterékoli dva prvky uspofddané
mnotiny M, plati prévé jeden ze tFi vztaht: [1] a = b, [2] a je pFed b,
[3] & je pred a.

Poznamka 7,2. Rovnost @ = b znamena zde i na jinych mistech,
Ze oba prvky a, b splynou.
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Zikon transitivni. Jsou-li a, b, ¢ takové tFi prvky uspofidané
mnoZiny M, Ze je a pfed b a zdroves b pfed c, je také a pFed c.

Poznamka 7,3. P¥i formulaci obou zdkond jsme uZili slova mno-
Zina (ne soubor), abychom naznadili, Ze alkoli prozatim jsme mluvili
jen o pfipadu, Ze M obsahuje koneény polet prvki, obritime se
vbrzku i k pojmu uspofddani nekoneéné mnoziny.

Poznamka 7,4. Jestlize M obsahuje jediny prvek, je zakon tri-
chotomie spravny v tom smyslu, Ze ze ti pfipadia [1], [2], [3] musi
nastat vidy jen piipad [1]. Jestlize viak M obsahuje vice nez jeden
prvek, miZeme vidy zvolit @, b tak, aby nastal kterykoli z pfipadi
[1], [2], [3].

Pozndmka 7,5. Jestlize M obsahuje jenom jeden nebo dva prvky,
je zakon transitivnf sprivny v tom smyslu, Ze pfedpokladu ,,Jsou-li
a, b, c atd.” nelze vyhovét, takZe je lhostejné, jaky zavér éinfme ze
splnénf tohoto pfedpokladu. JestliZe vSak koneény soubor M obsa-
huje aspon tfi prvky, je v (7,1) n = 3 a pfedpoklad v uvozovkach
je splnén, volime-li a = a;, b = a,, ¢ = a,.

Budiz nynf didn neprizdny koneény soubor M skliadajici se z n
prvki a budiZz dédno pravidlo, které pro kazdou dvojici [x, y], jejiz
oba &leny nélez{ do M, uréitym zpisobem rozhodne, zda pro tuto
dvojici vztah ,,x je pfed y*‘ je spravny ¢inespravny, pii éemi je splnén
jak zdkon trichotomie, tak i zakon transitivni. Dokazeme, Ze je tim
uréeno pravé jedno uspofddan{ souboru M, &éimZ minime to, Ze je
pravé jednim zpiasobem mozné zavést pro jednotlivé prvky souboru
M oznadeni (7,1) tak, aby sprivnost vztahu ,,e, je pfed a,‘ zname-
nala totéz jako nerovnost r < 8.

Dukaz provedeme indukei vzhledem k ». Pro » = 1 je véta
zfejma. Predpoklddejme tedy, Ze pfi uréitém n véta je sprivni
.a %e je dan soubor M o » + 1 prveich a pro dvojice [x, y] jeho prvku
vztah ,,x je pfed y*‘ spliiujici zdkon trichotomie i zdkon transitivni.
Zvolme v souboru M libovolné prvek b a oznaéme N (b)soubor,
ktery vznikne z M odstranénim prvku b. Tedy p¥i kazdé volbé
prvku b souboru M je N(b) soubor o n prveich, které podle induktiv-
nfho pfedpokladu muzeme oznaéit (7,1) tak, ze pro 1 <r < n a
1 <L s < n vztah ,.a, je pfed a, znamend totéZ jako nerovnost
r < 8. Jsou nyni dvé moznosti: budto vztah ,,z je pfed b* je spravny
pro kazdy prvek x souboru N (b), nebo tomu tak neni; prvnf moZnost
nazveme priznivou, druhou nepfiznivou. Nastane-li pfiznivd mozZnost,
‘stacf oznadenf (7,1) doplnit oznadenim b = a,,, a dikaz je hotov.
Zbyva tedy jen dokézat, Ze p¥i vhodné volbé prvku b mnoziny M
mastane pro soubor N(b) pfiznivd moZnost. Jestlize pfi urédité volbé
prvku b nastane nepfiznivd moZnost, existuje takovy index r (1 <
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< r < n), e pro @ = a, a pro nds prvek b v zdkonu trichotomie
nenastane piipad [2]; protoZe nenastane ani pifpad [1], musi nastat
piipad [3], t. j. musi platit, Ze ,,b je pied a,”. DokaZeme viak urdi-
téji, Ze musi platit

b je pted a, , (7,2)

nebot kdyby neplatilo (7,2), existoval by takovyindex r <, Ze by
platilo ,,b je pfed a,*; ale jelikoz r < n, platilo by téz ,,a, je pfed
a,'“; z obou téchto vztahd bychom pak podle transitivniho zakona
usoudili, Ze plati vztah (7,2), adkoli jsme piedpokladali jeho ne-
spravnost. Tedy vztah (7,2) je spravny; mimo to viak také plati

a,jepieda, prol S r<n (7,3)

az(7,2)a (7,3) dohromady Plyne, Ze vztah ,,z je pfed a,* je spravny
Pro kaidy prvek z mnoziny M rizny od a, neboli pro kaZdy prvek
mnozmy N (a,). Jestlize tedy misto od prvku b vyjdeme od prvku
a,, a to je dovoleno, nastane piznivy pfipad, ¢{mz je dikaz skonden.

Z dokazané véty plyne, Ze uspofadani souboru M se da definovat
také Jinak nez moZnosti zavést pro prvky souboru M oznadeni (7,1)
tak, ze vztah ,,a, je pled @, znamena totéz jako nerovnost r < s.
Podle nové definice uspofddat mnofinu M znamend: udat pravidlo,
jeZ rozhodne, pro_které dvojice [z, y] 8 obéma Eleny vzatymi z M vztah
,»Z je pFed y'‘ md byt sprdvny; pFi tom toto pravidlo je libovolné az na to,
Ze pro né& musi platit zdkon trichotomie a zdkon transitivni.

Nova definice uspofddadn{ ma tu vyhodu, Ze plati pro libovolnou
nepriazdnou mnozinu M, i kdyZ tato mnoZina je nekoneénd, kdeito
prvaf definice plati pouze pro koneéné mnozZiny. Proto se ve védecké
matematice pojem uspofddanf zavidi druhou definici.

V nasledujfcim pro jednoduchost budeme psit a < b nebo b > a
ve smyslu ,,a je pfed b*‘ pro libovolné uspofadanf libovolné mnoziny
M. (Jestlize M je mnoZina ¢isel a uvazované uspofiddan{ je pFirozené,
potom @ < b znamend, Ze @ je mensi neZ b) Jestlize (neprazdnd)
mnozina N je é4st{ uspofddané mnoZiny M, je vztah z < Yy defino-
van pro vlechny dvojice [z, y], jejich cleny nalezeji do mnoziny M.
tedy tim spfide pro vSechny takové dvojice, jejichZ ¢leny naleiejf do
mnoZiny N; mimo to je patrné, Ze jestliZe zakon trichotomie a tran-
sitivni zdkon jsou splnény v mnoziné M, jsou splnény i v mnoZiné V.
Tedy uspofddanim celé mnoziny M je uréeno uspofadani jeji éasti N
a mluvice o &isti N uspofddané mnoZiny M, muieme také N po-
vazovat za uspofadanou mnoZinu.

Prvek @ uspofddané mnoZiny M se jmenuje prvni, jestliZe nenf
x < a pro zddny prvek z mnoziny M; a se jmenuje posledni, jestlie
neni > a pro zadny prvek z mnoZiny M. (V pripadé pfirozeného
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uspofadini mnoziny é&isel mfsto slova prvni uzivame slova nejmer. ¥,
misto slova posledni slova nejuét§i.) Jsou-li @, b dva razné prvky
uspofadané mnoziny M, je budto a < b, nebo b < a; je-li na pt.
a < b, nemize prvek & byt prvnim ani a poslednim. Tedy v M
existuje nejvyd jeden proni a mejvys jeden posledni prvek. Jestlize
(neprazdna) mnoZina M je konedna, existuje jak prvek prvni, tak
i prvek posledni. Je-li viak M nekoneénd, nemusi existovat ani prvni,
ani poslednf prvek. V pripadé pfirozeného uspofadani v mnoZiné
vSech celych &isel neexistuje ani prvni, ani posledni prvek; v mno-
Ziné vSech kladnych celych ¢isel je &islo 1 prvkem prvnim (neboli nej-
men3im) a poslednf prvek neexistuje; v mnoZiné viech zdpornych ce-
lych é&isel je é&islo — 1 prvkem poslednim (neboli nejvét$im) a prvni
prvek neexistuje. Jestlize mnoZina M obsahuje jediny prvek, je tento
prvek zarovell prvnim i poslednim. Jestlize viak uspofadand mno-
Zina ‘M obsahuje vice nez jeden prvek a existuje-li v ni jak prvni
prvek a, tak i posledni prvek b, je zfejmé a < b.

O dvojici [a, b] sloZené z prvki uspofddané mnoZiny M iikdme,
Ze tvoif skok v mnoziné M, jestlize je a << b, aviak v M neexistuje
Zadny prvek z, pro ktery by bylo a < « < b. V pfipadé pfirozeného
uspofadani mnoziny vech celych ¢&isel je kazdé éislo » prvnim dle-
nem skoku [», n + 1]: naproti tomu v pfirozensd uspofddané mnoZiné
viech raciondlnich &isel podle véty 6,11 neexistuji skoky. JestliZe
mnozina M obsahuje jediny prvek, je skok v M nemoZny; jestlize
viak v uspofddané mnoziné M, kterad obsahuje vice neZ jeden prvek,
mneexistuji skoky, je mnozina- M nekone¢nd. V tomto pifpadé pra-
vime, %e M je husté uspoféddna nebo Ze dané uspofddéni mnoZiny M
je husté. Tedy vétu 6,11 miZzeme vyslovit: pfirozené uspofadan{
mno%iny vSech racionalnich &isel je husté.

Jsou-li @, b prvky husté uspofddané mnoziny M a je-li a < b,
potom musi v mnoziné M existovat asposi jeden takovy prvek z, Ze
a < x < b. (Jinak by totiz [a, b] byl skok, a husté uspofidani
mno#ina skoky nemd.) Ve skutednosti je viak v mnoZiné M neko-
neéné mnoho takovych prvki z, e a < < b. To se dokdze tymz
tsudkem, kterym jsme z véty 6,11 odvodili vétu 6,12.

Je-li M husté uspofidana mnoZina a je-li NV jeji ¢dst, pravime, Ze
N lefi husté v mnoéiné M, jestlize pro kaidé dva takové prvky a, b
celé mnofiny M, pro které je a < b, existuje v jeji édsti N aspoii
jeden takovy prvek z, %e a < x < b. Ctendf sdm snadno dokaZe,
ze potom také N je husté uspofadand mnozina.

BudiZ nyni M husté uspofdidand mnoZina, ve které neni ani prvni,
ani posledn{ prvek. (DileZitym ptikladem je pfirozené uspofiadana
mnozina v3ech racionalnich éisel.) Budiz « néjaka véc rizné od viech
prvki mnoZiny M a oznadme M + o« mnoZinu, kterd vznikne z mno-
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Ziny M pfipojenim jediného nového prvku «. (Oznadeni M + «
v tomto smyslu je zcela pfechodné; pozdéji ho nebudeme pouzivat.)
Piedpokladejme nejprve, Ze mnoZina M + « je uspofdddna tak, Ze
je tim vytvofeno dané uspofadani mnoziny M, t. j. Ze odstranénim
prvku « z mnoZiny M + & vznikne pivodni mnoZina M ve svém
daném uspofdddni. Oznaime A mnoZinu téch prvkd x mnoZiny M,
pro které v mnoziné M + « plati x < «; oznaéme diale B mnozinu
téch prvki y mnoZiny M, pro které v mnozing M + « plati y > «.
(Mze se stat, Ze mnoZina A nebo B je prizdna.) Protoze v M + «
plati zakon trichotomie, jsou mnoZiny 4, B disjunktni a jejich
sjednocenim je celd mnozina M. Protoze v M + « plati zdkon tran-
sitivni, majf mnoziny 4, B tuto vlastnost:
je-li z prvkem mnoZiny 4 a je-li ¥ prvkem mnoZiny B, je z < y. (*)

Obracené piredpoklidejme, Ze [A, B] je takova dvojice &asti
mnoziny M, Ze sjednocen{ obou éasti je celd mnoZina M a Ze je splné-
na vlastnost (*). Ctenat snadno zjisti, ¢ mnoZiny 4, B jsou nutné
disjunktni. Zavedme potom uspofadani mnoZiny M + « tim pred-
pisem, Ze v mnoziné M + « plati vztah 2 < y pravé tehdy, nastane-li
jeden ze t¥i pfipadu:

[1] =, ¥ jsou prvky mnozZiny M a vztah z < y je sprdvny v mno-
%in& M;

[2] z je prvkem mnoZiny 4 a mimo to y = «;

[3] y je prvkem mnoZiny B a mimo to z = o.

Ctenaf snadno zjistf, Ze je potom v M + « splnén jak zakon tri-
chotomie, tak i zakon transitivni, takZe jsme definovali uspofaddani
mnoziny M + «, o kterém je jasné, Ze je jim vytvofeno dané uspo-
fadanf mnoziny M. Nazveme nyni dvojici [4, B] mezerou v mnoZzing
M, jestlize toto uspofddani mnoZiny M + « mé tytéZ vlastnosti,
které jsme predpokladali o mnoziné M, tedy jestlize mnozina M 4 «
je husté uspofaddna a nemd ani prvnf, ani posledni prvek. Potom
jsou spravné tyto tfi vyroky:

[a] ani mnoZina A4, ani mnoZina B nenf prazdni;
[b] v mnoziné 4 neexistuje posledni prvek;
[c] v mnoziné B neexistuje prvni prvek.

Kdyby totiz za prvé mnoZina A byla prazdna, bylo by « prvnim
a kdyby B byla prazdna, bylo by « poslednim prvkem mnozZiny
M + «. Za druké kdyby z byl posledni prvek mnoZiny 4, tvofila
by dvojice [z, ] skok v mnoziné M + «. Za tfet{ kdyby y byl prvni
prvek mnoziny B, tvofila by dvojice [«, y] skok v mnoZiné M + «.
Obracené, jsou-li vlastnosti [a], [b], [c] splnény, je [4, B] mezera
v mnoziné M. Nebot pro kazdy prvek x mnoziny 4 plati z < «,
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takie podle vlastnosti [a] neni « prvnim prvkem mnoziny M + «;
kdyby néjaky jiny prvek mnoziny M + « byl v této mnoZiné prvnim,
byl by také prvnim v M, a to je nemoZné. Tedy v mnoZiné M + «
neexistuje prvni prvek a podobné se dokdZe, Ze neexistuje ani
posledni. Dile budteZ x, y takové dva prvky mnoziny M + «, Ze
zr < y; mame zjistit, Ze v M + « existuje takovy prvek z, Ze z <
<z < y.Jelinynf z + «, y + o, existuje takovy prvek z uz v mno-
ziné M. Je-li y = &, je x < «, tedy x nédlezi do 4, a podle vlastnosti
[b] existuje v A4 takovy prvek z, Ze z < z; je tedy z < z << « neboli
z < z < y.Je-li konetné z = «, je « < y, tedy y nilezf do B, a podle
vlastnosti [c] existuje v B takovy prvek z, ze z < y; je tedy o <
<z <yneboliz <z <y.

§ 8. Pojem iracionéiIniho &isla

UZ v poznamce 1,3 jsme se zminili o tom, Ze pFi uréitych theore-
tickych uvahach, jejichz cilem je méfeni zcela pFesné, bez jakékoli
sebenepatméjsi chyby, nevystadime s lomenymi ¢éisly. To si nyni
potvrdime na jednoduchém pifkladé, zndmém uz ve starovéku.
V obr. 3 vidime étverec ABCD se stranou 2 cm, rozdéleny na &tyti

men3f étverce se stranou 1 cm. Kazdy z téchto

mendich étvercii je rozdélen na dvé stejné

D L C velké &asti, z nich? jedna je vySrafovdna.
! Vysrafované &asti dohromady tvoif &tverec
HKLM,jehoz plosna velikost je rovna poloviné
M K plodné velikosti étverce ABCD. Zvolme nyni
za jednotku délky 1 cm, za jednotku plo8nou

1 cm? a pFedpoklidejme, Ze délka strany

A B étverce HKLM je pfesné vyjédfena lomenym
&islem
Obr. 3. z =_%/_ ) (8,1)

Potom, jak znamo, bude plosnd velikost ¢tverce HKLM pfesné
vyjadfena &fslem 22, a protoze plodna velikost &tverce ABCD,
dvojnésobného proti &tverci HKLM, je pfesné vyjddfena Eislem 4,
je zfejmé

at =2, (8,2)

Dokéa%eme viak, Ze 74dné lomené ¢&islo « neni kofenem rovnice
(8,2). Dikaz je zcela jednoduchy. MiZeme pfedpokladat, Ze napravo
v (8,1) mame zdkladni tvar zlomku z, t. j. takovy tvar, jehoZ jme-
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novatel je co nejmensi, takZe aspoii jedno z pfirozenych é&isel a, b je
liché (nebot jinak bychom mohli kratit dvéma a jmenovatele
zmensit). JestliZe nyni pfedpoklddame, Ze plati rovnice (8,2),a do-
sadime do ni z (8,1), dostaneme vztah

b? = 2q2, (8,3)

ktery ukazuje (viz vétu I 4,4), Ze éislo b2 =b.b je sudé, takie
(opét podle véty I 4,4) také &islo b je sudé, a tedy

b=2, (8,4)

kde ¢ je opét pfirozené &islo. JelikoZ b je sudé, musi @ byt liché a
nemoznost uéinéného predpokladu, Ze zlomek z je kofenem rovnice
(8,2), bude prokazana, zjistime-li naopak, Ze &islo a je sudé. Za tim
ucelem dosadme do (8,3) za b hodnotu (8,4). Vyjde 4¢c? = 2a? a po
kracenf dvéma 2¢% = a?, coZ skutelné ukazuje, Ze &fslo a je sudé.

Na3 piiklad ukazuje, Ze uZ p¥i zcela jednoduchych theoretickych
uvahédch, klademe-li. poZadavek naprosté pfesnosti pfi vypoétech,
nevystaéime s lomenymi ¢&isly, nybr musime pojem &fisla déle roz-
8ifit o nova &isia, kterd nazyvame kladnd iraciondlni &isla a ktera
nejsou presné rovna Zadnému zlomku, daji se viak p¥i kazdém prak-
tickém 1kolu nahradit zlomkem tak, Ze theoretickd chyba, které se
tim dopustime, je prakticky bezvyznamna. Na prvni pohled se zda,
Ze zavedeni takovych novych é&isel md vyznam jenom pro theoretic-
kého matematika a nikoli na pf. pro technika, ktery u éisel, jez ho
zajimajf, se takfka nikdy neptdi po pfesné hodnoté (dokonce se
zpravidla jejich ,,pfesna hodnota‘ ned4d ani definovat), nybrz jen
po hodnoté pfiblizné, pfi dem%Z mnohdy na miru pfesnosti vysledku
klade jen nevelké pozadavky. Zbyteinost pojmu iracionalnfho &sla
pro technika by byla jasna, kdyby se méfeni fysikalnich veli¢in
dala provadét p¥imo, bez pomocnych vypoéti, ale pak by vlastné
byla pro technika bezcenné celd matematika. Ve skuteénosti je tomu
zcela naopak, nebof pfima méfeni se daji provadét jen ve vyjimed-
nych piipadech a k zfskan{ &fsel, ktera technika zajimaji, je vedle
piimych méfeni (kterd nejsou véci matematika) tfeba matematic-
kych vypoétd, asto velmi sloZitych. Tu se v3ak ukazuje, Ze k tomu,
abychom vypodetli byt i jen hrubé pfiblizenf veliiny, kterou ne-
miZeme pfimo méFit, je dasto tfeba mnohem presnéjsi znalosti
pomocnych veliéin, nez by se zdilo na prvnf pohled. Abychom se
o tom pfesvédéili, uvedme prosty geometricky pifklad. Budiz dana
krychle s hranou velikosti 97 cm. Jaky je objem krychle? Jak zndmo,
je tento objem v jednotce 1 em? vyjad¥en éislem

973 = 912 673 .
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Jakou praktickou cenu ma tento vysledek, jestlie hrana nasi
krychle byla zméfena pFesné na centimetry? Skutednd velikost
hrany mohla byt tfeba o 4 mm vé&tsf nebo mensi nez 97 cm. Snadny
vypodet ukazuje, Ze objem nasi krychle v jednotce 1 cm? by byl
dan v prvém pripadé ¢éislem o malo vétsim nez 924 000, ve druhém
piipadé éislem ponékud mensim nez 902 000; z naSeho &fsla 912 673
je tedy naprosto spolehlivd pouze prvnf é&fslice, i druha &fslice ma
uréity vyznam, ale ostatni étyfi ¢éislice jsou prakticky naprosto
bezcenné a uvadét je ve vysledku je nutno povaZzovat za nespravné.

Tato jednoducha tvaha ukazuje, Ze jestlize pfi provadéni vypodta
neuvazujeme piesné hodnoty Cisel, se kterymi poditame, nybrz
nahrazujeme je hodnotami pfibliznymi, je nutné u kazdého jednotli-
vého disla si vSimat toho, jak dalece je spolehlivd jeho pFiblizna
hodnota, a soustavné zkoumat, jak se chyby obsaZené v &islech, se
kterymi provadime néjaky podetnf-vykon, pfenesou na vysledek
tohoto vykonu. P¥i disledném dodrzovani takové zasady skuteéné
nas existence iraciondlnich &isel miZe nechat lhostejnymi. AvSak
za dnesniho stavu védy je dusledné dodrzovani uvedené zisady
mozné jen tehdy, jestlize provadéné vypodty jsou zcela elementarni,
a je viibec nemozné v téch velmi detnych p¥ipadech, ve kterych se
nelze obejit bez vys#i matematiky. Za dnesniho stavu védy ne-
dovedeme potfebné vypodty provadét jinak, nez Ze vyjdeme od
idealisované obecné theorie, ve které pfedpoklidame, Ze vdecka vy-
Setfovand &isla maji pFesné, byt i jen pFiblitné zndmé hodnoty; p¥i tom
je oviem nutné zkoumat, jaké jsou asi chyby vysledku, které pra-
meni jednak z toho, Ze idealisovana obecni theorie neodpovidi
zcela skuteénosti, jednak z nepfesnosti obsaZenych ve velicinach,
jejichz hodnoty ziskdvdme pf{imym méfenim.

O prvém z obou zminénych prament chyb poznamenejme tolik,
ze i v téch pripadech, kdy dovedeme formulovat potfebné fysikaln{
zakony matematicky tak, Ze vyjadfuji skuteénost s uspokojivou
piesnosti, je mnohdy situace takova, ze vzniklé matematické pro-
blémy budto za dne$niho stavu matematiky ani theoreticky nedo-
vedeme rozfeSit, nebo to sice theoreticky dovedeme, ale skuteéné
provedeni vypoéti by bylo tak nesmirné pracné, Ze je prakticky
neproveditelné. V takovych pifipadech je nutné pivodni obecnou
formulaci. problému matematicky zjednodusit; zkoumdnf chyb
vzniklych takovym zjednodufenim je otdzka velkého praktického
dosahu, bohuzel v8ak dasto velmi sloZitd, takie ne vidy matemati-
kové dovedou dat na ni uspokojivou odpovéd.

Co se tyce otazky odhadu, jaké chyba vznikne pfi vypodétu éisla
theoreticky stanoveného tim, Ze je vysledkem provedeni{ zndmych
matematickych poéetnich vykoni (nejen zakladnich poéetnich vy-
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koni) s &isly, kterd na zdkladé pfimych méfeni ndm jsou znama
pouze a% na uréité chyby, které dovedeme odhadnout, tu bé&if
o otazku mnohem jednodussi, na kterou lze s pomoci vyS§i mate-
matiky ve velké fadé pripadu dat zcela uspokojivou odpovéd.

Vratme se k nasi rovnici (8,2). M4 jediny kladny ko¥en, ktery je
iraciondlnim d&islem a oznaduje se V2. Jak se podita s takovym
&islem? PYi provddéni poletnich vykoni vidycky nahradime &islo
/2 néjakym kladnym raciondlnim &slem, které oviem nebude rov-
nici (8,2) spliiovat pfesné, nybrZ pouze pfiblizné. Jak volit takové
racionalni é&islo, to zaleii na tom, jaké podetni vykony mame pro-
vadét a jak pfesnd je tieba znat jejich vysledek. Nékdy staéi na-
hradit é&slo |2 takovym kladnym racionalnim é&islem b, pro které
se &islo b2 1i8f od dvou o méné nez jednu setinu; takovd mald presnost
jindy naprosto nestadi, ale na pf. staéi nahradit ¢islo V2 takovym
kladnym raciondlnim &islem c, pro které se éislo ¢?1i$i od dvou o mén&
nez jednu miliontinu. Ale Zadné racionalni éislo nemiize stadit
k tomu, aby se jimi pfi vdech mo#nyjch vgpobtech mohlo &islo |2
nahradit. Jestlize v8ak neni moZné pro viecky mozné uéely nahradit
iraciondlni éislo ]/2 jednim racionalnim ¢&islem, je naopak, jak si
o tom podrobné¢ promluvime v pi§ti kapitole, vidycky mozné
Sislo V2 plné nahradit nekoneéné mnoha racionalnimi éfsly. Pomickou
k tomu je véta 6,17. Je-li n jakékoli pFirozené Eislo, existuje podle
této véty takové kladné raciondlni &islo a,, Ze

1 1
2-—<al<2+ -, (8,5)

Je-li » malé, bude a, zpravidla nepostadujici nahradou za &fslo
V/2; je-li viak n velmi veliké, na pf. n — 1032, d4 se Sekat, Ze uz pi
velmi mnoha tkolech budeme moci &slo |/2 nahradit &slem a,
-gipli"esnosti vice neZ postaditelnou; koneéné zname-li kladna racionalni
Sisla

@y, Gy, Qg - .. (8,6)

takova, Ze pro kaZdé pfirozené &islo n plati nerovnosti (8,5_)_, tu zna-
lost vdech nekoneéné mnoha ¢&isel (8,6) plné nahradi éfslo V2

Soustavy nekonedén& mnoha &isel tvaru (8,6) se jmenuji posloup-
nosti. Na zdkladé posloupnost{ dospéjeme v kapitole IIT k védeckému
zdivodnéni nauky o iracionalnich &slech.
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