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§$I.Ndzorny pojem vebk+tara

YXXNXXXXXKY PN ML A LAY LTy XY ATy R 2N R

Prostor / oby&ejny / a jeho tcdy roklddime zae ZniML;DOié
-y, Body budeme zpravidla znaditi velkvmi latinak¥mi pismenv z
--konce abecedy P, %, R, 8, T. 2 atd, :.
Transformace vrostoru jn pravidle, které ka%dduu bodu
rrostoru prifazuje bnd téhop cractoru, Jednfm ir7em transforinuce
Ja. translace %ili poaouvan.. PopiSeme J1 a&to' Prejde-1i transe
1101 bod P v bod P, Iak preide bod Q v bed 4° tnk, ¥e obé‘ﬁqcéky
¥P’a QQ Jjscu stejine Jloun by wajl stednfd awdy e sinind spysl snilfe

ruc ! ' 1} 4 Q 4

|
| |
5. Body P, P’je ur&en vézanj vektor. Bod P sluje Eoéétek,
bod P koneo vézaného vektoru. Vzdélenost bodu P od bodu P’

SIuJe ‘délkoun vézaného vektoru. Vazany vektor md urdéditou délku, |
uréi&y sm&r a urdity smysl sméru.

,m__;_.*__Txanslaci je ur¥ena nekonedn¥ mnoho vizanyjch vektord,ne-
_bot: zvolime-li v prostoru libovolny bod P , je translac{ jedno-
znaéné urden bod P’ , tedy vézanj vektor o poddtku P a konci

I
Zvol{me-li- obrdcen¥ v progtoru védzany vektor o poﬁdtku P

a kqnci P y exiatuje jediné translace prevédéjici bod P v bod
P. Vézanym vektorem ja urfena translace.

. bvg védgané vektory mohou uréovati stajnou translaci.Pento
pfipad naatanem ‘kxdy% a jen kay% délky obou vektord jaou stejné,
oba . vaktory maji stejny emér a stejny smysl sm&ru,

' Eaji-li dva védzané vektory stejnou délku, stejny smér a
etejny‘smyal sm¥ru, iekneme, Fe jsou to dv& realisace tého% vol-
ného vektoru. Pro nés. ~ddleZity pojem” jsou volné /nikoli vdzané/

vektory, budeme Jim éasto ¥{kati prost® wektory. Volné vektory
budeme znaéiti velkymi latinakjml pisneny z poddtku abecedy



- 2 -

.4, B, C, D atd. From&nny vektor budeme oznadovati pismenem X
nebo Y.
Jinym typem transformace je homothetickd transformace
6111 st¥edovd podobnost. Tato je urdena bodem, zvanym stfed, a
__Eislem, jemuZ se rikd uréujici pom&r, /urdujici &islof.

L - Je-1i st¥ed v bod® S a Je-1i urtujici &fslo —3 » DOk
mstfedové podobnost se d4 popsati takto: Stfqd S zlstana v pros-
toru pevn¥. Ka%d¥ jinf bod v prostoru zam¥nf své misto a to fgkto:
Je-1i 2 1libovolny bod prostoru rizny od S , pak je urden vé-
sany vektor o poldtku S a koneci' Z. Urdime pak bod z° ve
—_dvou t¥etindech délky tohoto vézaného vektoru.

S de-11 urdujic{ &fslo zdporné ku p¥. - % » pak bod 2
.—Je od. st¥edu S ve vzddlenosti % délky vektorn S,Z, aviak v
-——opainém sméru.

Translace, pf¥i ni% z§stenou body na mistd, sluje nulovéd,
FNulovou translaci pFejde poZdtek P v konec P, t.]J. poldtek {
konec ka¥dého vektoru vdzaného splfvajf. Nulovd translace urduje
jediny volny vektor, jej% nazveme nulovf a budeme znaliti 0’ ,
Neni-1i vektor A nulovf, nazveme jeJ nenulovyim vekto-

St¥edovd pododnost, jeifZ urujici %{slo je 1 , je nmu-~

. lovd translace, nebol viecky body prostoru zistanou na mistd,
Je-11 ﬁfﬁujigi &islo stfedové podobnosti - 1, pak tato sluje
et¥edovou soumirnosti. Je-1i uriujfcf{ ¥{slo O , pak kaZdf bod

Je transformovdn st¥edovou podobnostf v bod S .

§2, Poietnf pravidla /axtomy/ pro
. XXX XX XXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX XX XX XX XXX XXX XXX XX XXXX

vektory.
XXXXXXXXXXXXXXX

Definujme tyto operace 8 vektory : 1,si{tdn{ dvou vektord

2,ndsoben{ vektorn
. 8i{slem.
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S¢{téni vektord. iecht jsou ddny vektory 1 a B ji-
miZz jsou definovdny v prostoru dvé translace. Se&{tat tyto dva
~-Vektory znamend urdit vektor C - oznadime jej A ¢+ B -
-.-JenZ vznikne, . provedeme-li prvou a pak drvhon translaci, jak
---naznaleno v obrizku.

ol | ' i
I : .
' Pro s&itdn{ dvou vektord plati tato pravidla neboli:

axtomy: Hech¥ jsou dd4ny vektory A, B, C. Pak

. x
I. (A + B) + C = A + (B + C). To je zékon asociativni,

II. A + BZ B+ A . To je zékon komutativnf.

AIIi 4 + 0= & |

IY. «le—li dén vektor A, pak existuje p¥esnd aeden vektor -
: | |znaéme jej - A - takovy, Ze A + (- A) .

: ; ‘

. | N4sobeni velktorm Sfslem. KaZdému ¥{sln ¢ a vektorz A
.pi‘ii‘adime vektor - ozna¥ime Jjej ¢ A - takto: Nechl je ddn
v prostoru pevny bod S . Pak exigtuje stredovd podobnost o st¥e-
du ;S a urdujicim pom&ru e . Volny vektor A urluje védzany
vektoxf o poldtku S , Konec tohotp vektoru oznafme P. Stie-
dovou podobnosti je pak pFifazen dodu P bod P’. Vdzanym
vektorem o poldtku S a konci P’ Je pak uréen volny vektor Av
Definujeme A° z ¢ A .

Ndsobiti vektor A d{slem. ¢ znamend tedy uréiti vektor,
Jenos délka je rowna. |c| ndsobku délky vektoru A, jehoZ sm¥r
je stejnf jako sm¥r vektoru A a to smyslu stejného, kdy% c 2O,
smyslulopatného. kdyt ¢ < O .

’."’..__(A *. B_) + C zgna mend, e se nejprve sedfitaji vektoxfyf;
?A_.“ a. B- a k vfslednému vektorn A + B se pFi¥te vektar O,

! .
1 : i
1
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Snadno se presvid&ime, Ze definice vektoru c.A nen{
2dvisld na voldbd st¥edu S . 2Zvolfme-1i jiny stied T ridzny¥ od
S, dostaneme sice jJiny vdzeny vektor, ale stejny volny vektor

P’ Q°
S T
Pro nédsobeni{ vektoru &{slem plati tato pravidla:
Y. e.f( d.A = (c.d] . A. c, d jsou 1idbovolnd redlnd
( ) ( ) ’ éisla

VII. Je-1Ii déno ¥felo ¢ a dva vektory A, B, pak
| Ce (A + B) = OQA. L] c.B

P
A = A

YIIT. 1.

i+ %&hto osm pravidel je odvogzeno. gz ndzoru /podobné pra-
vidla platf v alged¥e pro %isla/. Ostatnf pravidla miZeme odvo-
dit{ deduktivnd gz t&chto osmi. Uvedme ber dikazu tyto vdty :

- (-14) = &
— ;_‘(_ 1).4A = -4

000' b 0'
OOA 3 0 . \

Podle pravidla I Je dqfinovén soutet n wektord

‘1 * Az . 'poo L 4 An "
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n
pro n&jZ zavddime gzgkratku : As .+ Tinto soulet md vlast-
nost, Ze soudet vektord nezé‘e na pofddku s&¢itancli. To Je t.vz,
Obecny zdkon komutatuvni pro siitini vektordi. Vyplyvd z pravidel

I a 1II.

)-«I.*

T 2]

Uvedme obecnou formuli pro tento zdkon. necht M je
ndjakd mno¥ina a necht k je jeji prvek. To naznadime symbo-
licky k 6 M. Pfedpoklddejme, Z¢ mnoZima ¥ md konedny polet
prvkt. KaZdému prvku té mnoZiny piiradme vektor. Prvku k € M
_pF¥iradme vektor Ay . Pak je definovén vektor

A
€

M

5

Rozlo%me si mnoZinu M na wm mnoZin Mi y 1 =21,2,0.. m,
takZe

Pak obecnf} zdkon komutativnf pro s&ftdn{ vektord znf:

LD B SO

k€M k, & Ny
Sk14dé-11 se ku pF. mmo¥ina M 3 pdrd 8fsel (1,k), 1€ i$m,
1 § k é n a zjozdélime-li M o= Ml T 2 tak, Ze do "1 déme

ty dvojice ¥{sel, pro které prvd ¥{sla 1 Jsou stejnd, do M ty
dvojice ¥fsel, pro které druhd ¥fsla k Jsou stejnd, pak

m n

n_. =

= - A

Z Aik = Z_; ik
izl ksl k=1 1i=1

Vita: | |

: : l m ' m
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.J.erdéme—li k scultu nebo ubereme-li ze sonétu nulovy wvektor,
soulet se nezmini.

n

. x
Je-1li A‘l = Ap = seeem A pal znaéine Z: A,
1:1
=A1'|' A2 ¥ epee # ATI - n.A.

Plat{ obecny zdkon distributivnf: Hecht cy (11 ¢ m)
jsou ¥{sla, necht Ay (1 € x < n) jsou voktory. Pak

(£2o) (5=0) = T

iml k=1 18i%m
1~k~n

P¥echod k abstraktnimu
XXXAXXXAAXXXAAXXX XXX XX XX LAXXX XXX X XXX KKK XX

s tanovisku.
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Mysleme 81, Z%e misto vektorfi mime nd&jaké jiné vdcit urli-
tého druhu. Definujme dva iukony: prvni uUkon spolivé v tom, Ze ge
dvou v¥c{ toho urditého druhu odvodime t¥et{ v&c téhoZ druhu, jiZ
nazveme soultem prvnich dvou vécig‘druhj ukon spodivd v tom, Ze
z %{8la a vici odvodime v&c t€ho% druhu.PFedpokldddme p#i tom,Ze
jsoﬁ spln&na pravidla I - VIII. Souboxru t&chto wvici iikéme
modul. '

| P¥{klad. ¥&8ci urditého druhu bhudou uspotddané skupiny

Ety¥ Zisel (cl, Cps Cxgy c4) o3 €3 1 ¢{ nazveme 1 - tou sou-

Fadnict smpmy( ey, €, ©s, c4) Jsou-1i dény dvé tekové vici

-(°1’ Cas C3» °4) B = (dl, da, d3,,d4) s pak definujeme

A & B =(.°1 + 41y cp & 4y cx e dg, e “4)

Oznaéne 0’ = (o 9 O 5 O o) a definujeme _ A =('-

c2, - Cxy = 04) « Snadno se pék- pi‘eevédéime, 2e pravidla I - IV |
Jsou spln¥na. Definuj me ddle soudin &fsla ¢ a skupiny A =

(91' Cos Cxo 04)3 = .
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C.A - ( C.Cl, Coe 02, 0003’ c¢c4) o
Snadno se op&t presvéddime, Ze pravidla VvV -~ VIII jsou splnée
na. Soubor t¥chto skupin &tyt &f{sel je tedy modul, jej? sna¥ime

E.
4°, :
7 Podobnym zpisobem sestrojime navzdjem rizné moduly

- - El’ Ezy hoeeeooy En ®

§ 4.

B P¥{klady na formdlnf{ dedukoce
L XXEXXXXXXXXX XXX XXX XXX XXX XXX XX XX LA KX AX XXX XX KX X KKK XXX

z axiomid.
XXXXAXXXXXNXXXXX
. Modul je soubor wici, mezi nimi jsou defincvény dvé ope-
race s88itdn{ a ndsobeni &islem, pfi CemZ Jsou splnéra pravidla
I -~ VIII. Prvky modulu nazyvdme vektory A

- V&ta. Necht 4 je vektor modulu, Pak O . A = 0°,
Dikaz. Uiivajice axiomi I «~ VIII, dostaneme tyto veta-

hy:
A = 1.4 =(0+ l)A = O.A # 1.A 30.A ¢ A,

tedy A = 00‘ +« A .

Podle axiomu IV je

0"z A + (-4A)= (OA-s-A)-t(-A)__OAo-
0(A0 (- A)).gO.A+ 0"~ 0A , tedy O0.A z0°,

|

'Vv&ta- Je-li ¢ libovolné &islo, pek ¢.0 = O,

L 4

. Dikaz, Oznalme c., 0° = A, Méme dokdzat, Y¢ A = O°,
4 ax;oiﬁ I -~ VIII vyplfvaji tyto wvztahy:

_.<,.c..o'| ¢+ A, tedy A =Sc.0" &+ A.

A = ¢c. 05 e. (o'* o’)-_- c. 0’ ¢ 0.0 g

x
lnbnnai to oviem byti konkrétnf nédzorné vektory, na n3Z jsme se
odvolévali p¥i odvozovéni praviﬁel I - VIII.
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Podle axiomu IV. je

0"s & + (-4) = (.,.0+A)+(-A)= c. 0° +
(&8 ¢+ (- §) = c.0"s 90" = c.0° tedy c.0" = OF

Yéta, JestliZe soulin ¢isla a vektoru c.4 = 0’, ggg
¢=0 nebo A z0".

Dikaz. Rozezndvejme dwa p¥ipady ¢ 1/ bud ¢ = O ,nebo
2/ e £ 0.V pfipadé prvém nemdme co dokazovati, V p¥{pad¥
druhém jest treba dokdzati, Ze A = 0°, Ponidvad? c $ 0, plati
tyto vztahy: .r |

1 . 1 f } r
A = loA 'a’.(“é‘"" ° C’-) . A ;i g ( ::uA);‘ -..--o' .

\

Pojem Iisomorrie.,
AAXXXXXXAXAXXKRXXXA Y X AN LLLAXXX XXX

Necht jsou ddny dw¥ mno¥iny M a M°. Zobrazeni mmoZiny
M do mnoZ¥iny M’ je pravidlo, Jei Xafdému prvku x prvé nno-
ﬁiny pfifazuje ndjuky prvek x’ druhé mnoziny. Prvek x” sluje
obrazem prvku x , prvek x slqu vzorem prvku x’. Zobraze-
ni je prosté , kdy% kaZdy prvek mnoZiny M’ je obrazem ne jvys
. Jednoho pnvku z ¥ . Zobrazeni je plné , kdyZ kaZdy prvek mno-
E{ny M md aspon jeden vzor v M . V tomto pripadé pravime Ze
Je déno zobrazen{ mnoZiny ¥ na mnoZinu M°,

Kecht jsou dény dva moduly M a ¥’'. Necht existuje proesté
'8 plné zobrazenf{ modulu M na modul M’ t&to vlastnosti: Jsoupli
A, B dva vektory v ¥ a A°, B’ dva odpovidajici vektory v M’
_pak vektoru A + B odpovidd wektor A’ & B'; je-11 ddle ¢
libovolné ¥fslo, pak vektoru c.A odpovid4 vektor c.A. Pravime
_pak, %e moduly M a M’ jsou isomorfni .

Dva moduly Jsou isomorfni, kdyé existuje prosté a plné so-
brazeni modulu jednoho na druhy, pii CemZ obdbrazem soudtm dvou
vektord je soulet obrazi té&chto vektorﬁ a obrazem sou&inu 3isla
a vektoru Je soulin tohoto i{sla & obrazu tohoto wektoru.
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wecht je ddn homogenny syatém m rovnic o n  ne-

zndmych.
c *® . . ' _
11 1 * CipXo + ... + Clnxn = 0
»x . \ - N
021 l r (.QZYK? . . 4@ . * g,‘,z“!x n : () /6‘1/
v - ~ X -
(‘mlx 1 * cm?x 2 4 e * “mpon = 0

ﬁeéeni tohoto systému je skupinue n &isel té vliastnosii,Ze rov-
niefm / 6.1 / je vyhovdno, douaif-ii se tatu Tistla na mista
neznimych, U hemogenniho sy:ztéma rovonic existuje Jedne trividlnd
feSenf 0, 0, oeo. « O . Ka3dé¢ jin: Peden{ se nazyvd netrividlni .

~

Netrividimi reSeni remusi existovati, Yu pr.
loxl + O.XQ 2 0
_Uvedme bez ddkazu v&dtu, kterou budeme pot¥ebovati:

V&ta. Je-1l1 polet rovnic men3{ ne% poZet nezndmych,
pak existuje vZdycky metrividlni FeZeni.

§ 7.

Linedrni{d z4vislost.
XXXAXXXXAX XXX XXX XX XXXXXX XXX XXX XXX TXXX

Nechl je d4n modul. iecht je ddn vektor B a n
1ek.tor&x

Al, A2, ® 0000 9 AT‘.

X  Nemus{ bfti navzdjem rdzné. Takovy predpoklad by byl vyslovnd
uveden.
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" Pravime, Ze vektor B je linedrn® zdvisly nebo strudndji zdvisly
na vektorech Ay, 45, ..., A kdyZ je mo®né udati n <&isel
x‘l', x;.) -..,xn tak' EC‘

n »

B = x] Al +* X2A2 T s & an.n .

Nulovy wvektor 0° je linedrns zdvisly na vektorech Al,Az’ coecey
Ay, nebot

0' -~ OQAl + C.AZ + XX d OoAno

Rovn&Z vektor A i=1,2, «oo , n je linedrn® zdvisly na

i
vektorech Ay, Ay, «eeey A N &

Ai = O-Al + C¢A2 ¥ e ¥ 1~Ai * oot OoAno

Je-11 'vektor B zdvislj na vektorebh A, Ryy eees » Ay, PEK

také vektor c¢.B Je na nich zévisly. Jsou-ll vektory B A C
,zévislé na vektorech Ay, A ,, ..... An , ~pak ta¥%é wektor
B + O 3%e ma nich zdvisly.

il
I

Necht je ddno n vektord Ay, Apy eoeey A

Praviﬁe, e tyto vektory jsou mezi sebou linedrn¥ zdvislé nebo
struln&ji mezi sebou zdvislé, kdyZ vektorovd rovnice

xlAl + x2[ 4 ¥ occee ¥ xAn = 0' / 701/
md netriviélni YeSen{f, t. j. kdyZ aspon jedno g2 3{sel * 7%,...’
X, neni o .

VYektory Ay, A, eesy A, Jsou mezi sebou linedrng
negdvislé nebo struénéji mezl sebou nezdvislé, kdyZ nejsou mezi

sebou linedrn¥ zdvislé, tedy, kdy% vektorovd rovnice / 7.1 /‘mé
jenom triviélni feéeni.

Nul ovy vektor Je mezl sebou linedrn¥ z4visly,ne-
nnlovj vektor je mezi sebou Lineérné nezévislj To vyplyvd =z
definice. '

V&ta. Necht je d4no n mezi sebou linedrnd z4-
vislych vektori Ay, Apy ees. An a vektor B . Pak vektory
Al, A2 ceeey Apy B jsou mezi sebou linedrnd z4vislé.
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Dﬁkaz..PonéVadi)QI Al ¥ )(ZAE +* DR +X(n kn @ O‘,

kde x)}.&zn cese oy %n jsou &isla nikoli vesmé&s rovna U ,rla-

s 3\"__ X 4 ¥ a = . - 57, kde
L [Al + Py + eo0y w'nt ne 1-8 = G, kde
‘i —4 & ‘ isle x xr'- ® o ¢ PN ."

n+l= O. ©Ponévadz Cisla Xy, *., y X, 1 Dedsou vesmés
rovna nule, je n - 1 danych vektord mezl sebou linedrné zé-
vislgeh. '

V&ta. Necht je ddnoc n mezi sebou linedrn® nezdvislyfch
Vektorﬁ Al, AQ, e o9 1] 7 (n > l ) . Pak VektOI‘y A.]-,A?.‘roo,
Ay 4 ‘jsou mezi sebou linedrud nezdVvislé,

Dikaz. JelikoZ wvektorovs rovnice X A & X, A

ZMALZ. 1 71 2 "2 «
2 ees X A, = 0" m4d jenom trividln{ FeZeni, tim spi{3e rovni-

ce ~¥i Ay +X, 8 & eees X A = 0’'md jenom trividlni

YeSeni.

Z t¥chto dvou v&t vyplyvda, Ze zdvislost zistene zacho-
védna, p¥iddme-1i kone&ny polet libovolnych vektort,nezdvislost
zistane zachovdna ubereme-li z danjch n vektordi mén¥ neZ n
libovolnych vektori. Z4vislost se neporulf p¥iddnfm, nezd -
vislost se neporusfi odebrdnim vektord.

Vv3ta, Necht vektor B je zdvisly na n vektorech
'Al' Azj evecey An . ng Vektory ,Alg Az’oo-oo An, B jsou meZi

sebou zdvislé.

5 X
Dikaz, Jeliko¥ B = %y A 4-‘x2 Ap # «o0 # vnAn,

1ze rovnici J,ti'Al +¥ 8, 4 ... eX A+ y.B = 0, kde
Y= -1, vyhové&ti netrividln¥.
L4 N I t . e 000
Vétg Nechf n ¢+ 1 vektoxrd Ayy Ay v A, B
jsou mezi sebou z4vislé a nechl vektory Ay, A5y ...y A, jsou

mezi sebou nezdvislé. Pak vektor B je zdvisly na vektorech

Ayy Agy ceeeey Ape
Dikaz. JelikoZ vektory Ayy Apy eeeey Ayy B Jsou

mezi sebou zdvislé, lze vektorové rovnici "’l Ay + }‘“2 Aoy .
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+ eee # X n A n * YB= 0 ‘vyhoviti netrividlnim zpdSsobem.
“~Trtahu xi 51 # x2 A+ oo += nép = 0’ 1lze naproti tomu

vyhovdti jen trividln{m zptisobem, nebot vektory Apy Asy eeny

An jsou podle predpokladu mezi sebou nezdvislé. Froto jest
¥y 4 0. . ! _
__Nédsotime-1i prvou vektorovou rovnici 2{slem __ 1 , dostaneme

. y
vztah X N
e 1 R A.l —— x2 ° A2 - eoeeo - Zx2 . An B - O
— '—'y.' . - i "Y" — .

L8114
’ x x X

. 1 A 2 n . A, .

.B g e T ° 1 ’i . Az - a0 e = —S;- n H

tedy vektor B Je zdvisly na vektorech Ay, A,y eceey A,

Dimense modulu.
| XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX XXX

Ka?dy modul m4 aspon jeden prvek, totiZ nulov§ vektor O.

Nulov§ vektor O’sdm o sob¥ tvo¥f modul. Ka?d§ jiny modul m4 ne-
koneéqé mnoho prvkd. Obsahuje-1i totié n&jaky modul vektor A *;0
pak - vztah X.A = y.A Je ekv1valentni se vztahem (x—y) AwmO,
co¥ Je splné&no, kdyZ a Jen kdyZ x -y =0, t.jo x =7y .
 Jasou~li %{sla x a y rhznd,psek Jsou také vektory X.Ay Y.A rﬁzné.
Rizny¥ch vektors v tomto modulu Je: tedy aspon tolik, kolik je
viech ¢i{sel.

| P¥edpokléde jme, %e modul obsahuje vice nef jeden prvek,
gvolme v n¥m vekiar A, 4 0’. Tento je mezi sebou liknedrné ne-
sévisly. Budto je kafdy vektor modulu na A, =zdvisly, nebo ni-
koli V tomto opaZném p¥{ipad¥ existuje vektpr A, té vlastnosti,
Ze vektory Ay, Ap Jsou linedrn¥ nezdvislé. Budto je kaZdy vektor
modulu zdvisly na vektorech Aq Aa, nebo nikoli. V tomto dru-
hém pf#padé gzvolme wvektor Ay jenZ nenf{ na vektorech Ay, 8 A,
sdvisly. Vektory 4,, Apy Az Jsou pak mezi sebou nezdvislé.
Tak miZfeme pokradovati ddle. Budto dojdeme po konelném po&tu
‘xrokit k n mezi sebou nezdvislym vektorim Ayy Ay ...,An ,

. pa nich¥ je kaZd§ vektor modulu linedrn¥ zévisly,nebo vybird-
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ni vektord Ape Ayy e jde 3¢ nekoneéna.
V&ta. nceht je adn modul, jenZz obsahuje vice neZ

jeden prvek. Podie konstrukce prévé vylciené zvolme v tomto mo-
dulu mezi sebou nezivislé vektory

,/‘ l ,/ Al’ A'J’ A’:':n.- LR A J

<

Stejnym zpisobem zvolme nyni v tomtc modulu mezi sebou nezd -
vislé wcktiory

/ 2 / -519 BI" .u}q e 00

Je-1i podet vektort / 1/ © , pak pclet vektordi [f2/ Je ta-
ké n ; neni-1i vektord ,/ 1 / koneény poZet, pak také vek-
tor& / 2 / neni konedny pocet,

Dékaz nepri{my. PPedpoklddejme, %e jsme podle na3{ kon-
strukce zvolili n mezi sebou nezdvislych vektord.

/ 1 / A'l; Az’ cese 9 A.I‘
a aspon m mezi sebou nezévisljch vektord
/ 2/ Bl' 32’ 00‘-0.’ Bn, ® o0 ') .Bm

Bez ujmy dbecnosti mi¥eme p¥edpoklddati, Ye¢ m 9 mn . Ponéved}
ka¥dy vektor modulu je na vektorech /1 / zdvisly, tedy zej-
ména vektor By ( i = 1,2, ... ,'m) je na.nich zdvisly, take

Bl = cll Al L J 021 A2 L seee & cnl An

5 Ay + oo Aé + eeee # Cpy An

N
]

m = Cm A * Cophy ¢+ eeer s cn,mAn

¥dsobme prvnil rovnici x,, druhou xé. eese y m = tou x .

Dostaneme pak x; By + X, By RAETTIR S By =097 X Ay

* ocse ¥ cn’m xm An - (;11 Xl ” c12 12 + coe ¥ Olmx‘m).A,. ¥

* (921 Xy # Cpp Xy # eee #+ Coo xm) DA,

*(cnl X} ¢+ Cpop Xp 4 cee ® Cpy xm>. A,. Systém rovnic
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cll Xl L 012 X2 ._"' eo e +* Clm Xm = 0
021 Xl L 3 022 12 * eea e L czm xm - O

X - 0

¢ ‘ y C
.I"'Ji.. X] + Cn2 X2 ¥ a0 0 &% Cn’m m -

je sistémem n inedrnich homogennick rovnic o m nezndmych,
pF¥i ¢cemZ m>»n . Podle v&ty v § 6 / str. 9 / existuje netri-
vidlni ¥eSenf. Oznadime-1li toto FeZeni Xys Koy see g x1npak

X3 By ¢ Xp By & .... 4 x, B = 0. Pondvad’ vektory /2/

Jsou mezi sebou nezdvislé, jest X} = Xy oz oeeez=Xy = 0,

coZ jest spor.

Cbsahuje~1i modul Jediay prvek nulovy vekior a jen v
tomto p¥ipad& pravime, %e modul @4 dimensi O . Obsahuje - 1i
modul vice ne¥ jeden prvek a zastavi-li ge konstrukce d¥ive po-
psand po n krocfch, pak ¥ekneme, Ze modul mé dimensi n ,ne-
zastavi-1i se po koneéném podtu krokii, pravime, Ze dimense mo-
. dulu je nekonelnd .

Necht je dédn modul. Pravime, Ze tento modul md di-
mensi O , kdyZ obsahuje jenom nulovy vektor. Pravime, Ze tento
modul mé dimensi n (n»0), kdy? je moZné vybrati p¥esnd n
mezl sebou linedrnd nezdvislych vektord :

‘ A1, A2, escoe oy An'

na nich¥ je kaZdy vektor modulu linedrn& zdvisly. Pravime, Ze
tento modul m4 dimensi nekonelnou, kdyZ nemd dimensi konelnou,
t.j. emi O ani n . Je-li dimense modulu kone¥nd, F{kdme,
fe modul je kone¥ny§, je-li dimense nekone’nd, ¥{kdme, %e modul

Je nekonelny.

Necht je ddn kone¥n§ modul dimense n . Pak lze
udat n , ale nikoliv vice linedrn& nezédvislych vektord Ai’AZ'
«ooe Ayy ma nichZ je ka%dy vektor modulu zdvisly. Pravime, Ze
vektory Ay, Apy ess » Ay tvo¥{ basi modulu. KaZdy kone&ny ‘mo-
dul md basi / i modul obsahujfci jen nulovy vektor, rozumime-
11 basi tohoto modulu prézdnou mnoZinu/.

Je-1i X 1libovolnf§ prvek modulu, pak se d4 pomoci



‘base takto vyjddriti :

x- - xl AI L 4 j; A(n * eso0 ¥ xn ft“ -

Je=11 X - yl Al L g y2 A2 4 coae0 ¥ yn An

druhé takové vyjdd¥en! téhoZ prvku. p: -

o

Ay + oo ¢ (xn -—yn). A/, takfe x =z Yy,
12 = y2, secoy Xn - yn « Odtud . pl j’\f‘i - jec’lj
ddna base modulu, pak miZeme kaZ%dému vektoru X daneho modulu

pF¥ifaditi jednozna¥ng skupinu n &fsel Xys Xpy eees 5 X

: x »
.JeZ nazyvédme " soufadnicemi vektoru vzhledem ke zvolené basi *

a to, tak, Ze

X = xl Al ¥ x2 A2 ¥ cece ® xnan.

§ 9 L4

Kriterium pro isomorfii,
XXXXXXAXXXXXXXXXXXXXXXXX XX XXXXXXXXAXX XXX XXX XXX

Ys5ta. Dva isomorfn{ moduly maji{ stejnou dimensi.
To vyplyvd odtud, Ze vektory, Jje¥ jsoﬁ mezi sebou zdvislé resp.
nezdvislé, pfejdou isomorfnim zobrazenim na vektory, jeZ joou
mezi sebou zdvislé resp. nezdvislé, |

Obrédcen{ této v&ty obecné& neplafi. Nekonedné moduly
nemus{ byti mezi sebou isomorfnf. Plat{ vSak tato vé&ta:

véta.. Dva konelné moduly stejné dimenese jsou iso-
morfni.

x Soufadnice vektoru X jJsou zdvislé na tom, jak jsme zv1ili
bezi. Tuto zdvislost na basi vyznadujeme t{m, %e mluvime o
sovfadnic{ch vektoru " vzhledem ke zvolené basi " .
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Dikaz, UkaZme nejprve, Ze dimense modaulu Bhps O
ném? jsme se zminili na konei § 3 / str. 7/ je n. Vekto-
ry

Ay

(1.0, 0, «eay 0)
A, = (o, 1, Oy eee , o)

Ay £ (0,0,0, v0u, 1)

tvo¥{ basi modulu E, . ©Snadno se poznéd, Z%e tyto vektory Jjsou

mezi sebou nezdvislé a Ze ka%dy vektor B = (hl’ b, bn)
gcseey

d4 se pséti ve tvaru

B = bl Al * b2 Az 4 eee bn An ,
t.J. vektor B Je na vektorech Ay, Apy eeccesdy zévisly.
Obsahuje-1i modul jenom nulovy vektor, pak
tvrzeni{ vity je sprdvmné. K dikazu na3{ v&ty stadi ukdzat,Ze
modul dimense n Je isomorfni s modulem En n 2 ), ne-

bot jsou-li dva moduly isomorfn{ s Fetfm, pak jsou oba na-
vzdjem isomorfni. Isomorfni zobraieni f modulu na E, je

dédno vztahem:
f(x)= <x19 Koy eesey xn).

kde X1y Xpy oes 9 X, jsou souPadnice vektoru X vzhledem
k dané bgsi modulu. “skutku tcto zobrazen{ jJe prosté a plné
zobrazeni modulu na E, , nebot. kaZdému prvku X 2z daného

modulu odpovidd p¥esn¥ jedna s upina n &fsel z E,, totiZ

skupina jeho soufadnic.

Obrazem soudtu X ¢ Y dvou .:=ktord Je sou-
Set obrazt f(x) + f( Y), nebot je-11 ¢ ( x) =(x1,x2”..

..o;ﬁ) y T (Y) = (Sz'jaj\;:_,. coe o ?-;*‘1), pak f(‘Xno- Y) =
2 (X ¢ TXp +Tps eee s Xy + Ty)= £(x)+ f(v).

Ddle Je f’(c.x) = (c.xl, Ce Xpy see 3 Co xn> = c.f (.x) pro
ka%dé redlné c. |

Dany modul Je tedy isomorfni s E, .



Fodmoduly.
XXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Necht je ddn modul M . Nech% je ddna 34st M mo-
dulu M . / To naznaluje symbolicky M<c M ./ aby ¥ byl modul
musi byti splnény tyto postuidty:

L4

1/ ¥ = g / t.j. M obsahuje aspon jedem prvek/.

2/ Xdy¥ A€M’, BE€ M  , pak A+ BE M’

3/ Kdy? ¢ je fsloa A € M, pek c.AE M’
Snadno se presvdd¥ime, %e d4st M splnujici tyto t#i poZadavky,
spliuje také axiomy I - VIII. Rikdme,pak, Ze M’ je pod-
modul modulu M .

V%ta. Md-11i modul c¢iensi m , pak podmodul jeho

mé dimensi m’ < m H neni{-li podmodul roven modulu, pak

mn< m . Dimense &4sti je nejvy3d rovna dimensi celku.

Dikaz této v&ty se provede stejn¥ jako dikaz véty
‘uvedenéd v § 8 / na str. 13 /.

Je-1i M’ podmodul modulu M , pak basi modulu M’
miZeme roz8{¥iti o dal¥{ nezdvislé vektory z M taek, %e dosta-
neme basi modulu M .

§ 11 .

Po¢etn{ pravid.a pro body.
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX XXX XXX XXX XXXXXXXXX

Zvolme v / obylejnén / prostoru urditf bod S ,jejZ
nazveme poddtek prostofﬁ . Ka?dému bodu P toho prostoru pii-
Yadime vektor o poldtku S a konci P . Obrdcen¥ urduje vektor
A Jednoznadn® dod P , je)}Z dostaneme jako koncovy bod, umist{i-
me-1i vektor A tak, aby S byl jeho poldtek. Mdme tu prdsté

-a plné zobrazen{ bodd na wvektory. S body budeme podftati tak
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Jako & vektory, Zi{m%¥ dostaneme isomorfni zobrazenf bodd na
vektory.
Bodu p¥i¥ad{me vektor P> A
vektoru p¥i¥adime .vektor B —>B

Novéd podetni pravidla jsou z4visld na volb¥ poldt-
kn S . Uvedme pFfklad toho v tomto obrdzku, z nsho% je patrno,
Ze P &« Q A 4

Y&ta . Nechl jsou d4na n¥jakd ¥{sla Xpy Ygs body P,

a vektory B, a to v kone¥ném po&tu., Symbol

Zxr « P, Zya . By / 1.1/

M4 urﬁitf vyznam zédvisly na volb& poldtku S . Jsou dva p¥{pady,
kdy tento symbol nen{ zdvisly ne poldtku S .

1/ Kdy2 E X, = 0, pak — povaZujeme-li soulet
/11 1/ 2za vektor — je tento nezévisly na poddtku 8 .

2/ Kdy: D> X, = 1 a — pova¥ujeme-1i soudet /11.1/
za bod — pak jeho poloha jJe nezgvisld na. S .

Uvedme tu t¥i p¥fklady v obySejném prostoru:
P—2Q, 2.P —Q, 3.P — Q.

V p¥ipad® prvém jest'E_x. = 1 -120, v dru-
hémZ-xrg 2-1 = 1, ve tfetim S x, ;-_,3-1 25.
V p¥fpads prvém pova*ujeme-1i P - Q =a vektor, jest tento ne-
zdvisly na poddtku S ; v druhém pF{padd, povaiujeme-1i 2.P - Q
za bod, je tento nezdvislym na poldtku S a k:neén& v pﬁpadé
t¥et{m, pova¥ujeme-1i 3.P - Q =za bod nebo za vektor, Je
tento zdvisly na poddtku S .



Obecny dikaz v&ty. Vzhledem k poldtku S odpo=-
vidd bodum P,. vektor A, vzhledem k poldtku T odpovidd

bodu P, vektor D + A, , kde D Je volny vektor realisovanyf

védzanym vektorem o po¥dtku T a konei S5 . .

V p¥{ipad® prvém je Zxr = 0, takZe E X, oD =
2.0 = 0. Proto E':xr . AL ;E' x,. . D +E’xr « AL =
‘:‘z:xr .(D + Ar) tely E_,_xr. AL +E Yg ¢ Bg

= Z:xr . (D + Ar) + 2 ¥g By o Oba tyto vektory jsou
tO?Oﬁnéo
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V p¥ipad& druhém je Zxr = 1, takZe

Z‘ v e D 2 1.D - D ; plat{ tedy vztah :Zxr .(D + A,}:
~ D & E Xp A o Umist{me-1li vektor C, = E Xp o« AL+

4-:2: Ygs + Bg tak, aby poldtek jeho byl v bodé S o umisti-
me-1i wvektor 02 = E x,. .( D« Ar) +zys . BB tak, aby
poddtek jeho byl v bodd T , pak konce ti3chto vektor® splynou,
nebo% 02 = D L g clo

§ 12,

Specidlni p#F{pady.
XXXXXXXXXXXAXXXXX XXX XXX XXX XXX XXXXK

Zvld3tnim p¥{padem je soudet bodu P a vektoru A
P ¢ A

Yektor A s8e umist{ tak, aby zaldtek jeho byl v bod& P ;
P + A je pak bod, v ném¥ tento vektor kond{. Druhym zvldstnim p¥{pa-
dem je rozd{il dvou bodd

.

Q - P

To Je vektor jenZ Je realisovén védzanym vektorem o poddtku P
a konei Q . Podle dokdzané vity nezdleZ{ v obou t&chto 'pi‘ipa-
dech na volb¥ pofdtku prostoru. Na tyto dva specielni pFf{pady
se daj{ pFfenédst obecr'xé ﬁkony. Je-=1i na p¥{klad 3 o+ X ¢

+ X3 = 0, pak Xy:P; ¢ Xp.Pp ¢ x3.P3 - xl.(Pl - S) +
+ ;2_.(1’2-8)4»::3.(1’3-8). Je-11 X+ Xy + Xz 1,
pak xl.Pl L 120P2 + 1‘30P3= S « 11 Q(Pl- 8)‘0‘
B 2 x2 . (Pz-S)O 130 (P3-S)o

Stad{ tedy omeziti se na uvedené dv& specidlni operace:
‘Soudet bodu a vektoru + P ¢ A a rozdfl bodd Q - P .



Abstraktni 1inedrni{ prostor.
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX XXXXXX XXX

Necht jsou d4ny dv& kategorie, z nich% kaZd4 obsshuje
aspon jednu vdc. Véci prvé kategorie nazveme vektory , véci
druhé kategorie nazveme body. Nechi jsou definovédny v prvé ka-
tegorii dv& opsrace : soudet dvou wvektord je vektor a soudir
¢1s1a .a vektoru je rovn¥# vektor. Nechl tyto operace spliujdi
I - VIII sznémych axiomi. Pak prvd kategorie je modul.Nechi
jsoﬁ definovdny dalsSidvé operace: soudet bodu P a vektoru A
Jje bod P+A sy Yozdi{l dvou bedh P a Q Je vektor Q - P,
p¥i %emZ budteZ splnény tyto t¥! dals{ axiomy:

’

IX kiy2 P s+ A = P pak A = O
X P+ (2 -P)a q
XI (» + 8)+ B =P + (A + B)

Snadno se verifikuje, Ze ndzorné vektory a ndzorné
body obyde jn€ho prostoru splnuji tyto exiomy.

Pr{klad . Sestrojime Sty¥rozm&rny prostor, jenZ se
bude sklddati z vektori a bodt. Vektory budou mnohodleny nej-
vy tr¥etfho stupn¥, tedy tvaru

e, + ¢y X & ¢, x2 + 03 x3 *

Nulovy vektor je polynom, jen% Jje identicky roven O .
Soufet dvou vektorfi Je obyfejny soutet dvou polynomi a soulin
&1{sla a vektoru jJe obydejné ndsobeni polynomu &islem. Snadno
se verifikuje, Ze Jsou eplnény axiomy I - VIII , takZe tyto
vektory tvo¥{ modul. Body &tyFrozm&rného prostoru Jsou poly-
nomy  tvaru
2 3 4 .

X
?0001 + czx '0'03! ¢ X



2 1 4 +
Co L 2 clx + 021‘- L 13X L 4 X
3

4, ¢ 41x + 8 x° 8 X =z e, + dg +(c14

+ dl).x * 5(02 + 62) .x2 * (03-~0~ d;) .x3
4 z

4 X o

Rozd{l dvou bodd je wektor:

°o + C;X + €, x * cjx' + x4 -
- (do * 'dix - d2x2 + dax’ * x4) = Cu— QO
L (cl - 111) X < (02 '4‘ az) .22 K 4 ( 33 - dB) e X 3

Lehce se poznd, Ze jsou spin&ny exibmy IX, X, XI.

Podobnym zpisobem miZeme z mnohotlend sestrojiti
1, 2, 3, «eo ¢ n TOZMErny prostor.

Je-1li ddna prvd a druhd kategorie splnujfc{ uvedené
axiomy, pravime, %e je dén liendrnf{ prostor . Dimensf line-
drntho prostoru nazyvdme dimensi modulu., n - rozmérnym li-
nedrnim prostorem rozumime iinedrn{ prostor, jeio% dimense
je n . ’

§ 14 .

Bod 3 p¥{imka.
| XXXXXXXXXXXXXXXXLXXXXXX

? Linedrn{ prostor dimense O obsahuje jediny bod P
a jediny vektor, jImZ je nulovy vektor. Abychom dokdzali toto

tvrzen{, ukéZeme nejprve, Ze plat{ vztah
P ¢+ O P

Pondvad? podle axiomy X Jjest P + (P -P ) = P, jest podle
axiomn. IX P -F = O°, tak¥’e P & 0° = P .

-

1
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Je~li nyn{ Q@ - P = 0°, tedy podle axiomu X
Jest P +(Q-P) g Q t.J. P = Q . Tm Je dokdzéno,
fe linedrn{ prostor dimense 0 mé nejvy3 jeden bod. Podle
pfedpokladu obsahuje v3ak linedrn{ prostor aspon jeden dbod,
obsahuje tedy piesn¥ jeden bod a také jedinf vektor 0.

Linedrn{ prostor dimense 1 nazyvd se primka.
Podle piedpokladu obsshuje tato aspon jeden bod. MiZeme tedy
zvoliti na p¥imce bod S . KaZdému vektoru X p¥{mky, miZe-~
me pak p¥i¥aditi bod S + X , jenZ je na p¥imce. Tak dosta-
neme zobrazen{ vektord p¥imky na body p¥{mky. Zobrazeni toto
Je pIlné, nebol bod Q méd za vzor vektor Q - S : vskutku
S « ( Q - S) = Q. Zobrazeni je také prosté, nebot S ¢+ A =
= S+ B, kdyZ a jen kdyZ A - B.

To vyplfvd 2 t&chto vztahl :
*0”=S+A—A) 2 -
_,(S 'S =} A = + (ln Q; A) t. j( S ¢ )
(a- A)=z s

Podle axiomu IX Jjest B - A = of g tedy B = A .

T{m je dok#4zéno, %e p¥imka md prdvé tolik bodl Ja-
ko vektord, t.j. nekone&né& mnohc.

Zvolme na p¥imce vektor 4 =% 0. Tento je mezi
sebou ‘linedrn& rezdvisly a kaZdy jiny swektor pfimky je na ném
zdvisly. Probfhd-1i x redlnd 8isla, probihdi x.A vSscky
vektory primky. Zvolime-ii v pFimce bod S pak

S X « A

probdhne vecky bcdy pFimky. Kezdf bod primhy se d4 v tomto tva-
ru psdti presné jednim zpiscbem, Yvraz 3 + x . A sluje
parametrické vyjdd¥ent primky.
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§ 15 .

Rovina 3§ trojrozm&8rny prostor.
XXXXAXAXXXXXXXXXXXXX XXX XXX XXX AX XX XX XXX XXX XXX XXX XXX XX XXXXX

Linedrn{ prostor dimense 2 sluje rovina. Zvolme
v rovin¥ vektor A # O0°. Pak existuje nenulovy vektor B tak,
Ze oba tyto vektory tvor{ basi modulu. KaZdy vektor se d4 pak
psdti presn& jednim zplisobem ve tvaru x.A ¢+ y.B , kde x a y
jsou redlnd &isla. Zvolime-li v rovin& bod S , pak se kaZdy
bod roviny dd presn& jednim zpisodbem vyjddriti ve tvaru

S ¢« x.A + y.B.

V linedrnim prostoru dimense 3 existuji t¥i me-
zi sebou nezdvislé vektory 4, B, C, jeZ tvo¥{ basi modulu,.P¥i
této zvolené basi se dd kaZdy vektor psdati pFesn& jednim zpi-
sobem ve tvaru xA + yB ' + 2C. KaZdy bod trojrozmé&rného li-

nedrniho prostoru d4 se pak p¥esn® jednim zpisobem vyjdd¥iti ve
tvaru

S + X.A » y.B +« z C,

kde S Je pevn& zvoleny bod prostoru.

§ 16 .

Linedrn{ podprostory.
XXAXXXXAXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XX XXX XX XX

Necht I jest linedrn{ prostor. Zvolme v n&m bod S.
V pf{sludném modulu M zvolme podmodul M'C M a definujeme
s4st 1’ prostorultakto : Bod Z zafadfme do mnoZiny L’
tehdy a‘Jen tehdy, kdyZ se dd psdti ve tvaru

Z et S + x []

kde X Jje wvektor pedmodulu M°,



Snadno se poznd, Ze podmudui M o4 24yt I’splﬁu»
Ji axicmy I . X1. Je«li ddle P€ 17, 4 & T, pak b oy
+ AE L', nevot bod T se dd psdti ve tvaru F = 5 e X,
kie X€ M. Proto T + 4 = (8 + X) + 4 = S+

(X * A), kde X + A Jje vektor podmedulu M°. EKod
S+ X + 4)ndlesf tuaf% do L', t.5. P + A'E€ L

Je-1i koneén¥ PE L', €& L', pak Q - P & M’ ,nebok
bod P se dd vyjddriti ve tvaru P = 5 4+ ¥ , bad
se d&a vyjadyriti ve tvéru Q = S + ¥, kde X & %,
YEM'. Uifvajice zdkladnich pravidel dostaneme vztah @ - P
=(s + 1) - (s + x)= Y-2Ew.

: Z této uvehy vyplyvd, %e mezi vektory podmodulu M’
a mezi body &4sti I°, plati tytéZ vaztahy, Jjako v celdm pros-
toru L, t.j. &&st 1  je linedrnfm prostorem . Tento nazve-
"e podprostor daného prestoru L , nebe prostor wvnoreny do
prostoru L.

P¥{klad. ObySejny prostor obsahuje tyto rtzné li-
nedrni podprostory : 1linedrni prostor dimense O , linedrni
prostor dimense 1 /p¥{mku/, linedrn{ prostor dimense 2
/ rovinu/ a sebe sama.,

Zvolime-1li v obylejném prostoru bod S, pak pod -
modulem v3ech vodorovnych vektord a bodem S Je urfen line-~
drn{ podprostor. Je to vodorovnd rovina prochdzejici bodem S,

Vno¥eny podprostor 1L ° je urien bodem S a modu-
lem M. Bod S néle3f{ do toho podprostoru,nmebot S =S » 07,
kde O'€& M’.

V&ta. Podprostor L’ linedrnfho prostoru I je
urden jakymkoliv svym bodem T a tymZ podmodulem M°,

Dikaz. Méme dokdzati, Ze kaZdy bod podprostoru
urteného bodem S a modulem M  je bodem podprostoru urdené-
ho bodem T a modulem M° a naopek. Mdme tedy ukdzati,Ze
ka¥df bod tvaru S + X, X & M°, dé se psdti ve tvaru
T +« Y, YE M’ a naopak. To je viak z¥ejmé, nebot T Je
bodem podprostoru, tek¥e T xS ¢ A, A& M, Proto
S+ X 285 «(a+(x-4))25 ¢+ 2 « (x-1)a
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T e (X-n), X -AE W ataké T & ¥ = (5 A)'
Y =5 + (4 + ), 4 +« YEW.

T{m je dokdzdno, Ze na volb® bodu S p¥i konstrukci
podprostoru nezdlez{f, Ze tento bod mi%e bdyti nahrazen jekfm -
koliv jinym bodem podprostoru,

¢

Smé&r p¥{imky 3 rovnonr&2ky.
XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX KX XXX XX XXX XXX XXX XXX XXX

Obydejny trojrozm¥rny prostor jJje linedrn{ prostor
dimense 3 . Budeme nyn{ studovat tento prostor a jeho pod-
prostory : bod, p¥imku a rovinu.

Linedrni prostor dimense O obsahuje jediny bod P
'a jediny vektor A = P - P = 0,

P¥{mka je,lineérni prostor dimense 1 . Tato se skld-
d4 z bodl a vektorli. Jeji vektory jsou realisovény ve tvaru
P - Q. Zvolime-li si pevn& bod S , pak vektor X - Z - 8
.probihd v3echny vektory, probfhé-1i Z vSechny body primky a
nacpak bod 2 = S + X probihd wSechny body, probihd-li
X v3ecky vektory p¥imky.

Sm&rem pr{mky nazveme mno¥inu v3ech vektori, Jje% le-
2{ v dané p¥imce. Sm¥r p¥{imky je modul dimense 1. Zvolime - 1i
ve sméru nenulovy vektor A , pek ka%dy vektor té p¥{imky miZe-
me psdti ve tvaru x.A, kde x Je redlné &fslo. Vektor A
Je base sm&ru p¥imky. |

V&ta. Piimka je Jednoznaln& urlena bodem a smérem,

Y&ta. Dvépa riznymi body prochdz{ pF¥esn¥ jedna p¥{mka.

Dikaz., Pon¥vad? body P a Q , jimi% p¥imky proché-
zeji, jsou rizné, jest vektor Q - P nenulovy. Oznalme jej

A - Q =P . Tento vektor je bas{ sm¥&ru kaZdé pfiﬁky, proché-

=

zejfci body P a Q . Prochdzf-1i n¥jakd p¥{mka body P a Q ,
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pak vSecky vektory této p¥imky jsou ve tvaru x.A, kde x pro-
bihd vZecka redlnd &{sla. Viechny tuay tétc primky jsou pek
tvaru 2 = F 4+ x4 z P » x.(4-F) . 0dtud je patrno,
e existuje presnd jedns pFimka prochézeiicd body P a 9 .

Dvé& primky, jeZ maj{ stejny smir, sluji rovnocbé&iné.
.Dv& splyvajici p¥{mky jsou pcdle této definice také rovno -
b&zZné.

V&ta. K dané primce lze danym bodem vésti presné
jednu rovnobdZku.

Dikaz. Tato rovnobé&Zika je urcena danym bodem a
seéren dané p¥imky; pedle pisdeflidého e tedy trtc rovnob&ika
jednoznainé& urdena.

Smé&r roviny; rovnob&Z¥né roviny.
XXXXXXXXXXXXXXXXXAAXXXX XXX XAXXXX XXX XXX XXX XX XXX XXX XXX XXXXX

Rovina je linedrn{ podprostor dimense 2 .MnoZinu
vSech vektord roviny nazveme smérem rcviny. Smé&r roviny je
moduljdimense 2 . 2volime-1li v tomto medulu dva mezi sebou
nezdvislé vektory A, B, tvo¥f tyto basi sm&ru, takZe kaZdy
vektor roviny se d4 psdti ve tvaru x.A + y.B, kde x a y
jsou redlnd ¥isla.

V&ta. Rovina je jednoznain& urlena bodem a smérem.

Dvé roviny jeZ maji stejny smér, sluji rovnobiZné.

Dv& splyvajic{ roviny jsou podle této definice také rovnob&Zné.

Dvé roviny, jeZ nejsou rovnobd¥%ré, sluji rtznob&Zné.
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§ 19 .

P¥Y{imka a rovina .
XX XX XXX ZX XXX XXX T X XXX XXX XXXXX XXX

Necht je dd4na p¥{i{mka a rovina. Je-1i sm&r p¥imky
obsaZen ve sm&ru roviny, pak kaZdy vektor p¥imky je cbsaZen
ve sm&ru roviny, Tento p¥{ipai nastane, kdyZ nenulovy vektor
A dané p¥imky Je ohsaZen ve sm&ru roviny. Pak je totiZ kaZdy
vikior X . A obsaZen ve smdru roviny, tedy aZdy vektor prim-
ky je ve sméru roviny.

P¥{mka a rovina sluji rovnob&Zaé, kdyZ sm&r pfimky
je obsaZen ve sm&ru roviny, leZ{i-1i p¥imka v roving, pak je

podle nasi definice tato primka rovnob&Znd s rovinou,

Existuji p¥{imky rovnob&iné s danou rovinou, jeZ ne-
leZi v této rovin&. Tuto existenci zaruduje

V&ta., Jsou-1i p¥imka a rovina rovnod¥¥né a nele¥f-1i
bod, " jimZ p¥{mka prochdzi v t€ rovin&, pak nemd pi¥{mka s rovi-

nou spoledného bodu.

Dikaz. Necht P je bod, jim%¥ dand p¥{mka prochédz{
a jenZ neleZ{ v dané rovin¥. Zvolme basi sméru p¥{mky A .
Ka’dy vektor p¥{mky d4 se pak vyjdd¥iti ve tvaru z . A , kde
z Jje redlné &{slo. Ka%dy¥ bod pFfimky miZeme pak psdti ve tva-
ra P + 2z.A . Ve smdru roviny existujf{ dva mezi sebou nezd-
vislé vektory A a B , jeZ tvo¥{ basi smd3ru roviny. Necht
Q Je bod roviny. Ka%dy bod roviny d4 se pak psdti ve tvaru
Q + x.A 4+ y.B, kde x a y jsou redlnd {sla. Kdyby nd&-
ktery bod P + z,. A dené p¥imky, byl bodem roviny,existo-
vala by redlnd &isla x, , Yo té vlastnosti, Ze

P+ zZ,.A = Q + X,-A + y,.B tedy

P = Q +(xo - zo).A + Yo+ B



Bod T by byl tudfZ bodem reviny. To ovdenm neni mniné, Frocto
7Zddny bod primky neni v rovini,
Véta, Nech¥ dva rdzné body P 2 4 leZ{ v roving,

rak primka, jeZ proechizl témito bedy, je otsafcna v rovinég,

D3kaz. Nenulovy vektor Q - P 1le%i v pFfimce
i v dané roving. Proto ka?dy vektor x .(2 - P). kde x je
redlné &{slo, Je vektorem dané roviny, Sm¥3r piimky Jje tud{iZ
¢dsti sm¥ru roviny. Podle 2efinire e pifmin eovnab3Znd s ro-
vinou. KaZdy bod primky, jens se dd pesfti ve tvarw I+
+  X. (Q - p), je tudf% v rovin&, takZe tato obsuhuje celou
p¥imku,

V&ta., Dv& pirimky v roving jsou tud rovnobéZné,

nebo maji spoledény piesns jadern big.

Dikaz. Necht prvd péimka Je¢ urdena bodem F a
sm&rem, jehoZ basi tvo¥i vektor A . kaiii bod primky di se
pak psédti ve tvaru P &+ Xx.A , kde x je red4lné E{slo.Necht
druhd p¥imka Je urcena bodem Q a smérem o basi B , takZe
ka%dy bod této p¥{mky miZeme psdti ve tvaru Q + . y.8 ,
kde y Je redlné &fslo, Jsou~li ob¥& piFimky rovnob&Zné,nemdme
co dokazcvati, PFredpoklddejme tedy,%e p¥imky nejsou rovno-
b&Zné. Pak vektory A a B jsou mezi sebou nezdvislé,takie
tvo¥{ basi smé&ru roviny. raiZdy vektor roviny, a tedy i vektor
Q - P, je linedrn¥ zdvisly na vektorech A a B
Existuj{ tud{? redlnd ¥{sla x , y té vlastnosti, Ze
Q - P = x.A + y.B. 0dtud vyplyvd

 ~ y.B = P + R.4a

Symbol na pravé stran& této rovnice znadl bod na prvé p¥imce,
symbol na levé stran& bod na druhé pFimce. Oba tyto body jeou
stejné., Jsou tedy spoledné obéwma p¥fmkdm. Tim je urden prise-
¢{k dvou primek. Jindho spoletnibo bodu tyto piimky neobsahuji,
nebot by splynuly a byly by rovnobsiné.

P¥{klad. Zvolme v rovin® poddtek S a basi ro-
viny A, B . KaZdy vektor roviny se d4 psdti presné& jednim
zpisobem ve tvaru x.A + y.B a kaZdy bod roviny se d4 ps4d-
ti pfesn& jednim zpisobem ve tvaru S + x.A + y.B, kde
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X , y Jsou redlnd E{sla.

Soustava S ; A, B sluje soustava soufadnd,

bod S sluje poldtek soufadnic , ¥fsla x , y slujf souiad-
nice bodu S + x.A + y.B . Soulet dvou vektori x;.A +

¥1-B, x2.A + Yo.B Je wektor
(xl.A + le) +(x2.A + yQ.B)z (xl + 12). A +
t(¥ * ¥2) - B ,
Soudin &{sla ¢ a vektoru x.A + Yy.B Je vektor
C‘.(X.A +* yob) - OX.A 4 cyob .
Pon&vadZ zobrazeni vektorl na jejich sou¥adnice
Je prosté a plné, je tu isomorfni zobrazen{ vektord roviny na
Jejich soufadnice.
Je-1i déna soustava soufadna S, A, B, pak miZe-
me vektory a body zndzornovati soufadnicemi a misto vektory
x.A + y.B, resp. body § +# x . A + y . B miZeme

politati jejich souradnicemi(hx, y)
P¥{klad numericky. Nalézti v rovinZ prisedik dvou

p¥{imek.

Necht S, A, B Jje soufadnd soustava. Prvd prim-
ke je déna body ¥, (3 , 2) Q= (4. 7), arund
p¥{mke body P, = ( ) (1, - 5) . Smdr prvé
pF{mky je urden vektorem Q - P1 (14 5), sm&r druhé pfiq—
ky vektorem Q, - P, ( T, - 9) JelikoZ tyto vektory

Jsou mezi sebou nezévislé, existuje p¥esné jeden spolelny bod.
Tento najdeme takto:

Vektory Q; =Py » Q =Py jsou bas{ sm&ru r6 -
viny, takZe vektor Py, - P; = <5 y - 5) je na t&chto linedrnsg
zdvisly. Proto existujf &isla x, y té vlasinosti, Ze
Py =P = (Ql - Pl) + y. (’ Q _ P.) . Odtud vyply-
vd, %e P, =~y ( Q - Pz) + x . ('QI - Pl) je spo-
ledny prised{k obou p¥rimek.

X Bez obavy z nedoruvzum3ni piSeme Py <'3 2) jsouce si
védomi, %e bod Py Je representovén soufadn1cem1(f3 2)
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Dvé primky.
XXXXXXX XXX XXX X XXX XXX

Dvé pFfimky v prostoru majf troj{ moZnou polohu:
1/ bud jsou rovnob&¥né nebo 2/ nejsou rovnobdind a maii{ epo-
ledny jeden bod, nebo konelns& 3/ mnejsou rovncb3iné a ncma-
Ji spocleldny 24dny bod. V prvém p¥{pad¥® nazyvéme pHimky
rovnob&iné , v p¥ipad& druhém riznob&¥né &= v prirad¢ trctim
mimob&Zné .

Véta., Dvima riznymi rovnobé&Znymi oiizlami vrochdzni

presné jedna rovina.

Dikaz. Nechl prvéd p¥imka je déna bodem P a vaito.
rem A, druhd pak bodem @ a tymZ vektcrem A . Vekiory Ao
a Q - P jsou mezi sebou linedrn¥ nezdvislé. Vskuiku xdyby
existovalo redlné &{slo x tak, e Q - P = x.A , byl by
bod Q = P + x.A na prvé pr¥imce, takZe ob& rovnob&Xky by
splynuly, coZ neni moZné.

Yektory A a Q - P Jsou basf sméru roviny. Bodem P
a touto basf{ je jednozna¥n¥ urdena rovina. Jejf body se daji
psdti ve tvaru P 4+ X A ¢+ ¥ .('Q - 3) . Rovina tato obsa-
huje bod P z P + 0.A # 0.(Q-P)ibod Q = P+

s 0.4 + 1.(0Q - P) a také vektor A . Obsahuje tudf?
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ob¥ p¥imky.

Vits, Dvéma rignobdZnymi pF{mkemi prochdz{ presnZ
Jjedna rovina,

Dikaz. Oznalme spoleluy bod dvou rimnob&inyfech pidimek
pismenem ¥ , Nechi sm¥r prvé piimky je urden vektorem A ,
sm&r druhé p¥{imky vektorem B . JelikoZ tyto pF{imky nejsou
zrovnob&Einé, Izoum oba vektory mezl sebou nezdvislé, takZe tvo-
¥{ basi sm¥ru roviny. Bodem P & basf A , B Je rovine
jednoznaln¥ urena. Sm¥r prvé p¥imky je Z4st{ sm&ru roviny.
Jeliko¥ bod P této p¥imky je v'roviné, obsahuje tato rovi-
na celou prvou p¥imku. JelikoZ sm¥r druhé p¥imky 'Je Z4st{ smé-
r2 roviny, je i druhd p¥imka celéd obsaZena v roviné&,

Y&ta. Dvima mimob&%nymi pF{mkemi nelze vésti rovinu.
Dikaz vyplyvd z véty v § 19 / str. 29/.

V&ta. T¥emi body, jeZ neleZf na p¥fmce, prochdz{
presnZ jedna rovira. '

Dikaz. Pon&vad? dané t¥1 body P, Q, R neleZ{ na
p¥imece, jsou p¥{mky ur&ené bedy P, Q resp. P, R rizno-
b&%né. 'Jimi prochdzi pFesnd jedna rovina.

V&ta. Pi¥imkou a bodem mimo ni leXicim prochdz{i p¥es-
n& jedna rovina,

Dikez. Podle piede$lé véty prochdz{ danym bodem a
dvéma riznymi body na p¥imce p¥fesn& jedna rovina, jeZ obsahuje
danou p¥imku.

P¥{klad. iNalézti v prcstoru prisedik dvou riznobié-

Zek. Zvolme v prostoru soufadnou soustavu S, A, B, C

Ka%dy vektor prostoru se dd psdti ve tvaru x.A ¢+ y.B + z.C,

kaidi bod prostoru se dd4 psdti ve tvaru S + x.A + y. B ¢
z.C. Misto vektory a body budeme po¥ftati trojicemi &fmel

( X, ¥, z) Prvd pfimka je ddna body Py = (2, 4, 7) , Q =

=

(5y = 2, =2 ), drund piimka body P, = (9, =2, 6) , Qy _

- (-6, 8, 1). Smé&r prvé primky je urden vektorem Q; - P =

(3, ~6, =9‘), smér druhé primky pak vektorem Q, = Py =

(«15, 10, = 5'). Snadno se presv&d&ime,Ze vektory tyto jaou



- 33 -

mezi sebou me24vislé, takfe dané p¥{mky nejsou rovmcbi3Zné.Jsou
tedy riznob&Zné nebo mimobdZné.

DokaZme si,%e vektor P, - P; = (7, -6, -1) Je
linedrn¥& zdvisly§ na vektorech QQ - P a Q = Py .

Vektorovd rovnice P, - P; = X. (Ql - Pl) .
+ y.(Q -7,) 311

(70 =6 =1) = = (3, -6, -9) s y(-15, 10,-5)

Je ekvivalentni se systemém t¥{ linedrnich rovnic.

T = 3x - 15y
-1 =z 9x - 5y

ReSeni{ tchoto systému je x =.'§P, y = --%— « Proto

P, - Py = +.(0Q - n) - % . (QZ-PQ),t.j. vod
Po = Py ¢+ & (9 -P) =(9 -2 6 e & .(-15

10, -5) = ( 3, 2,4) je-spolefmym bodem obou p¥imek.

4

Priased¢ikr pFfFimky 8 rovinonu.
XXXXXXXXXXX XXX XX XXX XXX XXX XXXX XXX XX XXX XXX XXX XXX X XXX

V&ta. MNeni-1i p¥imka rovnob&Znéd s rovinou, mé
s ni{ spoledny presn& jeden bod.

Dikaz. Rovina je ur%ena bodem P a bas{ sm&-
Tru A, E ; DFimks je urdena bodem Q a vektorem C ; Jje-
liko¥ p¥{mka nenf{ rovnob&%*nd s rovinou, reni vektor C z4-
visl¥ na vektorech A, B . Vektory A, B, C Jsou mezi sebou
nezdvislé a tvo¥{ basi v¥ech vektord v prostoru.

Existujf tudi¥ &{sla x, y, z té vlastnosti, Ze
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Q ~ P = XA ¢ yB &+ =2.C , tedy
:Q g z.C - P X.A + yoB .

T{m je nalezen prised{k p¥{mky s rovinou, nebot symbol na
levé stran¥ této rovnice znamend bod na pFimece, symbol na
pravé stran® bod v roving.

. P¥{klad. Nalégti prise®fk p¥imky s rovinou.
Zvolme v prostoru pevnou soustavu sou¥adnou.Rovina
je urdena body P =(1, 2, 3), Q = (4. 5, 2)
R = (3, -4, -5). Pr{mka Je urlena body S -_-.(2, 2, 4).
T = (6. Ty 3) . Base sm&ru roviny je 4 = Q -P =
=(3%»3-1), B = R - P = (2 -6, -8). Smér
p¥{mky je urden vektorem C =< T - S :(:4, 5 -1).

. Snadno se poznd, Ze vektory A, B , C nejsou mezi sebou
zdvislé, %ak¥e tyto tvo¥{i basi vZech wektorl prostoru.Existu-
J{ tudf{% ¥1sla x, y, z té vlastnosti, e S - P = x. A +

+yY. B & 2z.C , takZe spoledny bod je S =2.C. = P &+ X.A +

4+ . y. B *
G{sla x, y 2z vypoSteme z rovnice

(1,0,1) o x (33-1)+ y.(2 =6, -8) + 2(4,5,-1),

je% urduje systém t¥{ linedrnich rovnic

-s
-

3x « 2y + 4 2
5

2

{f

1
0 3x - 6y +
1

-X - 8y - b

Ndsobime-1li prvou rovnici - 30, druhou 22, t¥eti - 24 a

selteme-li pek viechny rovnice, dosteneme Pro nezndmou 2
L 2 :

hodnotu z z - g.#, . Froto spolelny préseiik je
S

Py = - z.c = (2,2, 4) « E (4,51
(1’22 149 1 ) ‘
= ""7"' ] "7"9 "7 .
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§ 22.

P¥i{imka, rovina a prostor vedené
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XX XXX XAXX XXX XX XXX XXX XXX XXXXXXXXXXX

danymi dvPody.
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

V&ta. Body P a Q splynou, kdyZ a jen kdyZ rovniei

xloP » Xo2 Q = 0 ’ kde xl + x2 - 0 ’

lze vyhovEti netrividinim zpisobem.

Dikaz. Jest-1li Ze oba body splynou, poloZme Xy = = Xy
kde x2 % 0.

Lze-11 naopak dané rovnici vyhov&ti netrividlnim zpi-
sobem, pak ji miiZeme psdti ve tvaru: Xqe (P-Q) = 0°, nebol
X0 = = Xy . Pon&vadZ je Xy f 0 Jest podle v&ty v
§ 4 /nastr. 8,/ P-Q =-0" t.J. P=n.

V&ta. Jsou-11 P 8 Q rizné body, pak lze kaZdy bod

piimky té¢mitc body urlené psdti p¥esn& jednim zplisobem ve tvazu

X . P + Xo » Q kde X ¢ Xo = l ..

Dokaz. Je-11i predevSfm R bodem p¥{mky, pak existuje
redlné ¢isiv x té vlastnosti, e R o P + x.(’Q - F- »
= (.1 - x) «P & xQ = X[ P & X5 Q, kde x; al - x;
Xo = X Xy * Xp = 1 .‘Kéédj bod p¥imky se déd tedy vy-
jdd¥iti v uvedeném tvaru. Jsou-1i nyni ddna dv& takovéd vyjéd-
dfenf{ R = Xx7.F + Xx,.Q R = y-F + ¥y,0, kde

o+ Xpz ¥ O+ Yy = 1 , pak ode&tenim vyplfvé:(xi - yl).P +

~?7!.‘H""’(x..' - yz) e 3 = 07, kde (xl - yl) * (x2 - y2) = G .
delike? hody F o2 ) jsouv rfizné, lze podle pfedeXlé vEty vy-
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hov&ti pociednimu vztahu jen trividlnim zpisobem. Proto

X o= V1 o= ¥ =¥ = 0t o x o= ¥ Xy = Yy

v

T{m je dokdzéna Jednoznalnost vy jddfeni.

V&ta. T¥i body P, Q, R leZ{ na p¥imce  kdyZ a
Jen kdyZ rovnici

xl.P +r 3 . Q + x3 « B = O’,kde
X, + x, + 13 = 0

Je vyhovéno netrividlnim zpdsobem.

Dikaz. Jeliko? x; = i -x, -x5 , 44 se rovnice

psdti ve tvaru

x.(@ -2) + x;(R -B) = 0.
Tomuto vztahu lze vyhov&ti netrividlnim zpisobem, kdyZ a jen
kdy? oba vektory Q - P a R = P jsou mezi sebou linedrn¥
z4vislé. Mohou nastati dva p¥ipady: 1/ dudto Q - P = 0°
nebo R -P =0, t.jo. P=Q nebo P = R anebo

2/ P £ Q, P # R .

Y prvém p¥{pad® dva body splynou, takZe existuj{ nej-
v§s dva rizné body a tyto leZ{ na p¥imce. V druhém p¥ipads
existuj{ dvé p¥imky, prvéd je urlena bodem P a vektorem
Q -« P, druhd bodem P a vektorem R = P. JelikoZ oba t&to
vektory jsou mezi sebou zdvislé, jsou odb& p¥{mky rovnobiZné.
JelikoZ pak majf spoledny bod P, jsou identické. VSechny t¥i
body P, Q, R leZ{ na této p¥imce.

Necht nyn{ t#i body P, Q, R , le%{ na pfimce.Vekto-
ry Q-P a R <« P jsou mezi sebou linedrn¥ zdvisié. Proto
existujf &{sla x,, X3 , z nich aspor jedno nenf 0, té
vlastnosti, Ze x,. (Q -P) ¢ Xy (R - P} = O0’.PoloZime-
1 ox = Xy =Xz , Pak X ¢ X, + X5 = 0 a uvede-

.né rovnici lze vyhovéti netrividln{m zpisobem, Jj.b.d.

V&ta NeleZ{-1i t¥i body P, Q, R na p¥fmce; pak
ize ka¥dy bod roviny, tépito body urlemné,pséti pFfesnd jednim
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zpiscbem ve bt

X} oF o+ X, Q4 X3« B, kde x, + A o+ X, =1 .
ukaz. Ruvine je sréepa beder. ¥ oo comtory . - T,
- F. Je<lli Z 1libovolny tod této roviny, pak existujf ¢iala
a y 6 viastnosti, Ze Z =P + x.(Q-P)» y. (R-P)g
(1 -X - y) P +# x.Q ¢ y.R e PoloZime-li Xy =1 -x-y

M

1]

Xo = € v Xz =y, V8K ., & X, o9 X, = I = 6o’ £

se dd vyjddriti takto, 2 =x; « P + X, Q # Xz R .
de-1i Z = yy.P + y,.Q + y5.R, kde

Y.+ Y2 + 43 =1 , pak 0 = (% - ¥y) P i-(Xﬁ-’g).Q +
‘ - kde B / \ . )
* ("3 - Y3) R ("1 - Yl) *(xz - Yz) ‘(“3 = 7’3) ~ 0.
Vzhledem k pFede$lé vEt® musi byti
II'Yszz‘y2=X3—y3=0,tedy Xy =¥, X, =¥,
Xz = V3 » T{m jJje dokézéna jednoznalnost vyjidd¥eni.
V&ta, Gty¥i body P, Q, R, S le¥f v rovind,xiy¥

.a Jen kdyz rovnici
X3P # X3.Q # Xz.R ¢ x5 = 0 kde
xl ¥ x2 + x3 : X4 = 0 / 22,1 /
.1ze vyhov&ti netrividlnim zpisobem.

Dikaz. Jsou-1li body P, Q, R na p¥imce,poloZme
x, = O. Pak je vztah / 22,1/ spln&n netrividlnim zpisobem.

Nejsou-li body P, Q, R na p¥imce,lze Jimi poloZXiti p¥esn¥
Jednu rovinu.Pon&vad% bod S Je v této rovin&, existujl podle
prede¥lé vEty redlnd &isla x;, X, x5 té vliastnosti, Ze

S = xl.P ¢ Xo.F 13.R ykde Xy + Xy 4 X3 = 1.

PoloZ{me=-11i X, = =1, je rovnici /22,1/§yhovéno
.netrividlnim zpisobem.

Pi¥edpoklddejme nyni,%e je spln¥na podminka /22,1/.
Le%¥{-1i body P, Q, R na p¥imce,pek z¥ejm& t&mito body a bo-
dem S 1lge vésti rovinu. Nelez{-1li na p¥{imce, pak X, ¥ 0.

Rdscbme rovuici ./22,1/ é{slem - ii . Dostaneme pak vztah:



xl xZ X3
- —iz s P haed "iz ¢ Q - -E':; . R - s - C '] toj. ,
x x D
= - - .2 - . R
4 4 4
xl X2 x3 '
‘JelikoZ - — - - == = 1, leZf bod 8 vpodle
X4 X Xy :

pfede3lé v&ty v rovin& urlené body P, Q, R .

V&ta.,. ﬂéieﬁi-li.bodx_.?, Q, R, S v rovin%, pak lze
ka?d¢ bod prostoru psdti piesnd jednim zplisobem ve tvaru

xl.P -» x2o Q * x3.R & x4.i$ ,kde xl + x2 + x3 > x4 -

= 1. f22.2/. ¥ _
Dikaz. Dokaéme, ¥e kaZdy bod Z prostoru dd se
‘psdti ve tvaru /22,2/. Body P, Q, R nele¥{ na p¥imce,
nebqf by jinak body P, Q, R, S byly v ravin&. KaZdy bod
roviny urdené body P, Q, R ad se vygédflti ve. tvaru

ylo P yon L 4 y3oR 9 kde yl + Y2 + ya - 1.
Je-11 2 = S , pak bod 2 =0.P + 0. Q

-

+ O.R + 1. S 44 se vyjdd¥iti ve tvaru /22.2/. Nechi
je nynf bod Z rfignf od bodu S. Body - Z a S Je urde-
na p¥fmka. Je-li tato rovnob¥?nd s rovinou P Q R , existu-
je v rovins bod P’ té vlastnosti, ¥e 2% - S = P'- P,
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Odtud vyplyvd 2 = S &+ P - P . JelikoZ bod P’ je v
roving P G R existujf &¢isla y,, y2,’y1 té vlastnesti,Ze
4

; + y2.0
YI + Yo 3 y3 - 1 a Ze P - ylo + y31 R. Proto

Z = (yl L l,) 3 P yon »0’ y3o R + S = xloP +
+ Xo Q «+ X3 R =+ Xy 3 o kde
X3 =¥y -1 X =¥y Xz=y¥zs X, =1, takZe

X} + Xy + X3+ X, = 1. To je tvar / 22.2 /.

Nen{-.li p¥imka S Z rovnob&Znd s rovinou PQR,
.pak md s ni spoledny presné& jeden bod. Oznalme jej opét

(4

Jelikoz bod 2 le3{ na pf¥imce urdené body P’ a §, existu-
J{. redlnd &isla Z1y Zs té vlastnosti,Ze Zy * Zp, = 1
a Ze

Z = ZI.P' L ZQQS =, 31. (yloP & y2oQ 4 y3oR)
+*. ZZQS = Zlyl.P 4+ Zlyon % Zly3oR L 820 S -
= .il.P + x2.Q + x3.R % g4.S , kde
X} = EBi¥1 0 X2 = F2Y¥» X3 = ZY3 X = 23 takde
= % + 2z g 1. Bod Z dd se tedy vyjddFiti ve tvaru

/22.2/.
DokaZme nyni,Ze pro kaZdy bod existuje presn& jeden
zpisob uvedeného vyjdd¥enf{. Necht

—

Z = xloP & xon % xBoR & X4os = yloP + yZDQ +

4 y3 +R &* y4 3 " kde xl & xa L4 13 L 4 x4 -
= yl L Y2 + y3 + y4 - 1] . Pak O : = Xl - yl) P
(12 - ya) 'Y Q & (X3 - Y3, . R 4+ (X4 - y4) S S ’ kde

( -yl) + (% "’y2§ (3 - y3 e»(x4 -y4) = 0

*
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takze vzhledem k prede$lé veEted jest Xy =¥ Xp= Yo

X3 = J3 v %4 =Yg T{m je dokdzdna jednoznadnost vyjdd¥eni.

—

§ 23,

Prdseé&nice dvou rovin.
PO C000000 000909000000 000000000080000000000 964

V&ta. Dv& riznob&Zné roviny se protinajf v pFimce.

Dikaz, Basi smdru prvé roviny oznalme Ayy A, 3 basi
sm&ru druhé roviny oznalme B, , B, . JelikoZ prostor md di-
mensi 3, jsou tyto &tyFi vektory mezi sebou linedrné& zdvislé,

VYektorové rovnici

’

Xye Ay + XouAy + Yy1.By + ] + JyB, = 0
1ze tedy vyhov&ti netrividln{m zpisobem. Nechi X1s Xp» yl;
yo e netrividln{ Fefeni. WemiZe byti Y=Y, = O, nebo¥
fztahu Xy+A; + Xpe Ap = O 1lze vyhovEti Jen trividlin&,
Proto y,.By + y,.B, Je nenulovy vektor. Oznafme jej C .
Vektor C je obsaZen ve sm&rm druhé roviny a jJjelikoZ

C = =X .4 = X5.4p , také ve smEru prvé roviny.Proto
vektor C Je ve sm&ru obou rovin.

Obrécend. Ka%dy vektor C° jenZ je ve sm&ru obou ro-
vin je z4visl¥ na vektoru C, nebot jinak by vektory @ a C’
byly mezi sebou nezévisié, tak¥e by urdovaly sm&r prvé i smér
druhé roviny a tyto by byly rovnob&Zné, coZ neni. Urleme basi
prvé roviny C, A a basi druhé roviny C, B. Vektory A,B,C
jsou mezi sebou nezivislé, nebo¥ kdyby byly mezi sebou zd-
vislé, byly by vektory A a B mezi sebou z4vislé a ro-
viny by byly op&t rovnobé&iné.

Zvolme v prvé roving bod P a v druhé bod Q .
Ka%dy bod prvé roviny d4 se psdti ve tvaru P ¢+ x.A ¢ 2z, .G,
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ka¥d¢ bod druhé roviny ve tvaru Q '+ y.B + 2,.C .K vekto-
ru Q - P daj{ se udati red4lnd &isla u, v, w té vlastnosti,
Ze

@ =~ P = uUAd & Vb + w.C
Odtud vyplyva

P + qu. = Q - V.i‘J - W.c .
T{m je urZen dbod P, , jenZ le%{ v obou rovindch, nebo¥ symbol
na levé ctrand posledni rovnice znamend bod » prvn{ roving.
symbol nz pravé strané bol v druhé rovineg,

; Bodem P, a vektorem C Je urcena primka, jeZ
je‘pr&seénici obou rovin.
F¥{klad. Nalézti prisednici dvou rovin.

Zvolme v prostoru pevnou soustavu soufradnou.Prvn{
rovina je dédna body : ('1, 2, 3) ,( 4, 5,'2) ’ ( 6y = 1, = l) 5
druhd rovina je ddna body (2, 4, 1) , (4, 2, -1},
(. "5’ -3, "'1) .

Uréeme basi smé&ru prvé roviny /jako rozdil dru-
hého a prvého resp. t¥etfho a prvého bodu /; Ay =(3, 3, -1) ’

Ar = (5, -3, -4 ). Podobn& uréime basi sm&ru druhé roviny
B, ‘= (2, -2, -2> y By = (-7, -1, -2) . Vektorové rovnice

xloAl &+ x2.A2 + ylaBl + yz-Be = 0' ¢ili
5.3 3 1) + x5 (5 -3, ) + y. (2, -2, -2)

e 5y2. (-7, =T, -2) = (0, o, 0)
zastupuje systém t¥{ linedrnfch homogennich rovnic o &tyfech

nezndmyfch :

}xl + SXZ % 2y1 : - 7y2 - 0

3¢ = 3x - 2y7 - Ty, = O
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ReZen{ tohotc systému rovnic je

5, 2, = 7 3, 2, =T,
X : Xy ¥ ¢ Ypm | -3 =2, =T | 2 =] % -2, =T |:
- 49 "21 -2 ‘19 "29 -2
3' 5, 2
: 2 a3, -3,-2 = 8:-52: 104 : - 4
:19 “4‘,-2 »

x

28, Xy = "552, y1 =104 , y, = -4

Yazdé jiné FeSenf tohcto systému rovnic dostancme, kdy%¥ ndso-
bime v3ecka &{sla tohoto YeZeni libovolnym &{slem. / Ndsobime-
i1 3{slen % y {dostaneme jednodu$s{ FfeSeni{: Xy = 2,X,

-
o

= =13, Y15 26, Yo = -1 /.

T{m jsme vypoditali vektor C, jen% je ve smérech
cbou roving

C - -»3(1 -Al - XQQAZ - ylobl + y2032 -

= -2.(3 3 -1)+ 13.(5, -3, -4) = (59, -45,-50) .
Jest treba Jedtd vypo¥itati bod na priseénici. Za vektory A,B
miZewe -zvoliti vektory Ay :_(3, 3, -1) ’ % « By =

- (i, -1, -1) s JeZ Jsou s vektorem €¢ mezi sebou nezdvislé.

Volime-li T ;I(l, 2, 3) y Q ;,(2,4, 19 dostaneme vektorovou
rovnicis

v 27 = P = u.A ¢+ v.B ¢ w.C, ¢&ili
(1,2,-2) = w (33 -1 +vl-1,-1)
v w (59, -5, -50) , fe? je systémem tEchto trf line-

_drnfch rovnic:

3u + Vv 4+ 59w

3u - VvV - 45w

- - v - 50w =2 =2



3= 1

Ndsobime-1i prvou rovaici Xf{slem 1 1' =« 4, druhou
- ’-
3, 1l |

~1,- 1

o

= 2 a tfet{ ¥fslem. ;' i' ‘ = - 6 a selteme,
Rl :

dostaneme W gz - r§ $ déle vypolftdme u = ;%. Ve 9%%

.Spole¥ny bod je tudfZ:

P & qu .= Q - V.B - '00 -3 (%9 [} EZ% [) -3”)

Priisednice je mno¥ina bodd tvaru

(3 #. ) . t. (59, -45, -50) ,
kde' 't . probihd viecka redlnd &{sla. |
§ 2.,

P¥F{&ky dvou mimodéEek,
XXXXXXXXAXTLLXXAX XX XX XXX XXXXTXXXX XXXXXXXXXX

batinice, P¥{Ska dvou mimobd¥ek je p¥fmka je2 protind
ob¥ mimob¥Zky. ; 1
!I'lu Bloha. Nalézti p¥{¥ku dvou uimbb&!ek. Je¥ md pFe-
~zpmany smér, '
R.Sen{. Necht je prvd mimob¥¥ka ddna bodem P a vek-

+ A

torem A, drund bodem Q a vektorem B, Sm¥y pFilky necht
je dén vektorem O # 0%, Jeliko dané dw¥ p¥imky jeou mimo-
.b&iné; jsou tFi vektory A, &, Q - P mezi sebou nesdvialé,
Tyto vektory tvof{ basi wieoh vektord prostoru. Bxistuj{ tu-
df% redlnd %f{sla x, y , £ té vliastnooti, Ze

C o XA ¢ Yy.B o so(Q-P)
Oznadme P’ resp. Q° prissdik pf{iky e prvou resp, s dru-
hou mimob¥¥kou. Pak existujl ¥isla u, v té vlastnosti,¥c

P'a P ¢ i.A

Q"2 Q@ + v.O
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Nagi ulohou jest nalézti oba prisediky, tedy urditi
84slea u a v . Jeliko¥ vektor P’ - Q' je ve smé&ru pi{&ky,
jest t.(Q°-P)a C, kde t Je vhodné redlné cisic m o .
Dosazen’ im vypljvd'}? . B
4, (Q-P - uk ¢ v.B) = xA + y.B 4
+ s.(a-F), tedy -(x+ t. u).a s+ (-y + t.v)B

s+ (t-2)e(a-7) & 0.

JelikoZ vektory v této rovnici jsou mezi sebou nezdvisié,lze
této rovnici vynovéti jen trividln&. Proto

as - &, ve L, o

= v, t.j.
X .

. -
-—

i
Rozezndve jme dva p¥{pady :

1/ 2 #* 0, ﬁlohé;mé v tomto p¥ipad¥ p¥esn& jedno feéeni.
2/ 2 = O.Pak t = O , tak¥e C = O’. To nenf mo¥né.
Uloha v tomto pFipad¥ je ne¥eSitelnd.

Geometricky vyznam pifipedu 2/ je tento:Zvolme v
prostoru bod S a vedme jim dv¥ p¥{mky, » nich% jedna je
rovnobdind s prvou, druhd s druhop mimobézkou. Bodem S
a,bési A, B Je uréena pomocné»rsvina,'jez témito riznobdi-
kami<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>